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REMARQUES

SUR LA

DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

DES FOXNCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES;

PAR M. HERMITE.

———aa—

En désignant par F(x) une fonction uniforme aux périodes 2K et 27K’

etpar a, b, ..., I ses poles situés & I'intérieur du rectangle des périodes, on
a I'expression suivante

— H(x —a) H'(z — b) H (x— 1)
F(r)=C+A H(x—a)+B H(x—b)+"'+L'fI(T__T)
yH (2 —a) ,H (x— ) JH (2 — 1)
+DI\:A H(aﬁ—at)_i_B H(x—b)_’_"'_'—[‘m
2 ”H/(x_a) Illll(x—b) . //HI(J)— 1)
+

ou bien, pour abreéger,

P = e BARGE=G + B =l - R0 G

La quantité l-l(( )), qui joue le role d’¢lément simple dans cette formule,

n’est pas doublement périodique, mais ses dérivées le sont, comme le montre
la relation

8
=
2
&~
2
=
&

11 en résulte que les termes de la premiére somme sont d'une autre nature
que les autres, mais la condition A - B .

..+ L = o permet de la mettre
Il — Fac. de T.
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aussi sous la forme doublement périodique; c’est le premier point dont je
vais ni'occuper. :

I. J'emploierai, dans cc but, la relation suivante

snecnrdne —snacnadna  H'(z + a) - 0'(x) . 0'(a)
sn’x — sna T H(z+a) O(z) ©0(a)

qui est une conséquence de 'égalité fondamentale

O(x+a) O(x) 0O(a)
O(z+a)  O(z) O(a)

— Ak*snxsnasn(x +a) =

Changeons, en effet, @ en @ + (K’ : on aura d’abord

sn _H(z+a) O(x) H(a),
" snasn(x+a)  H(zx—+a) O(x) H(a)’

prenons ensuite la dérivée logarithmique des deux membres de I’équation

sita — —I—_ H(a)

Vi 0(a)’

ce qui donne
cnadna  H'(a) 0'(a)
sna H(a) 0(a)’

ct ajoutons membre & membre. Au moyen de la formule

1 __snzxzcnadna —snacnzdnx
sn(x+a) sn*z — sn?a

2

on lrouvera, apreés une réduction facile, la relation a établir.
D’une autre maniére, en partant de la décomposition en éléments simples

- 1 . L. s ,
de la quantité ————— qui a pour périodes 2K et 2/K’, nous opérerons
— sn*a

sn*x
comme 1l suit. Les poles étant ¢ = a, x = 2K — a, et les résidus corres-
1 1
, —
2snacnadna 2snacnadna

pondants » nous avons d’abord

1 e 1 [H’(x—a)_H'(w-f—a)]

——— =C+
sn’xr — sn?a 2snacnadnae | H(z — a) H(x + a)

ou plutdt
2snacnadna _C,_L_H’(x—-a) H(x+a)
sn?r —snta  ©  H(xr—a) H(x+a)
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Pour déterminer la constante, je fais # = o, ce qui donne

__zcnadna_c, 2 H (@)
sna H(a)
et, par conséquent,
C— o H’(a) cnadna’l 6’(a)
H(a)  sna @(a)

Nous avons ainsi I'égalité

asnacnadnae  H'(z—a) H(zx+a) 0(a),
sn’z —sn’a  H(x —a) H(x + a) O(a)’

permutant x eta, onen conclut

asnzcenxzdnz  H'(x—a) " H(z+a) 0O (x)
sn?x —sn*z = H(x—a) H(x+a) O(x)

et enfin, en retranchant membre & membre,

snzcenzdnz —snacnadna _ H'(z+a) 0'(z) 0'(a)
sn’z — sna T H(z +a) O(x) O(a)

ETI Y . H(x—a) .
P 3 7
Cela posé, I'élément simple e —a obtient en changeant ¢ en — «,

sous la forme suivante

H'(x —a) _snzcnzdnz +snacnadna  0'(z) 0'(a)
H(z—a) sn?x — sn’a O (x) 0(a)’

et voici la nouvelle expression des fonctions doublement périodiques qui en

résulte. En premier lieu et dans la sommeZA w_—))a le terme G—(( )) dis-

parait en vertu de la condition ¥ A = o3 on a doncsimplement

! —_—
EAH(x a) EAsnxcnxdnx—i—snacnadna

H(x — a) sn*x — sn*a

-+ const.

Soient ensuite, pour simplifier I'écriture,

=DA, F=NAL
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en faisant usage de I'égalité de Jacobi

nous trouvons successivement

2 &,H (r—a) y A'D snrenzdne +snacnadna g

: k? sn?z + const.
H(r—a) z sn*r — sn%a ’

Z \,,H(.I—(Z) E“\,,D;,snxcnxdnx—f—snacnadna

— 8"D, k?sn?
H(x — a) sn’x — sna ® *

La nouvelle expression des fonctions doublement périodiques, ot n’en-
trent plus que des éléments doublement périodiques, a savoir sn*z et sa
dérivée, est donce

snrenzdnx 4+ snacnadna
sn?x —sn’a

F(r)=C+ XA

snxenxdnx +snacnadna

-+ EA’DZ T —sn'a — S'Ak2sn2x
snz cnz dnz + snacnadna

-+ EA"D2 sz —sn’a — S"D k?sn’x

ct I'on en conclut facilement qu’on a
F(r)=o(sn*x)+ d(sn’x)snzcnzdnz,

en désignant par ¢ (sn*z) et $(sn%x) des fonctions rationnelles en sn?x.

Une remarque & laquelle clle donne lieu immédiatement, c’est que le se-
cond membre contient un point singulier apparent, x = /K’, qui se trouve
dans la formule

H’(r—a)_snxcn‘r(lnx—i—snacnadna_@’(w) Q' (a)
H(xr —a) — snizr — sn%a 0(z) " O(a)’

Cest, sous ce rapport, unc imperfection qui est évitée avec les éléments
H(r—a)
H(z —a)
rent dans le cas particulier ou, la fonction doublement périodique étant

simples ; nous observerons toutefois qu’il n’y a point de péle appa-
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paire, tous les podles sont simples, puisque alors on obtient

Asnacnadna
F(w):C—i—E sn’x —snla

Ce casn’est pas le seul : il en est encore de méme dans d’autres circonstances

ou I'expression des fonctions doublement périodiques s’offre sous des formes
nouvelles que nous allons indiquer.

II. A cet effet, je distingue parmi les fonctions aux périodes 2K ct 27K’
celles qui se reproduisent au signe pres lorsqu’on ajoute a la variable I'une
des demi-périodes /K, K + /K’, K; je les désignerai par F,(x), F,(.r),
F,(x), de sorte qu'on aura ces conditions caractéristiques

Fi(z + (K') =—F,(2),
Fy(z + K + (K') = — Fy(2),
Fy(x +K)=—F;(x).

Considérons d’abord la premiere; nous pourrons écrire

2F, (2) = Fy (2) — Fy (2 + iK),

et, en observant que I'on a

H'(x+iK) 0'(x) in
H(zx +:K)  ©O(z) 2K’

la premiere formule de décomposition en éléments simples donne immé-
diatement

o H(x—a) 0(zx—a)
2Fi(2) = ZA[H(;v—a) T 0(zx—a)

, H(x—a) 0O'(x—a)
+2A Dz[H(x—a) T 0(r—a)

ct, par conséquent,

2F, (z) :EADxlogsn(Jf— a) —\-EA’D;logsn(x —a)+...

ou, plus simplement,

Fi(x)= ZADxlogsn(x-— a) —‘—ZA’DE; logsn(x —a) +. ...
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si I'on n’emploie que les podles contenus dans le rectangle ayant pour cotés
2K et K.
De la méme maniére, en faisant usage des équations,
H(z+K+/K)_ 0(x) ir
H(z - K+ :(K) 0,(x) 2K
H (x+K) H,(x)
H(z+K)  H/(z)

nous trouverons cnsuite

s , sn xr—a
2Fy(z) = ZA,D logdﬁ((z —l—EA D2lo & dn ((x a))
o sn(x , sn(x—a
2F3(x)_EA2])xlogcn(x  + > ADilo 8 oo —ay "

Ces quantités prennent une forme plus simple, si 'on change dans la
premiére x en « + K, et dans la seconde x en x + K + /K’. Nous avons,

en effet, ( : X
sn (z + 1
dn(z +K) &M%
sn(z + K+ {K') d .
cn(xz+ K+ 7K'y k' %5

en écerivant done
. F,(z) et Fs(x),
au lieu de
2F,(z +K) et 2F;(x+K-+ /K'),

on obtient ainsi les formules

Fz(x):EA,Dxlogch(x——a') +2A’1D§;10gcn(x-—a’)—l—...,

Fy(2) = D\ A;Dlogdn(z — a”) + ¥ A,D2logdn(x —a") +....

Les expressions des fonctions F(x), F,(x), F,(x), auxquelles nous
venons de parvenir, ont pour ¢léments simples les fonctions doublement

périodiques
cnx dnx
Dylogsne == ————,
snz
snx
D, logen & —— snrdnz
cna

snx cnax

Dylogdnr = — &2 T

2
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et ne présentent pas de pole apparent; voici quelques remarques auxquelles
elles donnent lieu (*).

III. L’expression, par unc somme d’¢léments simples, des fonctions ra-
tionnelles et des fonctions doublement périodiques, donne immédiatement
leurs intégrales; on obtient ainsi pour les fonctions doublement périodi-
ques les plus générales, désignées précédemment par F (),

fF(x)dx——Lx—!—ZAloc'H(x——a)—i—zA’Ilg—((;f—:—;l—)) +.

puis les formules, auxquelles je m’arréterai un instant,

fFi(x)dx:ZA logsn (z—a) -+ 3 A’ Dylogsn (w—a)-+....

ng(x)dx: EA,logcn(x— a') +2A’1Dxlogcn (z—a')+....

fFa(ac)dx:EAglogdn(x—a”)+2A;Dxlogdn(x—~a”)+....
Soit pour un instant snz = £ et R(§) = (1 — &*) (1 — k*&*), onaura

Fi(z) :fl[g’ \/m]’
F.(z) =/f.[5 VR(E)],
Fs(z) = f:[&, VR(E)],

en représentant par f,, f., /5 des expressions rationnelles en § et yR(%);
cela étant, on voit que les intégrales

/f,[a, iG] /fz[ia@] £ ffa (6, VRG]
VRGE) VR(®) )

VR(E)

s'expriment sous forme finic explicite, par les fonctions élementaires. Soit,
de plus,

SIEVRO =118 VRO ] + 105 VRE)] + L5 VRO ]

(1) Dans une Note du Journal de Liouville, sur une formule d’Euler, année 1879, je suis
arrivé, par une autre méthode, & ces mémes formules.
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il en sera de méme de la quantité

J_/ JEVED] 4o
VR(D)

de sorte qu'on a ainsi un type des intégrales qui ont été nommées pseudo-
elliptiques. Revenons maintenant a la variable z, et posons, pour abréger,

F(x) =Fi(2) + Fy(2) + Fy(2),

J:fF(x)dx,

il est facile d’établir la relation

ce qui permet d’écrire

F(z)+F(x +(K)+F(z+ K+ iK')+F(x +K) =o.

Considérons, en effet, les quatre termes qui dépendent de la méme fonc-
tion, par exemple I, () : ils donnent la somme

Fi(x)+Fy(z+(K')+F,(r+ K+ K') + F,(z + K);
or on voit immédiatement qu’elle est nulle en vertu de I'égalité
Fi(z) +F,(z +iK') =o,
et il est clair qu'on a de méme
Fo(x) + Fo(xr + (K') +Fy(x + K+ (K') +Fy(z +K)=o,
Fy(2) +Fy(x + iK') + Fy(x + K+ iK') + Fy(x + K) =o.

J'ajoute maintenant que toute fonction doublement périodique F () qui
satisfait & cette condition, pouvant s’écrire de la maniére suivante,
4F(z)= F(x)—F(z+iK')
+F(2)—F(x+ K + iK'
+F(x) —F(x +K),

on en conclut cette expression
F(z)=F,(x) + Fo(z) + F;(2).

Effectivement les différences

F(x) —F(z+iK). F(x)—F(x+K+iK) et F(r)—F(r+K)
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offrent les propriétés caractéristiques de F(x), F,(x), F,(x); elles se repro-
duisent changées de signe, en y remplacant successivement x par  + (K’,
r + K-+ K et #+ K. Il en résulte que la transformée par la substitution
- T £, VR(E
snz =% de lintégrale f F(z)dz, cest-a-dire J= [ L;l:’_(_fi—;-)l dz,
o Ve
s'obtient sous une forme finie explicite au moyen des fonctions élémen-

taires, et représente une intégrale pseudo-elliptique. Je remarque encore
qu'ayant pour la fonction doublement périodique F(z) cette expression

F(x)=o¢(sn?x) + Y(sn?x)snxcnzx dnr,

ou ¢ ety désignent des fonctions rationnelles, on en conclut
I16 VR(E = 0(2) + 4 () EVR(E),
de sorte que I'intégrale J se décompose en deux parties, dont la premiére

o (8 dE

Na) est seule a considérer. Cela étant, je dis que la fonction ¢ (%)

vérifie la relation

Changeons, en effet, x en — x, dans1’égalité

F(z)+F(x+{K)+F(x+K+iKR)+F(z+K)=o,
on obtiendra, eu égard & la périodicité, I’équation
F(—2)+F(—a —iK)+F(—a—K—iK')+F(—z—K)=o,

et, en ajoutant membre & membre, on conclut que la partie paire de F(x),
c'est-a-dire 9(snx), satisfait & la méme condition que la fonction elle-

méme. Cela étant, la proposition énoncée est la conséquence des relations
¢lémentaires

1

2 K'Y —
sn (a:—}-LK_)__——-—k2 e

. dn?x cn?x
2 1y — en? (y — .
sn (x+K+lK)——_—k2cn2.r’ sn (I+k)”(1112J'

C’est M. Goursat qui a donné ce résultat, dans un beau travail intitulé

Note sur quelques intégrales pseudo-clliptiques, dans le Bulletin de la

Société mathématique de France, t. XV, 1887. Je renvoic aussi sur la
1. — Fac. de T. C.2
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méme question a d'excellentes recherches qu'a publiées M. Raffy dans
le méme Recueil, t. XII, p. 51; la méthode des deux auteurs, qui n’em-

pruntent rien a la théorie des fonctions doublement périodiques, étant en-
tiecrement différente de celle que j'ai suivie.

IV. Je considérerai maintenant les fonctions @ (x) aux périodes 4K et
4iK’, pour montrer succinctement comment elles se décomposent en élé-

ments simples, qui sont encore formés au moyen des quantités snz, cnz,
dnx; voici, dans ce but, une premiere remarque.
Soient, pour un moment,

oIl () =®(2x) -+ ®(x +2iK’),
oIl () =P (x) — O (z + 2(K'),
on aura les ¢galités
II (z+2/K') =+ (z),
IoI(x+2/K')=—1I(2),

et 'on en conclul que la fonction proposée ®(x) s’exprime par la somme

de deux autres dont la premiére se reproduit et la seconde change de signe
(uand on ajoute 2K’ a la variable.

Posons ensuite
2@ (z) =l(z) + (x + 2K),
2@, (z) =I(z) — (2 + 2K)
et semblablement
2@,(z) =I,(z) — (2 + 2K),
20, (x) =11, (z) + I, (x + 2K);

nous en déduirons cette expression

O(x) =Dy (x) + @, () + Oy () + Py (),
ot les termes du second membre satisfont aux conditions suivantes :

Dy (r +2K) =+ @y (), Dy (2 + 2(K') =+ Oy (),

O (xr+2iK')=+®,(x),
Dy (z + 2iK') = — ®,(2),
O, (z +2K) =+ Py (), Oy (z + 2/K') =— D, (x).

D, (x4 2K)=—d,(x),
‘I)?(.E+2K):—~(I)g(x),
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Elles montrent que ®,(x) revient a ' (x); on voit aussi que @, (i), ®, (),
®,(x) peuvent étre considérées comme des fonctions doublement pério-
diques de seconde espéce, ayant respectivement les mémes multiplicateurs

ue snx, cnz, dnz, qui leur serviront d’éléments simples. Nous avons
q ’ ? ,
done, en premier licu

) )

snzcenxzdnx 4+ snacnadna
Q(z)=C—+ EA 5 5
sn?x —sn?a

,n Snzcnxdnz +snacnadna
—|—2A D,

12 2
sn?x —sn?*a — S8’k snts
snzenz dnz + snacnadna )
A"D? 5 - — S"D k2 sn2r
< sn?x — sn’a

+~

e e

_puis, en représentant les poles par @’ + K/, "+ iK', "+ iK', ...,
D, (x) :ZA’ sn(x—a') —I—ZA’,D@sn (z—d)+....
(Dg(x):zAzcn(w—a”)—i—zA;Dxcn(x—a”)—t—....

®y(2) =Y, A, dn(x —a”) + P A Dydn(z—a) +....

Cela posé, a la formule précédemment donnée pour ®,(x), & savoir
@, (2) = o¢(sn*x) + Y(sn?*x)snzcnz dnz,

nous ajouterons les suivantes, dans lesquelles les lettres ¢ et ¢ désignent
des fonctions rationnelles :

@, (z) = ¢,(sn?z) snx + Y, (sn*x) ecnx dn.r,
D, (2) = 9,(sn?z) cnx + Yy(sn?z) snz dnax,

D;(2) = 93 (sn?z) dnx + Y3 (sn®x) snx cn.x.

On les obtient au moyen des relations élémentaires pour I'addition des
arguments dans les ¢léments simples snz, cnz, dnz, ou encore en remar-
quant que les produits ®,(x)snz, ®,(x)cnx, ®;(x)dnx ont pour pé-
riodes 2K et 27K’, et rentrent, par conséquent, dans le type analytique
de ®,(x).

Ces résultats montrent que ®(x), c'est-a-dire toute fonction uniforme
dont les périodes sont 4K et 4¢K’, s’exprime en fonction rationnelle de
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snz, enz et dnx. Jindiquerai comme exemple les formules suivantes

—cnx x 1+ cnzx
sn‘-’f-:——l C——, Sn2<—+K):-——-——’

2 1+ dnz 2 1+ dnx

x . 1+ cnx z - 1—cnax

Y [ e sl - +K+iK')= ———.

sn (2 *‘IK> i—dnx’ (2 1—dnx

Je remarquerai aussi que, en posant

W(z) =0 (z)+ D (z) + O3 (2),
ce qui donne

O(z) =0 (x) + ¥(x),
on a la relation

W(z) +W(zx+20K') +W(z+2K+2/K)+W(z+2K)=0

et qu'on peut en conclure 'expression de la fonction W ()
Soicnt, en effet, pour un moment,

2W () =W (x) + ¥ (x+2iK'),
2Wy(z2) =W (z) + ¥ (x+ 2K+ 27{K'),
2Wy(2) = W(z) + W(z +2K);

nous obtenons d’abord, d’aprés P'égalité adrriise,
W(x) =W (x) + Wy (x) + ¥, (2).

Cela étant, on trouve ensuite, en ayant egard a cette méme relation ainsi
qu'a la périodicité de W' (z),

Wi(z +2K)=—W,(2),
W, (x + 2K); — ¥, (),

Wy (z +2K) = + W, (2),
et pareillement

P (zx+2iK') =+ W, (),
T2 (z + 2iK') = + W,(x),
V(2 +20K') = — W, ().
On voit donc que les fonctions W

(@), Wa(x), Wy(x) possédent les pro-
priétés caractéristiques de @, (), ®, (z), ®,(x), ce qui démontre le résultat
annoncé.




