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SUR LA

TRANSFORMATION LINEAIRE

DE LA DIFFERENTIELLE ELLIPTIQUE *7;

PAR M. T.-J. STIELTIES.

PREMIERE PARTIE.

CONSIDERATIONS PRELIMINAIRES

1. En introduisant dans la différentielle elliptique

dx

Vaor* + ha 2®+ 6a, 22+ fasx + a,

une nouvelle variable y par la substitution linéaire

ay+ 3
L= a2
yy+0o
on obtient un résultat de cette forme

dx_+ﬂ

—_— =T —=>

VX VY
X=ayx*+ fa,2*+ 6a, >+ hayxr + a,,
Y=2>00y"+4b1y*+ 6byy*+ 4 b3y + b,.

Cette transformation a été déja traitée maintes fois : cependant il nous a

paru qu’on ne l'avaii pas encore envisagée sous un certain point de vue qui
ne semble pas sans intérét.

Nous préférons écrire la relation entre . et y sous la forme
pP-+qr—+ry-—+sxy=o,

II. — Fac. de T.
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et il sera quelquefois plus commode d'écrire X et Y sous forme homogene

X —ayr*+ ha,xdr' 4+ 6a,r*2'* + fa;ee'® + a, x't,

Y = boy* + 4b,)%)y" + 6D,y + fasyy"* + b.y's

et nous emploierons sans distinction ces formes non homogeénes ou homo-
génes : il faudra toujours supposer dans ces derniéres z' =y’ = 1.

2. Voici deux remarques qui se présentent immédiatement. On constate
d’abord que, sil'on considere les invariants de X

S =aja,— ha,az;+ 3al,
T =a,asa, + 2a,a;a;--- ay — a,a — a} a,,
et les invariants correspondants S’, T"de Y, on a
S=2¥8/,

T=T.

C’est 1a une conséquence immeédiate de la propriété caractéristique des
invariants. En effet, la valeur de Y se déduit de celle de X en remplacant

x par ay—+ By,
y par yy—+dy’,

et en divisant ensuite par (a8 — 3v).
Ainsi 'on a

aya,— haya;+3at=0b,b,— 4 b, b, + 3bf§:S,

a, a, a, by b, b,
ay a, ay; |=| b by by |=T.
a, a; a, by, by Db, ‘

En second lieu, considérons les racines des équations X = o0, Y = o. En

les désignant par x,, «,, ry, x, et ), y., ¥, )y, respectivement, il est clair
que

PHqri+ry+ Sr;y,=o (i=r1, 2, 3, 1),

et par conséquent le rapport anharmonique des racines de X = o est égal au
rapport anharmonique des racines correspondantes de Y = o.
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Si nous désignons, pour abréger, un tel rapport

XTy— Xy Ty — Ty,

: ar  (1.2.3.45
XTy— T3 Ty— Xy P ( )
on a

(1.2.3.4)=(2.1.4.3)=(3.4.1.2) =(4.3.2.1) =),

(1.2.4.3) =(2.1.3.4) = (3.5.

[

) =(4.3.1.2) =

b

e ]

(1.3.2.4)=1(2.4.1.3) = (3. 2)=(4.2.3.1) =1—1,

.}.\

(1.3.4.2)=(2.4.3.1)=(3.1.2.4)=(4.2.1.3) = ——

(—2
(1:4.2.3) =(2.3.1.4)=(3.2.4.1) = (4.1.3.2) = ’;',
(1.4.3.2) =(2.3.4.1) =(3.2.1.4)=(4.1.2.3) = )—‘11.

Ces six valeurs du rapport anharmonique sont différentes en général; il
n'y a exception que dans les cas suivants.

A. A=—1 (ou =2, ou =3); alors
I
A= g =—n
l——)\—)\‘;lzg,
I I3 1

B. A=1+¢ (ou =1+¢), ¢ étant une racine cubique imaginaire dc
l'unité

Il faudrait ajouter le cas A = o, 1, =, mais ce cas ne peut sc présenter
que lorsque les racines de I’équation X = o ne sont pas toutes distinctes et
nous en ferons abstraction. Dans ces cas exceptionnels le rapport anharmo-

nique peut méme devenir tout a fait indéterminé, par exemple, lorsque
T, =T, = T,.
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3. Nous posons maintenant la question suivante : étant donnés deux
polynomes du quatricme degré X, Y, quelles sont les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'il soit possible de satisfaire a I'équation différentielle

L

dz _ . dr
VX WY

par une relation de la forme
p+Hqr+ry—+sry=—o?

La réponse est presque immédiate. D’apres ce qui précede, il est néces-
saire certainement que les invariants de X soient égaux aux invariants
de Y, mais 1l est facile a voir que cette condition est aussi suffisante.

En cffet, on peut remarquer d’abord que cette égalité des invariants en-
trainc aussi I’égalité des rapports anharmoniques des racines de X = o et
des racines de Y = o. '

Ce fait bien connu, nous allons le déduire ici des formules qui donnent
la résolution de I'équation X = o, dont nous aurons besoin encore dans la
suite.

On a d’abord & caleuler les racines «/, ¢, «” de 'équation cubique
(1) fir—Su—T=o.

Ensuite on a a calculer les racines carrées

S m' —=\a?—a,a,— a,u’,
(7) m' =\a:— aya,— a,u’,
) m" =\/a?>— aga,— a,u";

mais, a causc de larelation
(3 m'm"'m" =—1%1(2a% —3a,a,a,+ alay).

on voit qu’on peut exprimer par exemple m” rationnellement au moyen de
m' etm”.

Les racines de X = o sont alors données par les formules

s ayxy,—=—a,+ m'+-m" + m",
ayxy—=—a,+m'—m"—m",
(4) <’ '
1)

' Ay Xy=—=— a;— m'+—m" — m",

ayxr, = —a,—m'—m" -+ m".
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Ces formules conduisent directement a cette conséquence que les rap-

ports anharmoniques de x,, x,, z;, x, s'expriment rationnellement par les
racines ¢, u”, u”. En effet, on trouve, par exemple,

m'2— m"?

1.2.3.4)=A— ——-
( 4) 't —m:
ou bien
2 w'—u” 1 d—
= , = =
w — u” 2 u' — "
(5) iy w —u” 1 w — o
— A= > =
w — o 1— A u’ — "
r—1  u"—u Ll —d
— , = .
A u — u A—1 u” — u"

Or, comme 'équation Y = o donne licu a la méme équation résolvante
) 3 |

en u, on voit bien que 'égalité des invariants entraine I'égalité des rapports
anharmeniques.

Ce point étant établi, supposons

Ty — X3 Ty — X, Vi — Vs, Y1)
: = : ,
Ly— L3 Tog— I Yo— s Yo

et supposons qu’on détermine les coefficients p, g, 7, s dans la relation
(6) p+qx+ry—+sxy=o,
par la condition que, pour

xr = x,, Y =UY1

X = Xy, _y:}/%

X = as, Y = Y3
on aura aussi nécessairement, pour x = x,, y = y,.

La substitution (6) donnera alors nécessairement un résultat de cette
forme

ol ¢ est une constante. Mais maintenant les invariants de ¢Y doivent
encore étre égaux a ceux de X ou de Y, ce qui donne

{ cS =8,

(7)

7 | T =T;

d’ou 'on conclut ¢ = + 1.
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Nous venons de déterminer les coefficients p, ¢, r, s (ou plutot leurs

rapports) par la condition de la correspondance des valeurs suivantes de x
etde )y :

\
(N i

X = Ty,
DY =00 Y Y Vi

Ty, I3, I

3

mais, a cause de

&

(1.2.3.4)=(2.1.4.3)=(3.4.1.2)=(4.3.2.1),
il est clair qu'on aurait pu ¢tablir les correspondances suivantes :

X T= Ty, Lyy Ty, Ly,
(1) TR

Y =D Yo Y Yai

.
€.
<

(111 ‘ T =2y Ty Ty T,
? Y=Y Yo Y1 Yai

(IV) ; X =&y, Ty, L3, Iy,
Y =D Y3 Yo Jae

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Pour qu'il soit possible de satisfaire a I'équation différentielle

par une rclation de la forme
p+qr—+ry-+sry=o,

il faut et il suffit que les invariants de X soient égaux aux invariants de Y;
et, si cette condition est remplie, il existe toujours quatre relations de cette
forme qui satisfont & I'équation différentielle.

On peut nommer ces relations des intégrales linéaires de I’équation diffé-
rentielle, et notre but principal sera maintenant d’approfondir au point de
vue algébrique la détermination de ces intégrales linéaires.

Il faut remarquer, en effet, que, d’aprés ce qui précede, on peut bien
¢crire directement ces intégrales linéaires, mais 4 condition d’avoir résolu
d’abord les équations X = o et Y = o. Les opérations non rationnelles né-
cessaires pour cela sont d’abord la détermination des trois racines u’, «”, u”

de I'équation cubique en u, ct ensuite on a a calculer encore quatre racines
carrces.
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Mais, comme on vient de reconnaitre que le probleme admet toujours
quatre solutions, la solution doit dépendre d’une seule équation du qua-
triecme degré, et ainsi il doit étre possible d’obtenir rationnellement ces
intégrales linéaires aprés avoir calculé les racines d’une équation cubique
et deux racines carrées.

Ainsi, au point de vue algébrique, la méthode qui consiste a passer par
les racines de X = o0, Y = o n’a pas toute la simplicité possible.

Mais, avant d’aborder le probléme que nous venons de poser, il convient

de compléter encore par quelques remarques ces considérations prélimi-
naires.

4. Nous avons vu que les rapports anharmoniques des xz,, x,, x,, «,
s'expriment rationnellement au moyen des racines «’, #”, ©”. Or, dans les
formules (4), les racines carrées doivent satisfaire a la relation (3) et par
conséquent il est permis de changer a la fois le signe de deux de ces racines
carrées. Il est clair qu'un tel changement de signes revient a une certaine
permutation des racines x,, &,, &;, «, et 'on conclut maintenant que ces
permutations sont précisément celles qui laissent invariable le rapport an-
harmonique. ‘

Il est facile a trouver directement ’équation du sixiéme degré qui déter-
mine les rapports anharmoniques. Les coefficients de cette équation sont
évidemment des fonctions symétriques de ', u”, u" et s’expriment ainsi
rationnellement par S et T.

Les équations (5) donnent facilement

3u =(u'—u") (1+ 1),
3u" = —u")y(—2-+12),
3w =(u'— W) (+1—2)),

et, en substituant ces expressions dans les relations

S=—4(u v+ "+ u"u),
T= 4uu"u",
il vient
9S =+ 4t/ — W) 3(1— )+ 12),
27T = 4 — WP (+0)(—2+1)1—22);
donc
(8) §i (1 — A +22)

T — 108 (l+)~)2(2 _).)1‘(1—— 2)‘)2.
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On vérifie directement que le second membre ne change pas en rempla-
~ 1
~cant Apar s ou par 1 — A,

La résolution de cette équation du sixiéme degré, nous le savons, ne
renferme pas de plus grandes difficultés que la résolution d’une équation

cubique. En effet, ses racines s’expriment rationnellement au moyen de «’,
3

S
(ui est un invariant absolu, il vaut micux introduire aussi dans I’équation
cubique ce seul paramétre.

Soit donc Su = T¢ : il vient

u”’, ©”: mais, comme l'équation (8) ne renferme que le seul parametre

fa 5P
40— 2 (v+1)=o,

et, en désignant par ¢, ¢’, ¢" les racines, on a

ol o

/‘:m, Ceee

Lorsque I'équation X = o admet une racine double, les valeurs du rap-
port anharmonique sont

o, o, 1, I, 0, O,
et ainsi I'¢quation (8) doit se réduire a
22(h—1)2=o.

On voit que cela exige que S* — 27T? = o, et I'on sait en effet que le
diseriminant de X est égal a 2356(8* — 27 T?). Comme conséquence, on peut
écrire, au lieu de (8),

AO—32 4+ (412 (2—2)2(1—2))? 27).2(1—1)2'
S3 - 27T? T8t — 27 T2

5. Considérons maintenant les cas particuliers que nous avons déja énu-
meéres dans le n° 2,

A, L= —1(ou =2, ou=

):

|-

Dans ce cas on a 2 = =- Il semble donc que, pour transformer au moyen

N~ =

o . . P dr dV
d'une substitution linéaire == en =

v\ v
les correspondances (1), (1D, (111), (IV) du n° 3, mais encore les sui-

- on puisse employer non seulement



SUR UNE TRANSFORMATION LINEAIRE. K.

9

vantes :
() j X == Xyy Tyy L3y Ty
LY =D Yo Y Yss
([I’) ‘ xixh Loy Tgy X4y
z Y =X Y1y Y3 Yus
5110) i T =Ty Xyy T3y Ty
Y = Y3 Yir Yoy Vi3
(IV") g X=Xy, Ty Xyy Ty

l Y =Yis Y3 Y1, Ya-

Faut-il en conclure que dans ce cas exceptionnel il existe huit substitu-

. .y s . d .
tions linéaires qui transformentvi—v,en =+ 5%/? Il n’en est rien. En effet,

I’équation (8) montre qu’on a dans le cas actuel T = o. Mais alors les rela-
tions (7) se réduisent a
2SS =S,

et 'on peut en conclure seulement ¢ === 1.
Donc, dans le cas T = o, il n’existe pas seulement quatre intégrales li-
néaires de I’équation différentielle

de _ o 4.
vX VY’
mais il y en a autant qui donnent
df — == —i_‘z—_ .
vX V—Y

Les unes seront données par les correspondances (1), (II), (III), (IV ) et
les autres par les correspondances (1), (II), (III"), (IV’).

Le second cas :

B. A=1+¢ (ou =1+ ¢?), donne lieu a4 des remarques analogues.
L’équation (8) montre que S = o, et les relations (7) se réduisent a

AT =T;

d’ou I'on peut conclure seulement ¢ =1, ¢ =¢, ¢ = ¢*.
I1. — Fac. de T. K.
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Chacune des trois équations

dr __ dv

—_— =T ——)
X UY

ili == d.'i:
vX VeY
i1:” == dy
VX Va2Y

admettra quatre intégrales linédires. Les unes sont déterminées par les
correspondances (I), (II), (IIL), (IV) et les autres par celles-ci

X=Xy, Ty T3y Ty, T =Ty, Zyy Tgy Ty

Y = VY1 Y35 Yis Yo Y =X Yis Yo V35
3 X = Ly Xg, Ty, Iy, ; T = Ly, Ty, T3y Ty,
Y =X i Yar Vs Y =D Y3 Y15 Vi
; X == Ty, X3y, T3, X4, T = Ty, Tqy T3y Ty,
.}"—:]'3; yh .}’2) _}’4; 3 } :)’3’ }’z, .}’4, .)/l;
; T —= 1y Xyy L3y Xy, | =2y, Tas Xgy Ly,
Y =Y Yo Y15 Y35 3 Y = DY Y1s V3 Yae

6. Comme application des considérations précédentes, considérons la
réduction 4 la forme normale

dx M dy

==

VX T Voo = k)

M étant une constante. Le rapport anharmonique de —+ 1, — 1, +

— k\? . , . .
:-1—_A> » il faudra déterminer & par la relation
1— k\2
(1 -+ k) =
On trouve ainsi deux valeurs réciproques de k; 4 chacune d’elles corres-

pondent quatre substitutions linéaires, et, si l'on se souvient que A a six va-
leurs, il semble qu’on obtient ainsi 48 substitutions linéaires qui réduisent a

étant (

la forme normale la différentielle %‘Z Mais il faut remarquer que le change-
\.

1 .-
ment de A en 5 correspond au changement de & en — k; par suite, le nombre

des substitutions linéaires se réduit & vingt-quatre, et le nombre des valeurs
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de A* est six, qui sont réciproques deux a deux. Si == & est l'une des valeurs
du module, les autres sont égales a

I " I-i—\/Z‘>2 (1 —=VEN (1= iVENY (1= VRN
—_ 7 —_ —_— = i —_ = b —_ — —_ —Y = .
k 1k 1+ VA& 1—iyk)’ NG
Une autre méthode, plus simple a beaucoup d’'égards, consiste a poser
d’abord

dr Mdy

VX VyG—nG—kty)

. ¥ . 2
Les racines de Y = o sont 1, 755 0, %. Leur rapport anharmonique est A}
1

etl’on a ainsi
k=1,

1

On voit qu’ici la signification de k} est beaucoup plus simple que dans le
premier cas. On trouve encore six valeurs de k? et vingt-quatre substitu-
tions linéaires. En posant )y = z*, on est ramené a la forme canonique ordi-
naire. Mais il faut remarquer que, si les coefficients de X sont réels et qu'on
veuille avoir une valeur de A7 qui soit réelle et comprise entre o et 1, celte
seconde méthode n’est applicable que dans le cas ot les racines de X = o
sont réelles. Mais il n’entre pas dans nos intentions de discuter ces substi-
tutions en ayant égard aux limites entre lesquelles x et ) sont variables;
c’est une discussion qu’on trouve dans les Traités des fonctions elliptiques.
Constatons seulement, en terminant ces considérations préliminaires, que
les intégrales linéaires de

dx R dy
Va—a) (1= k2?) Ja—p) (—ky?)

sont

xr—y=—o, X + y —=o, 1— kxy —o, 1+ kxy —o.

. , , ). dx
DETERMINATION DES INTEGRALES LINEAIRES DE L EQUATION —— e d

VX v

~

=i

7. La méthode la plus directe pour résoudre le probléme proposé consis-
terait & effectuer la substitution

p-tqx+Try-i-sxry=—o
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ou
_pry.
T gy
On trouve ainsi par identification
(ps — qr)tby=r*a,— 4r’sa,+ 6 r’s’a,— 4rs*a;+ s*a,,
(ps — qr)2b,=rypac— r*(3ps +qr)a,~+ 3rs(ps -+ qr) a
— s (ps + 3qr)a;+ s*qa,,
(ps — qr)tby=rip*a,— 2rp(ps + qr)a, +(p*s*+ q*s* -+ 4pqrs)a,
—ags(ps +qr)a;+ ¢*s*a,,
(ps — qr)*bs=rp*a,— p*(ps +3qr)a,+ 3pq(ps + qr)a,
— @2 (3ps + qr)a;+ J*sa,,
(ps — qr?b,=p*a,—4Lp*qa, + 6p*q*as — 4 pgda,+ q* a,.

Ces cinq relations, &4 cause de I'égalité des invariants de X et de Y, se
réduisent a trois relations distinctes seculement, et le probléme qui consiste
a déterminer les rapports des quantités p, ¢, 7, s est déterminé.

Mais c’est une voie bien différente qui nous conduira a la solution du
probléme.

8. Nous aurons & nous appuyer dans ce qui suit sur certains résultats de
la théoric algébrique des formes biquadratiques, pour lesquels nous ren-
voyons le lecteur aux Mémoires classiques de M. Hermite Sur la théorie
des fonctions homogénes a deux indéterminées, dans le tome 52 du
Journal de Crelle.

Désignons par H, le hessien de X

X 0*X

H,— — gt 0z gy ,
aa 92X 202X
Jdx' dx Jdx'?

H,=(aya;— a?)z* + 2(a,a;, — a,a,) x?

+(@a,+2a,a;—3a3) 2+ 2(a,a,—- a,a;) & +(a,a, — a3),

ctpar J, le covariant du sixieme degré qui est le jacobien de X et de H

X ox

1 dx C)JL‘/
Ja= 5 R

S oW, om,

dr  ox'

Jo=(aiay—3apa,ay+2ad)xb+. ...
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Les covariants sont liés par la relation
AH: — SH, N2+ TX3=—1J2,

d’ou M. Hermite a tiré cette conséquence importante, qu’en posant

il vient
adx =+ du

7,‘;{- o Viud—Su— T

Désignons maintenant par H,, J, les covariants de Y; en posant

H,
=<
Y
il viendra de la méme maniére
ady = dy

VY Vi —Se—T
Il est évident par la que la relation u = ¢, c’est-a-dire
XH,—YH,.=o,

satisfait & 'équation différentiellc

fi-f:i d')"
vX VY

Cherchons a approfondir maintenant la nature de cette intégrale parti-
culitre.

Pour cela, considérons d’abord le cas particulier

X =(1—a?) (1— k*z?),
Y=(1— y?) (1— ky?).

On trouve par un calcul facile

XH,— YH,=i(—R)2(x—))(z+y)a—kzy)( + kxy)
=1 (— k) (@Y — ') (xy + y2) (@' — kxy) (&) + kxy).

L’intégrale
XH,— YH,=o
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a donc une nature toute particuliére; on voit qu’eclle se décompose ainsi
xr — y=o, x4+ y=o, 1—kxy =o, 1+ kxzy =o,

ct elle résume donc les quatre intégrales linéaires de I'équation différen-
ticlle.

9. 1l est facile maintenant d’étendre ce théoréme au cas général et de

montrer que
XH,— YH,

est égal au produit de quatre expressions linéaires de cette forme
prgx—+ry+sxy,

ct alors il est clair que notre probléme revient simplement & décomposer
XH, — YH, en quatre facteurs.

En effet, c’est la une conséquence de ce fait que H, H,, Y, H, sont des
covarianls. ’

Nous savons que, par une substitution

x oz + P

—_— el
x! Y2y~ 0

on peut réduire

dx dx,

—— ala forme canonique .
VX a VC(1—22) (1 — k*z?)

Par une substitution analogue, on réduira

‘LZ a la forme canonique ays

VY VO (i —yD (1 — ky7)

et, & cause de I'égalité des invariants de X et de Y, on peut faire en sorte
qu'on ait laméme valeur de A? dans les différentielles transformées, et alors
on a aussi nécessairement C= C’. On est ramené ainsi au cas particulier
que nous venons de considérer, et, sil’on écrit

Clr—a?)(1— k2x?)=X,,

CoO—yH—FkyhH=Y,
on a

X, H,,— Y, H,
=1(1— k)2 C(xyy), —y12)) (X Yy =y x)) (2 y) — kxyy,) (2, ¥+ kxyyy)-
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Mais X, s’obtient en remplacant dans X
x par oax,+ 3,
x' par yxr,+ ox|,
et en divisant ensuite par (a8 — 3v)2. Ainsil'on peut écrire
X =(ad —37)*Xy,
ct, en vertu de la propriété caractéristique des covariants, on trouve aussi

H, = (xd — B3y)*H,,.

On aura de méme

Y =(a'd'—By)Yy,
B, =(«'0’'— 3"y )*H,,.

Par conséquent, pour avoir XH, — YH,, il suffit de remplacer dans
Iexpression de X, H — Y ,H,, =, «\, y,,y, par leurs valeurs en x, z’,
Yy, )y’ tirées des relations

x = ax,+ 3z,

x'= yx,+dx;

y =o'y 8y,

Y'=vr+dyy,
et de multiplier par (a8 — By)? (a'¢’ — B’y')%. On aurait méme pu sup-
poser égaux a l'unité les déterminants des substitutions. Il est clair que

I’expression ainsi obtenue se présente bien sous la forme d’un produit de
quatre expressions, telles que

pxy qxy' +ryx'+-sxy=p-+qxr+ry-—+sxy.
Ainsi nous pouvons ¢noncer la propriété suivante :

Lorsque deux formes biquadratiques X, Y ont leurs incariants égaur,
alors Uexpression
XH,— YH,

est décomposable en un produit de quatre expressions de cette forme
P+ qxr - 7‘}’ -+ SI}',

el, en annulant ces facteurs, on obtient précisement les quatre intégrales
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linéaires de U’équation différenticlle

dx . dy

vX VY

10. 11 faut donc étudier cette décomposition de
XH,— YH,.
Rappelons d’abord les relations identiques

4HL — SH,X?+ TX? = — J2,
GH2 — SH, Y2+ TY® = — J2.

4

En désignant par «', «”, «” les racines de I’équation

fw*—Su—T=o,
on voit par la qu'on a

L(Hy+ X)) (He+ X)) (Hy+ 0" X)—=—1J3,
H(Hy+ ' Y)y(Hy + " Y) (Hy+ " Y)=—J3.

Or, H, et X n’ayant pas de factcur commun en général, les facteurs
H,+ «'X, H,+ «'Y, ... sont nécessairement des carrés parfaits (Her-
MITE, loc. cit., p. 15, 16). Posons donc

H,+ ' X=102,
(9) Hy+u"X =972,

| Ho+ "X = o2

Hy+ 'Y =252,
(10) Hy + " Y =972,

"N o —_ M3
Hj + " Y == ¢'2,

’

% 9rs P2 Seront des polynomes du second degré.
Nous cherchons a résoudre I'équation XH, — YH, = o par rapport a »
cn y regardant y comme connu. On a donc

X H, H,—u«'X_ H,+u'X H,+ "X

Y TH, T H+«Y H=d'Y H+dY

=M,
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et, par conséquent,

‘ {?:t: M C.D').:
(r1) < or=NM©)]

TY?

m__ m

or=Moj.

Si nous ajoutons ces équations apres les avoir multipliées respectivement

par (' —u")9, (" —u)g,, (¥ —u")%,, il vient, eu égard aux for-
mules (10),

(" — ") oL+ (0 — 1) 9, ¢+ (' — u") 9% 9y =o.

C’est 14 une équation du second degré qui doit admettre au moins une
racine de XH, — Y H, = o; mais on constate que cette équation du second
degré a ses deux racines égales. En effet, la diff¢érentielle

(0" — ") ¢ dofp+ (0" — ') ¢ doly+ (1! — u") ¢} do;

sc trouve égale a

o (" — ") 6% ol (7 — ) Gl o () &1 o

L

oua
;IM [(0"—u"yd (Hy+ &' X)+(u" — ') d (He+ " X))+ (&' — ") d (Hz + " \)]

et s'annule par conséquent.
Nous obtenons donc ce résultat, qui donne la solution du probleme pro-

posé :
L’expression

”

(" —u") (pjtcp:,,—i—(u”'— u') ¢+ (u —u) ooy
est, sauf un facteur constant, le carré d’undes facteurs de XH, — Y11,

Sous une forme légérement modifi¢e, nous pouvons dire qu’on a d'abord
a calculer les fonctions J’, 47, ¢” par les relations

Y= (Hy+ o X) (Hy+ ' Y).
V2= (H,+ «" X) (Hy+ «"Y),
W= (Ho+ u"X) (Hy + 0" Y);

ensuite on aura les carrés des facteurs linéaires de XH, — Y H, (sauf des
1l. — Fac. de T. k.3
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facteurs constants) sous la forme
(1) T —u") Y= (0 — W)Y (e — u) L

Il est clair qu’on obtiendra bien ainsi les quatre facteurs de XH, — YH,;
car, en changeant a la fois les signes de ¢’ 1", ", on obticnt la méme inté-
grale linéaire de I’équation différentielle

ﬁ == _‘)_f.
VX VY

Quelles sont maintenant les opérations irrationnelles qu’exige cette dé-
termination des intégrales linéaires? D’abord on a & calculer les trois racines
de I'équation cubique

[AFTE ] —_
4w —Su —T=o,

w

et cnsuite on voit que la détermination de chacune des fonctions ¢’, {”, ¢
exige le calcul d'une racine carrée. Mais il est & noter qu’on peut multiplier
I'expression (A) par un facteur constant quelconque. En multipliant donc
par une des racines carrées a calculer, on voit que le calcul de deux racines
carrées suffit pour obtenir, sous forme explicite, les intégrales linéaires. On
peut remarquer que le coefficient de #*y*, dans I’expression de 2, est
(ayas— ai + a,u’) (byby— b} + byut'),

et ainsi les fonctions ¢/, 7, 4"
carrées

sont connues aprés avoir obtenu les racines

Y =V(aya, — a? + ayu’ ) (byby— b2 + byu’),

=\ (aya, — a* + a, ") (byby — b3 + b)),

=\ (dyay — a + agu”) (byby — b 4 byu”).
Mais le produit de ces trois racines carrées est égal, au signe preés, a
H(alaz—3apa,a,+2a}) (b2b;—3byby b+ 203),

et ainsi 7” sera connu dés qu’on connait 7/ et 7. Toutefois, il peut arriver
que le terme avec z*' y* manque dans 2, "2
clair, par ce qui précede, que le calcul de deux racines carrées et la con-

naissance des racines «’, ¢”, «” permettent d’obtenir les intégrales linéaires

ou Y, mais, en tout cas, il est

cherchées. Cette solution jouit donc, aupoint de vue algébrique, de toute la
simplicité compatible avec la nature du probléme proposé.
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EXAMEN D'UN CAS PARTIGUCLIER. EQUATION D'EULER.

11. On peut donner une autre forme a la solution du probléme et la
faire dépendre directement d'une équation du gquatriéme degré. Mais,
pour reconnaitre l'intérét qui s’attache a cette seconde forme, il est utile
d’étudier d’abord le cas particulier ou I'on a

a; = b; (i=o0, 1, 2, ..., %),
en sorle qu’il s’agit de la détermination des intégrales linéaires de I'équation

d’Euler

dx? . dv?
ayxt+ fa, 2P+ 6a, 2 + hasx +a,  ayt+4a,y +6a,y'+ fasy +a,

(12)

Il est clair que, dans ce cas particulier, on obtient ', {”, " sans avoir &
extraire aucune racine carrée, et la connaissance de ', u”, u” suffit.
Prenons pour ¢/, ¢, {” les valeurs

U =(aja,— a? + aot/ Yx?y?+. ..,
V'=(aya,—a} +ayu" )z y*+.. .,

V'=(a,a,— aj + aou’”)x"y?—k. .

On peut d’abord mettre ces valeurs de {/, ", }” sous une autre forme.

Il est clair que {’, par exemple, est symétrique en z et y, et de plus, si
I'on pose y = =, ¢’ doit se réduire & H,+ «'X. Or, si deux polyndémes
doublement quadratiques et symétriques en x et y coincident entre cux
pour « =y, ils peuvent différer sculement par un terme A(x — y ). 1l
suffit de les écrire explicitement pour reconnaitre ’exactitude de cette pro-
position, qui est due & M. Halphen.

Mais la seconde polaire de H, + «'X

1 *(Hy+ u'X) ?(Hy+u'X)  *(Hy+ u'X)
T2 [}’2 Jx? 2y drdx’ + dx'?

est d’abord symétrique en x et y et se réduit aussi a H, + «' X pour x = y".
On a, par conséquent,

1 0*(H, + u'X) *(Hy+ w'X) . 0*(H,+ «'X)
=
Y= 1 [ ’ 0z B F Y 07

] “+ M(x — y)

Il reste a déterminer A’. Cette détermination pourrait se faire déja ici en
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calculant directement le coefficient de zy dans ' : on trouverait ainsi

L, AA— A2
A, ’

%

N=

ot I'on a supposé
H, 4 /X = Ay2* + 4A, 2%+ 6 A, 22+ A,z + A,.

Mais il existe une expression beaucoup plus simple pour A" qui s’offrira
d’clle-méme dans la suite. Nous nous bornerons donc & observer que A’
doit étre une fonction rationnelle de @/, et peut dés lors se mettre sous la
forme d'un polynéme du sccond degré en u’,

V=oau+ Bu + .
Posons, pour abréger,

J*H, J*H, J*H,
_— a2
2=y 002 +2y 9700 oz’

o fe , 0°X A ?°X 02X
I=y ox2 ydxdx’+m’

en sorte que % et f sont les secondes polaires de H,, et de X, on aura, d’aprés
ce qui précede,

Y =h+df+(au? +Bu +9)(z—y),

V' =h+u'f+ (ou+Bu" +y) (z—y),

V'=h+u"f+ (2004 Bu"+ y)(z — y)

Les carrés des facteurs de XH, — Y H,, sont, en général,

(lt”___ u’l’)4}’+(ltl//_ Il')L!J”—F(U’— uff)qJ”/,
+ (' —u" )Y — (0 — Y — (= u"),
—_ (u//_ u///)q/_'_(ull/_ u’)n,b"—(u’— u//)q//ﬁ’
P (ll”— ul//),JHI___(u”/_ u/)q‘//_*_(uf__ lt”)dﬁi’o

La premicre expression se réduit évidemment &

2a(u — ') (u'— ") (' — ") (x — y)?,

ct donne ainsi la substitution linéaire x — ) = o. Cette solution était évi-
dente a priori.
ILa seconde expression devient égale a

—2a(—u") (' —u") (W —u") (r—y)+ 2(u — u")Y
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ou bien, en divisant par 2(u"— u"),
Y — (e —u") (@ — ") (z—y),
mais on a évidemment
(= ") (o — )= S (1P~ 1S u— 1T )= Bur— 15,
en sorte qu’on obtient
h4+uf+(—au?+Bu +y+1+aS)(z—y).
Ici se présente maintenant le moyen de déterminer les valeurs de «, 3, v
par cette condition que I'expression précédente doit étre un carré parfait.
12. Considérons I'expression
L=h+df+C(z—y),
ou C est une constante quelconque. On peut écrire
L=Py*+2Qy + R+ C(x—y)?
1 0*(Hy+ u’X)’

P:1_2 ox?

Q__I_ 0?(H, + «'X)
a2 dx ox' ’

R— L 0*(H,+ «'X)
T 12 0x"? >

et le discriminant A de ¢ est

(Q—Cx)2— (P + C) (R +Ca?),
c’est-a-dire
A=Q*—PR—(Pzx*+2Qx+R)C.

Or il est clair que
Pz*+2Qz +R=H,+ u'X.

D’autre part, PR — Q? est le hessien de Hy+ #'X et 'on sait qu'en gé-
néral le hessien de aX + OH, est égal a

(1ab$ + 10 T)X + (2> — 5 b*S)H,
(voir Herwite, loc. cit., p. 33-35); donc

PR — Q*=(4S¢' +{T)X + (¢ — 8)H,.
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Mais H,.+ «'X est un carré : donc le hessien ne s’en distingue que par un
facteur constant et
PR — Q= («?— 1,8) (Hy+ u'X).
Il vient donc
A= (&S — u2—C) (Hy+ u'X).

On voit par la que 'expression £ n’est un carré parfait que pour la seule
valeur
C=:4S —u?,
et I'on doit avoir
—oau?+Bu +y+taS=—u?+ 58,

donc
=1, B=o, y =—18,

J ! 1
N=oau2— 18,

13. Voici un moyen plus direct pour déterminer X'. Ecrivons X’ au lieu
de C, en sorte que -
Y=(P 4+ 2)y2+2(Q—Nax)y+ R+ Va2,
A—=(&S —u2—N)¢;2.
Mais nous savons que ' = ¢ ¢’ : donc nécessairement

P+¥V=oa¢,, Q—Nz=pf¢, R+VN2=yq,
d’ou
o,=ay*+28y +v,
A=(B*— ay) 2.

La comparaison des deux valeurs de A donne

H5S —u?—N=03—ay;
mais on sait que

Bleay=— (' —u") (' — " )=—3u?+ 18 (1),

ce qui fournit de nouveau la valeur de A",

(1) Cette valeur de I'invariant de ¢/, se trouve sous une forme légérement différente dans
le Mémoire de M. Hermite; voir, p. 13, la valeur de A et, p. 15, la relation entre % et &.
(Voir Clebsch, Bindre Formen, p. 153.)
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14. Voici donc le résultat final auquel nous arrivons :
Les intégrales linéaires de U’équation différentielle

dz? dy*
" 7 3.6 2 7 - T S G S ;
ayxrt+ ha, 23+ 6ay, r*+ Lasx + a, gyt + fa, Y+ 06ay*+ fasy + a,

sont d’abord x — y = o, et les trois autres s’obtiennent en posant
h+uf+ (58— u?) (2 —y)=o,
ot il faut déterminer u par ’équation cubique
fut—Su—T—=o.

Sauf un facteur constant, le premier membre est alors un carré exact,
et la relation entre x et y se réduit donc a cette forme

p+qglx+y)+rxy=o.

On peut envisager ce résultat sous un autre point de vue. Quelle est, en
effet, I'intégrale générale de I’équation différentielle (12). Cette intégrale a
été obtenue déja par Lagrange (OF ucres, t. II, p. 18); mais M. Cayley I'a
mise sous cette forme ¢légante (')

C étant la constante arbitraire.

Cette expression se déduit de celle que nous venons d’écrire en rempla-
cant u par C. En général, le premier membre n’est pas un carré parfait :
ainsi & une valeur donnée de x répondent deux valeurs de y, 'intégrale
n’est pas linéaire. Mais, si 'on pose C = w/, &’, «”, on trouve trois intégrales
linéaires; la quatriéme,  — y = o, répond 4 C = .

15. En partant de cette intégrale générale, on aurait pu trouver notre
détermination des intégrales linéaires d’une maniére beaucoup plus simple.
En effet, cette intégrale générale peut s’écrire

s y*(az?+2hx + g)
+2y (hx®+2bxr +f)
+(gx*+2fx+c)=o,

(1) Vouir aussi LAGUERRE, Bulletin de la Société mathématique de France, t. 1, p. 35.
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a=a,a,— a}+ Ca,,

b=1{(aya,+ 2a,a;—3a?)+Cay,—3 (55— C),
c=aya,— ai+ Ca,,

f=1(a,a,— aya;)+ Cas,

g =1(apa,+2a,a;—3a})+ Cay+ 55 — (%,

h=1(aya;— a,a;)+ Ca,.

C’est une relation doublement quadratique et symétrique en x et y, que
I'on peut écrire sous les deux formes

0=A,y*+ 2B,y +Co=A,2*+ 2B,z +(,.

Euler déja a observé qu’on en tire

dx? - dy? .
BI—A,C, BI—A,C,’
. . 9 3 v dx? CiV2 .
mais, comme notre relation est I'intégrale générale de - = —¢» on doit

avolr
B2—A,C,=— 0OX

et de méme
B:— A,C,= OY.

Clest ce qu’on vérifie facilement, et la valeur de O est

2__ 90
=28 _g—(r—180—1T.
@y

On a les relations identiques

a,® =h*—ag,
La,®=/4bh —2af —agh,
6a,0 = 4b®— 2hf — ac — g2,
fa;0 = 4bf — 2ch — ofg,

a,®—=1—cg;
d’ou I'on tire facilement cette conclusion que, pour @ = o,
Ay +2By +C,

est un carré parfait, et l'intégrale générale se réduit alors & une intégrale
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‘linéaire qu’on peut écrire ainsi
f+g(xr+y)+hxry=o.

16. On aretrouvé ainsi, d'une maniére trés simple, le résultat de tout a
’heure ; mais, si cette méthode est simple, elle est, par contre, moins générale

que notre premiére méthode; car on ne saurait l'appliquer dans le cas gé-
néral, I'intégrale générale de

(15) dx? _ dy?
agx*+ fa, ¥+ 6a,x + haze +a,  byy*+ 30,y + 60,3+ 4by + b,

n’étant pas connue sous une forme analogue & (13). Cependant il ¥ a un
second cas qu’on peut traiter ici en s’appuyant sur une remarque de
M. Cayley.

Désignons par ow le premier membre de la formule (13) et remarquons
que oL est aussi quadratique en C. En considérant C comme variable aussi,
on aura

iD]I@ 9N I, |

S dx—l———(bl dy—l————dc dC=o

et, d’aprés ce que nous avons vu,

Tm_:__"*-\/[; Y,
iBl|E —
I 4 \/7

0}' _.__\/4 X,

donc

En considérant donc C comme variable, y comme une constante arbi-
traire, la relation (13) ou (14) estl'intégrale générale de I'équation diffe-
rentielle

-(E =+ dc

VX Vi —sC—T
et, pour avoir les intégrales linéaires de cette équation, il suffit de résoudre

I'équation Y = o ou, ce qui est laméme chose, I'équation X = o. Ce résultat

1. — Fac. de T. K.;
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¢tail & prévoir, car la connaissance des racines de X = o entraine celle de
I'équation 4C* — SC — T = o. En déterminant y par I'équation Y = o,
oL deviendra un carré parfait.

17. Revenons maintenant au cas général, la détermination des intégrales
linéaires de (15). D’aprés 'examen des cas particuliers que nous venons de
faire, il est a prévoir qu'il doit exister une liaison intime entre cette déter-
mination ct I'intégration générale de cette équation; mais on ne connait
pas cette intégrale générale sous une forme analogue a (14) et il nous parait
assez difficile de I'obtenir sous cette forme.

Au contraire, la méthode inverse se présente ici.

Ayant obtenu la détermination des intégrales linéaires, si nous faisons
dépendre cette solution directement d’une équation du quatriéme degré,
n‘obtiendrons-nous pas en méme temps l'intégrale générale sous une forme
analogue a (14)?

(Zest 14 unc question qu'il nous reste a traiter.

Il faut le remarquer, on peut faire dépendre la détermination des inté-
grales lincaires d’une équation biquadratique, mais cela est possible d’une
infinit¢ de manicres. Parmi les équations biquadratiques desquelles dé-
pend ainsi la solution de notre probléme, existe-t-il une classe particuliére-
ment simple?

Ce sont la les questions qui se présentent : les diverses équations biqua-
dratiques sont liées par des transformations de Tschirnhausen.



