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E.I

SUR QUELQUES

INÉGALITÉS DE LA LONGITUDE DE LA LUNE
(DEUXIÈME MÉMOIRE),

PAR M. H. ANDOYER,
Chargé d’un Cours complémentaire de Mécanique céleste

et Maître de Conférences à la Faculté des Sciences de Paris.

Dans ce Travail je continue les recherches sur la théorie de la Lune
commencées dans un Mémoire précédent (Faculté de Toulouse, t. Je

calcule avec la même approximation que Delaunay les coefficients des

inégalités de la longitude de la Lune, qui ne dépendent que de la première
puissance de l’excentricité de l’orbite de la Terre.

Ces coefficients sont en désaccord avec ceux de Delaunay à partir du
huitième ordre inclusivement, toujours, et quelquefois même à partir du
septième ordre.
Comme précédemment, j’ai employé, pour obtenir des résultats tout à

fait certains, deux méthodes absolument distinctes, que je vais exposer
brièvement : ce sont les mêmes que celles que l’on trouve dans mon pre-
mier Mémoire, mais étendues au cas où l’on suppose que l’orbite du Soleil
autour de la Terre est non plus une circonférence décrite d’un mouvement
uniforme, mais une courbe plane connue, parcourue suivant une loi déter-
minée.

Le problème à résoudre s’énonce toujours de la même façon, à cette mo-
dification près que je viens de signaler; toutes les autres hypothèses sont
conservées. Je conserverai aussi les mêmes notations, observant seulement

que le rayon vecteur r’ du Soleil sera non plus a’, mais a’ ( i + p’), et que
sa longitude v’, comptée dans le plan du mouvement, sera non plus N’,
mais N’ + À’ ; par suite aussi, l’angle H représentera ç - ç’ et non v - N’.
La fonction des forces devient, avec les hypothèses faites,



Les équations du mouvement sont, par suite,

Différentiant la seconde, il vient

Entre ces trois équations, j ’élimine r, ~ ~B en considérant ~- comme
une constante; j’obtiens

Prenant les dérivées logarithmiques et remarquant que

r se trouve complètement éliminé, et l’on obtient l’équation suivante, qui
ne contient plus que la longitude v et ses dérivées,



À’ et p’ sont des séries trigonométriques procédant la première suivant les
sinus, la deuxième suivant les cosinus des sommes des multiples de certains
arguments connus, de sorte qu’on peut écrire

la symétrie des séries trigonométriques étant, je le dis une fois pour toutes,
toujours conservée.

Faisant alors N = n~ + vo, v = N + À, K = N - N’, et appelant G un
argument convenablement déterminé de la forme gt + ~, a sera une série
trigonométrique, procédant suivant les sinus des sommes des multiples des
arguments K, G, Vp’; de sorte que je poserai, en désignant d’une façon gé-
nérale par Vp ces nouveaux arguments,

Le coefficient du temps dans Vp ou Vp- sera désigné par nkp ou de

façon que le rapport "- = m figure seul à la place de n et n’ dans les équa-
tions.

’ 

Si, maintenant, l’on développe le second membre de l’équation précé-
dente en série trigonométrique procédant suivant les sinus des arguments



~~jp, et que l’on égale à zéro le coefficient de sin V p étant un argument
quelconque), on obtient l’équation générale écrite ci-dessous, propre à dé-
terminer par approximations successives chacun des coefficients ’~p,





Cette équation se lit facilement si l’on se reporte aux explications don-
nées dans le premier Mémoire : les sommations indiquées devront être
étendues à tous les termes provenant des différentes permutations pos-
sibles des arguments ... ... qui vérifient les conditions
marquées en vedette. On. remarquera toutefois que je n’ai pas développé
les produits dont les facteurs comprennent un nombre infini de termes;
outre l’abréviation qui en résulte, on a de cette façon l’avantage de mettre
en évidence la loi de formation de ces facteurs qui proviennent, comme on
le voit tout de suite, du développement de certaines puissances négatives
de (i + p’), et du développement des sinus et cosinus de certains multiples
des angles X etXB

Si, maintenant, on se reporte aux résultats obtenus dans mon Mémoire : :
les formules générales de la Mécanique céleste (Faculté de Tou-

louse, tome IV), on voit d’abord, en adoptant les notations qui y sont em-

ployées, et en se souvenant des hypothèses faites, que l’on doit faire

~’ = N3 -3- ~, a’ = a3, ~’ _ ~3, F~ _ ~3 ; et, comme on suppose l’orbite du
Soleil autour de la Terre située tout entière dans le plan des xy, on lais-
sera de côté dans a’ et p’ tous les termes qui dépendent des constantes Y],

correspondant aux inclinaisons. Si l’on convient, en outre, de ne gar-
der dans X’ et p’ que les parties d’ordre zéro par rapport aux masses des
huit systèmes planétaires, on voit que ces quantités pourront s’écrire

sous la forme

les Gi étant les arguments définis dans le Mémoire cité, de la forme

~ ~ ~ et les coefficients ~’ p1 (1) , p2 c2a ,...~ P’ p1 «~ , p2 c2, ,... étant les coefficients cor-

respondants de ~3 et pg réduits à leurs parties d’ordre zéro par rapport
aux masses et indépendantes des Quant aux quantités gie, elles sont

du premier ordre par rapport aux masses, et on les négligera par suite

(quand elles figurent en dehors des arguments) devant les quantités d’ordre
zéro par rapport à ces masses; dans le cas où l’on devra les conserver, on

les réduira à leurs parties du premier ordre et indépendantes des que

j’appellerai .

Désignant toujours par ~" E2, ... les constantes correspondant aux



excentricités, on aura d’ailleurs

q~~’~, q(2), ... étant des entiers pairs positifs ou nuls.
Les nouveaux coefficients ne dépendent plus que des seules masses des

systèmes planétaires, et sont d’ordre zéro par rapport à ces masses, qui,
dans la plupart des cas, par suite, n’y figureront pas.
On voit encore que, sans craindre aucune ambiguïté, on pourra se dis-

penser d’écrire les indices nuls parmi ceux qui affectent’ les divers coeffi-
cients que je viens de définir, en convenant toutefois de remplacer par zéro
un ensemble d’indices correspondants tous nuls. C’est ainsi que, si j’ap-
pelle Ei le coefficient de sin ( N3 - Gi ) dans À3 (’), je pourrai écrire 03BB’1i = ~i,
et, par suite, - l, on en déduit facilement T - i.
Par suite des simplifications introduites, dont il serait facile ultérieure-

ment de s’affranchir, mais qui correspondent aux conditions dans lesquelles
on a l’habitude de traiter le mouvement de la Lune, on aura, pour X, la
forme suivante : 

.

et, en outre, on pourra écrire

de même

q, q~’ ~, q(2), ... étant des entiers pairs positifs ou nuls, et les nouveaux coef-
ficients ne dépendant plus que de m et des coefficients 03BB’(q(1)1,...)p(1)1,..., 03C1’(q(1)1,...)p(1)1,...,
g’(q(1)1, ...)i définis en dernier lieu. On pourra d’ailleurs partout se dispenser
d’écrire les indices pei) ou qui seraient nuls ; mais on conservera tou-

(1 ) Dans le Mémoire cité, Ei désigne le coefficient de cos (N3- Gi) dans la convention
faite ici rapproche les notations de celles qu’on a l’habitude d’employer.



jours les indices fi, p, q même nuls. C’est ainsi que l’on a _ ~, et, par

suite, ~ô~~ == r.
Dans le présent travail, je calcule les parties des coefficients À p qui sont

du premier degré par rapport aux quantités ~i, c’est-à-dire les coefficients

~Î°ô,±1~ : l’approximation que je me propose d’obtenir étant celle de De-
launay, il suffira de faire h, = o, 2, y, 6. On voit que dans le calcul on

pourra négliger gi partout, et que les coefficients cherchés sont indépen-
dants de l’indice i et ne renferment que et non les masses des systèmes
planétaires, puisque ~~i °’ = I et ~;00FF °’ ~-= 2014 ~.

Ces coefficients seront, par suite, développés en séries ordonnées suivant
les puissances de m ; l’ordre de 03BB(0)h,0,±1i par rapport à m sera manifestement
fi, sauf dans le cas de h = o, où cet ordre sera un.

Les formules du premier Mémoire, qui donnent go et ~h ±1 pour les mêmes
valeurs de h, vont s’appliquer au présent calcul avec les modifications sui-
vantes : g° sera remplacé par ne, ~h~±, par et partout où il n’y aura
pas de facteur de la forme on mettra le facteur (précédemment,
en effet, l’unité remplaçait 03BB(0)0,1); on pourra supprimer les termes assez
nombreux d’un ordre supérieur à celui qu’on doit obtenir et qui sera indi-
qué plus bas; enfin les seconds membres de chaque formule devront être
complétés par de nouveaux termes que seuls je vais écrire en même temps
que les premiers termes. Toutes les explications données précédemment
s’appliquent d’ailleurs sans modification aux formules actuelles que voici :

a~,~,, ~ jusqu’au neuvième ordre :



~‘~~ a>, , jusqu’au neuvième ordre :

neuvième ordre :



a;°ô,,~ jusqu’au septième ordre :

septième ordre :

Il serait facile d’écrire les formules qui permettent de calculer 03BB(0)6,0,±1 i jus-
qu’au neuvième ordre ; c’est en effet le résultat de la première approxima-
tion. Comme je ne ferai pas usage de ces formules, j’écris seulement les
termes complémentaires nécessaires pour obtenir le sixième ordre.

~~~’o,,i jusqu’au sixième ordre :



)‘ °;,,_,; jusqu’au sixième ordre :

On trouvera plus loin les valeurs des inconnues, qui sont identiques avec
celles fournies par la seconde méthode que j’ai employée et que je vais
exposer maintenant.

. Cette méthode est unc extension immédiate de celle que j’ai exposée
d’après M. Hill dans mon premier Mémoire.

Je prends les équations du mouvement sous la forme

Éliminant f entre ces deux équations, j’obtiens la suivante :

à laquelle je joins

Remplaçant R par sa valeur, ces équations s’écriveni



Si alors on fait

les V p étant les mêmes arguments que précédemment et a une constante
à déterminer, ces équations deviennent d’abord

Puis, développant les premiers membres en séries trigonométriques, et
égalant ~ zéro le coefficient de sin V p dans la première équation et celui
de cosVp dans la seconde, étant un argument quelconque (o exclu), on
obtient les deux équations fondamentales suivantes, que l’on comprendra
comme ,celle qui donne ~~, : :



On remarquera que, pour obtenir ces deux équations fondamentales,
l’artifice employé dans le premier Mémoire a été inutile : il a suffi d’appli-
quer la définition de 

Ces équations peuvent être transformées et utilisées de bien des façons.
Dans la première ligne de chacune d’elles, je mets en évidence les termes

qui proviennent de la combinaison V’’’ ï, § et je résous par rapport à

yp et xp mis ainsi en évidence; j’obtiens



Mais on peut encore employer les formules suivantes, qui se rapprochent
davantage de celles qu’on trouve dans le premier Mémoire et qu’on obtient
d’une façon tout à fait semblable,

Enfin Àp sera calculé par une formule donnée dans le premier Mémoire.
La forme des coefficients xp et y~, et de la quantité g, sera tout à fait pa-
reille à celle donnée pour les Àp et g précédemment : la constante ~ ne fera

que remplacer la constante E. Il me paraît donc inutile de récrire ces formes,
et je vais donner tout de suite les formules qui permettent le calcul des
coefficients que j’ai en vue, c’est-à-dire y‘°’ + . pour h = 0 2 ~ E~.
Les formules du premier Mémoire s’appliqueront encore avec les modifi-
cations suivantes : g sera remplacé par m, x(0)h,±1, y(0)h,±1 par x(0)h,0,±1i, y(0)h,0,±1i,
et, partout où il n’y aura pas de facteur de la forme ou y(0)h,±1, on met-
tra le facteur (précédemment, en effet, l’unité remplaçait y~’,); on

pourra supprimer les termes d’un ordre supérieur à celui qu’on doit ob-
tenir et qui sera indiqué plus bas; enfin, les seconds membres de chaque
formule devront être complétés par de nouveaux termes que seuls je vais
écrire en même temps que les premiers membres.
On obtient ainsi :



neuvième ordre :

jusqu’au sixième ordre (on écrirait immédiatement la formule
qui permet d’aller jusqu’au dixième ordre) :

w‘.,"ô,±,; jusqu’an neuvième ordre :



y(0)4,0,±1l, x(0)4,0,±1i jusqu’au septième ordre :

y~’;,,±,i, xs;~~±,i jusqu’au sixième ordre (la première approximation per-
mettrait d’aller jusqu’au neuvième ordre) :

Enfin, pour calculer (A étant positif, nul ou négatif), on aura la
formule suivante :



où Fou a d’abord

Les calculs effectués par l’une ou l’autre des deux méthodes, et conduits
de façon à obtenir la même approximation que Delaunay, fournissent les
résultats suivants :





E.I9

Les nombres marqués d’un astérisque sont ceux qui diffèrent des coef-
ficients correspondants donnés par Delaunay dans sa Théorie de la Lunc.

Je ferai remarquer, en terminant, qu’il est facile de voir la cause de l’er-
reur commise par Delaunay sur le terme en ms du coefficient 7~6°ô,,i : )e pre-
mier terme du coefficient correspondant ( 3 r C~ ) de la page 376 (Ménloires
de l’A d’ . des Sciences, XXIX ) , mais - 821 64 X 8. Le

facteur § a été omis, et il est facile de s’en convaincre en observant que ce

terme provient de l’action de la sixième opération sur le terme (239) de la

longitude (p. 356); réduit à la partie utile, ce terme est

or, par suite de la dixième opération (t. XXVIII, p. 329), on remplace

donc on obtient le terme

il est dès lors évident que le facteur 8 a été oublié dans la formule donnée

par Delaunay. ,


