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SUR UN

THEOREME DE M. DARBOUX

ET SUR

LES CONGRUENCES DE DROITES,

PAR M. E. COSSERAT,

Chargé d’un Cours complémentaire a la Faculté des Sciences de Toulouse.

1. Les systémes triples orthogonaux pour lesquels les trajectoires
orthogonales d’une des familles sont planes ont été considérés d’abord,
dans un de ses Mémoires sur les systémes orthogonaux (*), par M. Darboux,
qui s’est attaché particuliérement au cas ou les trois familles ont toutes
leurs lignes de courbure planes. Ribaucour considéra ensuite le cas ot les
trajectoires orthogonales sont des cercles et créa la théorie des systemes
cycliques dont le lien, découvert par M. Darboux, avec le probléme de la
déformation, constitue un des plus beaux théorémes de la théorie des sur-
faces. M. Darboux remarqua d’ailleurs (*) que son théoreme n’était qu’'un
cas particulier du suivant :

Pour trouver la congruence la plus générale formée de courbes
planes situées dans les plans tangents d’une surface () et qui sont les
trajectoires orthogonales d’une famille de Lamé (*), on prendra l'une
quelconque (¥') des surfaces applicables sur (L), et Uon construira
toutes les courbes (C') qui sont < Uintersection des plans tangents

(1Y) G. DarBoux, Sur les surfaces orthogonales (Annales de 1’Ecole Normale supé-
rieure, 1™ série, t. III).

(2) M. Darboux a bien voulu me communiquer qu’il avait énoncé, sans démonstration,
cette remarque dans une de ses Le¢ons du premier trimestre de ’année 18g7.

(3) Nous employons cette expression pour désigner, ainsi que le font plusieurs géométres,
l'une des familles d'un systéme triple orthogonal.
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de (X et d’une déceloppable (A) circonscrite au cercle de Uinfini. St la
surface (¥') se déforme en entrainant les courbes (C'), de maniére a
venir coincider avec la surface proposée (X), la congruence des courbes
(C") se transformera dans la congruence cherchée.

Il faut ajouter, pour ¢tre complet, qu’une partie du théoreme précédent
a ¢té ¢énoncée, dans les Comples rendus du 14 aoit 1891, par Ribaucour,
(qui n"avait pas connaissance des résultats plus complets de M. Darboux et
(que M. Bianchi (') a publi¢ un beau Mémoire, daté de novembre 18go, et
consacré aux systémes Lriples en question.

2. Je me propose d'¢labliv le théoreme général de M. Darboux en le
rattachant, en somme, a unc propriété remarquable des congruences de
droites; je commencerai toulefois par indiquer comment on peut le démon-
trer, en paitie, en ulilisant les propositions connues de la théorie des sys-
temes cycliques.

Démontrons d'abord que la congruence des courbes (C) construites,
comme il a ¢té indiqué, au moyen d’une développable (A) circonscrite au
cercle de Tinfini, satisfait & la question. Considérons les cercles qui sont a
Iintersection des plans tangents de (') et d’une sphére de rayon nul ayant
son centre en un point M de Paréte de rebroussement de (A); ces cercles
sont osculateurs aux courbes (') et ils forment, lorsque (X') s’'applique
sur (X), un systeme cyclique; les points ott ils sont alors orthogonaux a une
méme surface ¢tant primitivement sur une génératrice de la sphere de
rayon nul considérée, il en résulte que ces cercles sont orthogonaux, en
particulier, & la surface licu des points ou ils touchent les courbes (C')
correspondantes. Cela posé, la proposition résulte soit de la réciproque du
théoreme bien connu de Ribaucour sur les cercles osculateurs aux trajec-
toires d'une famille de Lamé, soit encore de ce que, lorsque le point M
varie, les lignes de courbure des trajectoires des cercles du systeme eyclique
correspondent toujours au réseau conjugué commun a (L) et & (') et, par
suite, se correspondent entre clles.

Inversement, considérons une congruence de courbes (C') satisfaisant a

(1) L. Biaxeut, Sui sistemi triple ortogonali che contengono una serie di super ficie
con un sistema di linee di curvatura piane (Annali di Matematica pura ed applicata,
série 1T, t. XIX).



SUR UN THEOREME DE M. DARBOUX ET SUR LES CONGRUENCES DE DROITES. B.3

la question; les cercles osculateurs & ces courbes en tous les points d’une
surface qui leur est orthogonale forment, d’aprés le théoréme de Ribau-
cour déja cité, un systéme cyclique; les lignes de courbure des trajectoires
des cercles dans ces différents systémes cycliques devant se correspondre,
il en résulte qu’elles correspondent & un méme réseau conjugué tracé sur
I’enveloppe (X) des plans des courbes (C’). Ce réseau conjugué est commun
a (L) et 4 une surface (X') applicable sur (2); si ce réseau conjugud,
comme c’est le cas général, ne reste pas conjugué sur une troisieme surface
applicable sur (), il est clair que le théoréme est démontré. Mais il n’en
est plus de méme si le réseau conjugué considéré reste conjugué sur une
troisitme surface provenant de la déformation de (X) et, par suite, sur une
infinité de telles surfaces. Le théoréme est encore vrai dans ce cas, ainsi
que nous I’établirons plus loin.

3. Rappelons rapidement quelques résultats relatifs aux congrucnces de
courbes planes.

Introduisons le tri¢dre (T), dépendant de deux paramétres et ¢, dont
le plan des zy est le plan d’une des courbes planes et dont I'axe des z est
lanormale a ce plan au point de contact avec son enveloppe (X). Adop-
tons, de plus, les notations des Legons de M. Darboux. Nous définirons la
congruence de courbes planes de la fagon suivante. Soit, dans le plan
des zy,

x cost+ysint—{=o

I’équation d’une droite; si { et ¢ sont des fonctions données de u, ¢ et d’un
paramétre w, la droite enveloppera, lorsque « et ¢ seront constants, une

courbe plane (C); et u, ¢ variant, les positions de (C’) formeront la con-
gruence considérée.

Les coordonnées d’un point de (C") seront définies, en fonction de u,
¢, w, par les formules
P)s

x={cost— sin¢,

w
ot
ow
a¢

y==Csint+ Ld‘; cost.

ow
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Posons
97\
e 10 dw
R=¢+ i)—ﬁ o ———})[
ow \ 0w/

Les coordonnées du centre de courbure de (C") correspondant au point
considéré seront

x — R cost, ¥y — Rsing,
et I'on aura

dz at .
W —— Ra—‘; sin¢,
ady Jt

*d; = R%COS[.

Cela posé, considérons une surface de la congruence; si § désigne 'un
des angles que fait, avec le plan des xy, le plan tangent & cette surface en
un point M(z, y) de (C’), 'application des formules (B) de M. Darboux

donne immédiatement

g (Py —qx)du+ (pry —qz)de

tang S =t
e Sdu—+8,dy

b

en posant

(s
: at\ ow o2
S =fcost+mnsint—(r+ ) 4+ =
’ o T ou) du’
ow
Us
Jat\ dw 9%
— @ : |, ot ds
S;=¢ cost+n,sin¢ <11+ ()()) 5 o
ow

Parmi les surfaces de la congruence passant par une courbe (C’), consi-
dérons, avec M. Darboux, celles qui admettent en M pour une de leurs
directions principales la tangente MT & la courbe il est clair qu’elles véri-
fient I'équation différentielle suivante, ot ¢ est supposé remplacé par la
valeur qui correspond au point M

dtangf

- — = o.
o

Sil'on écrit que les deux séries de surfaces, dont on vient de rappeler
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I'existence, sont toujours rectangulaires, on trouve, comme on sait, la con-
dition pour que les courbes de la congruence admettent des surfaces tra-
jectoires orthogonales.

Cherchons directement cette condition; supposons qu'’il existe une sur-
face coupant & angle droit toutes les courbes de la congruence; cette sur-
face s’obtiendra en remplacant w, dans les valeurs de x et y, par une
certaine fonction de u, ¢ qui sera définie, comme on le voit immédiatement,
par I’équation aux différentielles totales

R ?—[dw-l—Mdu—l—M,dv:o,
ow

ou I'on a posé

M :—(E —|—%——ry>sint+<*n —l—-g—al/-+r x)cosl,

dz . 0
M1:-—<51+W—rly>smt+<m+5i—/+ri.v> cos ¢,
c’est-a-dire
%
. Jd ow L
M =—¢ sint+m cosl—|—‘E wTE +:<; +5[_L>,
ow
9%
: J ow ~ ot
M,_—E,smt—l—n,cost—i—d—v W+Z<I1+o—p>'
ow

Supposons la condition d’intégrabilité vérifiée identiquement; I'intégrale
del’équation aux différentielles totales renfermera un paramétre arbitraire.
Nous pouvons effectuer un changement de variable consistant & prendre
pour variable, au lieu de w, ce paramétre. Supposons que ce changement
de variable ait été effectué tout d’abord, en sorte que w soit précisément
le paramétre en question. On aura alors

M=o, M,=o.
Ces équations déterminent { et ¢ en fonction de u, ¢, w, de facon a obtenir

des courbes planes orthogonales & une famille de surfaces.

4. Ces préliminaires établis, abordons la recherche des courbes planes
orthogonales & une famille de Lamé en supposant connue la surface ()
enveloppe des plans des courbes planes.
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Adoptons pour variables u ct ¢ celles qui correspondent aux lignes de
courbure de toutes les surfaces trajectoires et pour & la variable dont il
vient d’¢tre question. Si Pon introduit les deux séries de surfaces de
M. Darboux considérées au numéro précédent ou encore si I'on applique
le théoréme de Joachimsthal, on trouve immédiatement, dans les deux cas,
les équations suivantes du probléme

M=o, M,—o,
v dx a5

Pov ™ To0  ow

dv dr 08,

e — — - =0

Wpl;v—f/li' S,

Les deux derni¢res peuvent ¢tre remplacées, en introduisant deux auxi-
liaires ., et w,, par le systéme suivant :
[l 2 J

I . e . o dZ
pi(p sint—q cost); =— (fcost—+ nsmt-+—m )
. ot
pi(p cost+q sint) =r-+ o’
(1 /

) | . 7 0

‘uz(plsmt—r],cost%:—(glcost+~n151llt+5; >
Jt

Pa(pyCOSE~+ q,sint) =r;+ Pr

D’ailleurs, si I'on tient compte des relations obtenues en différentiant
ces dernieres équations, les équations M = o, M, = o se transforment im-
médiatement dans les suivantes

P 9d
(ry—qo)530 =0 (py—ma)yd=o

et, par suite, peuvent étre remplacées par

()4”‘1 -0 d‘uz — 0
dw ow

Ainsi la question est ramenée a 'intégration du systéme (1) ot ., el u.,
sont des inconnues auxiliaires ne dépendant que de w et ¢. Clest de ce
résultat que nous allons déduire le théoréme de M. Darboux en rattachant



SUR UN THEOREME DE M. DARBOUX ET SUR LES CONGRUENCES DE DROITES. B7

I'étude du systéme (1) & celle des congruences de droites distribuées dans
les plans tangents de la surface (Z).

5. Faisons correspondre, 4 chaque position du plan des xy du triedre (T),
une droite située dans ce plan et définie par I'équation

xcost+ ysint—{=o.

ou ¢ et { sont des fonctions données de « et ¢; on engendre ainsi la con-
gruence de droites la plus générale. Supposons que u et ¢ soient les para-
métres des développables de la congruence; ¢ et { seront alors définis en
fonction de u et ¢ par le systeme (1), oli @, et &, sont deux inconnues auxi-
liaires qui ont une interprétation géométrique simple. Leurs inverses ont
pour valeurs tang, et tang0,, 0, et 0, désignant des angles faits respecti-
vement avec le plan des zy par les plans focaux de la congruence.

Si I'on se donne une congruence de droites rapportée a ses dévelop-
pables, il en résultera pour w, et ., des valeurs connues; inversement,
cherchons les congruences de droites rapportées a leurs développables qui
conduisent a ces valeurs de p., et ,.

Introduisons les deux symboles de M. Christoffel :

de 0g o0g de
!3_\1 gi_gaﬁ_fﬁ 8, = 1 2] ou fdv
Tl T s =7 T e )T eales =)

construits avec la forme quadratique différentielle qui est le carré de 1'élé-
ment linéaire de la représentation sphérique et posons
cost sin¢

a—— ) b—— 7

q

2 . ‘ . .
Si’on égale les deux valeurs de d%%} déduites du systéme (1) ainsi que

2

- 0%t Py A . oy e '
les deux valeurs de 5 déduites du méme systéme, il vient les deux équa-

tions sulvantes :
oy Opts oy 79
(Po—qa)| 5=+ Bp— pa) | = (Pr0—qra)| 50 — Bu(pa— ) | = (g &1 pa) (py — pho) (@ BF) =0,

(pa+qb)[%f§ + B(— Hz)]— (pra-+q.b) [%% — Bi(p— Hz)]"‘(l’%_ gp1) (14 o) V@t + b*=o.
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Ces équations fournissent, en général, pour a et b deux systémes de va-
leurs. L’un d’eux est celui d’oti 'on est parti; quant a 'autre, il ne satisfera
pas, en général, a la question posée.

6. Nous n’insisterons pas, pour le moment, sur les propositions ui se
déduisent immédiatement de la considération des deux équations précé-
dentes; le cas ol ces équations sont toutes deux identiques correspond a
une proprié¢té des congruences de droites qui entraine comme conséquence
le théoréeme de M. Darboux.

Attachons-nous surtout a la démonstration de ce dernier théore¢me.
Remarquons d’abord qu’clle peut étre présentée d’une facon bien simple
sil’on a égard uniquement a la proposition directe. Nous pouvons, en effet,
poser, a priori, en vertu du théoréme de Joachimsthal, les ¢quations (1),
ol u, et u, sont indépendants de wj cela résulte évidemment de ce qui a
¢té dit au numéro précédent. 1l en résulte également que, pour obtenir une
solution du probleme posé, il faut que les ¢quations (2) soient séparément
identiques.

Ecartons immédiatement le cas ou U, = ., = 3 la solution correspon-
dante s’obtient en coupant les plans tangents de (X) par une développable
circonserite au cercle de 'infini et rentre d’ailleurs dans le théoréme de
M. Darboux.

Ce cas ¢écarte, il vient les équations

G4 — pPhy=0,

1 by Ly =0,

Jp
de

O,
u Bi(py— 1a2) =o0.

+§ (‘U.‘———‘U-g):O,

La premitre relation exprime que le réseau (u, ¢) est conjugué sur (X);
la seconde permet d’exprimer 1, ct u, en fonction d’une auxiliaire o par les
formules

COST —1 COsSg +1

Portant dans les deux derniéres, il vient
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dcosc

Y 2B;(cose —1),
(2) d cos

——d—v——? =120 (cosg +1).

Supposons que le réseau (u, ¢) soit conjugué sur (X) et que les deux
équations (2) aient une solution commune o} si 'on pose

) ;0080 —1 ;05T —1
p= sing D’ 7= sing 7’
;608741 ,__ ;Cosg+1
Pr= sing PV 7= sing 7V

il existe alors un triédre mobile ('T") dont les translations sont les mémes
que celles de (T') et dont les rotations sont p’, ¢’, r, pi, ¢, ,; I'axe des z
de ce triédre (T’) est normal a l'origine a une surface (X’) applicable
sur (X). D’ailleurs, les équations (1), qui déterminent { et ¢ en fonction

de u, ¢, w, peuvent se mettre sous la forme suivante

-
(p' sint — g’ cost) = l'(£cost+*nsint+d—;>.~
- . ot
p'cost+ ¢’ sint :—z<r+-—>,
du
. . . a7
(pysint —qjcost)l—= z<’glcost—|—msmt+5:-)>,
. . at>
Py cost+ g sint :_l<r‘+ﬂ)’

ce qui met en évidence le théoréme de M. Darboux.
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