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D.I

SUR

LA DÉCOMPOSITION EN CARRÉS
DES NOMBRES PREMIERS DE LA FORME 3n + I,

PAR T. J. STIELTJES (1).

Tout nombre premier p de la forme 3 11 + T peut être représenté par la
somme d’un carré et de trois fois un autre carré

Le quadruple d’un tel nombre premier peut, de plus, être représenté de
la manière suivante :

Chacune de ces décompositions n’est possible que d’une seule façon.
Tout cela se déduit facilement de la théorie générale des formes quadra-
tiques.
Dans le Mémoire : De residuis cubicis commentatio numerosa, inséré

au Tome 2 du Journal de Jacobi a indiqué, sans démonstration,
que la valeur de A dans la relation (2) est égale au reste qu’on obtient en
divisant le nombre entier

par p et choisissant le reste compris entre - ,’-, p et -~- ~ p. A cela s’ajoutc
encore la circonstance remarquable que A + r, après ce choix de A, est
touj ours divisible par 3.

( 1 ) Traduction du travail suivant : : Oven de quadratische ontbinding van priemge-
tallen van den vorm 3 n + 1 (Verslagen en Mededeelingen der Koninklijke Akademie
van Wetenschappen te Amsterdam, 2e série, t. p. to5-1 i t ; 1884).



Pour les premiers nombres premiers, on obtient par exemple

La démonstration de cette proposition, qui est étroitement liée aux pro-
priétés de l’équation algébrique dont dépend la division de la circonférence
en p parties égales, peut être trouvée dans le Mémoire sur la Théorie des
nombres de Cauchy (Mémoires de l’Académie des Sciences, t. XVII,
1 8’~0) et chez Lebesgue dans le Journal de Liouville, t. II, p. Pour
d’autres détails complémentaires, on pourra consulter : Dc~~
Lehre voit dcr Kreistheilung, , p. I44.
Ce théorème de Jacobi est aussi démontré d’une autre manière dans le

n° 40 (’ ) du Mémoire Contribution à la Théorie dcs résidus cubiqucs et
biquadratiques. Comme addition aux développements qui s’y trouvent,
je me propose ici de déduire du théorème de Jacobi une détermination
directe de la racine c du carré cc figurant dans la relation ( I ) ; il en résul-
tera que c est le reste-, compris entre -1 2p et qu’on obtient dans la
division du nombre entier 

’ 

par p, et, en outre, que c - 1 est divisible par 3. Par exemple

Soit alors, comme dans le Mémoire cité, p une racine cubique primitive
de l’unité, a + bp un facteur primaire de p; ainsi

(1) Voir Tome XI de ce Recueil, page C.65.



a + L et b sont tous deux divisibles par 3 ; soit, de plus, f une des deux
racines de la congruencc .

, f étant choisi de telle manière que a + soit divisible par ~~.

D’après le théorème de Jacobi cité plus haut, on a

et, de plus, il résulte du critérium relatif au caractère cubique de 2 que

Ces trois cas doivent être traités maintenant séparément.

Dans ce cas, de

nous déduisons

Dans la relation (1), on peut donc prcndre

11 résulte alors de la relation (3)

ou bien, puisque dans ce cas on a ~n -1,

De b~o (mod 3), il résulte de plus



Dans ce cas, au lieu de

nous écrirons

de sorte que nous pouvons prendre, dans la relation (r),

Maintenant on a

de sorte que, de la relation (3 ), résulte

ou bien, puisqu’on a maintenant f = 2‘t,

De a - 2, b - o ( mod 3 ), résulte de plus

III. 2014 a et b impairs.

Dans ce dernier cas, on remarque que l’on a



de sorte que l’on peut prendre

De la relation (G) résulte maintenant

donc, la relation (3) donne

Comme on a, dans ce cas, ~’z - f z, il vient

tandis qu’on voit facilement que

Des relations (4a), (4h), (!~~), (5~), (5~), (5~), il résulte maintenant

qu’on a, dans tous les cas,

ce qui donne alors le théorème énoncé ci-dessus.
On peut encore donner à la congruence (4) une autre forme ; fi étant

pair, on écrira 2 m à la place de n; alors il vient

Maintenant, on a les relations

à l’aide desquelles on trouve

ou, après une petite transformation,



D.6

Maintenant on a, de plus,

,~ . , . , . 8/?~-h4~~ , .

Ln retranchant de cet exposant le nombre pair 20142014201420142014 ? on peut écrire

d’une façon plus simple

et, comme conclusion,

Cette dernière congruence déterminant c est donnée, sans démonstra-
tion et sans la définition plus précise, obtenue ici, du signe de c, par
()llran1are dans le Tome LXXXVII des Comptes rendus dc l’Académie
dcs Sciences, p. 735, en même temps que d’autres du même genre.


