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LES

GROUPES BILINEAIRES

ET LES

SYSTEMES DE NOMBRES COMPLEXES,

PAR M. E. CARTAN.

Maitre de Conférences a I'Université de Lyon.

INTRODUCTION.

On sait quel lien étroit relie la théorie des systémes de nombres com-
plexes et celle des groupes linéaires et homogénes simplement transitifs.
L’étude des groupes bilinéaires, c’est-a-dire des groupes dont les équations
finies sont linéaires et homogenes par rapport aux variables et par rapport
aux paramétres établit aussi une relation entre ces groupes et les systémes
de nombres complexes, et cette relation est bien simple : on peut regarder
toule transformation finie proprement dite ou dégénérée d’'un tel groupe
comme un nombre complexe d’un certain systéme pour lequel la multipli-
cation satisfait aux lois de distributivité et d’associativité et pour lequel
Popération inverse de la multiplication est en général possible.

Le but de ce Mémoire, aprés avoir établi cette relation et étudié quelques
propriétés générales des groupes bilinéaires et méme des groupes linéaires
simplement par rapport aux paramétres, est de faire une étude d’ensemble
sur les systémes de nombres complexes, spécialement au point de vue de
leur composition et d’en faire I'application aux groupes bilinéaires. Cette
étude, qui occupe les paragraphes IV-VIII de ce Mémoire, forme un tout en
soi; elle ne fait appel 4 aucune notion de la théorie des groupes et reste exclu-
sivement sur le terrain de la théorie des nombres complexes. Elle a pour

point de départ la considération de ce que j'appelle I’équation caractéris-
Fac. de T. — XIL B.r
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tique d’un systéme de nombres complexes, bien que ce nom ait été donné
par les auteurs précédents a une équation d’une tout autre nature; cette
notion d’équation caractéristique, qui a déja conduit 4 tant de résultats,
spécialement dans la théorie de la structure des groupes, est aussi trés
féconde ici; elle m’a permis de trouver des théorémes d’une extréme impor-
tance, que j'ai exposés récemment dans deux Notes parucs aux Comples
rendus de U Académic des Sciences (31 mai et 8 juin 18¢7). Clest ainsi
quen étendant les notions de systémes simples, semi-simples, inté-
grables, etc., empruntées a la théorie de la structure des groupes, j’ai été
conduit naturellement a une classification (déja ancienne) des systémes en
deux grandes classes : les systémes intégrables ou sans quaternions et les
systémes non intégrables ou a quaternions; que j’ai pu déterminer tous
les systémes simples ou semi-simples qui rentrent dans la seconde classe,
et qu’enfin, résultat qui n’a pas son analogue dans la théorie de la structure
des groupes et dont I'importance ne saurait échapper, que j’ai trouvé un
moyen simple de déduire tous les systémes de la deuzrieme classe de cecux
de la premiére.

Le paragraphe VII, consacré aux systémes réels de nombres complexes,
conduit a des résultats tout a fait analogues, quoique un peu plus compliqués
et par cela méme plus intéressants.

Enfin les paragraphes VIII et IX contiennent les applications des théories
précédentes aux groupes bilinéaires, d’abord aux groupes simplement
transitifs et ensuile aux groupes quelconques.

I.

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES POUR QUE 7° TRANSFORMATIONS INFINITESIMALES
INDEPENDANTES ENGENDRENT UN GROUPE LINEAIRE ET HOMOGENE PAR RAPPORT AUX
PARAMETRES.

1. Soient
ri=a by + ak +.. .+ arky,,

(1) Zy==a, &y 4+ aylsy ...+ apbs,

, ,
\ X, = alEnl -+ azgnz“_' cot al'znr

les équations finies d’un groupe & n variables x,, x,, ..., z, et r paramétres
@y, Ay -, 5 les Ey sont des fonctions de z,, @, ..., z,. Si ce groupe
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contient la transformation identique, il contiendra manifestement toutes les

transformations
x;=—ax;,

et il pourra étre regardé comme engendré par 7 transformations infinitési-
males indépendantes. On peut évidemment prendre, pour ces 7 transfor-
mations, les suivantes :

| < . of . of .9
‘\xf—C,n()_J,l‘*‘-zlE +.. +;/11m’
. of . 9of . of
(2) Xzf—gz(rp[ +;zz()‘l,2 +c,,>() ”'
<o Of 9f 9
\ le——ilrﬁ;_*“&rjﬂ— —r—‘_,”-*d—r—na
et la transformation infinitésimale
9 of 9
x'(’)—.’l’i +.Tzd—‘r; —+.. .+.T,laz

est nécessairement une combinaison des transformations (2).

2. Si les transformations (1) forment un groupe, la succession de deux
quelconques de ces transformations équivaudra i une transformation déter-
minée du groupe. Effectuons d’abord la transformation infiniment petite

(3) Ty =2+ £, 0L, xy— 2y + £y, 08, et X, =z, + £, 08,
puis la transformation finie
(4) x,l = Elk’ ‘Z'z - g‘l’-" ceey ‘T;L—: E.n/-"

ou ¢ et k désignent deux quelconques, différents ou non, des nombres I,
2, ..., . Lerésultat de ces deux transformations successives est la transfor-

mation
xl1:£lk -+ X[E1k6l +...,

(3) xy =k + Xibai 00 +. . .,
x;L:?G-nk‘FXign/.- ot +...,

qui doit rentrer dans la formule (1). Il en résulte que I'on a des relations
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telles que
S X = oiry gy + Aigabya + .o+ LigrErry
6y ) e ,
( X[E_nk: ‘xiklznt‘*‘ o‘il.'zzm‘!‘- <ot O(i/u-Em-,
ou encore
(7) Xi(XA'f):aikixlf“‘ ai/c2X2f+---+aiera'f ([,/(:],2,...,]'),
en posant
‘ X, af N9 af
Xi(Xzf) ——Xz(xl.-xx)gz +Xz‘(xk“v2)rr2 +o X (Xpexy) FE

Les relations (7) sont celles auxquelles nous voulions arriver. Elles
donnent des conditions nécessaires pour que les r transformations infi-
nitésimales X, f, ..., X, f engendrent un groupe linéaire et homogene
par rapport aux paramétres.

3. Ces conditions sont suffisantes. En eflet, supposons que les r trans-
formations infinitésimales indépendantes (2), dont la transformation

of of of

Ty 53—+ Xy5— ~+...4 2, < est supposde étre une combinaison lindaire
19z, TPy, T Tag,s PP b )

satisfassent aux r2 relations (7) ott les o sont des constantes. Ces transforma-
tions engendreront d’abord nécessairement un groupe, car de (7) on déduit

(8)  (XiXy) = Xi(Xif) = Xu(Xif) = (@i — 1) X f + oo+ (0ir— 020) XS

relations caractéristiques de la propri¢té des transformations (2) d’engen-
drer un groupe.

Je dis alors que les équations finies de ce groupe peuvent étre mises sous
la forme (1). D’abord les équations (1) définissent des transformations
proprement dites, car le déterminant fonctionnel des seconds membres par
rapport a y, &y, ..., x, est en général différent de zéro, puisque, pour des
valeurs particuliéres des parameétres a;, ces seconds membres se réduisent
Az, %y, ..., ©,. En second lieu. les transformations (1) contiennent la
transformation identique pour la méme raison. Enfin ces transformations
contiennent toutes les transformations finies engendrées par les transfor-
mations infinitésimales (2); le groupe & un paramétre engendré par X, f
peut en effet étre défini au moyen des formules

2 3
x:: x; -+ S;Xlarﬁ- T%X,(Xixi) -+ IeTng[X1(X|xi)] +... (i:I; 2, .. -’n);
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mais d’apres les formules (7), les coefficients de e?, ¢?, ... s’expriment en
fonctions linéaires et homogeénes, les mémes pour tous les indices 7, de
Xz Xoxyy ooy Xy, Clest-d-dive de &, 5, ..., £, Le groupe engendré
par X, fa donc ses équations finies de la forme

ri=xi+ o En+ oyt b, (i=1,2,...,n),

c’est-a-dire est contenu parmi les transformations (1).

Les formules (r) définissent donc un ensemble de transformations a r
paramétres qui contiennent toutes les transformations du groupe engendré
par les 7 transformations infinitésimales indépendantes X, £, ..., X, /. Elles
constituent donc les équations finies de ce groupe qui, par suite, est linéaire
et homogeéne par rapport aux parametres.

4. En définitive, nous avons le théoréme suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour que les r transformations
infinitésimales indépendantes X, f, X, f, ..., X, f, a n variables x,,

Lyyeey Ty, engendrent un groupe linéaire et homogene par rapport aux

5 . 7} 9 9 .

paramelres est que la lransformallon x, d—f— + x, 9 +...4+x, / soul
z, oz, dx,

une combinaison linéaire des X, f, ainsi que les r* transformations infi-

nitésimales X;(X, f). On a alors la valeur de lavariable transformée x|

: . . . . )
dans les équations finies du groupe, en prenant le coefficient de <~ dans

(’J‘,'
Uexpression a, X, f+ a, X, f +...+ a, X, f.

Par exemple, les transformations infinitésimales

—2
X,f—-.l’dx +y-(ﬁ',
_ m9f
(9) X, f= x d)”
f— m d_f
X;f= x™ logx Jy

satisfont aux neuf relations
XX ) =X, f, Xi(Xe f) =mX, [, Xi(Xs f) =X, f+mX, f,
X (X0 f) =X f, Xe(Xef) =0, Xe (X3 /) =o,
X (X, ) =Xsf, X:3(X,f)=o, X3(X;f) =o.
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Elles engendrent donc un groupe linéaire et homogéne par rapport aux
parameétres dont les ¢quations finies sont
(' =ax,
(10) ? ,
Y =ay+bxm+cxmlogax.

Comme application, on peut chercher le plus petit groupe linéaire ct
homogéne par rapport aux parameétres, dans lequel soient contenues
r transformations infinitésimales données X, £, X, f, ..., X,./. Pour I'ob-
tenir, il suffira d’ajouter &4 ces transformations la transformation

of of

T - 4 st elle n’y est insi qu tes les transforma-
' O, -+ -+ "ox,’ y est pas, ai que toutes les transforma

tions X;(X;f); procéder de la méme maniere pour les transformations
nouvelles ainsi obtenues, et ainsi de suite. Si ces opérations ont un terme,
les transformations données sont contenues dans un groupe fini linéaire et
homogéne par rapport aux paramétres; sinon elles ne sont contenues que
dans un groupe infini (non nécessairement défini par des équations aux
dérivées partielles) jouissant de la méme propriété.

I1.

LES GROUPES LINEAIRES ET HOMOGENES PAR RAPPORT AUX VARIABLES ET PAR RAPPORT
AUX PARAMETRES. GROUPE DES PARAMETRES.

5. Nous allons plus particuliérement considérer maintenant les groupes
linéaires et homogénes, c’est-a-dire pour lesquels les variables transfor-
mées sont des fonctions linéaires et homogénes des variables primitives. Ce
sont ceux de ces groupes qui sont en méme temps linéaires et homogeénes
par rapport aux parameétres qui vont nous occuper. Nous les désignerons
dorénavant sous le nom de groupes bilinéaires.

Nous avons vu au paragraphe précédent quel’on obtenait l'expression de

la variable transformée «; par'effet de la transformation de parameétres a,,
of
d.‘l‘i

a,, ..., a, en prenant le coefficient de dans I'expression

a X, f+...+aX,f.
Cela nous conduit a regarder le symbole
a Xy f+...+a X, f

aussi bien comme représentant une transformation finie S, qu’une transfor-
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mation infinitésimale. Bien entendu, nous n’aurons affaire & une véritable

transformation que si les coefficients de ddi ey ()d:vf sont des fonctions
1 n

indépendantes de xy, z,, ..., z,. Néanmoins il y aura avantage a considérer
les symboles pour lesquels cette condition n’est pasremplie eta les regarder
comme représentant encore des transformations finies dégénérées, ce fait
d’ailleurs ne se présentera que pour des valeurs particuliéres des a.

6. Imaginons que nous cffectuions successivement les deux transforma-
tions finies

Sy aXof 4.t a,X,f,
ct
Sy [ O N
Si nous posons
(l) (f EEM() E)Als-r;d B (l:1,2,...,ll),

la premicre de ces transformations est définie par les formules

(2 vi= Bastu=Fashue, =t
ks

et la seconde par les formules
(3) "“Zb/«&l/;—‘zb/c)‘i/rsx;‘ (i:l, 2,...,11).

Le résultat de ces deux transformations est la transformation

(4) x; = E bitinsAnhsnix, (i=1,2,..,,n).

Ao s,t

Mais d’apres les identités (7) du paragraphe précédent, on a

d d
‘(/,(‘(Af)—~27\s/;z7\11. szf ——Zaur)zpzl‘zdf
. s, b, [y
c’est-a-dire

Lyt =1,2,...,n
(5) 2)~[A-3)~shl:2a/tl'p)\ipl </I:k:lz 2, .'.,,_>'
s d
Par suite, les formules (4) deviennent

x; = E KpkpQn bk7~ip11‘z:2097\fpﬂ“t,
h ok, p,t p.t
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en posant
(6) CP’—:ZaMpahbk.

La succession de la transformation S, et de la transformation S, équivaut
donc & la transformation S, dont les parameétres ¢, ¢,, ..., ¢, sont donnés
par les équations (6).

7. Si nous appelons A f, B f, C f les symboles des transformations S,,

Ss, S, les formules (6) nous montrent immédiatement qu’on a la relation
fondamentale

(7) C/r=ABS).

Par conséquent, la succession des deux transformations finies A f
et B f équivaut a la transformation finie A(B f).
Cela nous conduit en particulier a la conclusion suivante :
Considérons trois transformations finies quelconques S,, S;, S.. On voit
qu’on a I'identité
Sa(8,8¢) = (8.55)8..

Prenons pour S,, S;, S respectivement X, f, X; f, X, /. Les relations (7)
du paragraphe I conduisent aux identités suivantes entre les quantités

®iks (') .
(8) EaislaijZEafjsaskt (l"jy /‘.,t:192; -"”.)‘

s s

8. Les équations (6), ou I'on regarde les b comme des parametres, les
a comme des variables et les ¢ comme les variables @ transformées, défi-
nissent, comme on sait, un groupe qui est le groupe des paramétres du
groupe primitif. Il est linéaire et homogéne par rapport aux variables et aux
parameétres, contient manifestement la transformation identique et est sim-
plement transitif :il faut entendre par la que, étant donnés deux systémes
arbitraires de valeurs des a et des c, il existe un systéme de valeurs des
paramétres b et un seul qui permet de passer des @ aux c; autrement dit, le

(1) Ces relations peuvent aussi s’établir en démontrant directement que

X[ X (Xe )] = Xe[ X (X )],

identité vraie si les X f sont linéaires par rapport aux variables z.
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déterminant des coefficients des & dans les seconds membres des équa-
tions (6) n’est pas identiquement nul. Cela résulte de la théorie générale
des groupes; mais on peut le démontrer ici directement. En effet, si le
déterminant des coefficients des b était identiquement nul, & chaque sys-
tetme de valeurs des @ on pourrait faire correspondre un systeme de valeurs
non toutes nulles des b tel que les ¢ donnés par les formules (6) soient tous
nuls. Mais, par la transformation S, les « sont transformés en général en
n formes linéaires ' indépendantes, et la transformation S, effectuée sur
ces quanlités 2/, ne pourrait donner de résultats tous nuls que si tous les
¢taient nuls, ce qui est contraire & 'hypothése.

Il est facile de vérifier aussi directement que les équations (6) définissent
un groupe. Considérons, cn effet, les 7 quantités

ar )
Blvf: Apkpp —— (k:,’Q:""]');
/'»EP e da,
on a
d
Bu(B,f) = E Chpp Xous At a;fy
s

h,o,s

v

mais, d’apreés les relations (8), cette équation se réduit &
J
(9) By.(B, f) ::2 s P, 07/; — Z v B f-
o

Ces relations (9) montrent, d’aprés les résultats du paragraphe I, que
les transformations infinitésimales B / engendrent un groupe bilinéaire et
que les équations finies de ce groupe ne sont autres que les équations (6).

Les formules (9) montrent de plus qu'il y a isomorphisme entre les
transformations finies du groupe des paramétres et celles du groupe pri-
mitif, les quantités o étant les mémes pour ces deux groupes. Cela veut dire
que, sil’on ¢tablit une correspondance entre les transformations S, et T,
du groupe primitif et du groupe des paramétres qui correspondent aux
mémes valeurs des paramétres, & la transformation S,S, correspond la
transformation T,1,. En particulier, le groupe des paramétres est son
propre groupe des paramétres.

9. Nous avons vu que les 7* quantités o, devaient satisfaire aux 7 ¢équa-
tions (8). Nous pouvons maintenant démontrer la réciproque.
Fac. de T — XII. . B.2
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Etant donné un systeme de r* quantités a;, satisfaisant aux r* équa-
tions (8)

2: 2’ ..
(8) aislaj/.'s: aijs‘xsl.-t (l,‘/,/{,[:l,Z, -""'))
s

s

telles de plus que les r lransformations infinitésimales

)
('O) B/cf - lz XnkpQn ()—lep
L, 0

sotent indépendantes et que le symbole a, ()ﬂ/: +...+a, A soil une com-
a, da,

binaison linéaire des By f, il existe certainement un systeme de r trans-

Jormations infinitésimales indépendantes et linéaires X, Sy oo NS

telles que Uon ait

Xi( ka) = 2051‘/.-5 Xsf,

ces transformations engendrant un groupe bilinéaire.

I1 suffit, en effet, de prendre

J
ka = Y ApipLn —f,

and ().l °

cn refaisant les caleuls du numéro précédent qui s’appuient uniquement sur
les équations (8), on tombe sur les identités & démontrer. 1l en résulte

meéme que ce groupe est son propre groupe des parametres et, par suite,
simplement transitif.

10. Etant donné un groupe bilinéaire défini par r transformations infini-
tésimales indépendantes X, £, X, £, ..., X, f, nous avons défini la trans-
formation finic de parametres a,, a,, ..., a, et ayant pour symbole

(rr1) a/ X, f+...+a X, [

Imaginons que nous remplacions les X f/ par r combinaisons linéaires
indépendantes de ces mémes quantités X, £, X, £, ..., X| f. Alorsla trans-
formation finie (1 1) est représentée par un nouveau symbole

(12) &\ X, [+ ..+ a, X, [,

ou les @’ sont certaines combinaisons linéaires des @. Si nous prenons alors
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les @’ pour nouveaux paramétres, nous obtenons manifestement un rou-
veau groupe des paramétres, mais qui sc déduit du premier en effectuant
sur les variables et sur les paramétres une méme substitution linéaire,
celle qui permet de passer des @ aux a’. Ces deux groupes sont dits sem-
blables et ne doivent pas &tre regardés comme distincts.

On peut donc dire qu'un groupe donné a une infinité de groupes des
paramétres, mais ils se déduisent tous de 'un d’entre eux par le procédé
indiqué plus haut.

1. Cela étant, considérons un groupe bilinéaire et simplement iransitif.
Je dis qu’on peut toujours, par un changement de paramétres, faire en
sorte que ce groupe soit son propre groupe des paramétres.

Soient, en effet, x,, x,, ..., x, les variables, a,, a,, ..., a, les paramé-
tres. Le déterminant des coefficients des ¢ dans les seconds membres des
¢quations finies du groupe est, par hypothése, non identiquement nul. Sup-
posons done que, pour x, = x|, x,=x, ..., x,= x", ce déterminant soit
différent de zéro. Nous pouvons toujours faire un changement de parameé-
tres de facon que la transformation S, de paramétres a,, a,, ..., a, trans-
porte le point (#, z}, ..., x,) au point (a,, a,, ..., a,); autrement dit
nous pouvons définir sans ambiguité chaque transformation du groupe par
le point A (a,, a,, ..., @,) que celte transformation fait correspondre au
point origine O (i, ..., x, :

Cela étant, considérons deux transformations quelconques S,, S, définies
par deux points A (a,, a,, ..., a,) et B(b,, b,, ..., b,). La transformation
S, fera alors correspondre au point O d’abord le point A, puis le point
transformé du point A par la transformation S,. Si donc S, est cette trans-
formation, correspondant au point C, le point C est le transformé du point A
par S;. Mais il y a une autre transformation qui fait passer du point A au
point C: c’est précisément la transformation T, du groupe des paramétres.
Donc les deux transformations S, et T, font correspondre au méme point A
le méme point C : elles sont identiques. Le groupe considéré est donc
tdentique a son groupe des parameétres.

Analytiquement, on peut choisir les transformations infinitésimales
X\ fs - X, f d’un groupe simplement transitif de telle fagon que, si

Xi(xkf):ZaiAsXSfr
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on ail en méme lemps
of
X. =i g —— o
lf kis /.dxs
Ce théoréme est dtt & M. Study qui a démontré, d’une facon plus géné-
) p
rale, que tout groupe simplement transitif, linéaire et homogéne par rap-
port aux variables seculement, pouvait toujours étre supposé linéaire et

homogéne par rapport aux paramétres et identique a son groupe des para-
metres.

II1.

RELATIONS ENTRE LES GROUPES BILINEAIRES ET LES SYSTEMES
DE NOMBRES COMPLEXES.

12. Nous avons, dans le paragraphe précédent, fait correspondre a
toute transformation finie S, d’un groupe bilincaire le symbole

aX,f+. ..+aX,.f

Nous allons maintenant introduire une autre représentation. Nous pouvons
regarder I'ensemble des 7 parametres a,, a,, ..., @, comme constituant un

nombre complexe d’espéce supéricure, que nous désignerons encore sym-
boliquement par

(1) a—=a, e+ ae,+...+ a,e,;

es e sont dits uniiés. Nous dirons qu'un nombre complexe est nul si les
1 t dit tés. N d 'un nomb ] t nul sil

rnombres a,, a,, ..., a, qui le définissent sont tous nuls. Nous définirons
la somme des deux nombres complexes

a—aie,+ azex+...+ a,e,,
b=0>be,+ byes+...+ b,e,
par le symbole

(2) a—+b=(a,+ b))e + (a,+ by)e;+...+ (a,+ b,)e,.

Nous définirons enfin le produit des deux nombres complexes a et b,
symboles des deux transformations finies S, et S, par le nombre com-
plexe ¢ symbole de la transformation résultante S.. Nous aurons donc, par
définition, en conservant les notations des paragraphes précédents,

(3) c:ab:»Ea,lkpahb,;ep:Ecpep.

bk, p
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De Torigine méme de cette définition résultent les propriétés suivantes
du produit : \

Il y a en général un seul nombre b qui, mulliplié A cavcuE par un
nombre a, reproduise un nombre donné c; il y a en géncral un seul
nombre a qui, mulliplié s vroite par un nombre donné b, reproduise un
nombre donné c.

La multiplication satisfait aux lots distributice et associatice; c’est-
a-dire on a les identités

@) (a +b)(c+d)=ac+ ad + bc + bd;

(3) (ab)e = a(bc).

L’identité (4) est évidente; I'identité (5) résulte delareprésentation des
nombres complexes comme substitutions.

Enfin, il y a un nombre complexe e qui, multiplié a droite ou a gauche
par un nombre complexe quelconque, reproduise ce nombre; c’est celui
qui représente la transformation identique du groupe donné. On I'appelle
le module du systétme de nombres complexes.

13. Réciproquement, définissons un systéme de nombres complexes a
r unités fondamentales ey, e,, ..., e, par les lois suivantes :

I’addition de deux nombres complexes est définie par la formule (2).

Le produit de deux nombres complexes a et  est un nombre

ab=—c=»

i S0 0
ou l'on a
(6) , Co= X %nip@n gy
h k

les constantes o, ¢tant telles que le déterminant des coefficients des b dans
les seconds membres des formules (6) n’est pas identiquement nul, de
méme que le déterminant des coefficients des @ dans les mémes expressions;
ces constantes étant, de plus, tellement choisies que la multiplication satis-
fasse a la loi associative exprimée par la formule (5)

(4) (ab)e = a(be).

Je dis alors que ce systéme complexe peut étre regardé comme associé



B.14 E. CARTAN.

de la facon qui a été définie au numéro précédent, a un certain groupe
bilinéaire d’ordre r.

Iin effet, d’abord la formule (5) ne fait qu’exprimer les relations déja
considérées entre les constantes o,

(7) Zaislajﬂ'szzaijs“sﬂ~t (l.’./.’ /\',t:U 2y ey )
4 S

De plus, les 7 transformations infinitésimales
) . 9
(8) X,f: Eakl‘sxli()_:l"/;_\.

. . ' M ! Ty ()f m - AT 1
sont indépendantes puisque le déterminant des 9, ¢Sty pat hypothese, dif-

férent de zéro. Enfin je dis que le systéme admet un module.

Soit, en effet,
V'="0le,+...+ ble,

un nombre complexe tel que les équations (6) puissent étre résolues par
rapport aux a. Soit ¢ le nombre @ ainsi obtenu lorsqu’on donne & ¢ la

valeur 4°. On a alors
. e ' = 0°.

Si maintenant @ est un nombre complexe quelconque, on a
a(eb®) = (ac) b= ab’;

de sorte que le produit de 4° par les deux nombres @ et ae est le méme;
d’apres hypothése faite sur 4°, il en résulte

(9) ae=a.

Si donc
e g6+ g9y ...+ Ere,,

I'identité (9) montre que le symbole & X, f+ ...+ ¢ X,/ se réduit a

9 . 9f
1?1&—1 +...+$,&:'
Les 7 transformations (8) sont donc indépendantes; elles contiennent la
transformation x, Bd?f + ... —l—x,(%f—; et, enfin, elles satisfont aux relations
1 r

Xi(Xif) = YaineXof
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clles engendrent donc un groupe bilinéaire, et le systtme de nombres com-
plexes qui est associé & ce groupe est précisément le systéme considére.

14. IEn somme, nous avons fait correspondre ainsi, d’une maniére uni-
voque, les groupes des parametres des groupes bilinéaires aux systémes
de nombres complexes satisfaisant aux conditions exprimées dans le
numeéro précédent. Comme, d’apres le théoreme du n° 10, tout groupe bili-
néaire simplement transitif peut étre regardé comme son propre groupe
des parametres, nous avons établi une correspondance univoque entre les
groupes bilinéaires simplement transitifs et les systémes de nombres com-
plexes. Ce dernier résultat est connu depuis longtemps et démontré en
particulier complétement par M. Study; mais nos considérations sont plus
générales, puisqu'elles établissent une correspondance entre un groupe
bilinéaire quelcongque et un systeme de nombres complexes.

L’étude des relations (7), c’est-a-dire, en somme, ’é¢tude des nombres
complexes nous fournira, comme nous le verrons dans la suite, des résul-
tats trés généraux sur les groupes bilinéaires quelcongues. De nombreux
auteurs se sont occupés de cette théorie des nombres complexes; je vais la
prendre & un point de vue qui nous donnera des résultats nouveaux pour la
plupart et d’une grande généralité.

IV.

GENERALITES SUR LES SYSTEMES DE NOMBRES COMPLEXES.
SYSTEMES DE LA PREMIERE CLASSE.

t5. Considérons un systéme de nombres complexes
(1) =8+ Tyl +...+ &€,

ou les ¢ sont des symboles, les @ des nombres ordinaires, réels ou imagi-
naires. Nous supposons définies sur ces nombres les opérations fondamen-
tales, addition et multiplication,

(2) (z+y=(xiei+...+xe.)+ (Y161 +...+yre)
2 <
t

=(zi+ye+...+ (2t yr)e,

/

\ xy =(x€/+...+xe.)(yie1+...+yre)
(3) y

( = Eaxki'ri,)’kel +2ailn'a~f}//.‘erv
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de telle facon que la multiplication satisfasse & la loi associative
(4) (xy)s =2(y3),

et de telle facon aussi que les deux opérations inverses de la multiplication
ou division, la premiére consistant a passer du premicr facteur et du pro-
duit au deuxitme facteur, la seconde consistant & passer du second facteur
et du produit au premier facteur, soient possibles en général.

Alors il existe un nombre ¢ appel¢ module, tel que pour tout nombre
x du systéme on ait

(3) exr —=xe=—¢.

Si I'on suppose 'existence d’un module, il est inutile de supposer la pos-
sibilité des deux divisions; car, si la premi¢re, par exemple, n’était pas
possible, a chaque nombre x correspondrait au moins un nombre y tel que
xy fit nul; or cela ne peut pas avoir lieu pour y = «.

Il est bien évident que si I'on prend, au licu des unités e, e,, ..., ¢,
rnombres quelconques du systéme non liés par une relation linéaire a coeffi-
cients ordinaires, on obtient un nouveau systéme qui ne doit pas étre con-

sidéré comme distinct du premier; les «; subissent simplement une substi-
tution linéaire.

16. Etant donné un nombre = du systéme
x:xiei—i—xze‘z—i—. . .+1‘,.€,-,
cherchons a déterminer un nombre y

Y =yi€1+ Yaly ...+ ¥ rer
tel que I'on ait

(6) zy =0y,

ol ® désigne un nombre ordinaire.
La relation (6) se décompose dans les 7 suivantes :

_ )
zxiykai/.-s: WYs (s=1,2, ..., 1)
ik

Si T'on veut que le nombre y ne soit pas nul, il faut que w satisfasse a
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I'équation
’ Y ~ |
; indm —w Z%’%zn e inan-l J
' ~

() i zl‘zinz inain_w Zx,am

.............. N

‘ - -
' Z i, E i, . Z iy — W
{

Cette équation peut s’appeler I'équation caractéristique du systeme,

—=0.

quoique ce nom ait ¢té donné par certains auteurs & des équations d’une
tout autre nature. Nous lui conserverons néanmoins ce nom, toute confu-
sion étant impossible.

Remarquons immédiatement que le terme indépendant de o dans le
premier membre de I'équation caractéristique ést, d’apres les hypothéses
faites, different de zéro.

On pourrait considérer une deuriéme équation caractéristique obtenue
en parlant de I’équation

rr=uwy.
La considération de cette deuxiéme équation nous sera utile dans cer-

tains cas.

17. Supposons que I'équation caractéristique admette en général /
racines distinctes et / seulement, et considérons un nombre x = a pour
lequel cette condition est réalisée. Soient w,, w,, ..., w, ces racines. Alors
il existe un nombre o, tel que 'on ait

aoy=— w;o,;
puis, si laracine w, est multiple, un nombre «, tel que I'on ait
ao| = wyay+ hyoy;
puis un nombre o tel que I'on ait
ao| = wa] + hy o, + hyy ),

ct ainsi de suite. I'inalement, on fait correspondre a la racine w,, de multi-
plicité m,, un systéme de m, nombres linéairement indépendants a,, ',
Fac. de T. — XIL B.3

ceny
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a " tels que le produit de @ par chacun d’eux a!” soit égal au produit de
ce dernier par w plus une combinaison linéaire des précédents.

On peut procéder de la méme facon pour les racines w,, ..., w,, de sorte
que nous avons déterminé 7 nouveaux nombres complexes linéairement
indépendants, dont chacun appartient a une des racines w,, w,, ..., 0,
ceux de ces nombres qui appartiennent a laracine w; étant désignés par les
symboles a;, o, o, ..., a0,

18. 1l résulte facilement de la que si, par exemple, le produit ax est
¢gal & wx plus une combinaison linéaire de a,, o), ..., le nombre x est lui-
méme une combinaison linéaire de a,, o, .... Cela étant, il est facile d’en
déduire successivement que o,x, o\ x, o)z, ... sont des combinaisons
linéaires de &, «, ..., et cela quel que soit z.

Donc le produit d’un nombre appartenant ¢ la racine o, avec un
nombre quelconque du systéme appartient encore a la racine ,. Il en
est de méme pour les autres racines.

19. Cela étant, considérons le module ¢ du systéme. Il peut toujours se

mettre sous la forme
=g+ é&-+...+Epy

un ou plusieurs des nombres ¢, ¢,, ..., ¢, pouvant étre nuls; ¢, appartenant
ala racine »,, ..., g, a la racine w,.
Or prenons ez)’. On a

el = e 0l + e 0l +. . g0l

mais, d’aprés le numéro précédent, e,a)’ appartient a la racine w,, ...,
e, 4 la racine ©,. Comme le second membre doit étre égal a «}”, il en
résulte qu’on a

: (i i) i) () — .
(8) goal=al’, gal!=o, cely epal? =o;
A
de méme
(9) g o =o, gyl = alf), R gpafl = o,

et ainsi de suite.
Les nombres ¢, ¢, ..., ¢, peuvent étre appelés modules partiels.
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Considérons maintenant les nombres «,, o, .... On peut toujours sup-
poser que les produils

ogey, ohey, ..., alP Vg
sont distincts et différents de zéro, les produits restants
aPley, alPtle, ..., alm—lg

étant tous nuls. Le nombre «,¢,, par exemple, fait partie des a, o, ..., et
I'on a, d’autre part,
(e )er=a,(8181) = oy 8y,

Le produit de «,¢, par ¢, n’étant pas nul, on voit que ce produit est une
combinaison linéaire de a,, a|, ..., " et ce nombre est égal a son
propre produit par &,. Comme on peut répéter ce raisonnement pour

%, gy ...y 27V, il en résulte qu'on a

— C P1) g D=1
ey = «, o g = A, Cey alf Ve = alP~l,

aPey=o, ces o=l — o,

De méme, ¢,¢, étant nul d’aprés les formules (8) et (9), on a

(

opey== (oye;)es = ot (&,8,) = 0, o) e, =0, e, =— o,

s o

et si 'on considére les nombres o/”’, ..., a~" on peut les supposer choisis
de telle facon que les ¢ premiers se reproduisent lorsqu’on les multiplic
par ¢, les autres donnant un produit nul avec ce méme nombre. On peut
continuer ainsi de proche en proche.

Finalement, on voit qu'on peut choisir avec ¢,, ¢,, ..., &, rh nombres
linéairement indépendants du systeme, n,, 0, ..., N4, lels que pour
chacun d’eux v, il existe deux indices o et B inférieurs ou égaux a h
de fagon qu’on ait

(11) Ex) = NEF =,

tous les produils e;m, ne; élant nuls pour i différent de o et j différent
de .

L’ensemble des deux indices («, ) constitue ce que M. Scheffers a appelé
le caractére du nombre 7.

On peut ajouter la remarque importante que, loules les Jois qu’on
aurah nombrese,, ..., ¢, satisfaisant a €] = ¢, g8, =0, on pourra faire
la réduction précédente.
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20. Le produit d’un nombre complexe de caractére (o, B) par un
nombre complexe de caractére (v, ¢) est nul si 3 est différent de ~ et est
un nombre complexe de caractére (a, 8) st § est égal a .

En effet, soient v et ' ces deux nombres. On a, par hypothése,
exn=mneg—=mn, &yn'=mn'ez=mn'.

Il en résulte qu'on a
exn’ = ' = nn'e;, nn' = (neg) (eyn’) =m(egey)n’.

Mais si 8 est différent de v, ege, est nul et par suite aussi nn'. Si B est égal
ay, le produit 7' peut étre nul; mais, sil ne P'est pas, il est certainement
de caractére (a, ¢).
Les modules partiels ¢,, ¢,, ..., ¢, peuvent eux-mémes étre considérés
comme ayant respectivement les caractéres (1, 1), (2, 2), ..., (&, k).
L’existence de ces modules montre que la deuxi¢me équation caractéris-
tique admet au moins / racines distinctes. En effet, considérons le nombre

o= L€+ Xyt X8y,
on a

§00 == &€&y, Ea0l T= Xylyy «uny ERA = T}Ep,

ce qui démontre bien la propriété.

Comme nous aurions pu aussi bien partir de la deuxiéme équation carac-
téristique que de la premieére, nous croyons que les deux équations carac-
téristiques admettent, pour des valeurs arbitraires de x, le méme nombre
de racines distinctes.

21. L’ensemble des nombres complexes de caractére (1, 1) forme lui-
méme un systéme de nombres complexes satisfaisant aux conditions énon-
cées au début du paragraphe. En effet, le produit de deux nombres de
caractére (1, 1) est encore un nombre de caractére (1, 1); ce produit satis-
fait a la loi associalive et enfin ce systeme partiel admet un module qui
n’est autre que ¢,. Si nous désignons par m,g le nombre des unités indé-
pendantes de caractére (e, ), nous voyons que ce systéme des nombres de
caractére (1, 1) admet m,, unités indépendantes. Désignons ce systeme
par X,.

L équation caractéristique du systéeme X, n’admet qu’une seule racine
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multiple d’ordre m,,. Car si clle en admettait plusieurs distinctes, en
répétant sur le systtme X, le raisonnement fait sur le systéme primitif,
nous arriverions a trouver dans X, au moins deux modules partielse, ¢},
et Péquation caractéristique du systéme primitif, obtenue en partant du

nombre
a =2z + x|+ 228+ .+ )8,

admettrait, contrairement a I’hypothése faite, 2 + 1 racines distincles, a
savoir &', ', ,, ..., &y, et cela en vertu des équations

. . , p
ag, = '\ ¢}, aeg] = x\e}, @ey— Z5E,, R Ae, = X &y

Il résulte de la que le premier membre de I'équation caractéristique de

¥, est la puissance m}} d’un facteur linéaire. Par suite, on pcut supposer
choisies les unités de X, de telle facon que ¢, soit une de ces unités et que
pour toutes les autres I’équation caractéristique n’admette que des racines
nulles.
S lon appelle nombre psevpo-svL d’un systéme un nombre pour
lequel Uéquation caractéristique n’a que des racines nulles, on voit que
le systtme X, d’ordre m,, admet m,, —1 unités pseudo-nulles et que
tous les nombres qui s’en déduisent linéairement sont également pseudo-
nuls.

21. Un nombre psevpo-NuL du systéme X, est également pSEUDO-NUL
pour le systéme primitif X. Soit, en effet, v un de ces nombres, néces-
sairement distinct de ¢,. Supposons que I'équation caractéristique du sys-
téme X obtenue en partant du nombre v admette une racine o différente
de zéro. Alors il existe un nombre { du systeme tel que 'on ait

n7 = wl.
Ce nombre { est évidemment une somme de nombres ayant chacun un
caractére déterminé; comme v est de caractére (1, 1), on voit que { ne
peut étre qu'une somme de nombres de caracteres (1, 1), (1,2), ..., (1, A).
Supposons qu'il y ait dans cette somme un nombre v de caractére (1, o).
Alors on voit immédiatement que ’on a aussi

' = wn'.
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Cela ¢tant, I'équation caractéristique obtenue en partant du nombre
A=yN+ &€+ Tyty+...+ Ty&y
admet % + 1 racines distinctes. On a, en effet, d’abord les relations
an'=(y+ x)n, AEy== Ty€,, ey ae,= xTpep.

De plus, le nombre 7 étant pseudo-nul dans le systéme 3, il existe au
moins un nombre v” de ce systeme tel que le produit 7" soit nul; on a,

par suite,
a,n//: xl nl/.

L’équation caractéristique admettrait donc les /2 -+ 1 racines distinctes,
Lyy Xy~ Yy Ly - ..y Ty, c€ qui est impossible.

23. Etant donnés un nombre pseudo-nul v d’un systéme X de
nombres complexes et un autre nombre quelconque u du méme systéme,
il existe un entier positif m tel que le produit W u soit nul. Posons, en
effet,

NU = U, NULZ= Uy, .y NU, = U,,,

Supposons que les nombres «, u,, u,, ..., u,_, soient lin¢airement ind¢-
pendants, mais que u,, soit une combinaison linéaire des précédents; ce
fait se présentera certainement pour un nombre m qu’on peut méme
affirmer au plus égal a r + 1. Supposons donc

TNUp— = )\lt -+ )\l e )‘~m—1 Um—1s

les A désignant des nombres ordinaires. Cherchons & déterminer un nombre

différent de zéro
v=opu —+ 0, Uy—+...+ Pm—_—t Ujpy—1,

tel que 'on ait
ne=uwe;

on obtiendra en ® I’équation

W"—d g™ — 3 et — . — Mo — A=o.

D’aprés 'hypothése faite sur v, il faut que cette équation n’admette que
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des racines nulles, ¢’est-a-dire que tous les A soient nuls. Done, enfin, on a

Nty =N"u=o0. C. Q. F. D.

24. On peut déduire de la que la deuxié¢me équation caractéristique
obtenue en partant d’un nombre pseudo-nul v w’admet, comme la pre-
miére, que des racines nulles. Si non, en effet, il existerait un nombre

complexe a, tel que 'on et
an=uwa,

ol » désigne un nombre ordinaire. On déduit de 1a
ar’=wan—=w3a, an*=uw?a, R an"=w"a,

Mais, d’aprés le numéro précédent, appliqué au cas ol u est égal a 7, il
existe un entier m tel que vy,

= n™*' soit nul; par suite, on aurait
(lﬂ"“'l — wnH—l a=o,

ce qui est contradictoire avec I'hypothése w =£ o.

Ce théoréme compléte ce qu’il y avait d'un peu factice dans la définition
des nombres pseudo-nuls.

Il résulte, en particulier, de la qu'étant donné un nombre complexe
quelconque u, il existe toujours un entier n tel que uv” soit nul.

25. Tous les nombres du systéme  qui appartiennent & un carac-
tere (a, B) a indices différents sont pseudo-nuls, d’apres la loi de multi-
plication des caractéres (n° 20).

Le produit d’un nombre pseudo-nul de caractére (1, 1), par exemple,
par un nombre complexe quelconque de méme caractére est un nombre
pseudo-nul. Si, en effet, v est le nombre pseudo-nul considéré et u un

nombre complexe quelconque de caractére (1, 1), on a une équation de la

forme
nu=—ae + b/,

a et b étant des nombres ordinaires, ¥’ étant pseudo-nul. Il en résulte
.nm i —= a.n/n—i -+ b.ﬂm—l .n/’

quel que soit I'entier 7, au moins égal & 2. Or, nous savons (23) qu'il existe
un entier 72 tel que v« soit nul; considérons le plus petit de ces entiers;
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alors 0"~ est différent de zéro, et I’équation
bn/n—l .n/ —_ an’”_l

n’est possible que si @ est nul, puisque v’ est pseudo-nul.
Le produit vz est donc bien pseudo-nul.

V.

SYSTEMES DE NOMBRES COMPLEXES POUR LESQUELS L’EQUATION CARACTERISTIQUE
SE DECOMPOSE EN EQUATIONS LINEAIRES.

26. Tout ce qui précéde se rapporte & des systémes de nombres com-
plexes quelconques. Nous allons maintenant séparer les systémes de
nombres complexes en deux grandes classes.

La premiére classe est formée des systemes dont I’équation caracte-
ristique se décompose en équations linéaires.

La seconde des systémes pour lesquels le premier membre de Uéqua-
lion caractéristique admet un ou plusieurs facteurs irréductibles de
degré supérieur au premier.

Nous verrons que cette distinction est indépendante de ’équation carac-
téristique dont on part. Nous trouverons, de plus, un procédé simple pour
déduire tous les sysiemes de la seconde classe de ceux de la premiére.

27. Prenons donc un systeme de la premicre classe. Supposons, comme
dans le paragraphe précédent, que I'équation caractéristique admette 7
racines distinctes; ces racines seront, par hypothése, des formes linéaires
de z,, z,, ..., z, (n° 16). Autrement dit, les racines de I'équation caracté-
ristique relative & u + ¢ sont les sommes des racines des équations carac-
téristiques relatives a u et a . On peut dire encore que la somme de deux
nombres pseudo-nuls du systéme est un autre nombre pseudo-nul.

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, comment on pouvait
trouver /o modules partiels ¢,, ¢,, ..., ¢,. Nous pouvons prendre ces / mo-
dules pour /4 des unités du systéeme et faire en sorte que les r — b =k
autres 1, M, ..., N solent toutes des nombres pseudo-nuls (21, 25) et
que chacune appartienne a un caractere (o, 3) parfaitement déterminé.
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On voit alors que tout nombre
Yo+ )20+ Yt

est pseudo-nul, d’aprés ’hypothése faite sur Iéquation caractéristique.

28. Le produit d’un nombre pseudo-nul du systéme par un aulre
nombre complexe quelconque est un nombre pseudo-nul. Remarquons
d’abord que si I'on désigne par

(1) I e T ol SR The SR S R

un nombre complexe quelconque du systéme, la condition nécessaire et
suffisante pour que ce nombre soit pseudo-nul est que tous les x soient
nuls.

Cela étant, prenons un nombre complexe quelconque u«; il suffit de dé-
montrer que les k produits v, u, n,u, ..., n,u sont pseudo-nuls, car alors
le produit d’un nombre pseudo-nul quelconque par « sera une combinaison
linéaire de nombres pseudo-nuls et, par suite, sera pseudo-nul.

Prenons d’abord une des unités v appartenant au caractére (1, 1). Si
I'on regarde # comme une somme de nombres appartenant chacun 4 un
caractére déterminé, le produit total sera une somme de produits partiels
appartenant aussi chacun & un caractere déterminé et le seul de ces produits
qui puisse donner un nombre non pseudo-nul s’obtient en multipliant
par un nombre de caractére (1, 1). Mais nous avons vu (25) que le produit
d’un nombre pseudo-nul de caractére (1, 1) par un autre nombre de carac-
tére (1, 1) est toujours pseudo-nul.

Prenons maintenant une unité v appartenant au caractére (r,2), par
exemple. On voit, comme précédemment, qu'il suffit de se ramener au cas
ou z appartient au caractére (2, 1). Supposons donc que I'on ait

(2) nu=az + bg,

act b ¢tant des nombres ordinaires et { un nombre pseudo-nul de carac-
tere (1, 1). Je dis alors que, si @ est différent de zéro, le nombre «7 ne peu!
pas étre pseudo-nul. Sinon, en effet (24), il existerait un entier m te
(qu’on ciit

n(un)"=o.

Fac. de T'. — XI1I. B.4
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Mais cette égalité peut s'écrire
(3) (nu)"n=o;

il est, d’autre part, facile de voir, de proche en proche, que (nu)™ est de
la forme a™¢, + ", ("™ étant un nombre pseudo-nul, et cela, en tenant
compte du résultat précédemment établi que le produit de deux nombres
pseudo-nuls de caractére (1,1) est pseudo-nul. L’équation (3) devient
alors, puisque v est de caractére (r, 2),

(Zm‘!] -+ C(m)ﬂ —=o,

ce qui est impossible si a est différent de zéro, puisque {™ est pseudo-nul.
On peut donc ajouter a 'équation (2) une équation de la forme

(4) un=ae,+ 0'¢,

¢’ étant un nombre pseudo-nul de caractére (2, 2) et @’ étant différent de
zéro.

Cela étant, je dis que, si ¢ désigne un nombre quelconque de caractere
(2, 1), on ne peut pas avoir

Ny =03
on aurait, en effet,

o=u(ne)=(un)yv=a v+ by,

ce qui est incompaltible avec les hypothéses que @’ n’est pas nul et que {' est
pseudo-nul. Il en résulte que, ne étant de caractére (1, 1), il y a au moins
autant de nombres indépendants de caractére (1, 1) que de caraciére
(2, 1).

De méme, w désignant un nombre quelconque de caractére (1, 1), on ne

peut pas avoir
uw = o,

car on aurait
o=mn(uw)=aw+ bfw,

ce qui est encore impossible. 11 y a donc autant de nombres indépendants
de caractére (2, 1) que de caractére (1, 1).

De ces deux faits résulte la conséquence qu'on peut toujours déterminer
un nombre ¢ de caractére (2, 1), de telle facon que le produit ne soit un
nombre donné quelconque de caractére (1, 1), par exemple ¢,. '

Finalement, il existe deux nombres v, v de caractéres (1,2) et (2, 1)
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satisfaisant a la relation
(5) ne —e,.
Par suite, on a
(6) (n—+¢)(e,+¢)=¢€,+ 0.

Le nombre 7 + ¢ ne serait donc pas pseudo-nul, cc qui est impossible,
d’aprés les hypothéses faites, puisque c’est la somme de deux nombres
pseudo-nuls.

Le théoréme est donc finalement démontré et 'on peut, en le générali-
sant d’'une facon évidente, I’énoncer de la fagon suivante :

Le produit d’un nombre complexe pseudo-nul par un nombre com-
plexe quelconque, de méme que le produit d’un nombre complexe quel-
conque par un nombre pseudo-nul sont des nombres pseudo-nuls.

29. Cela étant, l'ensemble des nombres pseudo-nuls du systéme
donné X forme lui-méme un systéme o jouissant des propriétés suivantes :

La somme et le produit de deux nombres de o fait encore partie de o, et,
de plus, 'opération de la multiplication satisfait a la loi associative. Mais
ici la division est impossible; autrement dit, étant donné un nombre arbi-
traire de g, il n’est pas possible de trouver un autre nombre qui, multiplié
par le premier, reproduise un nombre donné. On pent dire encore que le
systéme ¢ n’admet pas de module.

D’une facon plus précise, étant donné un nombre v de g, il est impossible
de trouver un nombre « tel que 'on ait une relation de la forme

nue—=owu,
o étant différent de zéro.

Les modules partiels ¢,, ¢,, ..., ¢, de £ ne vont plus maintenant jouer
qu'un réle accessoire, et tout revient & étudier le systéme o.

30. Supposons, d’abord, que 5 contienne une seule unité indépendante 1.
On aura alors nécessairement

n*=an,

a étant un nombre ordinaire ; mais, d’aprés les propriétés de o, ce nombre
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est nécessairement nul. Par suite
(7) n*=o.

Il n’y a donc qu’une seule loi possible de multiplication pour les sys-
temes ¢ d’ordre 1.

Supposons, maintenant, que ¢ contienne deux unités indépendantes 7,
et 7,. 1l existe, certainement, au moins un nombre du systéme qui, mul-
tipliée par v,, donne un produit nul. Supposons, d’abord, qu'il y en ait un
seul indépendant; ou bien il est multiple de v,, ou bien il en est indépen-
dant et, par suite, peut étre pris pour 7,. On a donc les deux cas suivants :

2
1

il

1° ny=o, N0, = an;+ by,

2° Ny = an,+ bn,, N2y =0,

dans chacun des cas les nombres « et b n’étant pas tous les deux nuls.
Prenons d’abord le premier cas : on en déduit

(an, + bny)ny=b(an;+ bny),

d’oti 'on déduit que b est nul et, par suite, aussi @, sinon v, ne serait pas
pscudo-nul. Le premier cas est donc impossible.
Dans le second cas, on a

(@n,= bny)n = a(an,+ bn,),

d’ot I'on déduit que a est nul et, par suite, b doit étre différent de zéro.
On a donc

(8) ni=bn,, Mym=o (bxo)

On déduit de la que (,7,)7, est nul et, par suite, que 7,7, est propor-
tionnel & 7,, ce qui n’est possible que si 7,7, est nul. Enfin, on voit de
méme que 727, est nul et, par suite, aussi v;. Finalement, la loi de la
multiplication est exprimée par les formules

(9) ni= by, NNy =Ny == N3 = 0.

Enfin, il nous reste a supposer que tous les nombres du syst¢eme, multi-
pliés par n,, donnent des produits nuls, ce qui est exprimé par les formules

(10) n?= 1,0, =0.
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On a alors
M= an,+ bn,, n3= cny+ dn,,
d’ou 'on déduit
m(ﬂ‘m -+ b‘ﬂz) — b(aﬂ1+ bn?),

ny(cn+ dny) = d(en, + dny),
relations qui entrainent

et, par suite, aussi
b b

En échangeant v, et v, et remplacant ¢ par b on retombe sur les for-
mules (), mais ou b peut étre nul.

31. Nous allons maintenant démontrer, d’'une mani¢re générale, le
théoréme suivant :

Etant donné un systeme o de nombres pseudo-nuls contenant k unités
indépendantes v, ¥y, ..., Ny, on peut supposer choisies ces k unités de
lelle facon que le produit de deux unités v, v; ne dépende que des
uniiés dont Uindice est supérieur aux deux indices i, j.

Le théoréme est vrai pour & =1 et k = 2, comme cela résulte des for-
mules (7) et (9). Nous allons le supposer vrai pour 1, 2, ...,k —r1et le
démontrer pour .

Considérons donc un systéme ¢ de k unités, n,, 7, ..., 7, Il existe cer-
tainement au moins un nombre complexe « tel que le produit v, z soit nul.
Je vais d’abord démontrer qu’il existe un nombre u tel que tous les pro-
duits n,u, n,u, ..., nyu sotent nuls.

Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi. Cherchons tous les
nombres « pour lesquels le produit v, z est nul ; il se peut que parmi ces
nombres il y en ait pour lesquels v, « est nul; il se peut, de méme, qu’il y
en ait pour lesquels v, u, v, u, v, soient nuls a la fois; mais, par hypo-
thése, on ne pourra pas continuer ainsi indéfiniment. Supposons donc qu'il
existe » nombres indépendants et n seulement u,, u,, ..., u, tels que tous

les produits
Tilliy Nalliy «vey Nml; (i=1,2, ..., n; m<k)

soient nuls, mais tels que, pour aucun des nombres « se déduisant linéai-
rement de u,, u,, ..., u,, le produit v, « soit nul. On peut manifeste-
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ment supposer que les nombres v, 1,, ..., v, forment un systéme o, de
nombres pseudo-nuls, c’est-a-dire que le produit de deux d’entre eux se
déduise linéairement de ,, 1,, ..., 1,3 car de

N U; — 0,

par exemple, on déduit
(mny)u;=o,

ce qui montre qu'on peut ajouter aux nombres Vit Yl le
nombre v, 7, s’il n’en fait pas déja partie.

Le nombre m étant inférieur a &, nous pouvons appliquer au systéme a,
le théoréme & démontrer et supposer que le produit n;v;(7, jSm) ne dé-
pend que de ;.\, Yiay - - -5 Ny Si ¢ est le plus grand des nombres 7 et J-

32. Cela étant, les n nombres v, 1, My, Uy, - . -, Nmar U, SODL certai-
nement linéairement indépendants, sans quoi un des nombres v, , u serait
nul. Appelons-les ¢, ¢,, ..., ¢,, de sorte que

Nm+1 Ui = 9;.

Je dis maintenant qu’étant donné un nombre quelconque de o, soit ¢, il
existe toujours un nombre v} de o, tel que le produit ¢ soit une combinai-
son linéaire non nulle de «,, u,, ..., u,, si le nombre ¢ lui-méme ne 'est
pas déja. En effet, considérons le produit n,¢. On a, d’aprés le numéro
précédent,

M (M) =N(Nmo)=...=n,(n,v)=0,

ce qui montre ou bien que ,,¢ est nul, ou bien que ,¢ est une combinai-
son linéaire de u,, u,, ..., u,. Si c’est le dernier cas qui a lieu, la proposi-
tion est démontrée. Sinon, on a

Nm ¥ = 0.

Prenons alors ,,_, ¢ ; on verra, comme tout a I’heure, que ce produit est
nul ou est une combinaison linéaire de u,, u,, ..., u,, et ainsi de suite. Ou
bien un des nombres 7 ¢ sera une ‘combinaison linéaire de u,, u,, ..., u,;
ou bien tous les nombres v seront nuls, et alors ¢ lui-méme sera une com-
binaison linéaire des u.

Appliquons cela aux nombres ¢, ¢,, ..., ¢,, c’est-a-dire aux nombres
Mot Uns Moy Usy + ooy Ny Uye NOus voyons alors qu’a chacun u; des nombres
Uy, Uy « o .y U, 0N peul faire correspondre un nombre {; du systéme o tel
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que Cuyy Guy, ..y Cu, ne dépendent que de u,, Uy, «. .5 Uy, ces pro-
duits étant différents de zéro.

33. Partons maintenant de z, et considérons le nombre (, «,, il ne peut
pas étre proportionnel & u,, puisque {, est pseudo-nul. On peut donc
prendre ce produit pour nombre u,, puis {,u, pour nombre u;, et ainsi de
suite, jusqu’a ce qu’on tombe sur une combinaison linéaire des nombres «
précédemment utilisés. Soit donc

(11)  Cyuy= u,, Loty = u, R Cpltp =Mty + hgtts+. ..+ Ry,

les constantes A n’étant pas toutes nulles ; on peut méme supposer que A,
est différent de zéro. On déduit de la

(:p:p—l N )‘pCp—l' LG — )'p—]Cp—-?' Sl =) =y,

égalité qui est impossible, le premier facteur du premier membre étant un
nombre pseudo-nul.

34. Il résulte de 1a que 'hypothése adoptée ne peut pas se présenter et
que, par suite, I'un au moins des nombres u est tel que 1., soit nul. En
continuant de proche en proche, on démontre donc Uexistence d’un
nombre u tel que tous les produits v, u, ..., n,u soient nuls.

Supposons qu’il y ait exactement z nombres indépendants u«,, u,, ..., «,
jouissant de cette propriété, je dis maintenant qu'il y a au moins un
nombre u, combinaison linéaire de u,, u,, ..., u,, tel que tous les pro-
duits uv soient nuls.

En effet, d’abord tous les produits «,v, u,v, ..., u,n sont des combi-
naisons linéaires de u,, u,, ..., u,, puisqu’on a, quel que soit le nombre 7,

NN =N UN=...=0;U,N =O0.

Il résulte de la que, étant donné un nombre quelconque 7, il existe un
nombre «, combinaison linéaire de u, u,, ..., u,, tel que uv soit nul. Sup-
posons, d’une maniére plus générale, qu’il y ait p nombres indépendants u,
et p seulement u,, u,, ..., u,, tels que tous les produits

UiNyy, Uiflgy «-vy UM, (m<<hks;i=n,2,...,p)

soient nuls. Je dis qu’il y a-un nombre « = x,u, +...+ x,u, pour lc-
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quel u#v,,,, est nul. 1l suffit de refaire le raisonnement des paragraphes
précédents, en le modifiant un peu. Nous voyons alors, ce point admis,

qu'en procédant de proche en proche, on arrive & unnombre « pour lequel
tous les zv sont nuls.

35. Finalement nous avons démontré qu'il existe dans le systeme o
un nombre qui, multiplié & droite ou a gauche par un nombre quel-
conque de o, donne un produit nul. Nous pouv(‘fms prendre ce nombre
- pour unité Nk, €t nous voyons qu’on a

(12) NN = YN =0 (i=1, 2, ..., k).
Cela étant, dans les formules

nin;= Zﬁmm,

(ui donnent la loi de multiplication du systéme ¢, supprimons dans les se-

conds membres les termes en v, ; autrement dit considérons & — 1 unités
Sy Gy oo vy Gy telles qu'on pose

ey

s=k—1
Ql
[ 2 I S p— .
i) — @ijsss (ly./—l)Zy -"’/‘_')'
s=1

Je dis que la multiplication ainsi définie satisfait encore a la loi associa-

tive, c’est-a-dire que 1’on a, quels que soient les indices A v
’ ’ y Uy VY,

(52085 = 0(5).

)

Il suffit, en effet, de considérer I'identité
(mong)ny=m.(nyny).

On peut, dans le produit des deux nombres vv, ct v,, supprimer les
termes en 7, du premier facteur, puisqu’ils ne donnent rien, multipliés
par 7,; mais alors 7, devient une expression v’ composée avec 1,,
Nay - -y Ny comme GG, est composée avee ¢, Cy, ..., {;_,; par suite, si
I'on supprime du produit 7', les termes en v, on obtient une expression
composée avee 1, Ny « -, Ny, comme () Pestavee ¢, G, ..., Gy,
et cette expression s'obtient simplement en supprimant du produit (v, 7,) 7,
les termes en v;. En répétant le raisonnement pour v, (7,7,), on arrive au
résultat cherché.
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36. Nous pouvons maintenant appliquer au systéme des k& — 1 unités {
le théoréme supposé vrai. On voit alors que dans les constantes j,j,, olt
7, J, s sont inférieurs a k, on peut supposer s supérieur & chacun des
nombres 7 et j. Par suite, comme pour 7 ou j égal & k, les constantes sont
nulles, on voit que la régle est encore vraie lorsqu’un ou plusieurs des
indices 7, j, s sont égaux & k.

On peut donc choisir les unités v,, 1,, ..., n, de o de telle sorte que le
produitn;v;ne dépende que de v, ,, . .., 0 si i est supérieur ou égal aj,
et de .y, ..., N St J est supérieur ou égal a i.

37. Dans ce qui précéde, nous n’avons pas respecté la convention sup-
posée au début du paragraphe, d’apreés laquelle les unités n,, v, ..., 7
¢talent supposées appartenir chacune a un caractére déterminé. Mais il est
facile de voir comment on peut lever cette difficulté.

Supposons, en effet, que 'unité v, déterminée dans les paragraphes pré-
cédents n’appartienne pas a un caractére déterminé ; alors elle est une
somme de nombres appartenant chacun a un certain caractére. Multiplions
alors 1 par un nombre v appartenant au caractére (e, 3) par exemple ; le
produit est une somme de produits partiels dont chacun est nul ou appar-
tient & un caractere déterminé distinct, et comme ce produit total doit étre
nul, il faut que chacun des produits partiels le soit. On reconnait ainsi que
chaque terme de la somme qui forme v; jouit de la méme propriété que 1.
Par suite, on peut prendre I'un d’eux pour v, c’est-a-dire supposer que
I'nnité v, appartient a un caractére déterminé. Il en est de méme de proche
en proche pour les autres.

38. Nous avons finalement le théoréme suivant qui résume tout ce para-

graphe.

Etant donné un systéme de nombres complexes d’ordre r, pour lequel
Péquation caractéristique se décompose en équations linéaires, on peut
loujours choisir les r=h + k unités de ce sysicme e, e, ..., e, 7,
N2y « -y Miy de telle facon que les conditions suivantes soient réalisées :

1° Le carré d’une des unités e, e,, . .., e, est égal a cetle méme unité,
les produits de deux unités e différentes étant nuls ;

2° A chaque unité v on peut faire correspondre un couple de deux
indices a, 3 inféricurs ou égaux & h, qui constituent le caractére de

Fac. de T. — XIL B.5
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celle unilé, et tels que les deux produils e,v, neg sonl égaux a v, lous
les autres produits e;v, ve; étant nuls ;

3° Le produit de deux unitésndont la premiére est de caractére (a, B)
et la seconde de caractére (v, 8) est nul si B est différent de v, et est une
combinaison linéaire des unités de caractére (o, 8) si B est égal a v;

4° Le produit de deux unités v;, v; d’indices i et j est une combinai-
son linéaire des unités v dont Uindice est supérieur & chacun des in-
dices i et j.

I est bien évident que les constantes qui restent dans expression des
produits v,7; ne peuvent pas étre prises arbitrairement. Elles doivent tou-
jours étre telles que la loi associative soit vérifice.

39. Supposons réciproquement qu’un systéme de nombres complexes
satisfasse aux conditions énoncées dans le numéro précédent. Je dis que son
équation caractéristique se décompose en équations linéaires. Nous allons,
pour cela, ranger les unités dans I'ordre suivant : e,, puis les unités 7 de
caractere (1, 1), (2, 1), ..., (&, 1) dans ordre de leurs indices croissants ;
ensuite e, ct les unités v de caractéres (1, 2), (2, 2), ..., (&, 2), dans
lordre de leurs indices, et ainsi de suite. Soient {,, {,. ..., ¢, les unités
ainsi rangées et désignons par

58+ 580+ .+ 5,0 =20+ . . A Xpen YN e Vg

un nombre complexe quelconque du systéme. Enfin nous désignerons par
n,g le nombre des unités v de caractére (a, ), et nous poserons

=TI+ Nyg+...+ 158+ 1.

Sinous nous reportons a la forme () (n° 16) de I’équation caractéris-

tique ,
]
! E Sl — ® E EHTEN E Si%ir
X 2 2
i Bi%ie Si%izg— W Si%ira
(13) A= =o,

nous voyons que tous les ¢léments du déterminant du premier membre qui
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sont dans 'une des 7, premiéres lignes et dans l'une des 1 — 7, premiéres
colonnes sont nuls. En effet, il n’entre dans ces éléments que des con-
stantes o, pour lesquelles X est supérieur & n,, c’est-a-dire correspond &
une unité dont le caractére n’a pas 1 pour second indice, et w est au plus
égal & n,, c’est-d-dire correspond & une unité dont le caractére a t pour
second indice ; or, le produit d’une unité quelconque ¢, par une unité §, de
caractére (o, 2), (o, 3), ..., (¢, &) ne peut pas dépendre d’unités ¢, de
caractére (1, 1), (2, 1), ..., (&, 1).

Il résulte de 1a que le déterminant A contient en facteur un déterminant
d’ordre n,, celui qu’on obtient en prenant les r, premicres lignes et les 7,
premiéres colonnes du déterminant A, Il contient, de méme, en facteur 4 — 1
autres déterminants d’ordre n,, ny, ..., 1.

Considérons alors le premier de ces déterminants. Toutes les con-
stantes o;,, sont nulles, sauf a,,, qui est égal & 1; de plus les constantes o,
ne sont différentes de zéro que si w est supérieur & ¢ et A, sauf les con-
stantes o,y qul sont égales a I'unité. Il en résulte que, dans le premier
déterminant partiel, tous les éléments qui sont en haut et a droite de la
diagonale principale sont nuls et ceux de la diagonale principale se ré-
dulsent tous 4 5, — w = x, — O.

Par suite ce déterminant se réduit a (z, — )™ et 'on a pour A la va-
leur

(14) A=(z,—w)"(zy— ). (2)—w)"h

Cette formule démontre la réciproque.
40. Mais il y a plus. Si I'on considére la deuxiéme équation caractéris-
tique
Ezi“n’x"‘ﬁ) Eziazii cee Eziaril

= o,

on peut répéter sur le déterminant A’ les mémes raisonnements que sur le
déterminant A, mais en supposant ici les unités rangées de telle sorte que
7 T 9 te \ .

'on ait d’abord les unités de caractéres (1, 1), (1,2), ..., (1, k), puis celles



B.36 E. CARTAN.

de caractéres (2, 1), (2, 2), ..., (2, h), et ainsi de suite. En posant alors
Ry = Ngy~+ Nyg . ..~ Ny =+ 1,

on voit que A’ prend la forme suivante

(16) A=(z;— )" (Za— )" ... (2),— w)"h,

L’équation (16) montre donc que le deuxiéme déterminant caractéristique
se décompose, lui aussi, en facteurs linéaires, et de plus que ces facteurs
sont les mémes que ceux du premier, aux ordres de multiplicité prés.

41. Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Si une des équations caractéristiques d’un systéme de nombres com-
plexes se décompose en équations linéaires, il en est de méme de lCautre;
les racines sont les mémes dans ces deux équations, auz ordres de mul-
tplicité prés; enfin il 0’y a aucune relation linéaire a coefficients con-
slants entre ces racines.

Il est bon d’ajouter que les modules partiels e, e,, ..., e, qui entrent
dans I'énoncé du n° 38 ne sont pas toujours déterminés sans ambiguité.
Prenons par exemple 4= 2, k = 1 et supposons que I'unité 7 soit de carac-
tére (1, 2). On vérifie facilement qu'en prenant e, + 1, e, — 7 au lieu de e,
et e, laloi de multiplication reste la méme. Il faut et il suffit d’ ailleurs (19)
que les h nouvelles unités ¢, ..., e, satisfassent aux relations ¢ = e;,
¢,e;=o.

Mais ce qui est déterminé sans ambiguité, ce sont naturellement les
entiers &, k, n,, n,, ..., ny, 0\, 0, ..., n,, et aussi tous les entiers Tgg-
Pour se rendre compte de ce dernier point, remarquons que les nombres
pseudo-nuls du systéme sont déterminés sans ambiguité. Il en est de méme
parmi eux de ceux dont le produit, & droite ou & gauche, par un nombre
pseudo-nul quelconque, est nul; appelons ¢, {,, ... celles des unités 7,,
N2y -+ N du n° 38 qui satisfont & cette condition. Ceux des nombres
pseudo-nuls dont le produit par un nombre pseudo-nul quelconque ne dé-
pend que des { sontalors déterminés sans ambiguité, & des nombres Cpres;
désignons celles des unités v qui satisfont a cette condition par0,, 0., ...;
ct ainsi de suite. Si nous partons d'un syst¢me de modules partiels e,,
€3, -+, €4 déterminé, nous pouvons supposer que les unités ¢, 0, ... appar-
tiennent a un caractére déterminé par rapport a ce systéme de modules.
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Tout nouveau systéme de modules partiels s’obtiendra manifestement en
prenant

ey =e -+ nh, ey = ey+ 1, ce e,— en-+nh,

les 7® étant des nombres pseudo-nuls convenablement choisis; cela résulte
de ce que I'ensemble des nombres z, e, + y, v, +...+ )i s’obtient en
égalant & zéro les A — 1 derniéres racines de I'équation caractéristique et,
par suite, cet ensemble est indépendant du systéme de modules choisi.

Cela étant, si {, appartenait au caractére (a, ), il en est encore de
méme maintenant, puisque tous les 1, et {, v sont nuls. Prenons main-
tenant un des nombres § appartenant maintenant au caractére (a, 3); il est
de la forme

MO 4+ Ml oo g G palot =0+ o

“ona
(eat 1) (G Lo) = (0o 4 Lo) (€34 a) = 0, + {5

d’ot I'on déduit, en prenant les termes indépendants des ,
exly = Oyeg = 0,, e:0,— bye; = o, (Fa, JH#B.

Le nombre 0, + ¢, peut donc étre obtenu en ajoutant un nombre £ & un des
nombres 0 qui avait le caractére (a, 8). On peut procéder ainsi de proche
en proche. On voit que I'on peut prendre de nouvelles unités v ayant cha-
cune un caractére déterminé et provenant chacun d’une ancienne unité de
méme caractére. Les nombres nyg sont donc restés les mémes.

42. Pour chaque sysitéme de nombres complexes de la premiére
classe, nous avons donc un certain nombre d’entiers INVARIANTS, @ savolr
d’abord le nombre r des unités indépendantes, le nombre h des racines
distinctes de Uune quelconque des équations caractéristiques, et enfin
un tableau carré de h* entiers.

On peut facilement déduire de 1a que si deux systémes de nombres com-
plexes de la premiére classe sont donnés chacun par r unités e,, e,, ..., e,
Nyy Nay «-+y Ny les A premiéres étant des modules partiels et les & autres
appartenant a un caractére déterminé, les deux systémes seront distincts
ou non suivant d’abord que les deux séries de nombres 4, n,g seront ou non
différentes et ensuite suivant qu'il sera impossible ou non de remplacer ies
unités v de caractére (e, 8) d’un des systémes par d’autres unités de méme
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caractére de fagon que laloi de multiplication des 7 devienne la méme pour
les deux systémes.

Cherchons, par exemple, tous les systemes de premiére classe pour les-
quels =2, n,,=n,,=1, n,=2, n,,=o. Appelons n, 1, v, " les
quatre unités pseudo-nulles, appartenant respectivement aux caractéres
(1, 1), (2,2), (1, 2) et (1, 2). Il n’y a que les produits 11", vq", "7, "0
qui puissent étre différents de zéro. Supposons les unités v rangées comme
il est ditaun® 31; on peut alors supposer que %" est placée aprés 7”; par
suite les produits 0", 1", qui ne peuvent dépendre que de v, %", sont né-
cessairement nuls. Donc on peut prendre #” pour derniére unité v,. Alors
les deux autres produits n%”, 7"’ ne pouvant dépendre que de 1,, on peut
ranger v, ', v” dans n’importe quel ordre, par exemple

n=mn, Na =1, n;=mn", N=m

alors tous les produits sont nuls sauf
NyNiz3=an,, NyNy=— bn,;

et 'on peut méme supposer les constantes @ et b réduites & zéro ou I'unité,
ce qui donne guatre cas distincts.

VI.

SYSTEMES DE NOMBRES COMPLEXES DE LA DEUXIEME CLASSE.

43. Les systémes de nombres complexes de la deuxiéme classe sont ceux
pour lesquels le premier membre de I'équation caractéristique contient un
ou plusieurs facteurs irréductibles en o, x,, z,, ..., x, de degré supérieur
a I'unité.

Nous pouvons toujours, d’apres les développements du paragraphe IV,
supposer pris pour unités d’abord /% modules partiels ¢,, €, ..., ¢, et
ensuite k = r — h unités pseudo-nulles v, 7,, ..., n; dont chacune appar-
tient & un caractére déterminé. Naturellement tout nombre qui se déduit
linéairement de v, 1., . - ., 9, n’est plus nécessairement pseudo-nul.

Nous savons de plus que 'ensemble des nombres de caractére (1, 1) forme
un systetme de la premiére classe, et par suite nous pouvons supposer
choisies les unités v de caractére (1, 1) de telle sorte que le produit de deux
d’entre elles ne dépende que des unités vy de méme caractére dont les indices
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sont supérieurs a chacun des indices des premiéres. Il en est de méme pour
les unités v de caractére (2, 2), ..., (4, A).

44. En ce qui regarde I'équation caractéristique, nous pouvons, comme

au n° 39, désigner par
58+ 560G+ .+ 3.0

un nombre quelconque du systéme, les symboles {,, {,, ..., {, désignant
les 7 unités e, nrangées de telle facon que les n, premicres soient d’abord e,
ct ensuite les unités v dont le caractére a 1 pour second indice; les 7, sui-
vanles étant e, puis les unités v dont le caractére a 2 pour second indice;
ct ainsi de suite.

Si nous considérons alors le déterminant A du n° 16

E Sidigy— @ 2 Liiag . E ZiQipy
E By E Z;0igp e E L 0ipp— @

nous verrons (39) que tous les ¢léments appartenant a I'une des 7, pre-
micres lignes et des 77— n, derniéres colonnes sont nuls, de sorte que A
contient en facteur un déterminant A, d’ordre 7, formé des n, premicres
lignes et des n, premicres colonnes; et de méme 2 — 1 autres déterminants
A,y ..., A, dordres ny, ..., n,.

45. Considérons maintenant le déterminant A, et voyons comment y
entre la variable z,, qui se rapporte a I'unité {, = e,. Il est clair que tous
les coefficients a,,, sont nuls pour A différent de p, et que les coefficients
o, sont nuls si § n'est pas d’'indice (1, 1) et sont égaux & 1 si {, est d'in-
dice (1, 1). Il en est de méme de z, ., (qui se rapporte a e,) qui ne figure
que dans les éléments de la diagonale principale avec le coefficient Ui
¢gal & 1 que si §, appartient a I'indice (2, 1); de méme pour les autres =
coefficients de ey, e,, ..., ¢,.

Nous voyons par la qu’en réintroduisant les variables z, y

zyep ...+ xpep+ Yyt o yenp=58+...+ 5.4,

le déterminant A, est homogéne en x,— w, x,— ©, ..., x,— ©, y,, y

D9 eeey

Y les variables x, @, ..., x, n’entrant en effet que dans la diagonale prin-
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cipale, et chaque élément de la diagonale principale contenant une de ces
variables et une seule avec le coefficient 1.

46. Cela étant, si nous posons

’

_— ’_ (—
ri=x — o, Xy = Xy — W, cely X, =xp— w,

le déterminant A, ne contient que ', «,, ..., T\ ¥y, ¥a, ..., ¥ Si nous
convenons de dire que x; appartient au caractére (Z, {) et y; au caractére
(e, B) de v;, 'on voit facilement que A, est homogéne et de degré n,,
(0u 7y, 41 si o = 1) par rapport aux variables ', y dont le caractére a «
pour premier indice. En effet, une telle variable z; ne peut se présenter
dans A, avec le coefficient «;, que sile caractére de {, admet a pour pre-
mier indice; et réciproquement si le caractere de {, admet a pour premier
indice, le coefficient a,, ne peut étre différent de zéro que si {;admet aussi «
pour premier indice. A, est donc homogéne par rapport aux variables z;
dont le caractére admet o pour premier indice et le degré d’homogénéité
est égal au nombre des unités {,, (,, ..., {, dont le caractére a le méme
premier indice, c’est-a-dire dont le caractére est (a, 1). Le degré d’homo-
généité est done bien n,, ou ny, + 1.

De méme A, est homogéne et du méme degré d’homogénéité n,, (ou
Ny, + 1) par rapport aux variables «’, » dont le caractére admet « pour
second indice.

47. Ces préliminaires étant posés, supposons décomposé le déter-
minant A en ses facteurs irréductibles

(2) A=P{PI...PY,

Le déterminant A admettant A, pour diviseur, il est clair que A, est de la
forme

(3) A, =P7P%: ... Py,

les entiers ¢, 4., ..., ¢, pouvant étre en partie nuls. D’autre part le nombre
des racines distinctes en ® de A est égal a la somme des nombres des racines
distinctes de P,, P,, ..., P, et comme ces / polynomes sont irréductibles, a
la somme des degrés de P,, P,, ..., P,. La somme des degrés de ces poly-
nomes est donc /.

Or, pour ¥, =y, =...= ys= 0, le déterminant A se réduit a

(21— @) (23— ©)%. . (X — )"}
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il en résulte, d’aprés la formule (2), que chacun des polynomes P, P,, ...,
P, se réduit, dans les mémes conditions, & un produit de facteurs
(ry,—w), ..., (p— ). Comme tous ces facteurs doivent y figurer et que
la somme des degrés de Py, ..., P, est précisément égal au nombre de ces
facteurs, il en résulte que chacun des polynomes P,, P,, ..., P, par
exemple P,, se réduit, pour y, =y, =...=y, =0, & un produit tel que

(4) Pl=(z;—w)(x:—)...(2,—0) =z 2,...2,
a un facleur constant prés qu’on peut toujours supposer égal a I'unité.

Considérons, maintenant, la formule (3). Le premier nombre A, de
cette formule est homogéne par rapport aux variables z’, y dont les
caractéres sont (a, 1), (2, 2), ..., («, k). Cette quantité A, est, d’autre
part, égale au produit de polynomes en ces mémes variables. Or, un pro-
duit de polynomes ne peut étre homogéne que si chacun des polynomes est
homogéne. Il en résulte donc que chacun des facteurs P,, P,, ..., P, est
homogéne par rapport aux variables considérées plus haut dont les carac-
téres sont (a, 1), ..., («, 2) et, de méme, par rapport aux variables dont
les caractéres sont (1, a), (2, @), ..., (X, a).

Pour avoir les degrés d’homogénéité correspondants, il suffit de prendre
un des termes de chacun des facteurs en question. Prenons, par exemple,
le polynome P,. Un de ses termes est, d’aprés (4), | ;.. .2/, Il est homo-
gene et du premier degré par rapport aux variables 2, y dont le caractére
a pour premier ou pour second indice I'un quelconque des nombres 1,
2, ..., P

Par suite, le polynome P, est un polynome en x,, x,, ..., z,, y,,
Yy« Vi Il est, de plus, linéaire et homogéne par rapport a celles de
ces variables dont le caractére admet 1 pour premier indice, de méme
pour celles dont le caractére admet respectivement 2, 3, ..., p pour
premier indice, et, enfin, pour celles dont le caractére admet respecti-
vement 1, 2, 3, ..., p pour second indice. Ce polynome ne contient pas
les autres variables.

On voit que, pour avoir P,, on pourrait ne considérer que les nombres
du systeme dont le caractére a des indices ne dépassant pas p. Ces nombres
forment manifestement un systéme X, dont I'équation caractéristique se
réduit a P =o.

48. Il résulte de la que, sil'on désigne symboliquement par [«, 3] une
Fac. de T. — XIL B.6
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variable de caractére (o, B), un terme quelconque de P, peut se représenter
par un symbole analogue au suivant

() [1, 2102, 3]...[e—1, o][e, Y {le—+1, 2+21..[B, 0(.—}-!]}...['}’—}—1, y+1]...[p, pls

les p — vy derniers termes ayant des caractéres a indices égaux.

Cela étant, considérons les termes dans lesquels le nombre des facteurs
. , . . . . )t .
T\, Ty ..., T, est le plus petit possible. Si nous faisons dans I'équation

caractéristique

(6) Py=o,

- ! ’ . A
de X, , =z, =...=x,=o, les facteurs z,, ,, ..., x, doivent étre
remplacés par w. Nous considérons donc, en somme, dans ces conditions
les termes de plus bas degré de I’équation (6) en ©. Supposons que I'ex-

pression (5) soit un de ces termes et que o figure dans les p — A derniers

termes
[A+1, 2+1][A+2, b +2]...[p,p}

Imaginons alors que nous formulions, dans I’équation (6), toutes les va-
riables y dont le caractére n’est pas un des caractéres

g(l,z), (2,3), ..., (1), (x+1,064+2), ...,

(7) L (Bya+1), ooy (y+1,7+10), ..., (LA),

qui entrent dans 'expression (5) débarrassée de la puissance de © qu’elle
contient. Il est alors manifeste que P, se réduira a »” plus des termes tout
a-fait analogues a (5). Il sera donc possible de troucer un nombre com-
plexe du sysiéme X, somme de nombres appartenant aux caractéres (7)
et pour lequel I'équation caractéristique admetira au moins une ra-
cine différente de zéro.

49. Partons maintenant, a priori, de I'hypothése qui vient d’étre ex-
primée. Supposons donc que, pour un certain nombre u de la forme

U= (€,0+ €y 5+...+ €ut,at €q1) + (Carrarat .-+ €Bars) +. ..

R R e o R ) WY

Uéquation caractéristique admelle une racine différente de zéro, les
nombres e; j, ;; €tant des combinaisons linéaires des nombres pseudo-
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nuls 1,y Ny, ..., N qui appartiennent respeclivement aux caractéres
(i, J), (i, i), Uun des nombres o, § —a, ..., A — v étant plus grand que
zéro.

Il est évident que, dans ce cas, le systéme ne peut pas étre de la premiére
classe, car le nombre considéré, somme de nombres pseudo-nuls, n’est pas
lui-méme pseudo-nul.

L’/Lypolhése qui vient d’étre énoncée exprime donc la condition né-
cessaire et suffisante pour que le systéme X appartienne a la seconde
classe.

Le nombre « n’étant pas pseudo-nul, il existe un nombre ¢ tel que
l'on ait -

(8) uy =y,

en multipliant au besoin « par un facteur convenable. Regardons ¢ comme
une somme de nombres appartenant chacun a4 un caractére déterminé; de
la forme de u et de la formule (8) résulte qu’aucun des premiers indices
de ces caractéres ne dépasse A. Considérons, maintenant, ceux des termes
de la somme ¢ dont le caractére a y + 1 pour premier indice; soit ¢y, la
somme de ces termes; on a manifestement

Tiy+1,7+1 Yy-r1 = Yy+1,

ce qui montre que ¢y, est nul, le nombre ,,, ,,, étant pseudo-nul.

Les premiers indices des caractéres des termes qui constituent la
somme ¢ ne dépassent donc pas y. Supposons qu'il y ait effectivement
dans cette somme un terme dont le caractére ait 1 pour premier indice. En
appelant ¢" le nombre différent de zéro, formé des termes dont les carac-
téres ont pour premiers indices les nombres 1, 2, ..., «, et en appelant de
méme ' le nombre

u=ep+ep+.. .+ ey,
on voit que
wo' =y
Autrement dit, on peut supposer que u est de la forme

iU == €19+ Ca3+ ...+ €yq.

50. Enlevons donc les accents de «’ et de ¢’. Nous pourrons, d’aprés ce
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qui précede, poser

g — E(V1i+ Voi—...+ Vai)’

un ou plusieurs des termes ¢;; de caractére (Z, j) pouvant étre nuls.
La formule (8) devient alors

(9) €12 V21— Vi €93 V3i— Vai, ceey €a1 V1i— Vai,

ce qui montre que si I'un des nombres ¢,;, ¢y, ..., 94, ol 'on se donne

I'indice i, est différent de zéro, il en est de méme des autres, et nous pou-

vons dans I'expression de ¢ ne conserver que ces termes ¢,;, 05s, .« .y Oy
Des formules (9) on déduit

I}
€12 €23+ . . €a—1,00 €o,1  V1i = Vqjs

€33 €3,. . .6y e Voi = Vo,
(10) 34 1 1,2 21 I

€a1€12- - -Co—2,a—1Cou—1,0 Yotri = Vs

Comme les nombres qui multiplient ¢,;, ¢,;, ..., v, dans les premiers
membres de ces équations sont respectivement de caractéres (1, 1),
(2,2), ..., (@, @) et ne sont pas pseudo-nuls, on voit qu’on peut poser

€12€33. . .Cq_1,q4 €4y —e€ —+

(11) €33 €34+ . . €q 1 €, =€ -+,

€u1€13. - -Ca. 9 0—1Cu—1,0— €q+ Lo,

€1y €yy -+ -, €q désignant comme toujours les « premiers modules partiels et
G, G,y .., , des nombres pseudo-nuls de caractéres (r, 1), (2, 2),

ey
(o, a).

51. Je vais démonirer maintenant que, si'\, p. sont deux quelconques
des indices 1, 2, ..., a, le nombre des unités v de caractére (A, w)
est indépendant de ce caractére, c’est-a-dire que tous les nombres .y
(ou my, + 1) sont égaux pour A, w au plus égaux a a.

Faisons d’abord la convention d’introduire des nombres e;; a indices
supérieurs & a, a condition de ne pas les regarder comme distincts de
ceux que nous avons introduits effectivement et qu’on obtient en prenant
les rvésidus (1, 2, ..., @) de ¢ et j par rapport & «. Considérons alors le



LES GROUPES BILINEAIRES ET LES SYSTEMES DE NOMBRES COMPLEXES. B.45

nombre
(12) €i,j = €i,i+1€it1,it2- -+ Cj_1,js

déterminé sans ambiguité lorsqu’on se donne les deux indices 7, j quel-
conques parmi les indices 1, 2, ..., . Je dis que le produit de ¢;; par un"
nombre v de caractére (7, 1) ne peut pas étre nul. Si, en effet, on avait
- ¢ij N =0,
on en déduirait
€ji€ij = O.
Mais on a

(13) €ji€ij = €}, j+1€j41,jr2- - -€j—1,;=€;+ ;.

On aurait donc
o=¢e;n+§n=mun-+mn,

ce qui est impossible, le nombre {; étant pseudo-nul.

1l résulte de la que, les produits e; ;7 étant de caractére (7, A) si » est
de caractére (7, 1), ily a au moins autant de nombres indépendants de
caractére (7, A) que de caractére (7, ). Comme rien ne distingue 7 et j,
on peut dire qu’il y a le méme nombre de nombres complexes indé-
pendants de caractére (i, \) que de caractére (j,\), et que les premiers
peuvent élre oblenus en multipliant e;; par les derniers.

On démontrerait d’une Sacon analogue qu’il y a autant de nombres
complexes indépendants de caractére (A, i) que de caractére (A, J), et
que les derniers s’ obtiennent en multipliant les premiers par e j-
Dans ces énoncés A est I'un quelconque des nombres 1, 2, ..., A.

52. 1l résulte immédiatement de I qu’il existe un nombre e, de carac-
tere (o, 1) tel que le produit e,,e, soit un nombre donné de caractére
(1, 1), par exemple e,. Il existe donc « nombres Ciay Cagy + vy Coryay Coy
tels que

(14) €12€33. - -Cqy 0 €1 = €.
On aura alors, évidemment, des égalités telles que la suivante
€iit1e - -ea—x,ae&,lel,z- ceeiy=ae;+

a étant une constante ordinaire et {] ¢tant un nombre pseudo-nul de carac-
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tére (¢, ¢) pouvant étre nul. Les deux membres de cette égalité, multipliés
a gauche par e,;= e,,...¢,_, ;, donnent

(€12...€q1)e45. . ‘€, — € ;= ae; e+ eli:;‘ = aey;+ e; ¢,
ou
(1—a)e;;=e; ¢
Cette égalité n’est possible que si @ est égal a 1 et {; nul. On a donc
(15) €iiv1e - -ea—l,ue'oc,lex,z- c e €iq,i=— €.
53. Nous sommes donc finalement arricés a démontrer Uexistence

de o nombres complexes e,,, e, ..., e,, (quenous pouvons écrire, main-
tenant, ainsi a la place de e,,) satisfaisant aux égalités

C12€a3. . . €10 Cyp — €y,
(16) €33€3;. . . g1 €12 — €93
........................ .
€u1€19- . - Co—9,0—1 Cu—1,00— €oany

les nombres ¢, ,, ¢,,, ..., ¢,, étant mis maintenant pour e, e,, ..., e,. De
plus, en posant comme tout a I’heure

(16) €ij = €i,i+1Cix1,iv2- - -€j—1,j5
on a les relations

(17) €ij €ji = €iis

puis, comme on le démontre facilement,

(18) €ijeji= €

formule dans laquelle rentrent la formule (17) et méme les formules (16)
et (15).

Nous avons donc trouvé o> nombres e;;(i,j =1, 2, ...,a) de carac-
tere (i, j) satisfaisant a la loi de multiplication

e;jej 1= e (L, J, l=1,2,...,a).

De plus, les produits de e;; par Uensemble des nombres de caractére
(J,» 1), ot N est quelconque, donnent tous les nombres de caractére
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(i,\); de méme, les produits par e; de Uensemble des nombres de
caractére (N, i) donnent tous les nombres de caractere (M )

54. En particulier, si nous nous bornons aux indices 1 et 2, nous voyons
que le systéme donné contient qualre unilés e, €,y €y Caa, formant
elles-mémes un systéme, la loi de multiplication de ce systeme élant la
suivante

eijeji=¢€u (4,), L=1, 2).

Un tel systéme de quatre unités s’appelle un QUATERNION.

L’équation caractéristique d’un quaternion est facile & former. En dé-

signant par
Zy1 €11+ Tya€1a = T21€21+ L2y

un nombre quelconque du systeme, on a

[

Ty — @ Z12
A= .
Loy Zos— @

Il en résulte qu'un quaternion est un systéme de la seconde classe, le
déterminant du second membre étant irréductible.

Par suite, aucun systéme de premiére classe ne peut contenir de qua-
ternion, car tout systéme contenu dans un syst¢éme de premiére classe est
nécessairement aussi de premiére classe. Nous pouvons donc énoncer le
théoréme suivant, qui a été vérifié par M. Scheffers pour 7 << g:

La condition néecessaire et suffisante pour qu’un systéme soit de se-

conde classe est qu’il contienne un systéme de quatre unités, formant
un quaternion.

C’est pour cette raison que M. Scheffers a appelé les systéemes de la
seconde classe systémes a quaternions (Qualernionsystem) et ceux de
la premicre classe systémes sans quaternions (Nichiquaternionsystem).

R : -
55. Nous pouvons encore exprimer, d’'une autre facon, la condition né-

cessaire et suffisante pour qu’un systéme appartienne & la seconde classe.
Remarquons, en effet, qu'on a

(€124 ez1) (€11 €31) = €51+ €.

Par suite, le nombre ¢,,+ ¢,,, somme de deux nombres appartenant
1 9 E .
aux caractéres (1, 2), (2, 1), n’est pas pseudo-nul. Il est bien clair que si le
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systétme appartenait a4 la premiére classe ce fait ne pourrait pas se pré-
senter, la somme de deux nombres pseudo-nuls étant pseudo-nulle.

Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu’un systéme appar-
tienne a la seconde classe est qu’il existe un nombre, somme de deux
nombres appartenant respectivement aux caractéres («, ), (B, a), et
qui ne soit pas pseudo-nul, ou encore qu'il existe deuxr nombres de
caractéres (e, ), (B, a) dont le produit donne le module partiel e,.

56. Cela étant, la série des indices (1, 2, ..., &) se partage en un cer-
tain nombre d’autres séries telles que (1, 2, ..., p), (p+1,...,9), ..,
jouissant des propriétés suivantes. On peut passer d’un indice quelconque
d’une de ces séries a un auatre indice quelconque B de la méme série par
I'intermédiaire d’un certain nombre d’autres indices de la méme série,
soient y, ¢, ..., X, de telle sorte qu’il existe un nombre non pseudo-nul de
la forme 7,y + 7y,, un nombre non pseudo-nul de la forme v+ 73y, - -+,
un nombre non pseudo-nul de la forme 1,5+ 7g, en désignant par »;; un
nombre de caractére (7, j). De plus, si A, i sont deux indices quelconques
appartenant a deux séries différentes, il n’existe aucun nombre non pseudo-
nul de la forme 7y, + .

On déduit facilement de la qu’on peut supposer choisis les indices
(1,2, ..., p) de la premiére série, par exemple, de telle facon qu’il y ait
p — 1t nombres non pseudo-nuls de la forme

Nzt Nag;, MNag+ N3ay -« vvy Np—1,p+ Tip.p—1-

En répétant alors le raisonnement fait (49-53), nous verrons qu'il existe

2(p — 1) nombres e,,, €y, €43, €44, .., €,y €y tels que I'on ait

(19) ‘ €12€21 == €1, €23 €33 = €39, oy €p-1,pCp,p—1= €p—1,p—1»
? €21€19— €33, €39 €93 = €%, ceey €p,p—1€p—1,p— €p,p+
Posons alors
g Ciitj = €i i1 Civ1,i+2 -+ Citj—1,i+)>
(20)
? Citj,i= Civjivj—1Citj—1,i4j—2++ - Cit1,i+

Nous.démontrerons facilement que 7, j, /, A désignant quatre quelconques
desindices 1,2, ..., p,ona

(21) e;jej 1= e, €;jeu=o (J#NM).
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57. Nous pouvons ajouter (31) qu'on obtient I’ensemble des nombres
de caractére (i, \) en multipliant e;; par Uensemble des nombres de
caractére (j,\), A étant quelconque, i et j étant au plus égaux a p. De
méme, on obtient I’ensemble des nombres de caractére (\, i) en mulli-
pliant par e;; Uensemble des nombres de caractére (h, j).

D’aprés cela, si nous désignons par v, 1/, ..., les unités pseudo-nulles de
caractére (1, 1), nous pourrons prendre pour unités de caractére (7, j) les

nombres
€i1NEyj, e“-n’e,j,

le nombre e¢;,e,,¢,; se réduisant lui-méme a e;;. Si nous affectons les

unités 1, v, ... du double indice inférieur (1, 1) de leur caractére, nous
pourrons poser

’ r
(22) Nij = €1 N11€1, Nij = €i1Ty )5

De méme, si A est supérieur a p et si nous nous donnons les unités de
caractére (1, A), nous en déduirons celles de caractére (7, A)

(23) Nx= €M N0;).== €N,

9

et de méme si nous nous donnons les unités de caractére (A, 1)

1 ’
(24) i = N €1is i = M €145

58. Considérons alors le systeme formé des unités appartenant aux
caractéres (1, 1), (1, A), (A, 1), (A, @), oli A et y sont plus grands que p.
11 est facile de déduire de la loi de multiplication de ce systéme la loi de
multiplication du systéme total. Prenons d’abord le produit de deux
nombres de caractére (1, 1). Soit

. P (6) —
(23) N0 = Aporn'T) 3

on en deduit

(D) _
(e,-,nfl eij)(ejln(lct' €)= E apo-ren‘fl‘f; €11,
ou

( N
(26) ﬂi‘}’n(ja/) - apo"r'ﬂ(j“[’,

et cette formule s'applique encore au cas ot 'un des nombres 07, n{ est
le module partiel ¢,,.

Fac. de T. — XII. B.7
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Partons maintenant de

7);7) --*Vgpﬂ”xm
on en déduit, comme tout a 'heure,
(27) 'nie)ﬂ;’;)i:‘yﬁporﬂﬂ’
les constantes §,,; ne dépendant pas des indices 7 et j; de méme

(28) ﬂﬁ:"?/pﬂ”x/’

les constantes ¥ ne dépendant pas des indices ¢ et j.

59. Si nous procédons de la méme facon pour la seconde série
(p+1,p+2,...,9), ct pour la troisi¢cme et ainsi de suite, nous verrons qu’il
suffira de considérer le systéme des nombres complexes formé des nombres
de caracteres (1, 1), (1, p+1), (1, g+1), ..., (p+71, 1), ..., et que de
la loi de multiplication de ce systeme on déduira celle du systéme total.

Mais ce systéme partiel est de premiére classe; car, par hypothése, il
n’existe aucun nombre non pseudo-nul de la forme v, ,,, + 7,.,,, oud’une
forme analogue.

Donc, on peut déduire un systéme quelconque X de deuxiéme classe

d’un sytéme X' de premiére classe.

60. Pour définir d’une facon précise cette correspondance, supposons
que nous ayons mis le systéme X' de premiére classe sous la forme
canonique indiguée au n° 38. Soient

EV, E®, ..., EW
les modules partiels de ce systéme, et soient
O, He, L, U

les unités pseudo-nulles, dont chacune appartient a un caractére déter-
miné. Nous faisons correspondre & chaque module partiel 159 un sys-
téme de p; unités eys, ot a el § prennent toutes les valeurs 1, 2, ..., p;.
Nous faisons maintenant correspondre a chaque unité H® de caractére
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(i,]), pip; unités ngi, ow o prend toules les valeurs 1,2, ..., p; el B
loutes les valeurs 1, 2, ..., pj.

Cela élant, les formules qui donnent la lot de multiplication du
premier sysiéme sont

(29) (E®)3=E®, EOHP=H®ME/=H®, Hthm:EaW}lm,

en supposant que dans la seconde formule H® soit de caractére
(i, )(z>p,t>0), el que, dans la troisieme, le second indice du
caractére (i, ) de H® soit égal au premier indice du caractére (j, k)
de H® et tous les H® qui entrent dans le second membre élant de carac-
tere (i, 1).

A la premiére Sformule correspondront les Sformules

P )
(30) exsedy = ey (o By y==1, 2, ..oy Pi);

a la seconde, les formules

) (P o ey ) (@ - . _
31) eaﬁn:f;._ nd,’{, nﬁp’eyé_nﬁ",; (o, B==1,2, ..y Pis 9y, 0=1,2, ..., Pj)

Enfin, ¢ la derniére, correspondront les formules
b 2 /

(32)  nfynif= ¥ aporn, <T>Paf><7; a=1,0 P B '--,pf:>.

o3 23 J—
Y V=1, 2, cuey Py
T

Tous les produits non écrils sont nuls.

On peut encore énoncer ce théoréme sous la forme suivante, plus intui-
tive :

Tout systéme de la deuxiéme classe peut se déduire d’un systéme de
la premiére classe mis sous forme canonique

Ev, E® . ., E&; H®, H® H®),

Py ceey

en regardant les coefficients des unités de ce systeme, non comme des
nombres ordinaires, mais comme des nombres de la forme

El‘aﬁsaﬁv

les &,p étant des symboles ow les indices « et 3 prennent respectivement
les valeurs (1,2, ..., p;), (1, 2, ..., p;), st (i,]) est le caractére de
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Punité correspondante; ces symboles étant assujettis de plus a la loi de
multiplication
ExBeBy = Exy,  ExgEg—o  (BZ7y).

Cela revient a faire correspondre a Uunité H® de caractére (i, J) les
pip;j unités
eag HP) = HP) gy

(x==1,2, «.., pi;B=1,2, ..., pj)-

Sil’on désigne par N;; le nombre des unités H de caractere (7, j), on voit
que 'ordre du systéme total est

r—p?-+pi-.. .-i—pf,—!—ENijPin-

)

Naturellement, un ou plusieurs des nombres p,, p,, ..., py peuvent étre
égaux a l'unité.

61. Nous voyons qu’a chacun E“ des modules partiels Em E®, ... E®
correspond un systéme de p} unités ey, dont la loi de multiplication est
donnée par la formule (30). Ces systémes remarquables sont la générali-
sation des quaternions; dans le cas de p = 3, ils ont été appelés nonions
par M. Sylvester, on pourrait donc les appeler p*-ions.

Tout p*-ion contient un g*-ion si q est inférieur a p; il suffit, en effet,
de ne prendre que les unités e,q pour lesquels « et 3 ne dépassent pas ¢. En
particulier, tout p*-ion contient un quaternion.

On pourrait aussi considérer le cas ot p est égal a 1, et alors on aurait
un systeme d’une seule unité ¢ égale a son carré.

62. Considérons un p-ion et calculons son équation caractéristique.

zx’aﬁ €af

un nombre quelconque du p’-ion. En rangeant les unités dans l'ordre

Désignons par

suivant :
(33) elh e?l; L] epl, el2, 6229 ey epﬂ’ cecy ep—l,p’ ep,ps

nous savons (44) que le déterminant A se décompose en un produit de p
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déterminants partiels qui sont tous ici d’ordre p. En désignant par
8+ ..+ :picpi

le nombre considéré, ou les  sont les unités rangées dans 'ordre (33), le
déterminant A, est ici

Les autres déterminants A,, ..., A, sont les mémes et, par suite, A est la
pieme puissance du déterminant A,

(3_/;) A:[[I,‘,‘j—&jwlp-

En considérant la seconde équation caractéristique, on trouve pour le
premier nombre A’ la puissance pi“™ d’un déterminant A qui se déduit de
A, en échangeant les lignes et les colonnes; on a donc aussi

A= l'rij—ei]wlp’

63. L’¢quation obtenue en égalant a zéro le terme indépendant de o de
I'équation caractéristique exprime naturellement que le produit du nombre
considéré x par un nombre convenablement choisi peut étre nul; de méme
pour la seconde équation caractéristique.

Donc, étant donné un p*-ion, la condition nécessaire et suffisante

pour qu’un nombre x :Zmaﬁea@ puisse donner zéro par multiplication

a droite ou a gauche avec un autre nombre est que le déterminant des
X,g SOUL nul.

64. Revenons a un systéme quelconque et cherchons & déterminer le
premier membre A de son équation caracléristique. Nous avons vu qu’étant
donné un systeme de premiére classe mis sous sa forme canonique (38), on
pouvait ranger les unités de ce systéme dans un ordre tel que tous les élé-
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ments du déterminant caractéristique en haut et a droite de la diagonale
principale fussent nuls, les éléments de la diagonale principale se réduisant
chacun A l'une des quantités z, — w, z, — ®, ..., £, — ©. Supposons les
unités E et H de ¥’ rangées dans cet ordre. Nous rangerons alors les unités
de X dans un ordre tel que toutes les unités que nous avons fait corres-
pondre & H® par exemple de caractére (7, j) se suivent de la fagon sui-
vante :
nfl, 0, .. 71‘,5’,3’ nfy, s, ﬂ;f,-))\’ ERR) n;;p,-)p,-'

De cette facon, nous remplacons I'élément de la pie™e ligne et de la
vieme colonne du déterminant de X' par un tableau rectangulaire de p, pg
lignes et de p,p; colonnes, si (o, B) est le caractére de la pieme et (v, &)
celui de la vi*™ unité de X'.

Le déterminant caractéristique de X’ se réduisant aux produits des ¢lé-
ments de la diagonale principale, le déterminant principal de X se réduira
au produit des déterminants constitués par les tableaux carrés que nous
avons substitués a ces éléments.

Prenons, par exemple, I'élément qui pour X' était & la Aime ligne et a la
neme colonne; soit (7, j) le caractére de la Al“®® unité de X'. Nous lui sub-

stituons un tableau carré de p;p; lignes et p;p; colonnes. 1l est facile de
voir que ce déterminant est

8 —w 2 coealp, o o o o o
[ i) (7
x4 iy —w ... 2y, o o ... o o o
pog)] () — APj
) Tph e xph—w o o ... 0 o ... o = Az,
L () (@)
o o ... o0 el —w &) ... ) o ... o
()
0 o o o 0 o o 2l — o
en pOSﬂﬂt
03] (2) i)
8 — o 2 B 1
(H (7) (2)
x! zHh—w ... z8)
21 22 2p
(35) A— pi E
() 2t 0
Zp Zph v XY — @

Il résulte finalement de la que I'on a

(36) A — A;;,+N,.p,+Nﬁp,+...+NmpHA€,+S2,p.+Nggpi+»u.+N_,Hpu . Aa"+Nl,1p,+...+.\'“pH.
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65. En considérant la seconde équation caractéristique, on aurait de
méme

(37) Al — A’;'+N"p‘+"'+y"”’“AZ£+N”’,’+'"+N“”7" . Aﬁ"+N’H"‘+"'+N"“"".

Les nombres entiers N ont la signification indiquée plus haut, N;; étant le
nombre des unités H de X’ qui sont de caractéere (7, j).

On voit que les facteurs irréductibles qui entrent dans A et A’ sont les
mémes et qu'ils peuvent étre mis sous la forme de H déterminants tels que
A; (formule 35).

Nous pouvons énoncer ce résultat sous la forme suivante :

Etant donné un systéme de la seconde classe, les facteurs irréduc-
tibles qui entrent dans les deux déterminants caractéristiques de ce
systeme sont les mémes, aur degrés de multiplicité prés. Si ces facteurs
irréductibles sont au nombre de H et sont respectivement de degrés
Pis D2y - -5 Py O peut trouver dans le systéme donné H systémes respec-
tivement de p3, pi, ..., pi unités, toutes indépendantes entre elles, soit

ei(j“ (1.9,].:]; 2y - ey pi)’
e (L, J=1,2, ..., Pa),

t S p— .
e(ij) ([’./—172’--"PU)’

tels que chacun de ces systémes soit un p*~ion. De plus, on peut choisir
r—pi— pi—...— py autres unilés indépendantes v, v,, ..., telles
que st on désigne par

~
Ezﬁ-})eg}’-i—}dxﬁ)e;?’ e YN Ya et

un nombre quelconque du systeme les H facteurs irréductibles qui
entrent dans chacun des déterminants caractéristiques soient les H
déterminants Ay, A,, ..., Ay dont le premier, par exemple, est formé des
éléments xjj) — e ;0 (ej=1sii=],¢;=0SL15])

( ()

¥ — o x¥ cee Zipg
(a) @) __ )

%) rH—w ... xF
2 23 N

A, = / .

(o) (o) (o)

Z L R
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66. On voit immédiatement par la, en faisant » égal a zéro, que la
condition nécessaire et suffisante pour que U’une ou l’autre des divisions

par un nombre soit possible est qu’aucun des déterminants A des x7
ne soit nul. \

Si l'on appelle diviseur de zéro un nombre qui peut étre multiplié a
droite ou & gauche par un nombre convenablement choisi de facon a
donner un produit nul, nous voyons que fous les diviseurs de zéro
s’obtiennent par I'équation

AYAY ... Aj=—o,
c’est-a-dire en égalant a sero un ou plusieurs des déterminants de x7).

67. Quelle que soit la facon dont on fasse la réduction canonique (60)
d’un systeme de deuxiéme classe, I'ensemble des nombres

ﬂ:y1ﬂ1+y2n2+..-

reste toujours le méme. On peut en effet obtenir cet ensemble en égalant &
zéro tous les éléments de tous les déterminants facteurs irréductibles du
premier membre de I’équation caractéristique; et il est clair que le systéme
d’équations linéaires obtenu est indépendant des unités dont on part.

q

De méme le pf—~10ne‘i}’ est déterminé a des nombres v prés, car
Iensemble des nombres qui se déduisent des unités de ce p® — ion et

P

des unités v peut éire obtenu en égalant a zéro tous les éléments des
H — 1 derniers déterminants facteurs irréductibles du premier membre de
I’équation caractéristique.

Il y a plus. Supposons qu’on ait déterminé en premier lieu p, nombres
PREPERPNTY o) N P Theal A : 2 :
e\, ey, -y e, se déduisant linéairement des unités du premier pj — ion

et des unités n; en second lieu p, nombres e, ..., e, se déduisant linéai-
rement des unités du second p3 — ion et des unités v, et ainsi de suite, de
telle facon enfin que chacun de ces p, + p,+...+ p, nombres soit égal &
son propre carré et que le produit de deux quelconques d’entre eux soit
nul. Il en résultera que dans la premiére réduction (20) que nous avons
fait subir au systéme, nous pouvons prendre ces nombres pour modules
partiels ¢, ¢,, .... Par suite, nous pourrons déterminer un p; — ion dont
les éléments diagonaux seront p, des nombres précédents et seront, par
suite, nécessairement ¢!}, ..., ¢\" 5 de méme un p? — ion dont les éléments

Pipe?

diagonaux seront ¢}, ..., e, ; et ainsi de suite.
2 PapP2
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En se reportant a la facon dont nous avons déterminé les p* — ions du sys-

téme, nous verrons méme qu’on peut prendre poure.?, ..., ¢ des nombres
arbitraires ne se déduisant pas linéairement des v et appartenant respec-
tivement aux caractéres (1,2), ..., (1, p,) par rapport aux modules partiels
€1y Eay veey €

Enfin, il résulte de la qu’un nombre complexe arbitraire peut toujours,
par un choix convenable des unités, étre supposé de la forme

(31) APett) Mie), +2Peld 4. ..+ 7\;,'? e;,lf,’,,ﬂ + .
68. Nous allons maintenant introduire quelques définitions qui permet-
tront d’énoncer tous les résultats trouveés jusqu’ici sous des formes simples.

On dit qu’un systéme X de nombres complexes se décompose en deux
systémes X, et X, lorsque tout nombre de X, et tout nombre de X,, de
méme que la somme d’un nombre quelconque de %, et d’un nombre
quelconque de X, font partie de X lorsque, de plus, réciproguement,
tout nombre de X est, d’'une maniére et d’une seule, la somme d’un
nombre de X, et d’un nombre de %,; lorsque enfin le produit d’un
nombre quelconque de X, et d’un nombre quelconque de 3, est nul.

Bien entendu cette définition suppose que X, et X, n’ont aucun nombre
commun.

69. On dit qu'un systéme X admet un sous-systéme invariant o,
lorsque tout nombre de o fait partie de E et que le produit, & droite ou
a gauche, d’un nombre quelconque de o par un nombre quelconque
de X fait encore partie de c.

Cette définition peut encore étre étendue aux systémes o qui satisfont a
toutes les propriétés des systémes ordinaires, sauf celle d’avoir un module,
c’est-a-dire sauf la possibilité des deux divisions. Par exemple, nous con-
viendrons de I'étendre aux systémes o de nombres pseudo-nuls, étudiés
aux n* 29 et suiv. Nous appellerons, pour abréger, ces derniers systémes
pseudo-nuls. Un systéme pseudo-nul n’est donc pas, au sens propre du
terme, un systéme de nombres complexes.

Un systéeme ¥ qui n’admet pas de sous-systéme invariant est dit
simple. Un systéme qui se décompose en deux ou plusieurs systémes
simples est dit semi-simple.

Fac. de T. — XII. B.8
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70. Sil'on se reporte aux résultats établis précédemment, on voit que
les systémes simples ne doivent pas contenir d’unités v; car le systéme
pseudo-nul formé des unités que nous avons appelées n est manifestement
invariant.

Il en résulte qu'un systéme simple ne peut qu’étre formé d’un certain
nombre de p* —ions, p pouvant avoir la valeur 1. Mais il est bien clair
que le sous-systéme obtenu en prenant un de ces p*— ions, s’il y en a
plusieurs, est invariant dans le systéme total. Il faut donc que le systeme
se réduise lui-méme a un p* — ion.

Réciproquement, prenons un p* — ion formé des p* unités e;;. Ce sys-
téme est simple; car si un nombre

X = E xijeij

de ce systéme fait partie d'un sous-groupe invariant, il en sera de méme
de e,;x e;3=x;;e,q. Par suite, si I'un des coefficients x;; est différent de
zéro, le sous-systéme invariant contient toutes les unités e,g, et par suite se
confond avec le systeme total.

71. D’aprés cela, nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Tous les systémes simples de nombres complexes rentrent dans le
méme lype; ils sont formés de p* unités e;;, ot i et j prennent toutes les
valeurs 1, 2, ..., p et la loi de multiplication de ces unités est donnée

par les formules
e,-jej,:eiz, eije)\{:()(./#)\)'

Le nombre p est un nombre entier quelconque supérieur ou égal a 1.
Ces systémes s’appellent p* — ions.

Il résulte de la que les systémes semi-simples sont formés par la com-
position de plusieurs p* — ions.

72. En comparant ce résultat avec ceux trouvés pour la représentation
canonique des systémes de premiére et deuxiéme classe, nous trouvons le
théoréme suivant :

Tout systéme de nombres complexes est formé d’un sous-systéme
simple ou semi-simple X, et d’un sous-systéme invariant pseudo-nul c.
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De plus, la nature du sous-systéme semi-simple est parfaitement déter-
minéee.

Considérons un des facteurs irréductibles qui entrent dans le déterminant
caractéristique ; 1l est égal a

Zyy— ® Lo xy,
Ty Loy — @ ... Lyp
b
Ty Zpa cer Tpp— W

C o o ot
si 'on appelle qu e¢;j le nombre le plus général du sous-systéme
simple correspondant. Si nous développons ce déterminant suivant les
puissances de w nous trouvons, au signe prés,

— —9
wl — Exil'wp 1 E (xiixjj—xijxji) WP 4. ...

Si ce déterminant entre avec ’exposant ¢, il donne un facteur de la
forme

_ (g—1) ? _
(-J/)q——qE X wP? T I:K[E(xiil‘jj—xjj-tﬁ)‘*'q—q‘z—‘(Z .’Z'il'> J&)pq L

]

11 en résulte que le déterminant caractéristique total est égal &

w"— S (92 $ii> w"!
- S [(]2 (Zijxj;—2ij25) + qu;_L) <E wii>2+ (/q’Z a‘i[E x;,] AL

Si nous appelons 4 () le coefficient de w™=*, et que nous prenions les
dérivées de cette forme quadratique, nous trouvons par exemple

s[5 -]

9 _

=—q%n-
dxy,

Il en résulte que le systeme d’équations
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est équivalent au systéme

Zij=x;=...=0,
cest-a-dire détermine le plus grand sous-systéme invariant pseudo-nul.

73. D’apres cela le plus grand sous-systéme invariant pseudo-nul
d’un systéme de nombres complexes z,e, +...+ x,e, & r unités indé-
pendantes e,, e, ..., e, sobtient par les équations linéaires

9 9 0y

oz, 0z, T om

en désignant par § la forme quadratique coeficient de o= dans le
premier membre de Uéquation caractéristique du sytéme.

74. En général, dans un systéme de nombres complexes le produit des
deux facteurs complexes n’est pas indépendant de 'ordre de ces facteurs.
Cherchons tous les systemes pour lesquels ce dernier cas se présente, au-
trement dit Zous les systémes a multiplication commutatice.

Si T'on suppose déterminés d'une certaine fagon les modules partiels
€1y €9y -+ -, €, du systéme et les unités qui appartiennent chacune & un carac-
tére déterming, il est bien clair que pour aucune de ces unités v les deux
indices (o, 3) du caractére ne pourront étre différents, sinon on aurait

EqN =1, Neq— 0,

et la multiplication ne serait pas commutative. Il en résulte que, si /& est
supérieur a 1, le systéme se décompose en h autres systémes formés respec-
tivement des nombres appartenant aux caractéres (1, 1), (2,2), ..., (£, k).

Donc, étant donné un systéme % indécomposable a multiplication
associative et commulative, on peul déterminer r unites indépendantes
Cy Niy Nay -+ Ny de ce systéme, de telle sorte qu’on ait

s=r—1
e?—e, en;=m;€e ="M NNy =— 2 XijsNsy
s=1
ot les constantes a;; sont égales a o, Uindice s étant supérieur a chacun
des indices i et .

Bien entendu, les constantes o, doivent satisfaire & certaines relations
qui expriment I'associativit¢ de la multiplication.
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VII.

SYSTEMES REELS DE NOMBRES COMPLEXES.

75. Dans les paragraphes précédents nous avons supposé que les coeffi-
cients x; des unités e; dans I'expression

(1) e+ T3+ ...+ x,e,

d’'un nombre complexe d’un systéme donné X pouvaient prendre toutes
les valeurs, réelles ou imaginaires. Sinous ne I'avons pas supposé expli-
citement, nous I'avons fait implicitement en faisant la réduction canonique
des unités, puisque nous n’avons fait aucune différence entre les racines
réelles et les racines imaginaires de I’équation caractéristique.

Nous allons, dans ce paragraphe, considérer les systémes pour lesquels
les variables x,, x,, ..., x, sont essentiellement réelles. Alors il est bien
clair que, le produit de deux nombres du systéme faisant encore partie du
systéme, les constantes a,;;, qui entrent dans les formules

-
(2) eiej:Z XijsCs,

sont aussi réelles. Nous dirons qu’un systéme de cette nature est un sys-
teme réel de nombres complexes.

76. Il est bien évident qu’en considérant un systéme réel £ & r unités
indépendantes e,, e., ..., ¢, si dans 'expression (1) on donne aux x des
valeurs réelles ou imaginaires quelconques, on obtient un nouveau sys-
téme X' qui peut étre dit prolongé du systéme réel 2. Naturellement pour
ce systeme prolongé on peut appliquer tous les résultats des paragraphes
précédents.

Cela étant, pour trouver tous les systémes réels, nous n’aurons qu’a
considérer tous les systémes obtenus dans les paragraphes précédents et
chercher s’ils peuvent étre regardés comme les systémes prolongés de sys-
téemes réels.

77. Prenons d’abord les systémes X' simples, c’est-i-dire ce que nous
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avons appelé les p* — ions, formés de p* unités ¢;; satisfaisant aux relations
eij Ej[: €l

Si un tel systéme X' peut étre regardé comme résultant du prolon-
gement d’'un systéme réel, les unités e;; de X' seront p* combinaisons li-
néaires & coefficients réels ou imaginaires des unités e, e,, ..., e, du sys-
téeme réel X.

Si une de ces unités ne fait pas partie de X, nous dirons qu’elle est une
unité imaginaire, et alors il y aura dans X’ I'unité imaginaire conjuguée.
Autrement dit, si'on a

e, = (z,+ix))e + (ry—ix))e,+...,
le nombre
(zy—izy) e+ (xy—ixy)ert...

fera partie de X' et sera dit imaginaire conjugué de e;;. 1l est clair que,
si 'on change les unités de X, deux nombres imaginaires conjugués de X’
ne cessent pas d’étre imaginaires conjugués.

78. Cela étant, supposons que l'équation caractéristique de X, qui
admet en général p racines distinctes, puisse, pour des valeurs réelles de
Xy Ty - - ., T, admettre un certain nombre de racines réelles et soit p — 2¢
le nombre maximum de ces racines réelles.

11 y a trois cas & distinguer, suivant que ¢ est nul, que ¢ est positif et

T vonl s P
inférieur a % ct, enfin, que ¢ est égala =

Supposons d’abord que ¢ soit nul. Alors pour un certain nombre « de X
I’équation caractéristique a ses p racines réelles et distinctes. Ce nombre,
considéré comme appartenant a X', peut toujours étre supposé de la forme

u :).1611+ N = 7\1,6,,[,.

Or les racines de P’équation caractéristique de X sont, pour un nombre
donné, les mémes que celles de X'. Mais pour le nombre « de Y/, ces ra-
cines sont A,, Ay, ..., A,. Il en résulte d’abord que ces p quantités sont
réelles. De plus, 'ensemble des nombres = de X, pour lesquels on a

uxr =z,

est compris dans I’ensemble des nombres de X’ qui satisfont a cette méme
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condition. Autrement dit, on peut, en partant du nombre u de E, trouver
p® unités de X appartenant toutes chacune & un caractére déterminé. Il
est alors bien clair que ces p* unités sont proportionnelles aux e;j, les fac-
teurs de proportionnalité pouvant peut-étre étre imaginaires. Soient a;;e;;

ces unités. Mais de
(a“e1,)2:a“(a“e“)

on déduit nécessairement que a,, est réel et, par suite, peut étre supposé
égal a I'unité; de méme pour les autres constantes.

On trouve donc dans ce premier cas le sysiéme réel de p* unités c,;

satisfaisant aux relations
€ij€j1=— €jl.

79. Supposons, en second lieu, que I’équation caractéristique de X ad-
mette pour toute valeur arbitraire des x des nombres imaginaires dont le
nombre minimum 2 ¢ n’atteigne pas le nombre total p des racines.

Alors il existe un nombre « de T pour lequel 'équation caractéristique
admet 24 racines imaginaires et p — 2¢ réelles. Considéré comme appar-
tenant a X', ce nombre peut étre supposé de la forme.

u=12ie; 4+ Al —+...+ dye,,,

etles racines de I'une ou I'autre équation caractéristique sont A,, A,, ..., &,,.
Supposons par exemple que A, soit réel et que A, et A, soient imaginaires
conjugués. Alors les nombres du systéme X pour lesquels

ur=ha
se déduisent tous des nombres
€11y €9y ey e,p;
autrement dit tbus les nombres
(3) Z1161y+ Lrg€ip+. ..+ Typey,

sont des combinaisons linéaires & coefficients réels ou imaginaires de P
nombres distincts de X; il en est de méme évidemment de tous les nombres

(4) Zy1 €+ LoyCyy ...+ Xpr )5

par suite, les nombres communs & ces deux séries, & savoir x,,e,, sont pro-
portionnels & un certain nombre réel de X. Ce nombre réel est done ae,,,
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oli, comme on I'a déja remarqué plus haut, on peut supposer a égal &
I'unité. ‘

De méme, en considérant les deux racines imaginaires conjuguées A, et,,
nous verrons que les nombres imaginaires de X qui satisfont a

uxr =k,

et ceux qui satisfont a
ux = Az,

sont deux & deux imaginaires conjugués. Autrement dit, tout nombre de la
forme

(5) gy €41 = Xy €yz - Ta3 €93 4. ..+ Tap 1)
est imaginaire conjugué d’un nombre de la forme

(6) Z31 €31 = L33 €30 4 L33 €33 1. ..+ T3p€3p5
de méme pour les deux familles de nombres

(7) ‘ Lyg €13 = L2 €ag = L35 €35 ~+ .. .+ Lpe €pay

(3) Zy3 €13 = L3 €33 4 L33 €33 +. ..+ Lp3 €p3.

Par suite le nombre e,, qui entre dans (3) et est imaginaire conju-
12 q
gué d'un nombre entrant 4 la fois dans (3) et (8), c’est-a-dire d’un nombre
de la forme ae,,. De méme, e,, est imaginaire conjugué d’un nombre de
13 ) 22 e} i
la forme be,,; maisiciil en résulterait que le nombre imaginaire conju-
gué de u, qui doit étre  lui-méme, serait

lt:)\le“—l'").gbegg ...,

ce qui exige que b soit égal & 1.

En procédant de méme pour les unités analogues nous voyons que nous
pouvons faire correspondre & un certain nombre d’unités e;; des nombres
imaginaires conjugués de la facon suivante :

3
2

e,; estimaginaire conjugué a e,

€32 » €33,
€4y » aegs,
€5 » bey,,

€93 » Cée€j3y.



