
ANNALES DE LA FACULTÉ DES SCIENCES DE TOULOUSE

E. CARTAN
Les groupes bilinéaires et les systèmes de nombres complexes
Annales de la faculté des sciences de Toulouse 1re série, tome 12, no 2 (1898), p. B65-B99
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1898_1_12_2_B65_0>

© Université Paul Sabatier, 1898, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=AFST_1898_1_12_2_B65_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


B.65

On peut même voir immédiatement, en considérant les produits 
e23 e3.,, que ab est égal à i et c réel.

Nous pouvons, par suite, prendre dans E les 9 unités suivantes

Or, si nous calculons le produit 03B303BD, nous trouvons

si donc b est égal à l + irn, on a nécessairement

d’où l’on tire

Mais alors on a

Il en résulte que le nombre

admet aussi p racines distinctes, mais il a deux racines imaginaires
de moins que le nombre d’où nous sommes partis, ce qui est contraire
à l’hypothèse que nous avions le nombre minimum de racines imagi-
naires.

80. Il n,c reste donc plus comme hypothèse admissible que celle où
toutes les racines de caractéristique sont imaginaires . Il faut

par suite supposer que le nombre entier p est 
En raisonnant comme dans le numéro précédente nous pouvons suppo-

ser que et , et c~ et c;~ , ... , et sont respectivement 
naires conjuguées. Nous verrons de même que e2i-1,2j-1, e2i-1,2j, e2i,2j sont

imaginaires conjuguées de nombres de la forme ~2~27 ?
.. 



Nous pourrons alors introduire les p2 unités suivantes de 03A3

et ces p2 unités peuvent être prises pour déterminer E. Les cij sont des
constantes réelles ou imaginaires, les cii étant égales à l’unité.
On voit immédiatement que le produit de deux de ces unités est nul, si

le second indice inférieur de la première est différent du premier indice in-
férieur de la seconde. Il ne nous reste donc qu’à étudier les produits de la
forme eije’jl, ....
Pour cela, nous formerons un Tableau carré analogue à la Table de mul-

tiplication, les lignes correspondant aux premiers facteurs, les colonnes aux
seconds facteurs. Auparavant remarquons qu’en désignant par cl?j la quan-
tité imaginaire conjuguée de cij, les nombres e13 c013, e15 c015, ... sont respective-C13 Ci o

ment imaginaires conjugués de c.~ ,,, c., ~, .... Nous pouvons prendre ces
nombres pour nouvelles unités e, 5, ..., à condition de changer aussi
d’une façon convenable, e5 t, c3~, ..., mais sans avoir besoin de chan-

ger c.",, c.,~, .... Nous pouvons donc en somme supposer que et5,

C17’ ... ont pour imaginaires conjugués c.,,,, c.~~, ..., autrement dit

que les constantes c, sont égales à l’unité. ,

Or on a

la forme du second membre montre qu’il est égal à cette unité étant la

seule qui contienne avec un coefficient réel. On a donc

et si dans cette formule on fait i = 1 , , on trouve c~l = i, c’est-à-dire que

toutes les constantes c~~ sont égales à l’unité.
De même, la considération des produits eij et e~~ montre que cl~ est

égale à et par suite, toutes les constantes c’ sont égales entre elles.
Enfin le produit 

- -



montre que c’ doit être réel. Si c’ était négatif on verrait, comme dans le
numéro précédent, que l’équation caractéristique n’a pas toujours ses ra
cines imaginaires, par exemple pour u = l?; 1. Donc c’ est positif. En rem-

plaçant alors e’"ij par e"ij c’, e’"ij c’, on trouve sans difficulté le Tableau sui-
vant :

8 1 . En résumé, si le système prolongé d’un système réel esl simple,
cc système réel rentre dans l’un dcs deux types suivants :

i’ Les systèmes du premier type onl p2 unités indépendantes
Cij (1, j = 1 , 2, ... , p), Cl la loi de multiplication est donnée par lC%’

formules

2° Les systèmes du second type ont unités indépendantes eij , 

e’"ij et la loi de multiplication est donnée par lcs formules

.Il est bien clair que ces systèmes réels sont simples, c’est-à-dire n’ad-



mettent aucun sous-système invariant réel; sinon le sous-système prolongé
de ce sous-système invariant serait lui-même invariant dans le système
total prolongé, ce qui est impossible.
Au cas de p = i correspondent deux systèmes particuliers remar-

quables : celui du premier type est forme d’une seule unité égale à son
carré ; celui du second type est formé de quatre unités et a évidemment
pour système transformé ce que nous avons appelé un quaternion. Ces
quatre unités e, e’, e", e"’ ont la loi de multiplication indiquée par le Ta-
bleau suivant : .

C’cst à ’cc système réel qu’on réserve d’ordinaire le nom de quater-
nion, c’est sous cette forme qu’il a été découvert par Hamilton.
On voit que les formules (13~ peuvent être résumées symboliquement

par la loi de multiplication (14) du quaternion et la loi de multiplication
des indices inférieurs

82. Le cas des systèmes prolongés simples étant résolu, passons aux
cas où le système prolongé E’ est semi-simple.

L’équation caractéristique du système réel E, qui provient de l’équa-
tion caractéristique du système prolongé, se décompose alors en plusieurs
équations irréductibles, qui, si l’on se permet l’usage des nombres imagi-
naires, proviennent des facteurs irréductibles du premier membre de
l’équation caractéristique de E’. Si tous ces facteurs irréductibles de E’
donnent pour 2 des facteurs réels, à chacun des systèmes simples qui com-
posent E’ correspondra un sous-système réel de 03A3 et, par suite, S se dé-



composera en plusieurs systèmes simples des deux types étudiés dans le
numéro précédent.

Supposons maintenant qu’un facteur irréductible P du déterminant

caractéristique de ~’ donne pour S un facteur imaginaire A + iB ; alors
il devra y avoir un second facteur irréductible Q qui devra fournir la quan-
tité imaginaire conjuguée A - iB. Il est bien évident, par suite, que ces
deux facteurs devront correspondre à deux systèmes simples ~;, de 1:’
ayant le même nombre d’unités. De plus, l’ensemble des systèmes est

manifestement prolongé d’un sous-système réel 03C3 de 03A3.

Les racines de l’équation caractéristique qui correspond au facteur
P = A + iB ne peuvent pas être, pour un nombre arbitraire de E,
réelles, car elles satisferaient à P = o et Q = o, et, par suite, les deux

quantités P et Q auraient un facteur commun. Elles sont donc toutes ima-
ginaires. Mais l’équation I’ = o ne peut pas admettre non plus deux racines
imaginaires conjuguées, car elles satisferaient aussi à Q == o. Par suite,
les deux équations

admettent des racines toutes imaginaires et les racines conjuguées de celles
de la première sont celles de la seconde.

Cela étant, si nous désignons par eij les unités de 03C3’1 et e’ij . celles de
03C3’2(i, j = r, 2, ..., p), un nombre arbitraire de 03A3 peut être supposé de la forme

les termes non écrits se rapportent aux autres systèmes simples qui çom-
posent ~’ : les quantités ~" À2, ..., Àp sont les racines de P, et les quan-
tités 03BB’1, 03BB’2, ..., 03BB’p sont celles de Q. Par suite, tout nombre de 03C3’1 est ima-
ginaire et admet pour imaginaire conjugué un nombre de ~~.

83. Il en résulte qu’aux unités ei J de satisfaisant aux relations

correspondent dans ~l des nombres satisfaisant aux mêmes relations et,
par suite, qu’on peut identifier avec les unités e’ij.
Nous pouvons donc poser



et les 2 p2 unités e’ij peuvent être prises pour déterminer le sous-système
réel v de E.

La loi de multiplication de cc système réel J à 2p? unités csl alois
,fournie par lc Tableau suivant :

système réel 03C3 est simplc, c’est-à dire n’admet aucun sous-système
invariant réel. Si, en efïet, le nombre

faisait partie d’un sous-groupe invariant, il en serait de même des deux
nombres

Si donc l’un des nornbres Àij, n’est pas nul, le sous-système invariant
contient toutes les unités puisque le déterminant des coefficients
de eâ~ dans les deux expressions précédentes est ’~i~ + ’~~‘-’ ~= o. Le sous-
système invariant se confondrait donc avec le système total.

Il est bien clair alors que tout système réel ~, admettant pour système
prolongé un système semi-simple, s’obtient par la composition de systèmes
réels rentrant dans le type précédent ou dans l’un des deux types du n° 81.

84. Il est facile maintenant de voir qu’on obtient ainsi tous les systèmes
réels simples et semi-simples. En effet, si un système réel ~ a pour système
prolongé un système E’ qui n’est ni simple ni semi-simple, ce système E’
admet un système invariant pseudo-nul, et ce système invariant s’obtient
en égalant à zéro les dérivées partielles du coefficient de c~’’~2 dans l’équa-



tion caractéristique. Mais si l’on prend pour unités de ~’ les unités de X,
ce coefficient de Wr-2 est réel ct, par suite, le plus sous-système
invariant pscudo-nul de E‘ est prolongé d’un sous-système invariant
pseudo-nul de E.

Donc S et S’ sont en même temps semi-simples ou non.
Nous énoncerons donc le théorème suivant : :

85. Tout système réel simPle rentre dans un des trois types sui-
vants :

r° Les systèmes du premier type sont à p‘-’ unités eij avec la loi de
multiplication

2° Lcs systèmes du second type sont à 2p2 unités e’ij avec la loi dfe
multiplication symbolique

3° Les systèmes du troisième type sont à p? m2ités , eïJ avec
la loi de multiplication symbolique



Z ôut système réel semi-simple est, par définition, formé pan la com-
position de plusieurs systèmes réels simples.

cas de p = I correspondent :
Pour le premier type, un système à une seule unité qu’on peut identifier

avec le systè m e des no m brcs réels ordinaires ;
Pour lc second type, un système à deux unités, c, c’, qu’on peut iden-

tifier avec le système des nombres imaginaires ordinaires, c étant l’unité
réelle et c’ l’unité imaginaire 1 ;

Pour le troisième type, un système à quatre unités qui n’cst autre que le

système des quaternions d’Hamilton.
Lc cas général sc ramène d’ailleurs à ce cas particulier de p = r, , à

la condition de regarder lc.s coefficients de e, c’, e", c"’ (ou de e, c’ ; ou
de e) commc des nombres complexes d’un p?-ion. . Cela revient, dans lc
troisième type, par cxcmplc, il poscr

et le nombre le plus général du système est alors

Oie peut encore ramener lcs systèmes dcc second ct du troisième typc
à ceux du premier, à la condition de regarder lcs coefficients cl.c.s

unités eij comme des nombres imaginaires (2e type) ou comme des
quaternions (3e typc).

86. Étudions maintenant les systèmes réels ~ qui ne sont ni simplcs ni

semi-simples. Ils admettent alors (84) un plus grand sous système inva-
riant pseudo-nul 03C3 qui, prolongé, donne le plus grand sous-système
invariant pseudo-nul ~’ du système ~’, prolongé de ~. Je dis d’aboncl

qu’on peut choisir lc.s unités de 03A3 ct Lcs partager cn deux séries de telle

,façon que les premières déterminent rcn sous-système simple ou semi-
simple et les derm;ère.s lc sous-système invariant pscudo-nul 03C3.

Pour cela, reportons-nous au système prolongé ~’ de ~. Pour cc sys-
tème, qui n’est plus réel, le théorème est vrai (72). Imaginons que nous

ayons pris les unités canoniques indiquées au n° 60 et obtenues en par-
tant d’un nombre arbitraire de ~’. Supposons enfin que ce nombre arbi-
traire appartienne à E.



Les Hp2-ions de E’, si l’on fait abstraction des nombres pseudo-nuls,
fournissent alors, soit un par un, soit par couple de deux, des systèmes
réels simples de l’un des trois types possibles.

Supposons d’abord qu’un p2-ion (e;~) de ~’ fournisse, toujours en fai-
sant abstraction des nombres du système pseudo-nul, un système simple
de 03A3 du premier type. Alors les unités C22, ..., epp sont nécessaire-

ment réelles. On peut choisir arbitrairement el2 appartenant au carac-
tère (1,2) relativement aux modules partiels et t, e22, ..., epp; or, l’el1-

semble des nombres de caractère (i, 2) se déduit de nombres réels; on

peut donc supposer e 12 réel, de même c, 3, ..., c, Alors sera réel, car
il n’y a qu’un nombre qui satisfasse à la relation

e 12 étant donné et, par suite, e, 2 et C t t étant réels, ce nombre ne peut être

que réel ; de même pour e;" ..., Cpl. On en déduit

formule qui donne pour eij un nombre réel, puisque c’est le produit de
deux nombres réels, et l’on démontre alors immédiatement que ces p2
unités réelles forment un système. c.Q.F.D

87. Supposons, en second lieu, que deux des f)2-ions de ~’ donnent,
dans ~, en faisant abstraction des nombres du système invariant pseudo-
nul, un système simple du second type. Alors les unités cj du premier
p2-ion de E’ sont imaginaires et il n’y a qu’à prendre leurs irnaginaires
conjuguées pour avoir d’autres unités qui forment un p2-ion qu’on peut
supposer être le second p2-ion considéré de S’. On en déduit, comme au
n° 83, y l’existence de 2p2 unités réelles formant dans 2 un sous-système
simple du deuxième type.

. 88. Enfin; supposons qu’un p2-ion de ~’ donne dans ~, en faisant

toujours abstraction des nombres du système invariant pseudo-nul c, un
système simple du troisième type. Alors nous montrerons, comme au
n° 80, que, abstraction faite de nombres de c, on peut supposer que



sont imaginaires conjuguées. Nous allons d’abord traiter le problème dans
lc cas où tous les produits de deux nombres quelconques de s sont nuls.
Remarquons d’abord qu’en désignant par un nombre de r’ apparte-

nant au caractère ( i, j ) par rapport aux modules partiels e, " c_>,,, ..., tout

nombre ,r~?i_,,~,;_, est imaginaire conjugué d’un nombre tout

nombre d’un nombre .

Cela étant, l’unité c~i.~,,.~1_, est imaginaire; l’unité imaginaire conjuguée
est de la forme e2i,2i +’~.,i,2i; en écrivant quelle est égale à son carré, on
voit manifestement que ~.,i,~,i est nul. Donc d’abord e.,~_,,?i~, et sont

imaginaires conjuguées.
Prenons maintenant les unités c, 3, c, ~, ... et les unités c~,, ....

On a

Les nombres imaginaires conjugués de ces unités peuvent être pris pour
unités e.,,,, e26, ... et c,,?, .... On a bien, en effet, en remplaçant dans
les égalités précédentes chaque nombre par son imaginaire conjugué,

Enfin, considérons l’unité et 2; elle a pour imaginaire conjugué un
nombre de la forme - + Supposons que le nombre ne soit

pas nul. Alors, si l’on désigne son imaginaire conjugué, le

nombre c.,, t cst conjugué de - ( c, 2 + ~, 2). Or, des relations

on tire, en prenant les conjugués,

d’où, comme les produits de deux nombres Yl sont supposés nuls,

Prenons alors les deux nombres

on voit facilement qu’ils sont imaginaires conjugués; mais ils satisfont à



la relation

Par suite, ou supposer que e12 ct - e21 sotat imaginaires conju-

Cela étant, nous nous sommes donné les nombres

prenons alors

Nous obtiendrons p‘-’ unités, qui formcront encore un mais rnainte-

nant nous voyons facilement que les nombres

sont irnaginaires conjugues ; les deux premiers, par exemple, s’obtiennent
par deux formules dont les seconds membres sont imaginaires conjugués;
de même pour les deux autres.

En introduisant alors les unités réelles comme au n° 80,
nous arrivons à un sous-système simple réel.

89. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que le produit de deux
nombres quelconques de d était constamment nul. Il est facile de lever

cette restriction. Désignons par ~2, ... l’ensemble des nombres de 03C3

dont les deux produits avec un autre nombre quelconque de 03C3 sont nuls;
désignons de même par 03B61, 03B62, ... l’ensemble des nombres de 03C3 dont les

deux produits avec un autre nombre quelconque de a ne dépendent que
de r~" ... ; ensuite appelons 0,, ... l’ensemble des nombres de o’

dont les produits avec un autre nombre quelconque de o’ ne dépendent que
. des 03B6 et des 11, et ainsi de suite. Il est facile de voir que le produit d’un

nombre quelconque de S par un nombre 7i donne encore un nombre r~,

par un nombre ~ donne une combinaison des ( et des r~, et ainsi de suite.

Désignons par ~~, À2, ... la dernière série de nombres de o’ ainsi obtenue,
et par A2, ... l’avant-dernière.



Cela étant, on peut déterminer dans S 4 p2 unités, eij, c,’.; et e;., telles
que les produits deux à deux de ces unités s’expriment à part des nombres
de o qui pourront être au second membre, comme dans la loi de mul tipli-
cation des systèmes réels simples du troisième type. Commençons d’abord
par faire abstraction des nombres x, ..., 0, ~, ,~; si, dans les formules qui
donnent la loi de multiplication de ~, on supprime tous ces termes, on
obtient des formules qui peuvent être regardées comme détinissant la loi de
multiplication d’un nouveau système; le raisonnement est le même qu’au
numéro 35. Mais ce nouveau système a pour plus grand sous-système inva-
riant pseudo-nul les nombres qui correspondent aux À, c’est-a-dire des

nombres dont les produits à deux sont tous nuls, puisqu’ils ne
dépendaient primitivement que des x, ..., 0, ~, r~. Mais, d’après le numéro
précédent, on peut supposer choisies les unités eij, c,‘.Î, c:;:, de façon
quelles forment un sous-système. Donc, en revenant au système E lui-
même, nous voyons que nous pouvons faire en sorte que les produits
des eij, ne dépendent pas des nombres À.

L’ensemble des nombres obtenus en supprimant les unités À forme encore
alors un système sur lequel on peut répéter le raisonnement précédent, les À
étant ici remplacés par les x. Et ainsi de suite, de proche en proche.
A chaque opération, nous aj outons donc aux unités e, c’, c"’ des nombres

de o’ tels que les produits de ces unités deux à deux ne dépendent plus des
À, des x, ..., des 0, des ( et enfin des Yj.

Par suite, on peut supposer quc ces 4p2 unités forment un sous-

système.

90. En résumé, les résultats précédents peuvent s’énoncer de la façon
suivante : :

Tout système réel qui n’est iaz simple ni semi-simple est formé d’un
sous-système simple ou semi-simple ct cl’un sous-système invariant

pseudo-nul. Dc plus, la natune du sous-système simplc ou 
est parfaitement déterminée.

Nous allons maintenant étudier d’un peu plus près la loi de Il1ultiplica-
tion de ces systèmes réels généraux et notamment la loi de multiplication
de deux facteurs, dont Fun appartient au sous-système simple ou semi-

simple et l’autre au sous-système invariant pseudo-nul.



Nous commencerons par supposer quc lc plus grand sous-système
semi-simple sc compose de systèmes simples pour lcsqucls l’entier canac-
téristique p est égal à c’est-à-dire de systèmes analogues au sys-
tème des nombres réels ordinaires, à celui des nombres imaginaires ordi-
naires et à celui des quaternions d’Hamilton.

9L Dans cette hypothèse, si le système semi-simple se cornpose de Il

systèmes simples, on peut appeler les unités de ce sous-système,
l’indice i parcourant la suite r, ... , fi, mais pour certains nombres de cette
suite les unités c", c"’ ou encore les unités c’, c", c"’ devant être supprimées.
On peut, comme au n° 20, déterminer les unités de o-, de telle façon cju’a

chacune d’elles correspondent deux indices a, ~, constituant le caractère
de cette unité, de telle sorte qu’on ait

Alors on a manifestement pour les mêmes valeurs de 1 et de j,

de même

au contraire, les produits e«, ~, si les unités e«, e«, e« existent,
appartiennent au caractère (oc, ~); de plus, ces quatre nombres 

sont indépendants ; si, en effet, ils étaient liés par une relation

ou les À sont des constantes réelles, on aurait, par multiplication à gauche
successivement avec ~, ~ c~

et ces quatre équations ont pour déterminant (À 2 + À’2 + À’/2 + ~"’2 ~’-’ qui est
essentiellement différent de zéro. Si ca et ex seules existaient, on démon-
trerait, de la même façon, que q et sont deux nombres Indépendants.

92. On peut particulariser davantage les unités ’/] et séparer, dans cer-
tains cas, y celles qui appartiennent à un caractère déterminé en plusieurs



catégories. ]Blais nous n’entrerons pas dans ces détails et nous nous conten-
terons de remarquer que le produit d’une unité de caractère (03B1, 03B2) par une
unité de caractère ( ~, ~) est nul si ) est différent de ,, et ne dépend que des
unités de caractère (a, ~) est égal il ~~.

Enfin, on peut faire en sorte aussi que, les unités ~ conservant chacune
un caractère déterminé, on puisse les affecter d’indices tels que le produit
de deux unités ~~ ne dépende que des unités ~~ dont l’indice est supé-
rieur à L et j.

Nous exprimerons tous ces résultats dans le théorème suivant :

93. Étant donné un système réel dont lc plus grand sous-système
semi-simple sc compose de Iz systèmes simples pour chacun desquels
l’entier caractéristique p cst égal à c’cst-â-dri°c de systèmes
analogues au système dcs nombres réels ordinaires, au système des

imaginaires ordinaires ct au système clcs quaternions d’Ha-
milton, on choisir lcs unités ~1 , r,, ..., ~k du plus grand sous-
système invariant pseudo-nul du système donné, dc façon quc lcs 
tions suivantes soient réalisées :

I° A chaque unité r correspond un système de deux nombres 03B1, 03B2 dc
la suite r, , 2, ..., h constituant lc caractère de cette unité et tels que l’on

ait

tous les produits ei~, e’i~, e"i~, e’’’i~, ~ej, ~e’j, ~e"j, ~e’"j étant nuls pour z

différent de a et j différent de 03B2 ;, ei, e’i, e"i, eir désignant, conformément
aux notations du n° 85, 

du système simple, à condition de
ne pas tenir compte, suivant les cas, des deux dernières ou des trois 

nières de ccs unités ;
2° Suivant les cas, le produit ou les trois produits e’03B1~, e"03B1~, e’’’03B1~

donnent un ou trois nombres de même caractère (a, 03B2) que ~ ct indé-

pendants entre eux et dc ~ ;

3° Le produit d’une unité ~ de caractère 03B2) par une unité ~ de
caractère (03B3, 03B4) cst nul si 03B2 cst différent de 03B3 et nc dépend que des unités
de caractère ( a, à) si 03B2 cst égal à 03B3 ;

4° Le produit de deux unités ~i, ~j nc dépcnd que dcs unités dont
l’indice est à chacun des indices i et j.

Nous dirons que toutes les fois que les conditions qui viennent d’être



énoncées seront réalisées, les unités e, e’, ..., ~ seront canoniques, ce qui
n’implique naturellement pas l’existence d’un seul choix d’unités cano-
niques.

94. Si nous appelons systèmes réels de la première classe les systèmes
que nous venons d’étudier, nous passerons de ces systèmes à ceux de la
deuxième classe absolument de la même façon que dans le cas des systèmes
quelconques.

Tout système réel 03A3 de deuxième classe se réduit d’un système
réel 03A3’ de première classe, de la façon suivante :
Imaginons que nous ayons choisi des unités canoniques pour cc sys-

tème

chacune d’cllcs appartient à ma certain caractère (a, 03B2), où 03B1, 03B2 sont
deux dcs indices dc la suite I, 2, ..., H, cn suppo.sant quc le plus
grand sous-système semi-simple de 03A3’ se décompose cn H systèmes
simples.
Nous ferons correspondre à chaque unité de caractère (03B1, 03B2) un

certain nombre p03B1 p03B2 d’unités ciP’, où i parcourt la série I, , 2, ..., , pa et j
la série 1 , 2, ..., p03B2, lcs nombres p, , p2, ..., pH étant H nombres
entiers.

ici lcs formules qui donnent le produit de deux unités clc 03A3’
sont

les formules qui donnent lc produit de deu.x de 03A3 sont

l, j, i parcourant respectivement lcs séries r, , 2 , ..., ; i , , 2 , ..., , p03B2;
I, 2, ..., py, si les caractères de et cLc sont respectivement (a, 03B2)
ct (03B2, 03B3). Les produits non sont tous nuls.

On peut faire la même rernarque qu’au.n° 60 et regarder les nombres



du second système comme des nombres du premier les coefficien ts

dcs unités étant des nombres complexes.
Nous dirons encore que, dans ce cas, les unités choisies sont canoniques.

J ~. Reprenons comme application le problème de trouver tous les sys-
tèmes réels il multiplication commutative. Nous verrons, comme au n° 74 ,
qu’un système de cette nature, qui ne se décompose pas, est formé d’un
sous-système simple et d’un sous-système invariant pseudo-nul. De plus, le
sous-srstème simple est à une ou deux unités.

Tous les systèmes réels non décomposables à multiplication commu-
rentrent dans m2 dcs deux cas suivants :

Dans lc premier cas, on prendre pour définir le système dcs
c, , ..., , telles que l’on ait

lcs constantes étant égales à et nulles toutes les fois que s ne dé-
passc pas à la fois les deux indices i ct j.
Dans lc second cas, lc sous-système simple cst for’mé de deux unités

ra, c’ ct l’on voit facilement quc les unités qui sont cn nombre pair,
peuvent être partagées en, dcux séries ~1, ... , , d’une part, ~ ’1,
~’2, ..., ~’k, part, dc telle façon qu’on ait les relations

les constantes et étant égales et nulles toutes lcs fois que s fic

dépasse pas à la fois lcs deux indices i et j; de même pour lcs 03B2.

En particulier, on retrouve le système des nombres réels ordinaires et le
système des nombres imaginaires ordinaires dans le cas particulier où le
système est simple.



96. Enfin, un dernier problème intéressant qu’on peut se poser au sujet
des systèmes réels est le suivant :
En général, il existe dans un système des nombres qui, multipliés par

des facteurs convenables, donnent des produits nuls. On appelle ces

nombres les diviseurs de Pour un système non rccl, c’est-a-dire qui
contient tous les nombres qui se déduisent linéairement de r unités avec
des coefficients réels ou imaginaires quelconques, il y a toujours des divi-
seurs de zéro autres que zéro lui même, sauf dans le cas d’un système à une
seule unité ; si, en effet, le système n’est pas semi-simple, c’est évident,
puisqu’il admet un sous-système pseudo -nul dont toutes les unités sont des
diviseurs de zéro ; s’il est semi-simple, il en est de même ; il suffit de

prendre, dans un système simple eij’ les deux unités et t et e22 dont le pro-
duit est nul.

Pour un système réel, au contraire, il y a d’autres systèmes que celui à
une seule unité qui n’admettent aucun diviseur de zéro. Tout d’abord, un
tcl système doit être simple, pour les raisons qui viennent d’être exposées.
De plus, le nombre p, caractéristique de ce système simple, doit être égal a
l’unité, sinon on aurait, comme tout à l’heure, deux unités c,~ de pro-
duit nul.

Il reste donc seulement les trois systèmes simples à i, 2, Il unités, c’cst-
à-dire le système des nombres réels ordinaires, celui des nombres imagi-
naires ordinaires et celui des quaternions d’Hamilton.

Réciproquement pour les deux premiers de ces systèmes, la propriété
n’a pas besoin d’être démontrée ; quant au troisième, on la démontre en
considérant directement le produit de deux nombres

les coefficients de c, e’, e", e"" dans le produit sont des formes bilinéaires
des x et desy, et le déterminant des coefficients des x dans ces formes est 

’

(y? + y’2 + + d’où l’on déduit que les quatre formes ne peuvent
être nulles que si l’on a à la fois tous les x nuls ou tous les y nuls.

Jî. Nous avons donc le théorème suivant : :

Étant donné un système réel de nombres complexes à multiplication
associative, si l’on veut que la multiplication satisfasse ci la loi que le
produit de deux facteurs fic puisse nul sans que l’un des facteurs
soit nul, ce système est :



Ou bicn lc système dcs nombres réels ordinaires ;
Ou bien le système des nomhrcs imaginaires ordinaires ;
Ou bien Lc système des quaternions d,’Hamilton.
Si l’on veut, en outre, quc la multiplication soit commutative, il ne

reste que le système des nombres réels ordinaires et celui dcs nombres

imaginaires ordinaires.

D’ailleurs, ce théorème aurait pu se démontrer avant tout développe-
ment sur les systèmes réels de nombres complexes, la condition pour
qu’un système n’admette pas de diviseur de zéro étant que le terme

indépendant de (jû dans le premier membre de l’équation caractéristique ne
puisse s’annuler pour aucun nombre du système. Cela étant, ce indé-

pendant de (D est un produit de déterminants de degrés p,, P2’ .... L’un de
ces déterminants peut s’annuler en annulant, par exemple, tous les p élé-
ments d’une même ligne, ce qui fait au plus 2 p équations linéaires réelles.
Il faut donc que /’ ne dépasse pas 2p; ce qui exige déjà que p ne dépasse
pas 2. On a alors ou bien un quaternion, ou bien un système de première
classe à deux unités ou une unité.

VIII.

LES GROUPES BILINÉAIRES SIMPLEMENT TRANSITIFS.

98. Nous avons vu (il) qu’on pouvait toujours choisir les paramètres
d’un groupe bilinéaire simplement transitif, de façon que ce groupe devint
son propre groupe des paramètres. Alors on peut faire en sorte qu’on ait
en même temps

Il correspond ( 1 ~ ) à ce groupe un système ~ de nombres complexes à r
unités indépendantes Ct, c~,, .. , c~, dont la loi de multiplication est fournie
par les relations



Réciproquement si l’on part d’un système de nombres complexes défini
par les formules (3), il lui correspond un groupe simplement transitif dont
les transformations infinitésimales ont la forme (T).

Enfin, les équations finies du groupe correspondant à la transformation
finie a1X1f +...+ arXrf sont .

elles expriment tout simplement que x~~ et +...+ est le produit dcs
deux nombres x, c, +...+ xrer et En particulier, la

transformation finie X, f donne le produit du nombre x, e1 +...+ 
par l’unité Le nombre complexe a, et + ... + symbolise donc la
transformation finie de paramètres a,, a.,, ..., al" et la transformation ré-
sultant de la succession de deux transformations particulières (a" a.,, ..., a,.)
et (b1, b2, ..., hr) est symbolisée, d’une part, par

d’autre part, par le nombre complexe produit des deux nombres

99. A tout sous-système de 03A3 correspond un sous-groupe de G, et ce

sous-groupe est encore bilinéaire. A tout sous-système invariant de ~
correspond un sous-groupe g : Y1f, ..., G tel que l’on ait, quelles
que soient les transformations infinitésimales X f de G, Y f de g,

a fortiori le crochet

aura une expression de même forme. Il en résulte, d’après une terminologie
bien connue, que g est un sous-groupe invariant de G.
Donc à tout sous-système invariant (j de S correspond un sous-groupe

invariant g de G. Il n’est même pas nécessaire que or soit un sous-système
proprement dit; il peut n’avoir pas de module, il ne lui en correspond pas
moins un sous-groupe invariant de G; mais naturellement ce sous-groupe
invariant n’est plus bilinéaire.



En particulier à un sous-groupe invariant 

correspond un sous-groupe invariant g, Y, f, ..., tel que l’on nc

puisse amais avoir

pour aucune des transformations Y f de ce sous groupe et XI du groupe (~.
()n ne pourra non plus jamais avoir

car on aurait de même

Y) appartenant à 03C3 et c à 03A3. Mais on sait du’il existe un entier m tel que
soit nul ; si l’Il désigne le plus petit des entiers satisfaisant à cette

condition, on a, en multipliant à gauche par "f~’n ~ les deux membres

de (6),

ce qui est impossible, puisque Yj est pseudo-nul.
Lc invariant g qui correspond au sous-système

riant pseudo-nul 03C3 est donc, une dénomination duc à Killing,
de : son équation caractéristique n’admet que des racines

nulles.

100. Si le système S se décompose en deux systèmes ~,, on voit
facilement que le groupe G est formé de deux groupes G, et G2 qui n’ont
aucune variable ni aucun paramètre en commun et qui sont chacun bili-
néaires. Au point de vue du groupe G, il n’y a donc intérêt à considérer
que les systèmes qui ne se décomposent pas. -

Prenons d’abord les systèmes simples. Ils sont définis par p unités e~~
satisfaisant aux relations



Il correspond à un tel système le groupe

dont les équations finies sont

On voit que ce groupe transforme entre elles les variables x11, x12, ..., a, p
par exemple, et à la façon du groupe linéaire et homogène général. Comme
le groupe (g) est son propre groupe des paramètres, nous voyons qu’il
n’est autre que le groupe des paramètres du groupe linéaire et homogène
général de p variables. .

A tout système simple de p’ unités correspond, comme groupe bili-

néaire simplement transitif, le groupe des paramètres du groupe
linéaire et homogène général de p variables.

101. Prenons maintenant les systèmes de la première classe. On sait que
l’on peut prendre des unités canoniques ..., ch; r~2, ..., ~k telles

que l’on ait

les indices x~ ~ qui entrent dans ces formules constituant le caractère de
l’unité considérée.

En désignant par

un nombre quelconque du système ~, et en appelant (ai, ~i) le caractère
de l’unité qi, on voit, en passant au groupe simplement transitif G, que
l’on peut prendre



les constantes 03B1jis ne pouvant être différentes de zéro que si l’on a

De plus les équations finies de ce groupe sont

Nous dirons que les formules (11) ou (12) fournissent une représentation
canonique du groupe G.
On voit qu’en rangeant les variables dans l’ordre x, , x.,, ..., y"

y.~, ..., les expressions d’une quelconque de ces variables transformées
ne dépendent pas des variables qui la suivent. Par suite, d’après une déno-
mination à M. Lie, le groupe G est intégrable. Il laisse invariante chacune
des multiplicités planes

A tout système de nombres complexes de la première classc corres-
pond donc ura groupe bilinéaire simplement transitif ct intégrable
dont les transformations infinitésimales peuvent être supposées avoir la
forme ( I T > ct les équations finies la forme (I2).

102. Nous avons vu (60) comment on pouvait trouver tous les systèmes
de nombres complexes de la deuxième classe au moyen de ceux de la pre-
mière. A chaque unité de caractère («, ~~ d’une de ces dernières nous
avons fait correspondre pa pp unités dans le système de la deuxième classe
correspondant. passant des systèmes aux groupes simplement transitifs ,
nous voyons que nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Tout groupe simplement transitif sc déduit d’un groupe de la

forme (I I) ou (I2)



en faisant correspondre à chaque variable X(03C1) ou de caractère (a, 03B2)
nouvelles variables x(03C1)ij, y(03C1)ij, où i, j sont respectivement deux

quelconques dcs nombres dcs séries r, 2, , ..., et T , 2 , ..., p03B2. On fait
dc même correspondre à chaque paramètre A(03C1), B(03C1) de caractère ( d, 03B2)

nouveaux paramètres a(03C1)ij, b(03C1)ij.
Le groupe simplement transitif considéré est alors défini soit par les

transformations infinitésimales

par les équations finies

103. Tout bnoupc bilinéaire simplement transitif G est formé d’un
sous-groupe r de rang zéro et d’un sous-groupe g sc décomposant en h
groupes g1, g2, ..., respectivement isomorphes aux groupes linéaires
et homogènes généraux de p" pz, ..., , ph variables. De plus on pcut
choisir lcs variables de façon lcs pi premières soient échangées
entre elles par le premier g, de ces h groupes à la façon des pana-
mètres du groupe linéaire et homogène général de p, variahlcs et ne
soient altérées pan aucun des h -1 autres groupes; de même pour lcs

pf , ..., p2h variables suivantes; en fin de façon que ccs p21 +... + ph va-
riables nc soient pas altérées par lc sous-groupe invariant r de 



Ce théorème résulte manifestement dcs formules (13) et 

Un voit enfin que tous les groupes bilinéaires simplement transitifs
seront connus dès que l’on saura déterminer tous les groupes bilinéaires

simplement transitifs intégrables clc la fonme (I I) ou ( 2).

104. Ce qui précède s’applique aux groupes bilinéaires pour lesquels lcs
variables et lcs paramètres peuvent prendre des valeurs quelconques réelles
ou imabinaires. Occupons-nous maintenant des groupes réels, c’est-à-dire
dont les variables et les paramètres sont essentiellement réels.

Tout groupe bilinéaire réel simplement transitif G est d’un

sous-groupe invariant r de rang zéro et d’ma sous-groupe g sc dccom-

posani cn Iz groupes g1, g2, ..., rentrant tous dans l’uo dcs trois types
suivants :

I° Les groupes du premier type sont à variables xij ct sont donnés

par les formules

ora obtient ainsi le groupe des paramètres du groupe linéaire et homo-
gène général à p variables; ;

2° Les groupes clu second type sont à 2p2 variables xij, yij ot sont

donnés par les formules

3° Les groupes clu troisième type sont à zij, tlj



et sont donnés par les formules

.~~ chacun de ces groupes (2p2 ou 4p~~ variables on peut , faire
correspondre p2 (2p2 ou 4p2) variables qui soient échangées entre elles
suivant les f ormules ( i 6~, ( 18 ) ou (20), sans être altérées par aucun dcs
autres groupes qui con2posent g ni par le sous-groupe invariant r. De
plus, toutes ces variables sont indépendantes entre elles.

105. Rappelons que l’on appelle groupe simple un groupe qui n’admet
aucun sous-groupe invariant.

Les groupes ( 16), ( r 8 ) et (20) ne sont pas simples, mais ils se com-
posent d’un sous-groupe invariant à un paramètre et d’un sous-groupe
invariant simple à p- - 1 ( 2.p - r ou 4 p2 - I) paramètres.

Prenons, par exemple, le groupe ( g) ou (20) et prenons d’abord le
cas particulier où p est égal à T. Rappelons que la transformation



aXf + h Y f + eZf + dTf étant symbolisée par ae + be’ + cc’’ + de"’, le
crochet de deux transformations infinitésimales symbolisées par les nombres
complexes u et p est symbolisé par le nombre uv - vu. Supposons donc
qu’un sous-groupe invariant contienne la transformation

en prenant le crochet de cette transformation avec Y f, Z f, T f, on obtient
successivement

transformations qui doivent aussi faire partie du sous-groupe invariant. Le
même procédé, appliqué à ces nouvelles transformations, donne

d’où l’on déduit l’existence, dans le sous-groupe, de cZ f, 
Si b, par exemple, n’est pas nul, le sous-groupe invariant contient Y f et par
suite (YZ)== 2T~ f, (YT) = - il contient donc les trois transforma-
tions Y f, Z f, T f qui effectivement forment un sous-groupe invariant. Il
en est de même si c et d ne sont pas nuls tous les deux. Si enfin b, c, d sont
nuls tous les trois, il reste la transformation Xf qui engendre un sous-
groupe invariant à un paramètre. Ces deux sous-groupes sont échan-
geables entre eux, c’est-à-dire que le crochet d’une transformation de l’un
et d’une transformation de l’autre est toujours nul. Il en résulte que le

groupe à trois paramètres (X f, Zf, Tf) est simple, car, s’il admettait un
sous-groupe invariant, il serait aussi invariant dans le groupe total, ce qui
n’est pas.

Passons au cas où p est plus grand que 1. Supposons qu’un sous-groupe
invariant du groupe (Ig) ou (20) contienne la transformation

il contiendra alors



Si l’on fait subir à la transformation du second membre la même opéra-
tion qu’à la transformation U f, on trouve une nouvelle transformation

en supposant ~ différent de fi. En combinant successivement avec 
on en déduit trois autres transformations, combinaisons li-

néaires de Y~~/*. et le déterminant des coefficients est

(7~-+- ~~)~. Par suite, si l’un des nombres 

est différent de zéro, le sous-groupe invariant contient les quatre transfor-
mations En combinant avec on en déduit

tous les (~’~:~) et, par suite, aussi tous les

... , pour différent dey. Les formules

montrent alors que le sous-groupe invariant contient tous les Yf et, de
même, tous les Z f et tous les T/. Enfin de

on déduit l’existence de tous les . Si donc un sous-groupe
invariant contient une transformation U f pour laquelle les coefficients a,
b, c, d qui ont deux indices différents ne sont pas tous nuls, ce sous-groupe
invariant contient, au moins, I transformations infinitésimales indé-

pendantcs

Réciproquement, d’ailleurs, ces transformations forment bien un sous-
groupe invariant ; c’est le plus grand sous-groupe du groupe donné qui
fasse partie du groupe linéaire et homogène spécial des variables ce,

y, ~, t.

Si, maintenant, les coefficients a, b, c, cl de U f sont tous nuls à l’excep-
tion des aii, bii, cii, il en doit être de même pour la transformation

sans quoi on tomberait sur le cas précédent; par suite, en consi-
dérant les coefficients de on voit que tous les a~~
sont égaux, de même tous les à;;, tous les ci;, tous les dii. Si, maintenant,
les b ne sont pas nuls, le crochet (7x~U~ contiendrait un terme en 



ce qui est irnpossible. Il reste donc seulement l’hypothèse où U f est, à un
facteur constant près,

cette transformation engendre bien un sous-groupe invariant, puisqu’elle
est échangeable avec toutes les autres transformations du groupe.

Il en résulte, comme tout à l’heure, que le premier sous-groupe invariant
à paramètres est simple.
Le même raisonnement s’appliquerait évidemment a fortiori aux

groupes du premier et du second type.

106. Enfin, les résultats du n° 94 montrent que tous les groupes bi-
linéaires, simplement transitifs, sont déterminés dès qu’on connaît
ceux pour lesquels les entiers p, , p2, ..., ph (n° 104) sont égaux à
l’unité.

107. A un système à multiplication commutative correspond. un groupe
bilinéaire simplement transitif, dont toutes les transformations sont

échangeables entre elles, autrement dit un groupe en involution, et réci-
proquement.

Cela étant, les résultats du n° 95 nous permettent de donner la forme

générale des groupes bilinéaires simplement transitifs en involution qui ne
se décomposent pas. S’ils sont réels, ils rentrent dans deux types distincts.

Ceux du premier type sont définis par les formules



Ceux du second type sont définis par les formules

IX.

LES GROUPES BILINÉAIRES QUELCONQUES..

108. La structure d’un groupe bilinéaire quelconque étant la même que
celle de son groupe des paramètres, nous pouvons appliquer les résultats
du paragraphe précédent. 

’

Tout groupe bilinéaire G se compose d’un sous-groupe invariant r

de rang zéro et d’un sous-:-groupe g qui se décompose cn un certain
nombre h de groupes qui sont respectivement isomorphES avec 

groupes linéaires et homogènes généraux de p1, p2, ..., variables.

Tout groupe bilinéaire réel G se compose d’un sous-groupe invariant

réel r de zéro et d’un sous-groupe g qui se décompose en lc~a

certain nombre h de groupes, dont chacun est isomorphe à un des 
groupes suivants :

I° Le groupe linéaire et homogène général de p variables;
2° Le groupe à 2 p2 paramètres et 2 p variables xi, yl



3° Le groupe à paramètres et variables xi, yi, zi, ti

Ch,acun de ces groupes est formé d’un sous-groupe invariant simple
à -- 1 ou - ) paramètres et d’un sous-groupe invariant à
ma paramètre.

109. Voyons, d’une manière plus précise, la forme effective de ces

groupes g" , ~.,, ~ .., gh qui correspondent aux sous-systèmes simples des
systèmes de nombres complexes.

. 
Rappelons que nous faisons correspondre une transformation finie (ou

infinitésimale) Xf à un nombre u du système, de telle façon que, si u et v
sont les deux nombres qui correspondent aux transformations X f, Yy, le
produit uv correspond à la transformation X(Yf).

Cela étant, prenons, par exemple, le sous-groupe g. Il lui correspond
un sous-système simple. Supposons, pour fixer les idées, que ce sous-
système soit du troisième type. Il est alors formé de 4p2 unités 
e~~ auxquelles correspondront, dans G, transformations , 

Zij,f, Tijf. . Si l’on désigne par f une fonction linéaire des variables que
transforme le groupe, on a

Cela étant, si X11 (03C6) est égal a f+03C6, 03C6 étant une certaine forme li-

néaire, il est clair que l’on a



puisque l’équation ( 3 ) exprime simplement que (03C6) est nul. Par suite,
on pcut toujours choisir les variables x du groupe de telle façon que,
pour chacune d’elles, X" (x) soit égal à x ou à 

Cela étant, partons d’une variable x, telle que l’on ait

posons

il est facile de se rendre compte que ces quatre variables sont indépen-
dantes ; car, si l’on avait

les expressions de ~’, , ( r~ ~, Z, , ( ~ ~, T, , ( ~ ~, qui devront être aussi i denti-
quement nulles, montrent doivent être tous nuls.

En calculant X, , ( f ~, y, , (~’~, Z, , ( f ~, T, , ( f ~ pour chacune des va-
riables x, , yi, N~, t" on trouve, en se servant des valeurs des produits des

c’;,, que l’on a

En partant de même d’une variable telle que X" (x~ ~ soit égal à x~
indépendante de Xt, , on en déduira trois nouvelles variables y~ ,

qu’on vérifiera facilement former avec les précédentes huit variables
indépendantes ; et ainsi de suite. Nous obtiendrons, par exemple, m systèmes
de quatre variables, que nous écrirons désormais



et alors on a

110. Introduisons maintenant 4 m nouvelles variables a‘,;’, yi~’, ,~ i’, en

posant

Ces 4 m variables sont indépendantes entre elles et des 4 m premières;
sinon, en effet, on aurait une relation de la forme

Nlais, en appelant f le premier membre de cette identité et formant
X, ~ ( ~ f ), on en déduirait

ce qui est impossible.
De plus, comme nous avons supposé les variables choisies de manière que

X" (,x) fût égal à x ou à zéro, les expressions (x) et ~2, (a) sont en
même temps nulles ; car on a

on voit bien que, pour toutes les variables x pour lesquelles X, , (x) est nul,
X21 est aussi nul.

Par suite, on a l’expression définitive de et aussi celles de Y~, f,



z../, r../: :

On définira de même x(i)3, ..., ’;’, ..., ..., t(i)p par la considération
des transformations ..., Xp1 f. Nous avons ainsi 4 mp variables
toutes indépendantes entre elles en fonction desquelles s’expriment simple-
ment toutes ces transformations. On en déduit immédiatement les expres-

sions de T103B2f par la considération des Identités

qui donnent

Enfin on déduit de là

iii. En faisant les calculs qui viennent d’être indiqués on trouv e ainsi,

pour les douze groupes considérés, les formules 
suivantes



On voit que ces formules ne sont autres que les formules ( 2 ) appliquées
à rr2 systèmes de quatre variables.

Bien évidemment si le système simple considéré appartenait au second
et au premier type, il n’y aurait qu’à supprimer les variables ~ et t dans le
premier cas, y, = et t dans le second cas, ainsi que les transformations ~~’
et T f, ou bien Y f, Z f et T f, suivant les cas.

Nous pouvons faire rentrer tous ces cas dans une seule formule; posons,
en effet,

c, e’, c", c"’ désignant les unités d’un système de quaternions d’llaniilton ;
alors les formules (q) s’écriront

forrnules conviennent encore au cas des systèmes simples du second
type en regardant les et les comme des variables (ou paramètres )
imaginaires et au cas des systèmes simples du premier type en regardant

et les A comme des quantités réelles,

11 j. D’après cela, nous énoncerons le théorème suivant: :

Tout groupe bilinéaire G cst formé d’un sous-groupe invariant clc
rang zéro r et d’un ou plusieurs groupes b " g2, ..., dont chacun g est,
symboliquement, lce groupe linéaire ci homogène général d’un certain
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nombre cle de p variables X 1, X2, ..., ces variables étant, sui-
les cas, réelles, imaginaires orc des quaternions, cl les p2 

mètres ayant la même nature

Si les variables et les paramètres du groupe bilinéaire G sont des
quantités imaginaires quelconques, le groupe est formé d’un sous-
groupe invariant de rang zéro r et d’un ou plusieurs sous-groupes g " ,
g2, ..., dont chacun g est le groupe linéaire et homogène général d’un

certain nombre de séries dc p naturellement imaginaires.

S’il y a plusieurs groupes g, les variables transformées par l’un d’eux ne
le sont pas par les autres: cela tient à ce que, si l’on considère les systèmes
simples correspondants, le produit de deux nombres quelconques appar-
tcnant à deux de ces systèmes est nul. Par suite, toutes les variables intro-
duites pour chacun des sous-gronpes ~,, ~ ~, ..., sont indépendantes entre
elles et de plus elles fournissent toutes les variables du groupe comme on
s’en rend compte en considérant la transformation du groupe qui corres-
pond au module du système de nombres complexes et qui est la somme des
transformations telles que cette transformation est

..., XIl étant tou~es les variables du groupe.


