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LES GROUPES BILINEAIRES ET LES SYSTEMES DE NOMBRES COMPLEXES. DB.05

On peut méme voir immédiatement, en considérant les produits e,, €,,,
sy €34, que ab est égal a 1 et ¢ réel.
Nous pouvons, par suite, prendre dans X les g unités suivantes

g e =ey,
(9) <( 0L == €33 + €43, B =ien—ieg, 7= €y Ceyy, O == leyy — C€y,-

U—e,+aey;, W=ie,—1iac, ©=¢,+bey,, ¢ =Iie,— ibey,
Or, si nous calculonsle produit y¢, nous trouvons
Yo =0bey + cey;
si donc b est égal i { + im, on a nécessairement

yo=1r 4+ mo' = be, + ({* + m?) ey,
d’ou 'on tire
¢ =024 m*>o.
Mais alors on a
(7 +2ye) = Ve(y+aye),

(7 —=2ye) =—Vely —aye).
Il en résulte que le nombre
ke + by +heg +. ..

admet aussi p racines distinctes, mais il a deux racines imaginaires
de moins que le nombre d’ott nous sommes partis, ce qul est contraire
a I'hypothése que nous avions le nombre minimum de racines imagi-
naires.

80. 1l ne reste donc plus comme hypothése admissible que celle oi
toules les racines de Uéquation caractéristique sont imaginaires. 1l faut
par suite supposer quc le nombre entier p est pair.

En raisonnant comme dans le numéro précédent, nous pouvons suppo-
serque ey el ey, ez ebe,,, ooy ey, 0l e,p SOnt respectivcment imagi—
naires conjuguces. Nous verrons de méme que €., 4, €y, 2, Cai aj SONL
imaginaires conjuguées de nombres de la forme ae,, 2y Deyi sy,
CCajy 2j—1-

Fac. de T. — X1I1. . BQ
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Nous pourrons alors introduire les p* unités suivantes de =

€jj = €aj—q,2j—1 T Cij€s a2,
o .
: €Cij = LCsi—q,9j—1 — UCij€3i,2j5 L. p
(10) B / L =152, 0 )
v o
€ij = C2—1,2j — CijCai,2j-1>

“mo__ - .y
V€=l 05 UG €5 051y

!

et ces p* unilés peuvent étre prises pour déterminer E. Les ¢;; sont des
constantes réelles ou imaginaires, les ¢;; étant égales a I'unitc.

On voit immédiatement que le produit de deux de ces unités est nul, si
le second indice inférieur de la premiére est différent du premier indice in-
férieur de la seconde. Il ne nous reste donc qu’a étudier les produits de la
forme ¢;; ej,, €5 €y -

Pour cela, nous formerons un Tableau carré analogue a la Table de mul-
tiplication, les lignes correspondant aux premiers facteurs, les colonnes aux
seconds facteurs. Auparavant remarquons qu'en désignant par ¢;; la quan-

€5

., . .. . . €3
tité imaginaire conjuguée de c;;, les nombres —*, —
Ciz Cis

ment imaginaires conjugués de e,,, €, .... Nous pouvons prendre ces

, -+ sont respective-

nombres pour nouvelles unités ¢;, e,5, ..., i condition de changer aussi
d’une facon convenable, e;,, ¢;,, €,5, . .., Iuais sans avoir besoin de chan-
ger €y, Cagy -... Nous pouvons donc en somme SUPPOSEr quUe €3, €5,
€y7y - -+ ONL pour imaginaires conjugués €y, Cyg, Cugy ---, autrement dit
que les constantes c,; sont égales & l'uniteé.

Orona

€ij€j1 == €3y ,31—1 T CijCj1Caial5

la forme du second membre montre qu’il est égal a ¢, cette unité étant la
seule qui contienne €,;_;,,,_, avec un coefficient réel. On a donc

Cij Cj1 = Cits

et si dans cette formule on fait i=1, on trouve ¢;; =1, c’esl-a-dire que
toutes les constantes ¢;; sont égales a l'unité.

De méme, la considération des produits e;; E’J'.l et e/, e;, montre que ¢, est
égale a c;; et ¢, par suite, toutes les constantes ¢’ sont égales entre elles.
Enfin le produit

n T / ‘
e;;ej =— c'(€aim1,21—1 ~+ €3i,21)
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montre que ¢’ doit étre réel. Si ¢’ était négatif on verrait, comme dans le
numéro précédent, que I'équation caractéristique n’a pas toujours ses ra-
cines imaginaires, par exemple pour z = ¢|,. Donc ¢’ est positif. En rem-

- = e, e
placant alors ¢j;, e;; par =

—”"
Ve e

vant :
': — “n “m
¢ €t €jit €j
- - —r n “m
€ij € € €i €
“: _1 - “m ~n
(1) €ij € — € (27 — €y
“u “n “m - =
€;j €y — €y | — € €
“m “m n ~r -
€ij € € — €y | — €

% . on trouve sans difficulté le Tableau sui-

81. En résumé, si le systéme prolongé d’un systéme réel est simple,

ce systéme réel rentre dans l’un des deux types suivants :

1° Les systémes du premier type ont p* unités indépendantes

e;i(i,] =1,2, ..., p), et la lot de multiplication est donnée par
Sformules

(12) eijejr=—2¢i;

2° Les systémes du second type ont 4p* unités indépendantes e,

n

ej;, €;; et la loi de multiplication est donnée par les formules
. _ v v moom
[ €ijeji="—2¢;€;="—€;;€/— —€;,¢;;=¢€i,
€ij e/"/ — e;'/ €j1 = €y
eij €)= e/ ej =ej,
(13) ey ey = el ey = ey,
e;j e;‘l/ = e’l{T/' e;, = ey,
e;{,j te/ = e;'/ e;ll =€/
4 e:‘j ;1 = ‘/’;'/j e'}, =}

les

“ijr

‘Il est bien clair que ces systémes réels sont simples, c’est-a-dire n’ad-
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mettent aucun sous-systéme invariant réel; sinon le sous-systéme prolongé
de ce sous-sysitme invariant serait lui-méme invariant dans le systeme
total prolongé, ce qui est impossible.

Au cas de p=1 correspondent deux systémes particuliers remar-
quables : celui du premier type est formé d’une seule unité égale 4 son
carré; celui du second type est formé de quatre unités et a évidemment
pour systéme transformé ce que nous avons appelé un guaternion. Ces
quatre unités e, ¢/, e”, ¢” ont la loi de multiplication indiquée par le Ta-
bleau suivant :

e el el/ e/l/
e e e/ el/ n

(]_,‘) el el —e el// — el/
&' e —e" | _e e

ell/ el// ell . el —e

C’est a “ce sysiéme réel qu’on réserce d’ordinaire le nom de quater-
nion, c’est sous cette forme qu'il a été découvert par Hamilton.

On voit que les formules (13) peuvent étre résumées symboliquement
par la loi de multiplication (14) du quaternion et la loi de multiplication
des indices inférieurs

L6 /10 =15 2.

82. Le cas des systemes prolongés simples étant résolu, passons aux
cas ou le systéme prolongé X' est semi-simple.

L’équation caractéristique du systéme réel E, qui provient de I'équa-
tion caractéristique du systéme prolongé, se décompose alors en plusieurs
¢quations irréductibles, qui, sil'on se permet 'usage des nombres imagi-
naires, proviennent des facteurs irréductibles du premier membre de
I'équation caractéristique de X'. Si tous ces facteurs irréductibles de ¥’
donnent pour X des facteurs réels, i chacun des systémes simples qui com-
posent ¥ correspondra un sous-systeme réel de X et, par suite, I se dé-
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composera en plusieurs systémes simples des deux types étudiés dans le
numéro précédent.

Supposons maintenant qu'un facteur irréductible P du déterminant
caractéristique de X’ donné pour ¥ un facteur imaginaire A + iB; alors
il devra y avoir un sccond facteur irréductible Q qui devra fournir la quan-
tité imaginaire conjuguée A — ¢B. Il est bien évident, par suite, que ces
deux facteurs devront correspondre & deux systémes simples o', o, de ¥’
ayant le méme nombre d’unités. De plus, 'ensemble des systémes o', o, est
manifestement prolongé¢ d’un sous-systeme réel o de X.

Les racines de I'équation caractéristique qui correspond au facteur
P =A +iB ne peuvent pas éire, pour un nombre arbitraire de X,
réclles, car elles satisferaient & P =o0 et Q = o, et, par suite, les deux
quantités P et Q auraient un facteur commun. Elles sont donc toutes ima-
ginaires. Mais I'¢équation P = o ne peut pas admettre non plus deux racines
Imaginaires conjuguées, car clles satisferaient aussi & Q = o. Par suite,

les deux équations
P =o, Q=o0

admettent des racines toules imaginaires et les racines conjuguées de celles
de la premiére sont celles de la seconde.

Cela ¢tant, si nous désignons par e,; les unités de o, et e,; celles de
a,(f, J=1, 2, ..., p), un nombre arbitraire de X peut ¢tre supposé de la forme

l,e“+.A.+/,,,e,,,,+)\1e“+...+/.I,e[,,,+...,

les termes non écrits se rapportent aux autres systémes simples qui com-
posent X' : les quantités A,, A, ..., A, sont les racines de P, et les quan-
tités A, A, ..., X, sont celles de Q. Par suite, tout nombre de &, est ima-
ginaire ct admet pour imaginaire conjugué un nombre de o’.

83. Il en résulte qu'aux unités e;; de o, satisfaisant aux relations
€ij€j1— €y

correspondent dans o, des nombres satisfaisant aux mémes relations et,
par suite, qu’on peut identifier avec les unités €
Nous pouvons donc poser

Q!
<

I

&

€ij iy

(13)

—
Q|
&
|

= te; — ie,,
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et les 2p* unités ¢;;, e;; peuvent étre prises pour déterminer le sous-systéme
réel o de X.

La lot de multiplication de ce systéme réel o a 2p* unités est alors
fournie par le Tableau suivant :

- _r
€t €ji
- - —
(16) e;j € ey
r r -
€ij € — €
|

Ce systéme réel o est simple, c’est-a-dire n’admet aucun sous-systéme
invariant réel. Si, en effet, le nombre

u ::27\,-jeij+7\',-je§j

faisait partie d’un sous-groupe invariant, il en serait de méme des deux
nombres

- - - ~7 —
€ UE8 =D €yt + Ni; €43,

- r “V ! -
eyittejs =)j ey — by; €x8.

Si donc I'un des nombres 2;;, A;; n’est pas nul, le sous-systéme invariant
contient toutes les unités Eag, €3, puisque le déterminant des coefficients
de e,g, €53 dans les deux expressions précédentes est A}, + A = 0. Le sous-
systéme invariant se confondrait donc avec le syst¢me total.

11 est bien clair alors que tout systéme réel X, admettant pour systéme
prolongé un systéme semi-simple, s’obtient par la composition de systémes
réels rentrant dans le type précédent ou dans I'un des deux types dun® 81.

84. Il est facile maintenant de voir qu’'on obtient ainsi tous les systémes
réels simples et semi-simples. En effet, si un systéme réel £ a pour systéme
prolongé un systéme X’ qui n’est ni simple ni semi-simple, ce systeme X’
admet un systéme invariant pseudo-nul, et ce systéme invariant s’obtient
en égalant & zéro les dérivées partielles dua coefficient de »=* dans I'équa-
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tion caractéristique. Mais si I'on prend pour unités de X les unités de X,
ce coefficient de w2 est réel et, par suite, le plus grand sous-systéme
tnvariant pseudo-nul de X' est prolongé d’un sous-systéme invariant
pseudo-nul de X.

Donc X et X' sont en méme temps semi-simples ou non.

Nous énoncerons donce le théoréme suivant :

85. Tout systéme réel simple rentre dans un des trois lypes sui-
vanls :

1° Les systémes du premier lype sont @ p* unités e;; avec la lot de
multiplication

€;j€j1 = €;

2° Les systémes du second type sont a 2p* unités e;;, e;, avec la loi de
multiplication symbolique

e e
e ¢ e ’ (67117, L1=161];
e e —e

3o Les systémes du troisiéme type sont a 4 p* unités e, e;;, ey, e avec
la loi de multiplication symbolique

e e e’ e

e e e e’ v

e e —e e” —e" L L /1 =141
e’ e" —e" —e e’

n e//r er/ — e/ —e
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Tout systéme réel semi-simple est, par définition, formé par la com-
position de plusicurs systémes réels simples.

Aux cas de p =1 correspondent :

Pour le premier type, un systéme & une seule unité qu’on peut identifier
avec le systéme des nombres réels ordinaires;

Pour le second type, un systéme & deux unités, e, e, qu'on peut iden-

) J Y Y ?

tifier avec le systéme des nombres imaginaires ordinaires, ¢ étant l'unité
réelle et ¢’ 'unité imaginaire 7 ;

Pour le troisi¢me type, un systéme & quatre unités qui n’est autre que le
systeme des quaternions d’Hamillon.

Le cas général se raméne d’ailleurs a ce cas particulier de p =1, a
la condition de regarder les coefficients de e, ¢, ¢’, e" (ou de ¢, e'; ou

o 7 ’ 3 9 9
de ) comme des nombres complexes d’un p*-ion. Cela revient, dans le
)

troisiéme type, par excmple, a poser

— pa. . — — ! — / "G ” mo__ — 4
Cij—=€Ej; =E&;j€, €ij—=CE;=¢; €, ej=—¢€ & j=¢;€, €j=—¢€ E;;=¢&jj€,

et le nombre le plus général du systeme est alors

<2 Xij €[j> e+ <2 J’,{/' E,‘j> e -+ <Z \Z;} E,'j> ¢" —+ < .Z‘;III 51'j> e”.

On peut encore ramener les systémes du szcond el du troisiéme type
a ceux du premier, a la condition de regarder les cocfficients des
unités e;; comme des nombres imaginaires (2 type) ou comme des
quaternions (3¢ type).

86. Etudions maintenant les systemes réels £ qui ne sont ni simples ni
semi-simples. Ils admettent alors (84%) un plus grand sous syst¢me inva-
riant pseudo-nul ¢ qui, prolongé, donne le plus grand sous-systéme
invariant pseudo nul ¢ du systeme X', prolongé de X. Je dis d’abord
quwon peut choisir les unités de X et les partager en deux séries de telle
fagon que les premiéres déterminent un sous-systéme simple ou semi-
simple et les derniéres le sous-systéme invariant pseudo-nul s.

Pour cela, reportons-nous au systéme prolongé X' de E. Pour ce sys-
téme, qui n’est plus réel, le théoréme est vrai (72). Imaginons que nous
ayons pris les unités canoniques indiquées au n® 60 et obtenues en par-
tant d'un nombre arbitraire de '. Supposons enfin que ce nombre arbi-
traire appartienne a X.
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Les Hp*-ions de ¥, si 1'on fait abstraction des nombres pseudo-nuls,
fournissent alors, soit un par un, soit par couple de deux, des systémes
réels simples de I'un des trois types possibles.

Supposons d’abord qu’un p*-ion (¢;) de X’ fournisse, toujours en fai-
sant abstraction des nombres du systeme pseudo-nul, un systéme simple
de T du premier type. Alors les unités e,,, €,y ..., €,, sont nécessaire-
ment réelles. On peut choisir arbitrairement e,, appartenant au carac-
tére (1, 2) relativement aux modules partiels e,,, ¢,s, ..., ¢,,; or, l'en-
semble des nombres de caractére (1, 2) se déduit de nombres réels; on
peut donc supposer ¢, récl, de méme ey, ..., ¢,,. Alors e,, sera réel, car
il n’y a qu'un nombre qui satisfasse a la relation

€12 €3 = €15

e,, ¢tant donné¢ et, par suite, ¢, et e¢,, étant réels, ce nombre ne peut étre
que réel 5 de méme pour ey, ¢,,, ..., ¢,,. On en déduit

Cij=— €y clj7

formule qui donne pour e;; un nombre réel, puisque c’est le produit de
deux nombres réels, et 'on démontre alors immédiatement que ces p?
unités réelles forment un systéme. C.Q.F.D

87. Supposons, en second lieu, que deux des p*~ions de ¥’ donnent,
dans X, en faisant abstraction des nombres du systéme invariant pseudo-
nul, un syst¢me simple du second type. Alors les unités ¢;; du premier
p*—ion de ¥’ sont imaginaires et il n'y a qu’a prendre leurs imaginaires
conjuguées pour avoir d’autres unités qui forment un p*-ion qu’on peut
supposer étre le second p*-ion considéré de X'. On en déduit, comme au
n° 83, 'existence de 2p® unités réelles formant dans X un sous-systéme
simple du deuxiéme type.

88. Enfin, supposons qu’un p*-ion (¢;;) de X’ donne dans X, en faisant
toujours abstraction des nombres du systéme invariant pseudo-nul s, un
systtme simple du troisiéme type. Alors nous montrerons, comme au
n° 80, que, abstraction faite de nombres de &, on peut supposer que

€3i_1,2j—1 et €s/,25 d’une part,

€ri_1,9) et — ey ;- d’autre part,
Fac. de T. — XII. B.1o
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sont imaginaires conjuguées. Nous allons d’abord traiter le probléme dans
le cas ot tous les produits de deux nombres quelconques de g sont nuls.
o ’ " ? A o o /

Remarquons d’abord qu’en désignant par v);; un nombre de ¢’ apparte-
nant au caractére (7, /) par rapport aux modules partiels ¢, ,, e,,, ..., tout
nombre ,;_,,;,_, est imaginaire conjugué¢ d’'un nombre 7,;,; et tout
nombre v,;_,,; d'un nombre n,;,;_,.

Cela étant, I'unité e,;, ,,, est imaginaire; I'unité imaginaire conjuguée
est de la forme e,;,; + 1,03 en écrivant qu’elle est égale & son carré, on
voit manifestement que v,;,; est nul. Donc d’abord e,;_, ,;_, et e,;,; sont
imaginaires conjuguées.

Prenons maintenant les unités e,,, ¢,,, ... et les unités e,,, e;,, ....

On a

€1,2i—1€2i—1,1 — €1,1 et €3i—1,1 €1,2i—1 = €3i—-1,2i—1+

Les nombres imaginaires conjugués de ces unités peuvent étre pris pour
unités e, ,, €y, - - €L €4y gy ... On a bien, en effet, en remplacant dans
les égalités précédentes chaque nombre par son imaginaire conjugué,

€3,9; €37, == €33 et €37,9 €30/ = €37 3.

21y B

Enfin, considérons l'unité e,,; elle a pour imaginaire conjugué un
nombre de la forme — e,, -+ 7,,. Supposons que le nombre 7,, ne soit
pas nul. Alors, si 'on désigne par — v, son imaginaire conjugué, le
nombre ¢,, st conjugu¢ de — (e, + 1.,). Or, des relations

€12 €31 = €y €31 €13 = €3
on tire, en prenant les conjugués,

(exy —mna) (€12 +112) = €13,

(e1a 1) (€3 — N21) = €41,
d’oti, comme les produits de deux nombres v sont supposés nuls,

€21 M2 = 121 €12

€12 Tay = M3 €3y-
Prenons alors les deux nombres

1:_‘621+ UET

W
[CIEs

e, =€+ N, —e

(I

on voit facilement qu'ils sont imaginaires conjugués; mais ils satisfont a
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la relation
ey, €y = €133 + S (N2 € — €1331) = €53,

Par suite, on peut supposer que e, et — ¢,, sonl lmaginaires conju-

gucs.
Cela étant, nous nous sommes donné les nombres

€1,2i—1y €2i—1,1y €2,2i» €352, €125, €a15

s

prenons alors

€3i—1,2j—1 — €2i—1,1 €1,9/—~1>

€ri—1,2) T €3i—1,1€1,2 €29,
Caioj—1 = €2/,2€2,1 61,2515
€3i,2j == €3/,2 €3,9+

Nous obtiendrons p* unités, qui formeront encore un p*~ion; mais mainte-
nant nous voyons facilement que les nombres

€yi—1,2j—1 ©L €3i.9) d’une part,

€3i—1,5) et — ey ;- d'autre part,

sont imaginaires conjugués; les deux premiers, par exemple, s’obliennent
par deux formules dont les seconds membres sont imaginaires conjugués;
de méme pour les deux autres.

“n introduisant alors les unités réelles Eij, Z>,.',-, ¢, ¢}, comme au n° 80,
nous arrivons a un sous-systéme simple réel. '

89. Nous avons supposé, dans ce qui précede, que le produit de deux
nombres quelconques de o était constamment nul. Il est facile de lever
cctte restriction. Désignons par v, 7., ... I’ensemble des nombres de &
dont les deux produits avec un autre nombre quelconque de o sont nuls;
désignons de méme par ¢,, {,, ... U'ensemble des nombres de s dont les
deux produits avec un autre nombre quelconque de ¢ ne dépendent que
de 7, 1,, ...; ensuite appelons 0, 0,, ... I'ensemble des nombres de o
dont les produits avec un autre nombre quelconque de ¢ ne dépendent que
des { et des v, et ainsi de suite. Il est facile de voir que le produit d’un
nombre quelconque de X par un nombre v donne encore un nombre 7,
par un nombre { donne une combinaison des { et des v, ct ainsi de suite.
Désignons par A,, A,, ... la derni¢re série de nombres de ¢ ainsi obtenue,
et par %, %,, ... l'avant-derniére.
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’

Cela étant, on peut déterminer dans X 4 p® unités, e;;, e, e et ey, telles
(que les produits deux a deux de ces unités s'expriment, a part des nombres
de & qui pourront étre au second membre, comme dans la loi de multipli-
cation des systémes réels simples du troisicme type. Commencons d’abord
par faire abstraction des nombres %, ..., 0, {, n; si, dans les formules qui
donnent la loi de multiplication de X, on supprime tous ces termes, on
obtient des formules qui peuvent étre regardées comme définissant la loi de
multiplication d’un nouveau systéme; le raisonnement est le méme qu'au

"

i

numéro 35. Mais ce nouveau systéme a pour plus grand sous-systéme inva-
riant psecudo-nul les nombres qui correspondent aux A, c’est-a-dire des
nombres dont les produils deur a dewr sont tous nuls, puisqu’ils ne
dépendaient primitivement que des %, ..., 0, {, n. Mais, d’apres le numéro
précédent, on peut supposer choisies les unités e, e, e;, ¢, de facon
qu’elles forment un sous-systéme. Done, en revenant au systtme X lui-
méme, nous voyons que nous pouvons faire en sorte que les produils
des ¢;;, e}, e;, ¢;; ne dépendent pas des nombres A.

L’ensemble des nombres obtenus en supprimant les unités A forme encore
alors un systéme sur lequel on peut répéter le raisonnement précédent, les A
étant ici remplacés par les z. Et ainsi de suite, de proche en proche.
A chaque opération, nous ajoutons donc aux unités e, ¢’, ¢”, ¢” desnombres
de o tels que les produits de ces unités deux a deux ne dépendent plus des
A, des %, ..., des 0, des { et enfin des 7.

Par suite, on peul supposer que ces 4p2 unités formenl un sous-
systéme.

90. En résumé, les résultats précédents peuvent s’¢énoncer de la facon
suivante :

Tout systéme réel qui n’est ni simple ni semi-simple est formé d’un
sous-systéme simple ou semi-simple et d’un sous-systcme ineariant
pseudo-nul. De plus, la nature du sous-systéme simple ou semi-simple
est parfaitement déterminée.

Nous allons maintenant étudier d’un peu plus pres la Joi de multiplica-
tion de ces systémes réels généraux et notamment la loi de multiplication
de deux facteurs, dont I'un appartient au sous-systéme simple ou semi-
simple et l'autre au sous-systéme invariant pseudo-nul.
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Nous commencerons par supposer que le plus grand sous-systéme
semi-simple se compose de systémes simples pour lesquels Uentier carac-
eristique p est égal a Uunité, c'est-a-dire de systémes analogues au sys-
téme des nombres réels ordinaires, a celul des nombres imaginaires ordi-
naires et a celui des quaternions d’Hamilton.

9L. Dans cette hypothése, si le systéme semi-simple se compose de /
systemes simples, on peut appeler ¢;, ¢}, ¢, e/ les unités de ce sous-systéme,
I'indice 7 parcourant la suite 1, ..., £, mais pour certains nombres de cette

"

suite les unités ¢”, ¢” ou encore les unités ¢’, ¢”, ¢” devant étre supprimeées.
) bJ b
On peut, comme au n°® 20, déterminer les unités de o, de telle fagon qu’a
chacune d’elles correspondent deux indices « constituant le caractere
) )

de cette unité, de telle sorte qu’on ait
(17) exn=mneg=rm, e;n=mne;=o ({FZa, ] F#B).
Alors on a manifestement, pour les mémes valeurs de 7 et de j,

e;n—=(eey)n =o, ne; =rn(ese;)=o,
de méme
U no___oom
eyn=me;,=e;/n=mune;=o0;

au contraire, les produits e,v, e;,m, e,7, si les unités ¢,, e,, e, existent,
appartiecnnent au caractére (a, 3); de plus, ces quatre nombres 7, e, 7,
.1, ¢, sont indépendants ; si, en effet, ils étaient liés par une relation

kn 3 eyn + Neyn + 1" eyn —=o,
ol les A sont des conslantes réelles, on aurait, par multiplication a gauche
successivement avec e, ey, Cy,

S wom.

— M4k eygn—Neyn+1eyn—o,

"

— 10 +1"eyn+ 2 exn— 14 eyn—=o,

- "

— 1 +1eyn—MNNeyn—+) exgn—o;

et ces quatre équations ont pour déterminant (A2 + A2 4 A2 4 N"?)? qui est
essenticllement différent de zéro. Si e, et e, seules existaient, on démon-
trerait, de la méme fagon, que v et e, 7 sont deux nombres indépendants.

92. On peut particulariser davantage les unités # ct séparer, dans cer-
tains cas, celles qui appartiennent & un caractére déterminé en plusicurs
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catégories. Mais nous n’entrerons pas dans ces détails et nous nous conten-
terons de remarquer que le produit d’une unité de caractere (o, 3) par une
unité de caractére (v, &) est nul si § est différent de y et ne dépend que des
unités de caractere (o, ¢) si B est égal avy.

Enfin, on peut faire en sorte aussi que, les unités 0 conservant chacune
un caractére déterminé, on puisse les affecter d’indices tels que le produil
de deux unités 7;, n; ne dépende que des unités v dont I'indice est supé-
rieur a z et j.

Nous exprimerons tous ces résultats dans le théoréme suivant :

93. Etant donné un systéme réel dont le plus grand sous-systéme
semi-simple se compose de h systémes simples pour chacun desquels
Uentier caractéristique p est égal a Uunité, c’est-a-dire de systémes
analogues au systéme des nombres réels ordinaires, au systéme des
nombres imaginaires ordinaires et au systéme des quaternions d’Ha-
milton, on peut choisir les unités v, 1,y ..., N du plus grand sous-
systéme invariant pseudo-nul du systéme donné, de fagon que les condi-
tions suivanies soient réalisées : '

1° A chaque unité v correspond un systéme de deux nombres o, § de
la suile 1, 2, ..., h constituant le caractére de cette unité et tels que l’on

ailt
exN =MNeg=,

tous les produils e, e, €in, ejn, ne;, vej, ne;, ne; élant nuls pour i
différent de a et j différent de B e;, e, e, e; désignant, conformément
auz notations du n° 85, les unités du i systéme simple, a condition de
ne pas tenir comple, suivant les cas, des deux derniéres ou des trois der-
niéres de ces unités;

2° Suivant les cas, le produit e,y ou les trois produils e, e, e,
donnent un ou trois nombres de méme caractére (o, 3) que v et indé-
pendants entre eux et de 3

3° Le produit d’une unité v de caractére (o, 3) par une unilé v de
caractére (v, 8) est nul si 3 est différent dey et ne dépend que des unités
de caractére (o, 0) st B est égal av;

4° Le produit de deux unités n;, n; ne dépend que des unités dont
Uindice est supérieur & chacun des indices i el j.

Nous dirons que toutes les fois que les conditions qui viennent d’¢tre
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¢noncées seront réalisées, les unités e, ¢/, ..., v seront canoniques, ce qui
n’implique naturellement pas P'existence d’un seul choix d’unités cano-
niques.

9%. Si nous appelons systémes réels de la premicére classe les systemes
que nous venons d’étudier, nous passerons de ces systémes a ceux de la
deuxiéme classe absolument de la méme facon que dans le cas des systémes
quelconques.

Tout systeme réel X de deuxiéme classe se réduit d’un systéme
réel I' de premicre classe, de la facon suivante :
Imaginons que nous ayons choisi des unités canoniques pour ce sys-

ieme
EM, E®, ..., Ew;

chacune d’clles appartient a un certain caractére (o, B), ot o, B sont
deux des indices de la suite 1, 2, ..., H, en supposant que le plus
grand sous-systéme semi-simple de ¥ se décompose en H systémes
simples.

Nous ferons correspondre a chaque unité E® de caractére (2, B) un
certain nombre p,pg d’unités efl, ot i parcourt la série 1, 2, ..., p, et j
la seérie 1, 2, ..., pg, les nombres p,, p,, ..., py étant H nombres
entiers. ‘

Si alors les formules qui donnent le produit de deux unités de ¥’

sonlt
T=H

- ~
E®@E©@) — Z Ofpo'rE(r)’

T=1
les formules qui donnent le produit de deux unités de X sont
=1
= Mg,

T=1

i, J, L parcourant respectivement les séries 1, 2, ..., Pui 1, 2, ..., Ps>
1525 vy Py, St les caractéres de E® et de E® sont respectivement (a, )
el (B, ). Les produits non écrits sont tous nuls.

On peut faire la méme remarque qu’au n® 60 et regarder les nombres
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du second systéme comme des nombres du premier systeme, les coefficients
des unités étant des nombres complexes.
Nous dirons encore que, dans ce cas, les unités choisies sont canoniques.

95. Reprenons comme application le probleme de trouver tous les sys-
témes réels a multiplication commutative. Nous verrons, comme au n° 74,
(u'un systeme de cette nature, qui ne se décompose pas, est form¢ d’un
sous-systéme simple et d’un sous-systéme invariant pseudo-nul. De plus, le
sous-systeme simple est & une ou deux unités.

Tous les systémes réels non décomposables & multiplication commu-
tative rentrent dans un des deux cas suivants :

Dans le premier cas, on peut prendre pour définir le systéme des
unilés e, v, ..., telles que U'on ait

e?—e, €hi—1N;€ —",;, NiN; = E XijsNsy

les constanles o, étant égales a a;; et nulles toutes les fois que s ne de-
passe pas ala fois les deux indices i et j.

Dans le second cas, le sous-systéme simple est formé de deux unités
e, ¢ et Uon wvoit facilement que les unités v, qui sont en nombre pair,
peuvent élre partagées en deux séries Ty Nay «-+y N d'une part, *q],
Nyy oy Ny d autre part, de telle facon qu’on ait les relations

2 ”

e?—=—e’—e, ee' —e'e =¢,

, , '
€ N;="ni¢ =N eNn,=1n,€= T

e'n;—=n;e' = en;=mne =—n,

NNy —— ‘ﬂ'm'j = z (otijsns—+ 61’js77:-)9

niny = npny= ¥ (eysn,— Bijens);
les constantes o, el o élant égales et nulles toutes les fois que s ne
dépasse pas a la fois les deux indices i et j; de méme pour les §3.

En particulier, on retrouve le systéme des nombres réels ordinaires et le
systeme des nombres imaginaires ordinaires dans le cas particulier ou le
systeme est simple.
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96. Enfin, un dernier probléme intéressant (u’on peut se poser au sujet
des systémes réels est le suivant :

‘n général, il existe dans un systéme des nombres qui, multipliés par
des facteurs convenables, donnent des produits nuls. On appelle ces
nombres les diviseurs de zéro. Pour un systtme non réel, c’est-a-dire qui
contient tous les nombres qui se déduisent linéairement de 7 unités avec
des coefficients réels ou imaginaires quelconques, il y a toujours des divi-
seurs de zéro autves que zéro lui méme, sauf dans le cas d’un systéme & unc
scule unité; si, en effet, le systéme n’est pas semi-simple, c’est ¢vident,
puisqu’il admet un sous-systéme pscudo -nul dont toutes les unités sont des
diviseurs de zéro ; s'il est semi-simple, il en est de méme ; il suffit de

prendre, dans un systeme simple e;;, les deux unilés e,, ct e,, dont le pro-

i
duit est nul.

Pour un systéme réel, au contraire, il y a d’autres systémes que celui &
unc seule unité qui n’admettent aucun diviseur de zéro. Tout d’abord, un
tel systeme doit étre simple, pour les raisons qui viennent d’étre exposces.
De plus, le nombre p, caractéristique de ce systéme simple, doit étre égal i
I'unité, sinon on aurait, comme tout & I'heure, deux unités e,,, e,, de pro-
duit nul.

Il reste done seulement les trois systémes simples & 1, 2, 4 unités, c’est-
a-dire le systéme des nombres réels ordinaires, celui des nombres imagi-
naires ordinaires et celui des quaternions d’Hamilton.

Réciproquement pour les deux premiers de ces systemes, la propriété
n’a pas besoin d’étre démontrée ; quant au troisi¢cme, on la démontre en
considérant directement le produit de deux nombres

(xe + xve!_i_ a,'”e”"‘l_ x‘///e”/)(),e _+_.)/eV+ y//e!/+y///e///);

les coefficients de e, ¢', ¢”, ¢” dans le produit sont des formes bilinéaires
des x et des y, et le déterminant des coefficients des x dans ces formes est
(y*+ "+ "+ y")?,d’ott'on déduit que les quatre formes ne peuvent
¢tre nulles que sil’on a a la fois tous les x nuls ou tous les )y nuls.

97. Nous avons donc le théoréme suivant :

Etant donné un systéme réel de nombres compleres a multiplication
assoctative, st l’on veut que la multiplication satisfasse a la loi que le
produit de deux facteurs ne puisse étre nul sans que Uun des facteurs
soit nul, ce systéme est :

Fac. de T. — XIL B
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Ou bicn le systéme des nombres réels ordinaires ;

Ou bien le systéme des nombres imaginaires ordinaires ;

Ou bien le systéme des quaternions d’Hamilton.

Si Uon veut, en outre, que la multiplication soit commultative, il ne
reste que le systéme des nombres réels ordinaires et celui des nombres
imaginaires ordinaires.

D’ailleurs, ce théoréme aurait pu se démontrer avant tout développe-
ment sur les systemes réels de nombres complexes, la condition pour
(qu'un systtme n’admette pas de diviseur de zéro étant que le terme
indépendant de w dans le premier membre de 'équation caractéristique ne
puisse s’annuler pour aucun nombre du systéme. Cela étant, ce terme indé-
pendant de o est un produit de déterminants de degrés py, p,, .... L'un de
ces déterminants peut s’annuler en annulant, par exemple, tous les p élé-
ments d'une méme ligne, ce qui fait au plus 2p équations linéaires réelles.
Il faut donc que 7 ne dépasse pas 2p, ce qui exige déja que p ne dépasse
pas 2. On a alors ou bien un quaternion, ou bien un systéme de premiére
classe & deux unités ou une unité.

VIII.
LES GROUPES BILINEAIRES SIMPLEMENT TRANSITIFS.

98. Nous avons vu (11) qu’on pouvait toujours choisir les paramétres
d’un groupe bilinéaire simplement transitif, de facon que ce groupe devint
son propre groupe des paramelres. Alors on peut faire en sorte qu’on ait
en méme temps

(1) Xif:Ea/,.,-,.xk%— (i=1,2, ..., 1),
k1 €

et

(2) Xi(Xif) = D ounsXs -

§

Il correspond (13) a ce groupe un systeme X de nombres complexes a r
unités indépendantes e, ¢,, .. , e,, dont la loi de multiplication est fournie
par les relations

(3) eiek:Za,-,,.ses.
§
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Réciproquement, si I'on part d’un systéme de nombres complexes défini
par les formules (3), il lui correspond un groupe simplement transitif dent
les transformations infinitésimales X, / ont la forme (7).

Enfin, les équations finies du groupe correspondant a la transformation
finie a, X, f+...+ a.X, [ sont
(4) : x's= Ea/.'isai'Ik;

k1

elles expriment tout simplement que z' e, +...+ «, ¢, est le produit des
deux nombres x,e, +...+ x,e, et a,e,+...+ a,e.. En particulier, la
transformation finie X, f donne le produit du nombre z,e, +...+ x,¢,
par I'unité e,. Le nombre complexe a,e,+...+ a,e, symbolise donc la
transformation finie de paramétres a,, a., ..., a,, et la transformation ré-
sultant de la succession de deux transformations particulieres (@, a,, ..., a,)
et (b,, by, ..., b,) est symbolisée, d'une part, par

a X, <2 b,-X,-f) + ay X, <E b,-X,f) S a‘((Z bl-x.-f>,

d’autre part, par le nombre complexe produit des deux nombres

a e +...+a.e. be—+...+b.e,.

99. A tout sous-systtme de X correspond un sous-groupe de G, ct ce
sous-groupe est encore bilinéaire. A tout sous-systtme invariant de X
correspond un sous-groupe g : Y, f, ..., Y, f de G tel que 'on ait, quelles
que soient les transformations infinitésimales X fde G, Y f de g,

X(Yf):}lYif"‘" . ~+)\/nme’ Y(Xf):leYlf+ .o [szme;

a fortiori le crochet
(XY)=X(Y/)—Y(X/)

aura une expression de méme forme. Il en résulte, d’aprés une terminologie
bien connue, que g est un sous-groupe incariant de G.

Donc a tout sous-systéme invariant ¢ de X correspond un sous-groupe
invariant g de G. Il n’est méme pas nécessaire que ¢ soit un sous-systéme
proprement dit; il peut n’avoir pas de module, il ne lui en correspond pas
moins un sous-groupe invariant de G; mais naturellement ce sous-groupe
invariant n’est plus bilinéaire.
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En particulier & un sous-groupe invariant pseudo-nul
Vit Yaa-t . oo Yi'hip

correspond un sous-groupe invariant g, Y, f, ..., Y, f, tel que I'on ne
puisse jamais avoir

Y(Xf)=0Xf oo,
ou

X(Y/)=o'Xf w'Zo

pour aucune des transformations Y fde ce sous groupe et X f du groupe G.
On ne pourra non plus jamais avoir

(3) (YX)=Y(X/)— X(Y/)=wX/,
car on aurait de méme
(6) ne—en=uwe,

7, appartenant & ¢ ct ¢ & X. Mais on sait qu'il existe un entier m tel que
i q

7" e soit nul; si m désigne le plus petit des entiers satisfaisant a cette
condition, on a, en multipliant & gauche par »™ ' les deux membres

de (6),

- —1 N — e —1
— " le.n = wnmte,

ce qui est impossible, puisque v est pseudo-nul.
Le sous-groupe invariant g qui correspond au sous-systéme inca-
riant pseudo-nul s est donc, d’aprés une dénomination due a Killing,

de rang séro : son équation caracléristique n’admet que des racines
nulles.

100. Si le systeme X se décompose en deux systemes X,, X,, on voit
facilement que le groupe G est formé de deux groupes G, et G, qui n’ont
aucune variable ni aucun paramétre en commun et qui sont chacun bili-
néaires. Au point de vue du groupe G, il n'y a donc intérét a considérer
que les systemes qui ne se décomposent pas.

Prenons d’abord les systémes simples. Ils sont définis par p unités e;;
satisfaisant aux relations

(7) €€ == €i1e
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11 correspond & un tel systéme le groupe

e O 9f o
(8) Xijf_xll(m+x2ldx2j+.”+xpi(_).—z';’

dont les équations finies sont
(9) L= T+ Aoj Xyt @y X

On voit que ce groupe transforme entre elles les variables x,, «,,, .. ., Ly p
par exemple, et & la facon du groupe linéaire et homogéne général. Comme
le groupe (9) est son propre groupe des paramétres, nous voyons qu’il
n'est autre que le groupe des parameétres du groupe linéaire et homogéne
geénéral de p variables.

A tout systéeme simple de p* unités correspond, comme groupe bili-
néaire simplement transitif, le groupe des paramétres du groupe
linéaire et homogéne général de p variables.

101. Prenons maintenant les systémes de la premiére classe. On sait que
I'on peut prendre des unités canoniques e,, €,, ..., €5 1y, Nay .., 7 telles
que !'on ait

s> s>)
(10) el=e, e;e;=o, eyn;=—mn;e3=r, nN; = Z %ijsMs,
§

les indices «, B qui entrent dans ces formules constituant le caractére de
I'unité v, considérée.
En désignant par

ey +...+xpep+yi .o oY

un nombre quelconque du systéme X, et en appelant («;, B;) le caractére
de Funité »;, on voit, en passant au groupe simplement transitif G, que
I'on peut prendre

___9of af .
< Xif—ngz; '*‘Z.)’pa}-? (59—’):
(11) ¢ J ? 9
( Yz‘f:-fa,-d—),‘[; +zaﬁs}’jbj]7:- (s>1i,5>7);
158
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les constantes a;;, ne pouvant étre différentes de zéro que sil’'on a
B,=ay os==a, Bs= P
De plus les équations finies de ce groupe sont

I
X, = Q; X

(12) ? Yi=apyi+ bi‘”ai“‘zalwbu)’l (A <<i, p<<i).

X
Nous dirons que les formules (11) ou (12) fournissent une représentation
canonique du groupe G.

On voit qu’en rangeant les variables dans 'ordre x,, x,, ..., x4, ¥,
YVay --y Vi, les expressions d’'une quelconque de ces variables transformées
ne dépendent pas des variables qui la suivent. Par suite, d’apres une déno-
mination & M. Lie, le groupe G est intégrable. 1l laisse invariante chacune
des multiplicités planes

i) = L= . . =X =Y 1=...=))=0,

yi-}-i :_/V[_(_g: . .:yk = O.

A tout systéme de nombres complexes de la premiére classe corres-
pond donc un groupe bilinéaire simplement transitif et intégrable
dont les transformations infinitésimales peuvent étre supposées acoir la
Sforme (11) et les équations finies la forme (12).

102. Nous avons vu (60) comment on pouvait trouver tous les systémes
de nombres complexes de la deuxieme classe au moyen de ceux de la pre-
mi¢re. A chaque unité de caractére («, 3) d'une de ces derniéres nous
avons fait correspondre p, pg unités dans le systéme de la deuxi¢me classe
correspondant. En passant des systémes aux groupes simplement transitifs,
nous voyons que nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tout groupe simplement transitif se déduit d’un groupe de la

forme (11) ou (12)
X0 f = X0 ()X”) +2Yp oY(PJ (Be=1),

of af $s>0s>) Bi=w

i) ( )___

vy =X 55 oo e (i
is

(1)’
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X/ == A X1,
(r2) ’ YY) — AB) Y 4 B XU a).{_zg)wgwyu) A<iyp<i),

A

en faisant correspondre a chaque variable X® ou Y® de caractére (o, 3)
Paps nouvelles variables xf, yf, oi i, j sont respecticement deux
quelconques des nombres des séries 1,2, ..., pyet1, 2, ..., pg. On fail
de méme correspondre a chaque paramétre A®, B® de caractére (o, 8)
PaPp nouveaur paraméires afl, bf.

Le groupe simplement transitif considéré est alors défini soit par les
{ransformations infinitésimales

r=1, 2,0y Py

? .
xi= Xt S m (AL
’3 m “ hat o\ o, B=1,2,...,p;
e, 8
(13) )‘:1’2“"’/70.? d
ri) o () f
‘ tjf E [)ac ) (t) + E 9‘/15}’,1() (\)
j,s,)\ ;3
soit par les équations finies
1,2,...,p;
niy__ |\ (i) i)
Tag = Z a/’i‘T:zM
(14) »
;(53)__2 '5'7“’—5-2‘1) gr‘“)—i— E oo 'B),tm

2,0,

103. Tout groupe bilinéaire simplement transitif G est formé d’un
sous-groupe I' de rang séro et d’un sous-groupe g se décomposant en h
groupes gy gay .., g4 respeclivement isomorphes aux groupes linéaires
et homogénes généraux de p,, p,, ..., Pr variables. De plus on peut
choisir les variables de facon que les p* premiéres soient échangées
entre clles par le premier g, de ces h groupes a la facon des para-
metres du groupe linéaire et homogéne général de p, variables et ne
soient altérées par aucun des h — 1 autres groupes; de méme pour les
Pis -y Py variables suivantes; enfin de facon que ces pi 4.+ p; va-
riables ne soient pas altérées par le sous-groupe incariant T de rang
zéro.
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Ce théoréme résulte manifestement des formules (13) et (14).

On voit enfin que tous les groupes bilinéaires simplement transitifs
seront connus dés que Uon saura déterminer tous les groupes bilinéaires
simplement transitifs intégrables de la forme (11) ou (12).

10/ N . o I, : . - o ilindaie N ol log

10%. Ce qui précéde s’applique aux groupes bilinéaires pour lesquels les
rariables et les paramétres peuvent prendre des valeurs quelconques réclles
ou imaginaires. Occupons-nous maintenant des groupes réels, c’est-a-dire
dont les variables et les paramétres sont essenticllement réels.

Tout groupe bilinéaire réel simplement transitif G est Sormé d’un
sous-groupe invariant ' de rang zéro et d’un sous-groupe g se décom-
posant en b groupes g, g., ..., g, rentrant tous dans [’un des trois lypes
suicanlts :

1° Les groupes du premier type sont a p* variables x,;; et sont donnés
par les formules

. - Jaf of af
(15) }‘ijf:a’ua}‘l‘;‘Fl’zi%:j +"'+‘r1)i':;,‘);
ou
(16) T == QX Ay Ly 2y Ty

on obtient ainsi le groupe des paramétres du groupe linéaire et homo-
gene général a p variables;

2° Les groupes du second type sont & 2p* variables Zijy ¥ij el sont
donnés par les formules

( 7} J 7} af
sX,-jf:x”- f +...+x,,,-b—5f—+y“-‘f 4o —/—
pPJ

(r7) dz,; R 8V ALY ',,,»’
17 <

/

, a ) a /)
' l"J'./{.:"‘x‘ll"j‘— e Xy —f —.,Vli—f e Ypi f
\ dy1; 0y pj 0z oz

ou
( q) % (L‘;j: (leJ)“—i—. . .+(Z,,j1','[,—'-- blj,)'il——' .o b[,j)’[p,

1¢

Yii=ayn e QpYip byt by

3° Les groupes du troisiéme type sont a 4 p* variables x;;, v:;, =i, U
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et sont donnés par les formules

4 v Y
r=1
(. o o ;oo
Yl./f—z Ty ()‘,V)\j Y id.Z‘)‘j 1 ot -+ & d:),>,
r=1
(19) -
_ of 9f of 0f_>
szf—)\ <‘T)\10T)\j NN dt) _— )de)‘ “dV‘/' ’
=1
< o df of 0
ol :)_1<x“ Gy M0y TGy T ‘da:);)
ou
r=p
Zi;= 2 (@jxin—byyn — crjza — dyita),
r=1
A=p
yu 2 (a)\Jyz) -+ b)l ix— C)J i — d)\j“l))!
A=1
(20) r=p

5= 2 (w30 + byjto +ajxn— dyya),
r=1
A=p

t;= E (it — byjzp + oyyn + dyjzn),
r=1

A chacun de ces groupes a p* (2p* ou 4p*) variables on peut faire
correspondre p* (2p* ou i p*) variables qui soient échangées entre elles
sutvant les formules (16), (18) ou(20), sans étre altérées par aucun des
autres groupes qui composent g ni par le sous-groupe invariant T. De
plus, toutes ces variables sont indépendantes entre elles.

105. Rappelons que I'on appelle groupe simple un groupe qui n’admet
aucun sous-groupe invariant.

Les groupes (16), (18) et (20) ne sont pas simples, mais ils se com-
posent d’un sous-groupe invariant & un paramétre et d’un sous-gr oupe
invariant simple a p* — 1 (2p*—1 ou 4p*— 1) paramétres.

Prenons, par exemple, le groupe (19) ou (20) et prenons d’abord le

cas particulier ot p est égal a 1. Rappelons que la transformation
Fac. de T.— XII. B.12
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aXf+bY f+cZf+ dTf étant symbolisée par ae + be’ + ce” + de”, le
crochet de deux transformations infinitésimales symbolisées par les nombres
complexes « et ¢ est symbolis¢ par le nombre u¢ — ¢u. Supposons donc
qu’un sous-groupe invariant contienne la transformation

aXf-= DY S+ chf+dTf;

en prenant le crochet de cette transformation avec Y f, Z f, T £, on obtient
successivement

dZf —cTf, bTf—dY[f, cYf—bLf

transformations qui doivent aussi faire partie du sous-groupe invariant. Le
méme procédé, appliqué a ces nouvelles transformations, donne

¢Lf+dTf, dTf+ Y[, bY[+ cLf,

d’ott l'on déduit 'existence, dans le sous-groupe, de aX f, Y f, cZ f, d'T f.
Si b, par exemple, n’est pas nul, le sous-groupe invariant contient Y £ et par
suite (YZ)=2T/f, (YT)= — 2Zf; il contient donc les trois transforma-
tions Y/, Zf, T f qui effectivement forment un sous-groupe invariant. Il
en est de méme si c et d ne sont pas nuls tous les deux. Si enfin b, ¢, d sont
nuls tous les trois, il reste la transformation X/ qui engendre un sous-
groupe invariant a un paramétre. Ces deux sous-groupes sont échan-
geables entre eux, c’est-a-dire que le crochet d’une transformation de 1'un
ct d’'une transformation de l'autre est toujours nul. Il en résulte que le
groupe a trois paramétres (X f, Z f, T f) est simple, car, sil admettait un
sous-groupe invariant, il serait aussi invariant dans le groupe total, ce qui
n’est pas.

Passons au cas ou p est plus grand que 1. Supposons qu’un sous-groupe
invariant du groupe (19) ou (20) contienne la transformation

(21) Uf = D (a;Xisf+ biyYis [+ ey L f+ diy Ty [
il contiendra alors

(Xa3U) = E(Qﬁjxuff“F bgjYaj f + cgjlo; f+dg;Ta; [)

7

— Y@ Xigf + b Yo f + calipf + diTigf)-
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Sil'on fait subir a la transformation du second membre la méme opéra-
tion qu’a la transformation Uf, on trouve une nouvelle transformation

— 202 Naa f 4 b Yo /4 Cpalag [+ da Ta3 /),

en supposant « différent de 3. En combinant successivement avec Y,, f,
Zyo fy Touf, on en déduit trois autres transformations, combinaisons li-
néaires de Xog f, Yug f, Zag f, Toa f, et le déterminant des coefficients est
(ala—+ Uiy + cio+ di,)*. Par suite, si I'un des nombres ag,, bgy; cgoy dps
est différent de zéro, le sous-groupe invariant contient les quatre transfor-
mations Nog f, Y,g f, Z,5 f, Tys /. En combinant avec X, f, on en déduit
tous les Njgf, Yuf, Zisf, Tyf (i5£p) et, par suite, aussi tous les
X fy -+, T;; f, pour i différent de j. Les formules

Xy Y;)=Yuf—Y;; [,
(Zij Tji) =Yuf + Y,/

montrent alors que le sous-groupe invariant contient tous les Y / et, de
méme, tous les Z f et tousles T f. Enfin de

(Xe X)) =Xuf— X f

on déduit V'existence de tous les X, f-—X,, f. Si donc un sous-groupe
invariant contient une transformation U f pour laquelle les coefficients «,
b, ¢, d qui ont deux indices différents ne sont pas tous nuls, ce sous-groupe
invariant contient, au moins, 4p*—1 transformations infinitésimales indé-
pendantes

X[z’f—x/)pf; xijf.y Yil'f’ Yijf’ Ziif’ Zij/’ Tiif’ Tijf-

Réciproquement, d’ailleurs, ces transformations forment bien un sous-
groupe invariant; c’est le plus grand sous-groupe du groupe donné qui
fasse partie du groupe linéaire et homogene spécial des 4p* variables x,
Y, 5t

Si, maintenant, les coefficients a, 0, ¢, d de U f sont tous nuls a 'excep-
tion des @iy Uiy Ciiy dyyy il en doit étre de méme pour la transformation
(X,3U), sans quoi on tomberait sur le cas précédent; par suite, en consi-
dérant les coefficients de X5 /', Yos £, Zos f, Tos f, on voit que tous les a;
sont égaux, de méme tous les b, tous les c;, lous les d;;. Si, maintenant,
les b ne sont pas nuls, le crochet (Z,3U) contiendrait un terme en T, £,
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ce qui est impossible. Il reste donc seulement I’hypothése ot U f est, & un
facteur constant prés,

Uf:X11f+ngf+... {—-Xl,pf;

cetle transformation engendre bien un sous-groupe invariant, puisqu’elle
est échangeable avec toutes les autres transformations du groupe.

Il en résulte, comme tout a I'heure, que le premier sous-groupe invariant
a 4p* — 1 paramétres est simple.

Le méme raisonnement s’appliquerait évidemment a fortiori aux
groupes du premier et du second type.

106. Enfin, les résultats du n° 94 montrent que tous les groupes bi-
linéaires, simplement transitifs, sont déterminés dés qu’on connait
ceux pour lesquels les entiers p,, p,, ..., p, (n° 104) sont égaux a
lunité.

107. A un systéme a multiplication commutative correspond un groupe
bilinéaire simplement transitif, dont toutes les transformations sont
échangeables entre elles, autrement dit un groupe en involution, et réci-
proquement.

Cela étant, les résultats du n® 95 nous permettent de donner la forme
générale des groupes bilinéaires simplement transitifs en involution qui ne
se décomposent pas. S'ils sont réels, ils rentrent dans deux types distincts.

Ceux du premier type sont définis par les formules

{ __of of
Xf_xd—- 4"2}’10 l’
(21) A U
Yzf—xdyi + ; D)2 G0
\ (i=1,2,...,7—1; 0m;s=o0,poursSioussd),
ou
x'=axzx,
(22) y’i:ay[—l- b[-ﬂf—i—Ea)\pibpyl-

M
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Ceux du second type sont définis par les formules
— df 9 A
Xf=o5z 55 +E<y’dyl+t’()t>

Zf:xgé —I—ZZ—{U +E<yldl, t; yf>’

(23)
Y,f::v-(;))—jj + ’% + Z (nisyr— @mtx) + E (Brisyr+ onisth) df
d )
Tzf:x;ji_('; + 3 f -+ 2 ((3)\15’)—“ s ) df )E (0‘7\1':)'7\_‘ @Xish)“d?fx’
ou

i =at; +cy;+b;zs + di$+20‘)\pi(bp.t)\ +dp ) +25>\w‘(bu}’l_ dyty)-

IX.
LES GROUPES BILINEAIRES QUELCONQUES.

108. La structure d’un groupe bilinéaire quelconque étant la méme que
celle de son groupe des paramétres, nous pouvons appliquer les résultats
du paragraphe précédent.

Tout groupe bilinéaire G se compose d’un sous-groupe incariant ¥
de rang zéro et d’un sous-groupe g qui se décompose en un certain
nombre h de groupes qui sont respectivement isomorphes avec les
groupes linéaires et homogénes généraux de p,, p,, ..., p, variables.

Tout groupe bilinéaire réel G se compose d’un sous-groupe invariant
réel T' de rang zéro et d’un sous-groupe g qui se décompose en un
certain nombre h de groupes, dont chacun est isomorphe a un des trois
groupes suivanls :

1° Le groupe linéaire et homogéne général de p variables;

2° Le groupe a 2p* paramétres et 2p variables x;, y;

Ty =y Xy + .o+ ApiZp— by yy—. .. — bpiyp,

(1)

lyi=auyi+...+apyp+byz,+...+ byxp.
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3° Le groupe a 4 p* paramétres et hp variables x;, v, 34 1;

/

Y=k
x; = Z (@i x)— by — s — dhity),

r=1

—p
Yi= X (@i by~ oty 4+ dyis),

r=1

2

(2) r=p
zp= Y (@i =+ bty + oy + dyin),

).:l

r=p
l;= 2 (@it + by 5 + e yn—+ dyyxy).

\ h=1

Chacun de ces groupes est formé d’un sous-groupe invariant simple
a p*(2p® — 1 ou 4p* — 1) paramétres et d’un sous-groupe invariant
un parameétre.

109. Voyons, d'une maniére plus précise, la forme effective de ces
groupes g, g,, ..., g qui correspondent aux sous-systémes simples des
systemes de nombres complexes.

Rappelons que nous faisons correspondre une transformation finie (ou
infinitésimale ) X /"4 un nombre z du systéme, de telle facon que, si u et ¢
sont les deux nombres qui correspondent aux transformations X f, Y7, le
produit ue correspond a la transformation X(Y f).

Cela étant, prenons, par exemple, le sous-groupe g. Il lui correspond
un sous-systéme simple. Supposons, pour fixer les idées, que ce sous-
systéme soit du troisiéme type. Il est alors formé de 4 p* unités Cijy Cijs Cijs
¢;; auxquelles correspondront, dans G, 4p* transformations X;; f, Y. f,
Z;jf, Tijf. Silon désigne par f une fonction linéaire des variables que
transforme le groupe, on a

X“[X“(f)] - Xn(f),
ou

(3) XH[XH(f)"‘f]:O-

Cela étant, si X, () est égal & f+ 2, o étant une certaine forme li-
néaire, il est clair que 'on a

(4) Xu(f+9)=f+o,
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puisque ’équation (3) exprime simplement que X, (¢) est nul. Par suite,
on peut toujours choisir les variables x du groupe de telle facon que,
pour chacune d’elles, X,, (x) soit égal a x ou a zéro.

Cela étant, partons d’'une variable z, telle que I'on ait

(3) X (2y) = 243

posons
Yiu(z) ==y, Zy(zy) =— 5y, Ty (2y) =—ty3

il est facile de se rendre compte que ces quatre variables sont indépen-
dantes; car, si ’on avait

—_— 7 n .- m —
=axr,—ay —as —alt=o,

les expressions de Y,,(9), Z,,(%). T,,(¢), qui devront étre aussi identi-
quement nulles, montrent que a, @', a”, a” doivent étre tous nuls.

En calculant X,,(f), Y, (/f), Z,,(f), T,,(f) pour chacune des va-
riables z,, y,, 5,, ¢,, on trouve, en se servant des valeurs des produits des
unités e, ,, ¢

' ” m 17
110 Gy Gy quelona

X,,f': x‘(;le—l +yldi)‘)/£l+:,g—;fl+ tl(i—i +...
Y“f:—)‘lef'l—l-x,%/%—k tl(%{‘——:,g—{—; R
Zl,f:—;l%i— [‘ifyl,+'x‘(%~f:+‘y13—{;+""
T, f=— 5150%14—;1%{——%%-4—%%2—1—....

En partant de méme d’une variable x| telle que X,, () soit égal & x|
indépendante de x,, y,, 5,, {,, on en déduira trois nouvelles variables Vi
z,, ¢, qu'on vérifiera facilement former avec les précédentes huit variables
indépendantes; et ainsi de suite. Nous obtiendrons, par exemple, 7 systémes
de quatre variables, que nous écrirons désormais

() ] ~(7) () —
. xy Yy s, 4 (t=1,2,...,m),
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et alors on a

w0 0 O Of

1 dx(l) ‘yl dy(”

(6)

anZE — z”’d—f. — ) o + i) f + yi df

Y dxlp dz()

_ qo 9 0 O 0 9f i 9f
tr= B (- ot et

_ n 9f 0 9 0O 09
Yuf—E( J"x)dx(p“‘w(l’j};‘ﬁ‘*-‘i)w—ﬂﬁ)m)’

(i) 2) (Z)
2y yz y 2 l en

110. Introduisons maintenant 4 m nouvelles variables z! Y

posant
(7) 2y = Xay (), 7y =Xa (¥Y), a3y =X, (5), £ = Xy (¢]7).

Ces 4m variables sont indépendantes entre elles et des 4m premiéres;
sinon, en effet, on aurait une relation de la forme

z[a,-xm(.zgﬂ) Aok di Xy (40) 4+ 2, Xy (29) .+ 8, X, (£7)] = o

Mais, en appelant f le premier membre de cette identité et formant
X,.(f), on en déduirait

z(a ‘T(l)_!_b y(1)+c -(t)+ dt(l )’—O,

ce qui est impossible.

De plus, comme nous avons supposé les variables choisies de maniére que
X,,(z) fat égal & = ou a zéro, les expressions X, (x) et X,,(x) sont en
méme temps nulles; car on a

X [ Xy (2)] =Xoy (2);

on voit bien que, pour toutes les variables  pour lesquelles X, (x) est nul,
X, est aussi nul.
Par suite, on a 'expression définitive de X,, /' et aussi celles de Y., f,
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Z24f) r2|f:
y Of L 9f hn Of
Xo/ = Z( dw AT Fi ST

i df (0 f (1) ()f -0
Yo f = 2(—‘)/(2 dxm 'r‘)())/u + 0 —d?lf) T2 th—ai\ ?

(7)
TS __2 - df o l”‘ af 4o YL af 4D af ,
21 — <32 0£(1 ()ym 2 ()-(z) =D t!li)
T f . L 1) ()f ).(i) df +I(i} () .
\ 21 z dl 0 dy”’ 2 05(‘0 2 ()S(li,‘
On définira de méme x”" l"" o xl ¢? par la considération
bJ 3 y4 b b P
des transformations X;, f, .- o/ \Ious avons ainsi 4mp variables

toutes indépendantes entre elles en fonctlon desquelles s’expriment simple-
ment toutes ces transformations. On en déduit immédiatement les expres-

sions de X5/, Yig, Zip /' T g f parla considération des identités

Xl{i(xﬁxf):xnf, Yx'i X f)=o0
qui donnent

X,Bxg’:x‘i”, ey ,3% P= 0 X,gzf' =o, ey X,gty' =o.
Infin on déduit de la
Xzﬁf:'-xau(xlﬁf)’ B Taﬁf:Tw(Xle)-

{11. En faisant les calculs qui viennent d’étre indiqués on trouve ainsi,
pour les douze groupes considérés, les formules suivantes

i=m

;
, of o Of of of
X = x -4 4+ 3 —— ->,
+/ § < * ozf e oy 0:p T g
l:lll ) ‘ df ()/ df l ()f .
var=3 (~ot Lvar L S ),
" ﬁf § Ya' 0.1“' 1’1 0}";&” 2 ()::3,, % dl:’jﬂ
o
_’ Cof o O O O
Tapf = Z oy g g )
o . O o 4o
T \Y <_ ¢ _ 5 (0 _ i 9
‘\ a?' = l)lg) -+ d}’(“ +Ya ()3‘%1) + Ly 0[“’)
Fac. de T. — XIL B.i3
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ou

(G (0
- (a/xx)‘ - bm}’;\ — Chu S 'y All)\l )s

(9) {

Pty
~%

) . N .
= 2 (0230 + b 68 + axs — dya)y),
=1
) :,7
’ u (0 it
“ Z (any t) — by 5)\1) -+ C‘u)"/\l + dhy 2y )
\ x=1

On voit que ces formules ne sont autres que les formules (2) appliquées
a m systémes de quatre variables.

Bien évidemment si le systéme simple considéré appartenait au second
ct au premier type, il n’y aurait qu'a supprimer les variables 5 ct ¢ dans le
premier cas, ¥, 5 et ¢ dans le second cas, ainsi que les transformations Z f
et Tf,oubien Y/, Zf et T/, suivant les cas.

Nous pouvons faire rentrer tous ces cas dans une seule formule; posons

7 )
en cffet,

\x(l)e_'_y(l) I+ l)el/+tll)e J— \11’

(10)

[ W€ 4 brge' + oy e’ + dyge” = Ay,

e, e’y e’y ¢” désignant les unités d’'un systéme de quaternions d'Hamilton ;
alors les formules (g) s’écriront

(11) Xy = Z X4 Aja.

Ces formules conviennent encore au cas des systémes simples du second
type en regardant les Xj” et les Ay, comme des variables (ou paramétres)

imaginaires et au cas des systémes simples du premier type en regardant
les X et Ies A comme des quantités réelles.

112. D’apres cela, nous énoncerons le théoréme suivant :

Tout groupe bilinéaire G est Jormé d’un sous-groupe invariant de
rang séro X' el d’un ou plusieurs gr oupes g,y g1y - - ., dont chacun g est,
symboliquement, le groupe linéaire et homogéne général d’un certain
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nombre de séries de p variables X, X,, ..., X,, ces variables étant, sui-
cant les cas, réelles, imaginaires ou des quaternions, et les p* para-
metres ayant la méme nature

(12) x;{)'_—_}jxa"hx-,\a (i=1,2,...).

St les variables et les paramétres du groupe bilinéaire G sont des
quanlités imaginaires quelconques, le groupe est formé d’un sous-
. ; .y . - s N a »
groupe invariant de rang zérol et d’un ou plusieurs sous-groupes g,
. c . . S
Zay ---y dont chacun g est le groupe linéaire et homogéne général d’un
certain nombre de séries de p variables, naturellement imaginaires.

S’il y a plusieurs groupes g, les variables transformées par I'un d’eux ne
le sont pas par les autres: cela tient a ce que, sil'on considére les systémes
simples correspondants, le produit de deux nombres quelconques appar-
tenant & deux de ces systémes est nul. Par suite, toutes les variables intro-
duites pour chacun des sous-gronpes g,, g, ..., sont indépendantes entre
clles et de plus elles fournissent toutes les variables du groupe comme on
s'en rend compte en considérant la transformation du groupe qui corres-
pond au module du systéme de nombres complexes et qui est la somme des
transformations telles que X;; f; cette transformation est

of of 9f

Xy —— Ty N
l()sl'l + & ()«L‘g + " dx,,,

Zyy &y, ..., X, ¢tant loules les variables du groupe.



