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SUR UNE CLASSE PARTICULIERE DE GROUPES HYPERABELIENS. .1

toutes les autres conditions de la réduction ne dépendent que des variables
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Il résulte de la la conséquence importante que, si nous rédnisons la
forme cn supposant les conditions

19—

toujours satisfaites pour le point variable (§,, v,, &, .), nous n’avons
en définitive que trois paramétres &,, v, *; fait analytique qui nous dis-
pense d’employer I'espace a quatre dimensions comme espace repreésentatif
de la réduction continuelle et nous permet de rester dans un espace a trois
dimensions.

(est un fait analogue au fait qui se passe dans le groupe modulaire. Si
I'on est endehors du cercle 2 + y* — 1 = o suffisamment loin de Porigine,
le domaine fondamental cst une bande paralléle 4 Oy ct, par suite, les Timi-
tations de ce domaine ne dépendent pas de la variable y-.

32. Toutes ces remarques étant faites, voici comment nous allons faire
la réduction continuclle.

Nous allons supposer que &, ct v, sont infiniment grands et de telle sorte

£, . : -
que leur rapport ;}3 = { ct clles-mémes satisfassent toujours anx conditions

o
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et nous allons faire varier £, v,, { de toutes les maniéres possibles. I
d’autres termes, nous ne réduisons la forme que pour les valeurs de %, v,
&y, M, avoisinant le point & I'infini du domaine S, et nous allons chercher
toutes les réduites dont les domaines de réduction admettent ce point.
Nous donnerons une valeur fixe & € et nous réduivons la forme ponr
Fac. de T. -- \IL. by
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toutes les valeurs de £, Ly, Nous obtiendrons ainsi une division réguliére
du plan des &, et 7,. Nous ferons ensuite varier € dans les limites ou il peut
varier et nous verrons comment se déforme cette division régulicre dans
espace & trois dimensions (€, v, 0).

33. Commencous par le cas trés simple ot {* = 15 on a alors comme con-
ditions de réduction de la forme

So=ua; —Da}—ua 2y,

— 1<~ (&L+m) <1
—3 < \/l—)('c’,l—m)<-'n

"'%< £1'ﬁ: <%v
£ +m ,

_;<_% <4,
ELi—m

— < <l

2y/D
(qui nous montrent que la forme est réduite dans le rectangle dont les cotés

onl pour équalions

B4+, ==1 —ny==F -—=

- 2\/!)

domaine que nous désignerons par d,.
Sortons de d, par le coté

ol a

L.a substitution

(‘l.l) gy ‘1‘3’ ‘['4; ‘l‘l -+ 'ti’ ‘[’.27 ‘Illl’ ‘1‘5)’
qui remplace ¢, par &, + 1, réduit la forme et donne
‘ Si= i =Dl — (x4 ay) 2y,
avee les conditions de réduction

— i <—(GL+m)+1<d,

-3 < V/I_)(El‘“ ny) <4,

—i<< & <
& -1y
— <= <3,
2
£ —
”_:}‘< - <.;’

e VD



SUR UNE CLASSE PARTICULIERE DE GROUPES HYPERABELIENS. .o

(qui nous montrent que la forme est réduite dans le rectangle formé par les
droites

1
El+nlj:v I, E_1—n|~53i'“'—t,
) 2y/D
domaine d,.
Sortons de d, par le ¢dté &, + v, = 15 nous avons, dans le voisinage de
cOté
£;<< 0, les |> 1,

la substitution

(i, oy Ty, Ty Iyy Ly Ty X3y T,),

remplace ¢; par ¢; + 1, mais aussi ¢, par g, + ¢,.

Si cette quantité est, en valeur absoluc, inféricure a 3, la substitution con-
sidérée réduit la forme.

Or on a

g+a=n—(&+m)+1;

il n’est pas difficile de voir qu’au voisinage du coté traversé clle est posi-
tive et inférieure a §.

Donc, on obtient la forme

N

Jo=(rs+x2,)— Dz} — (2, +xry+2,))r,=x; — Drl —(r —.r)r,.

Arrétons-nous et revenons au domaine primitif .

Sortons de d, par le coté
L+n=—1;
on a
& >o0, lei >3,
la substitution
(), Ty, T3y Ty Ty — Ty, Ty, T3, T,),

qui remplace ¢, par ¢, — 1, réduit la forme qui devient
Sr=x; —Da] —(r,— 7)1y,
qui est réduite dans le rectangle .,
1

E]"‘nx:—";y — 1, E,|“_‘n|3—;ﬁ'

Or, cette forme f,- coincide avec f:; done, il est inutile de pousser plus
avant la réduction dans la bande du plan, limitée par les droites

Si nous partons de d, dans le sens des &, positifs, nous rencontrons sne-
cessivement les formes fo. £, £, fuo [y fvy --ov et dans le sens des %
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negatils /o0 /o0 /0 Sos Sos S oo de sorte que, sionous considérons le
domame formeé par la réunion des domaines d -, d,, d,, nous VOYols (ue ce
donmaine se reproduit @ Uinfini et nous donne une division régulicre de la
bande du plan considérée.

Revenons mamtenant au domaine o, ct réduisons la forme initiale en
- . . . . . -, .
faisant varier le point (%,, 4,) dans la bande du plan limitée par les droites

E+m=:4

Nous donnons la Table du caleul; ce que nous venons de dire nous permet

dabréger les explications

(%) fo=w) —Dul —aw,.
oo - . 1 .
Cote de sortie. .. .. Gi—n = ——> €3> 0, ley| > 4.
2\/])
Substitution.. ..... (&), xyy Xy, 25 &) — Lyy Tyy Xyy ).

Si=ay — Dl — () — 2y) 2.

512—(£1+"11)y
P \/l_)(i,—m)—x,
€3 — E,x"h;
€5 — — é';+——m’ .
2
- EI_;ﬂl
2D
Domaine d,. ... &+ n==%1, VD (5 —n,) = b3

Si 'on sort de d, syméiriquement par rapport a ’origine, on trouve

Jo=a}—=Dxl— (&,+ xy).r,.

() Cote de sortie de d,. . .. Gi—y = ——=> £y> 0, |y | > 1.
2y/D
Substitution........... (), &3y X3 2,5 ) — 2y, Ty, Ty, T,).

Sr—xi—Dai—(x,— 2a,) 2.

e =— (& +mn,),
&= VD —mn)— 2,
E3— £1'ﬂn
) EI+TAI
€y —— =
2
El"fn
Eg—— ———-
2D
Domaine d,:. .. .. Erm==1, VD (5, —mn,) =3, 5.
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Si I'on sort de d,, symétriquement, on trouve

S =2 — Dl — (xy0y).0,.

5
() Coté de sortie de dy-. . . . E—n = ;\/l—)’ €, 0, el >,
Substitution........... (g, Tgy Xgy Ty Ty — Xy, 2y, Tyy 24).
So=al—Drt —(x,=32;) 7,
6= — (& +y),
&= \/ﬁ(in—m)—-’%
€3 = Elnl’
R 1 N
2

£ I -":Ih

2\/|)

Domaine dy. . .. G+n==1, VD (5, —m,) = 2

el, comme quatriéme coté, la droite

Dt — a7,
\/D(Ei ”31)—-—2\/n

Emi+j=o,

ou 'hyperbole équilatére

suivant la valeur de D. Si c’est la droite

3
-,
ayD
on continuera & réduire de la méme maniére jusqu’a ce qu’on rencontre
cetle hyperbole équilatére, ce qui arrivera d’autant plus tard que 1) sera
plus grand. Si nous supposons D = 5, cette circonstance se présente main-

tenant. Placons-nous dans ce cas pour fixer les idées; le domaine o/, est
donc limité par

\/ﬁ(gl_'ll):

~

, - D .
E+ny=F 4, VD (&—-n) =", L TR
2y/D ’
(9) Colé de sortie de . G—m+ ) =o, £, << 0, Jeg] > 1.
Substitution. . .. ... (Xyy Tgy gy Tyy Iy 10y, oy oy, ).

el Dat (e 3y o

T
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e =—(&+my),
€2 — \/B(Ea-'ﬂi)"“ 3,
€3 = Elﬂl+l’
G St
2
Esz—glz‘_‘_."]—l" "
2y/D
Domaine dye. . .. .. E+n==%1, L+ t=o0, VD —n)=1.

On aurait de méme, symétriquement,

JSrimax; —Dax} — (2, + 325+ 2,) 2.

() Cotédesortie de dys. Ei—ny = 7_, £,> 0, |ea| >3-
. 2D
Substitution....... (24, Xay &3y X453 Xy — Xy, X9, X3, X,)-

SJe=x; —Daxl —(x,—~hzs+ z,) 2.
g=—(&+m),
€9 =< \/ﬁ(i;—-m)"[h

&s= &m+1,
€y — — 5—""——1_’_1")
2
£ — };I""‘nl
g = —————
2y/D
Domaine dy:. . . ... b+m==x1 VD¢ —m)=1, &

On aurait, symétriquement,

Jr=x; —=Dx} — (2, + fo;+ 2,) 2.

YA, - . Q
(%) CoLé de sortie de dy... . Ey—mny = -2, €,> o0, ey | >4,
2y/D
Suabstitution........... (xy, x4y 13, x,; 2, — 2y, Ty, T3, T,),

Jo=x}—Dxl— (2,— 523+ 2,) x,,

g=— (§&+m),
o= VD(&—mn)—5,
&= &n+1,
PO {hnk T
2

El_'ﬂl
g — >———>"
’ 2D

Domaine ds.. . . .. +ny==], \//B(L—n,):%;,
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SUR UNE CLASSE PARTICULIERE DE GROUPES IHYPERABELIENS.

ct la droite: _
\/” (El—" ny) = "2‘|’

ou la droite
2]}

VD (G —n) = E
si I'on sc place toujours dans le cas de D =5, celte circonstance sc pre-
sente ici, car 2D = ro.

(n) Coté de sortie de dye. (&,—m) = —2—2: ( l0w> ) g;<< 0, leo | > 5.
2¢/D \2y/D
La substitution (x,; x, + x,) remplace ¢, par ¢, + 1, ce qui réduil ¢,
Mais aussl €, par g, + ¢,.
Or, au voisinage du coté de sortie, g, + &, est > o ct de valeur plus
grande que ;
réduire la forme. La substitution réductrice est done en définitive

. Il faut donc, en outre, poser (z,; x, — «,) pour achever de

(21, Zyy oy T45 Xy — Tyy Tyy Ty+ Ty, 1, ),
Jo=al—D(x3+ 2, — (¢ —Saxs— S, —x,+ o), =x!—Drl—uo,r,— /.

Il sera donc inutile d’aller plus loin ct I'on voit que dans la bande limitée

par les droites
L+m==x1,

si I'on s’avance dans le sens des &, positifs, on rencontre successivemenl les
formes

fo» .f?) f2” fz’, f?‘v fz‘, fz"” foy .f?v f?” ey
et, dans le sens des &, négatifs,
.oy fﬂ! f?'“v fz"‘; f?'“’ f?") f?") fﬂ'y fo-

Ce qui se passe pour D =5 est général et 'on a un nombre de formes
distinctes d’autant plus grand que D est lui-méme plus grand.
Si donc on réunit ensemble les domaines

d!"y dz"‘v d?": dz”’ dz"» d?'v dov d2s dg’. ({23, dg‘, d;’, (]2»,

on obtient un domaine qui se reproduit & Uinfini et donne une division régu-
liere de la portion de plan limitée par les droites

El“*— ﬂlzi%.
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I tenant compte de ce que nous avons déji trouvé, nous en concluons
I'existence, dans le plan des §,, 7,, d’'un domaine fondamental qui est le
reclangle ayant pour colés

Gi—m==1, El“"fll:i\/ﬁ-

L.a fig. 1, qui correspond au cas de D =5, montre clairement tout ce
(que nous venons de dire.
Nous obtiendrons des substitutions semblables de la forme £, en prenant

Fig. 1.

it

les substitutions qui nous permettent de passer du domaine d, & toul
domaine correspondant a la méme réduite f.
On retrouve ainsi les subslitutions qui correspondent aux substitutions

hyperabéliennes
(én s £_1+l) nl*l),

(En s 51-‘\/5» ﬂn‘—\/ﬁ,);

elles laissent d’ailleurs invariable le point & I'infini des domaines D, situé
sur la limite du domaine S.
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34. Revenons maintenant aux conditions de réduction et considérons-les
dans toute leur généralité sans supposer {* = 1. Les quantités ¢, el e, onl
scules changé dans ce nouveau cas; on a

__r2
e=yh =t

|—+——§2
el
e - EI + %0, .
Si 'on écrit les conditions
IR T ol SUIRY
2 [ cz 29

les droites limites obtenues en prenant le signe d’égalité ne sont plus paral-
Itles & &, + 0, = 0, comme dans le cas précédent, mais ont un coefficient
angulaire égal { — (2.

Nous allons construire ces droites limites pour les valeurs limites de {2,
c’est-a-dire pour les quatre valeurs

e N S TCT R
2D 4+1 ayD—1

D —1—a/aD(ab =),

L.es droites

2 £|+ [+M_:,
2y +1

D — 2/ —
2 (52 7*_'.,,,>:_,_L_',
2y/D 41 2y/D 41

passent respectivement par les points (3, 1), (— 3, — 1), et par les points
d’intersection des droites

Ei+mny =4, Ei+ny=—1,
E—n=—VD, E—n=+\D;

de méme, les droites

2D D
2 &+ 9“\‘/"3—+ ' 771> 1 2\/I—T—l'
2D —1 2/ —1

-+

0] /D
z(z . %_%II:L_',“) VDb
ayD —1

passent par les points (4, 3), (=1, — 1), et par les points d'intersection des

Il

Fac. de T. — \II D.8]



1).538 l. BOURGET.

droites
S TR R TN
e e
1, = + VD, E —m="—\D.

[

Les uatre autres droites limites correspondant aux racines de I'équa-
i ]
— 1), el

29

tion en X du n° 31, passent également par les points (3, 3), (—
comprennent dans leur angle les droites que nous venons de construire: par

Fig. 2.

My

L)

2VD-1
2VD+1

suite, deux d’entre elles, paralléles, coupent le domaine fondamental, les

deux autres ne le traversent pas.
Nous voyons donc que, si {* est compris entre les nombres

2Vﬁ~|’ 2¢q+d’
ayD+1 2D —1

¢, est positif ou négatif, suivant que {* est plus petit ou plus grand que 1, ¢l
il n’y a de changé que la forme du domaine fondamental qui est un parallé-
logramme A, A, B, B, ayant pour cotés

. TS 3 2
5_1-‘7]1:i\/|), £|-+':')'I[,:L':(I+C'.
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Nous pouvons résumer les résultats obtenus jusqu'ici et leur donner une
forme géométrique en considérant {* comme une lroisitme coordonnée
dans un systéme de coordonnées rectangulaires (£, ., C*).

, . oD —1 , 2ayD 41 , .
Z_z varianl de \/.__ a -—S/, sy nous avons unce division I'(,’gltll(,’l'l' de
a/D+1 2D —1

la portion d’espace limitée par les deux plans

qui résulte de la répétition d’un méme domaine fondamental formé par
la portion d’espace comprise entre les dewr plans &, — 0, %= D et les
dewr hélicoides gauchest, + (n, == (1 + (?).

2D —1 2yD 41

— ; . , une ¢tude com-
ayD +1 2yD —1

35. Si 2 est en dchors de 'intervalle

plémentaire s'impose.
Dans ce cas, en effet, on a

56505 IE&\[>%;

et la forme f, ne peut étre réduite pour aucune valeur de (%,, v,). Clest
dire que ie domaine d, de réduction de f, ne s’¢tend ni au-dessus, ni au-
dessous des deux plans précédents.
Considérons les plans
so2VD—=p 2D
2\/')—!—/) 2\/')—/1
p ¢tant un nombre entier positif impair. Les premiers coupent 'axe des {2
D — _
. . . 2 1 . .
entre Porigine et le point 2", si p<2 /D, les seconds entre le poinl

2y/D +1
——- ct I'o. Ne considérons ‘de ces plans que ceux compris entre les

)

racines de I'équation en X, de maniére a avoir toujours pour les valeurs
correspondantes de

Fa
[T
Cela étant, si {? est compris entre
D - - h —
WD = (p-2) 2D —p

2D+ (p +2) 2D+ p
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la substitution
(g, gy gy Ty Xy, Xy— PAy, Ty, a£y)

réduira la forme, & condition qu'il y ait des valeurs de (%,, 7, ) satisfaisant

aus condilions
152_'1'5l [: {\/l_j(i—l"‘ 1‘1)+I’(£l+.’)l) ‘ < }1,

el, si £* st compris entre

2VD +p oL 2D+ (p + 2)
2D —p 2yD — (p+2)

il faudra prendre, pour réduire la forme, la substitution
(&), yy Lygy L5 Ly, Ty PTyy Xy, L),
pourvu qu'il existe des valeurs de (&,, n,) satisfaisant aux inégalités
leat- pey | :I\/I—)(gl—“’)l)_l)(al’*“’h) ’ <14
car, par exemple, la premicre substitution remplace
e, par e, —p el €2 PAr & — pe,.

P+t
2

Or, g, == yD : }C est plus petit que ct plus grand que p. Pours’as-

-
S
surer si la condition auxiliaire peut étre satisfaite, construisons dans le pre-
mier cas les droites
VD (Gi—-n) +pEi+0)—} =o,

v/5(51—~‘m)+1)(51+ ) + 3 = 0;

ces droites sont paralléles et passent respectivement par les points
( ] I ) ’ I 1
7 T ( Ty T o=} 5
o Ap ap . 4yD 4yD

< 1 1 \) ( 1 ]
— 7 — | — = —= >
Ay by . AYD 4yVD
et les ponttyde la portion de plan comprise entre ces droites satisfont a la
condition exigée pour la réduction.
I en est de méme dans le second cas.
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.

36. Appliquons ces substitutions a la forme f; nous trouvons

(ry— pry)l—Dxl— a2, si g,>o0,

(£ pry)—Dai— ror, st g, <Co.

Si, en outre, nous supposons fixe la valeur de (%, nous voyons que ces
formes seront réduites dans les parallélogrammes limités par les droites

VD (&, —m) +p(L+n)Ei=o0 el Ei+ny==% 1.

La réduction continuclle de chacune des deux formes dans les plans cor-
respondant aux valeurs de {2 se fera sans plus de peine que dans 'exemple
traité plus haut, et 'on rencontrera encore ici les deux mémes substitutions
semblables. i

La fig. 3 ci-dessous montre le parallélogramme dans lequel est réduite

Fig. 3.
T
\ . 1\\4)5
AR
AR v
\[’6\\ o ke
SO x
g
0 &
E‘+-n.=+;»
Bene

ta forme de départ et correspond au cas ol {? est compris entre

2D —3 o 2D —1
2D -3 2D 41

el D —5.

Dans ce qui précéde, nous avons retrouvé deux de nos substitutions

fondamentales; ce sont celles qui correspondent aux substitutions sem-
hlables,

(Gons E+,m—1),  (En; e— VD, n-—\D).
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Elles laissent d’ailleurs invariable le point de la limite du domaine S com-

mun i tous les domaines de réduction.
\Dbandonnons maintenant 'hypothése faite jusqu’a présent

B
2

=7

i

et faisons varier le plan §*= const. en dehors des limites qui lui étaient
imposces par les racines de I'équation en X. Il est clair que pour réduire de
nouveau la forme, on pourra employer une substitution de la forme

(X1y Lay Xy Ly5 Ty, AL+ By, Y2+ dxy, 1)

avee
ay — 36 =1,

a condition de supposer (Z,, 1,) choisis de maniére & satisfaire aux inégalités
— 3 << g + pe <<},
-y <Pu+dn <y,

ce qui est toujours possible, car il suffit de supposer (&,, v,) & l'intérieur
du parallélogramme ayant pour cOtés

W

ag, +ye, =14, Bey + dey ==
Il suffira méme que la substitution choisie réduise la forme binaire
By + &, 25)* + g,

les conditions relatives & (&,, v, ) étant conservées.

Or, le calcul de la réduction de cette forme binaire définie est forcément
limité, comme on sait. On finira par retomber sur des réduites obtenues et
Pon déduira par canséquent, de ce calcul, des substitutions semblables pour
la forme .donnée. Elles ne contiendront que x, et «x,; donc elles scront
aussi des substitutions semblables de @} — Dw?, c’est-a-dire seront telles
que I'on ait

o —Dyr=1,

Ce seront donc les subslitutions qui correspondent aux puissances de la
substitution

[;-:, n; (a — c\/ﬁ)';', (a +~C\/|A)‘>1] I,
a ct ¢ ¢tant des solutions de I'équation de Pell

ar—Dy?=1.



SUR UNE CLASSE PARTICULIERE DE GROUPES HYPERABELIENS. D.63

Cette substitution laisse aussi invariable le point de la limite du domaine S
commun aux domaines de réduction.

En résumé, ce calcul de réduction continuelle nous a fait retrouver les
trois substitutions désignécs par o, 8, ¢ au début de cette seconde Partie,
et nous montre que ces substitutions laissent invariable un point de la

limite du domaine S.

Sur une classe de sous-groupes.

37. On connait 'importance spéciale, dans la théorie des fonctions mo-
dulaires, des sous-groupes & congruences, c’est-a-dire des sous-groupes dont

les substitutions

= 8
i
. A
satisfont aux congruences
a=0="=t] &
(mod n).
7 = = (O
M. Kicin les a pris comme base d’une classification, dans laquelle il a
divisé les fonctions modulaires en degrés (Stufen) suivant la valeur de
I'entier n. Il existe, dans le groupe découvert par M. Picard, des sous-
groupes tout a fait analogues.
Si nous prenons, par exemple, les substitutions du type A

_ (ay—ayyD)t—(a,+ a,\yD) _ (ay+asyD)a+ (a,— ay\'D)

S T bV EE (e byD) T (b ey (b bay D)

et, si I'on désigne par » un nombre entier, les substitutions salisfaisant aux

congruences
ay—a,yD==+1, a+ayD=o |
bo— by YD = o, b+ by ==,
B (mod n)
ay+ a1y =1, a,—ayD=o
Do+ U, \/ﬁzo, bi— by =2

forment un groupe qui, ainsi qu’il est ais¢ de le voir, est un sous-groupe
d’indice fini du groupe que nous ¢étudions.
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TROISIEME PARTIE.

FONCTIONS DU GROUPE.

Fonctions S ¢t modules.

38. Nous allons nous occuper, dans ce Chapitre, des fonctions (ue
laissent invariables les substitutions du groupe que nous considérons ou
d’un de ses sous-groupes.

Avant d’aborder cette question, nous allons considérer un cas particulier
important.

On sait quel grand intérét offre, dans le cas du groupe modulaire, I'étude
des fonctions 3, dans lesquelles on suppose 'argument nul et ou 'on consi-

!
R . (&) . . .
dére comme variable le rapport — = des périodes. M. Hermite a ren-

contré ainsi le premier exemple de fonctions modulaires.
Nous allons considérer de méme ici les fonctions I & deux arguments, ct

)
P

nous donnerons & ces arguments les valeurs o.

39. Onsaitqu'il y a seize fonctions 3 & deux arguments; six d’entre elles
sont des fonctions impaires; les dix autres sont des fonctions paires. Si done
on y supposc les arguments nuls, les six fonctions impaires seront identi-
(quement nulles et nous aurons seulement & considérer dix fonctions 3.

En prenant comme notations celles de MM. Weierstrass et Weber, nos
fonctions auront la forme

&

'“'Z Z cﬁ‘ll;‘”'\ + _)J )“r.. +2(im, +5:Z!,)(’Ili ;-"";-1")1” +—\(‘m,_+ ';%"-)1':;._\7]4-1:[(”1‘ i—:?;l)h. +(r:z,+%)lq|,

Ti1s Tisy 722 désignent les modules de périodicité.

| ‘Z‘ 7'2] se nomme la caractéristique; les nombres g ct A& sont égaux a
AN} 2
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o ou 1; de plus, la fonction étant paire, on a
gihy+ ghy=0 (mod 2).

De plus, nous conviendrons de représenter les dix fonctions 5 paires par
I'une ou l'autre des notations

[0 o ] -
=4 =3y, I T4
LO o | L1 1]
1 o] 0 o -
5 —%, 3 — 3,
Jo o] 1 o
[0 1~ o 1
S =9, I = Jos,
o o| 1 o
EEEE o o] .
3 = s, I == Ty,
LO 0" o 1]
[0 o 1 o
g =, J W ::3,.
L1 1] o 1|

< 2

SO R

2 2 =2

H J’5 '75

<2 2 2
MJH 301 12
2 2 2

51 3T 33

2 52 2

I T T G
2 2

I

sont les coefficients d’une substitution orthogonale.
o]

40. Nous avons posé, d’aprés M. Picard,

2y/D —E— 2\/D én
T = — — Te—\VD 2 Tog = — EA
1 E'*‘ﬂ’ 12 \/ Ey ’ 29 Ern

Si 'on fait cette substitution dans les fonctions 2, clles deviennent des
fonctions des deux variables indépendantes & et et dunombre enticr D).
Pour voir ce que deviennent ces fonctions quand on effectue sur les va-
riables &, 7 les substitutions du groupe, il est nécessaire de chercher les

t1) On voit quiune particularité des fonctions que nous ¢tudions est de dépendre de dewr

variables et d'wn nombre entier, tandis que, dans le cas des fonctions modulaires, on ne

. w'
vencontre que la varviable = = —.
)

Fac. de T. —- XII. l),()
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subslitutions sur t,,, 7,4, Tay qui correspondent aux substitutions fonda-
mentales de notre groupe.
Nous trouvons sans difficulté :

‘ T Ti
A la substitution x= correspond ... .. ¢ Tye Tiza— Tity
' T22 Ti1— 2Ti12+ Taoy
T
Ti oy
14+ 7

A la substitution 8 correspond ..... /7, ——)

—“DT“ ‘f‘ng—“)“

T2 ’

——— .
-
+
e

I +7Tn
Tn T2y
A la substitution y correspond ..... Tie — Tya
' Tae Tits
-1
Ti1 - =
CTs—a
Lo Dc—ar
A la substitution & correspond ..... {1t S,
( ¢T3 —a
— Ta2
T —_ _—
| CTs—a
‘ T Tits
A la substitution & correspond... ... C Tia — Ti2s
’ T22 T2

Cela ¢tant il faut appliquer, & chacune des dix fonctions S, ces cing
transformations linéaires sur les <.
Rappclons, a cet effet, la formule de la transformation linéaire des fone-
tions 5 a arguments nuls
| & &2 ' '
5[/ I[}](T,,,T'”,T”)

Yy

k3 i ' ¢
"‘[(A'vl‘l"'é"l‘~‘)"(#’l"’l‘*‘i-"!"'!)]'_"m’ S o4
T 2hs ; 1 &2
=L¢ YOS NN (T Tias Taa)s
LG 2.

dans laquelle on a posé
W' = gt (ady+ bocy) + g1 (ard 4+ bicy) + hi(ayd,+ byey) + hi(aydy+ byey)
+2gi8(Cbi+dya)) +aghy(eoby+-doay) + 28,y (coby+ dyay)

+ 28 la(ciby4-dyay) + 28,0 (e b+ dyay) + 2/t by (e b5+ dyay)

o5 (b +dya)+2gy(e,b +dia) +2hy(cyb 4 dya) + 20, (¢ b + dya),
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a— Qyaz+ a,ay, b=">byby+ b, by,

'

51

ér

Il

~ o~

£1Q0+ g+ hyay + Iya,+ aya; -+ a,a,,
=g1bo+ g2 by -+ iy by + Iy by - by by + D, by,

Ry, =&1Co+ gs¢1 + hycs + hyc3 +cyecy + ¢ ¢y

My =gdo+ gody+ hody + hydy + dydy+ d\ d,,

la transformation étant

i

R

a, a, a, a,

by by by by o,

C € Co C

dy dy dy d,

Tier Tiae Tu, ciani aes fonctions de 1,,, 7,4, Ty, et enfin ¢ désignant une con-

stante qui ne¢ depend ¢ue des coefficients de la transformation et qui est la
méme pour les dix fonctions 3.

Remarquons aussi, avant d’appliquer cette formule, que deux transfor-

mations dont les éléments sont égaux et de signes contraires donnent le
méme résultat dans la formule de transformation.

41. Appliquons maintenant ces résultats généraux a nos cing transfor-

mations.

Transformation o.

I.'une des deux transformations linéaires & quatre variables correspon-

dant & o est

d’on

I —1 O o

a=—o, b=o, n' = o,

'
o ——= o

51— o1

2= 8

.-S"z,

L1+ g = gih+ g4l

hy="Nh,+ h,,

Ry =hy;

(1) Foirle Livee de M. Krause Sur la transformation des fonction, Iy percliptius

du premier ordre.
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la formule de transformation devient

=& & (') o] S g") 1, )
I T) - & . ) (7)s
hy  hy S IV Y 1 ’

appliquée aux dix fonctions 5, clle donne, en désignant par T, la fonc-
tion T, relative aux modules transformés =/,

32, = 2,3, 5,15 = 2, Ty,
I, =219, I, =2,9,
T, =25, o3 = 21T,
3;3—: .7, 5’3',?: 9,
Y, —=2,3, 9, —2,9.

I5n outre, si 'on développe lidentité

on voit que la transformation sur les © équivaut a la substitution suivante
sur les indices de la série

(myy may; my— my, my);

done, elle ne fait que changer 'ordre des termes de la série, ce quin’a aucun
effet sur sa valeur, la série étant absolument convergente. On a donc

Sy =1,

et Pon peat éerive le Tableau ci-dessus sous la forme

I =3, J,, =5,
I, =30, - T
Iy, = T4, T, =T,
%’2 == Ty, 3'1'. = Tons
3’5 = Tays 5’03 =T

Transformation 3.

I une des transformations linéaires correspondantes est
1 O O 1

|
1
|
[0 | o 0
|
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d’on
a=ri, b-=o, o' =—Dgl4-hi+2h,

.
e e U

¢

g2 &
Ry,=—Dg,+ h— D,
R, =h,.

l).(;g

On n’obtient pas ies mémes résultats en appliquant la formule de trans-
formation, suivant que D esl impair ou pair. On doit donc distinguer deux

cas. On a, dans le cas o D est impair,

T, = 2,9, I, = ei—"Eegsm,
g —2,9, 3 — e’y
¥, = 2,%,, 3;3:_6%‘"@23‘,
3;5232301, 3’;.——— L'—'D+l)°2%n.
3’,,:5@2%0, = "o,
ct, dans le cas ou D est pair,
_ % =%, 3"”__—01._'”‘“323”,
T01 =87, 'c":;at*_e—‘—m-'lez 03
T, = E,9,, I .= e'Tﬁe,%,?,
I, =8,3,, g, = e%tneganv
i i,
I, =e* 2,3, = er 2,3,

Nous réservons, pour le moment, la détermination de la constante ..
) )

Transformation v.

I.'une des transformations linéaires est

0 —q 0 0

1 (8] 0 0
B

o 0 (6] 1 j



I).7u Il. BOURGET.

don
a =o, b=o, w'=o,
1= —8»
&= &v
hy= Iy,
Wy =— h,.

On obtient le Tableau suivant, aprés avoir déterminé la conslante
» = -+ 1, comme dans le premier cas,

(0]

I, =9, I =%
T3 =93, =5
I, =3, 0. =30

s’lbzsllo’ 3’03—_—32;
I, =3, I, =3,

Transformation ¢.

I.’une des deux transformations linéaires est

3] (] Ay (o]
o o o o Ay=1 |
avee ay —Daj =1, (mod 2),
Da; o a o Ay=0
o Doy o ¢«
d’ot
a=:o, b—=o, o' =2Dajay+2ay0,+ 4Dal =0 (mod 8).

On obtjent le Tableau suivant :

I, =8.3, .=
5:) 1= 36301’ S‘ylvz = 353”,
I, =e5, 3,0;;: i Joss
T, =S, Jay Iy, =S4Ty,
3 =2,9, 9, =%,

Si D ==0 (mod2), il s'introduit en outre, dans le second membre, un
3, %y
L

facteur ¢ * qui est ¢gal & 4181 ay==0, — 1 si @,z 0 (mod 4). Nous
réservons ¢galement la détermination de la constante .
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Transformation e.

I.’une des deux transformations est

+1 o o 0
o —I1 o o
0 0o —1 ol
o o 0 41
d’ou
© a=4d, b—o, w' =o,
gi=+8gu
g'z‘—:—gh
/l;:—h,,
Ry =+ hy.

Si 'on détermine la constante 2, comme plus haut, on trouve ;= + 1
ct 'on trouve le Tableau
¥ =, F.=%.,
J01= o1 Fa== T,
¥, =9, 9,=%,
355 =Y, = Ts
3 =3, 9 =3,

42. 1l resterait maintenant, pour compléter ce que nous venons de dire,
a déterminer les constantes 2, et 2,. Remarquons toutefois que, les fonc-
tions 3 n’intervenant que par leurs rapports dans ce qui va suivre, les va-
leurs de ces constantes ne nous sont d’aucune utilité.

Pourtant, nous avons appliqué a cette détermination une méthode bicn
connue, donnée jadis par M. Hermite dans le Journal de Liouville
(année 1858), pour les fonctions $ & un seul argument ct étenduc anx fone-
tions S & p arguments par M. Weber (').

Nous n’avons rien trouvé de particuliérement remarquable. On peut
vérifier les résultats en cherchant, par une méthode donnée par M. Krause
dans son Livre Sur la transformation des Sonctions hyperelliptiqies du

(") Wesen, Journal de Crelle, t. 74.
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premier ordre, le carré de ces constantes. On trouve

i
oo B )
Lr Ty

“)

©

- Dot + 2'aooc2‘r"2 + ol CTy —a

Nous avons résumé dans deux Tableaux 4 double entrée Peflet produit
~ur les dix fonctions T paires 4 arguments par les substitutions fondanen-
tales du groupe. Le premier Tableau est relatif a D=1y (mod2), l¢
second 2 D==o0 (mod2). Dans ces Tableaux, 'entrée verticale est rela-
tive aux substitutions, entrée horizontale aux fonctions 53 nous n’y avons
désigné les fonctions S que par leurs indices.

43. Ces Tableaux nous montrent immédiatement que les fonctions S se
séparent en deux groupes, les fonctions de chaque groupe ne faisant que
s¢ permuter, & des constantes prés, par les substitutions «, 8, v, ¢.

Quand D= 1 (mod2), ces groupements sont

(35!32! 303; sib) et (367301’323’312’ 3359 30)'
Quand D=0 (mod2), ce sont
(55’3013560 3‘2:\) et (30' 315)312, 3037335’ 32)

L.es groupements

(F51 79, T03, T44) €L (T, To1y T4y Tny)

sont des groupements connus dans la théorie des fonctions S.

Il 0’y a pas de relation linéaire entre les quatre fonctions 3 d’un méme
groupe ct le carré de toute fonclion S peut s’exprimer linéairement cn
fonction des carrés des quatre fonctions de chacun de ces groupements.

Les groupements de celte nature, qui sont au nombre de soixante dans la
théorie générale, portent le nom de quadruplets pairs. Ce sont aussi les
fonctions 5 contenues dans de tels groupements qui donnent liev & la célébre
relation biquadratique de Gopel.
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11. Ces Tableaux nous permettent également de former autant de fone-

tions invariables par les substitutions du groupe que nous le désirons.

Remarquons d’abord ue les exponentielles qui interviennent comme
facteurs dans les fonctions S sont toutes des racines huiticmes de unité.

Il en vésulte que toute fonction symétrique des puissances huitiémes des
fonctions T conlenues soit dans le premier groupement, soit dans le second,
soit dans les deax groupements, se reproduit a unc constante prés, qui esl
le produit 3”2} élevé a la puissance marquée par le degré de la fonction
symétrique.

I¥n conséquence :

St lon prend deux pareilles fonctions symétriques, st on les éléve a
des puissances convenables et si Uon en prend le rapport, les constantes
disparaitront et Uon obtiendra une fonction qui sera invariable par
toutes les substitutions du groupe.

Telles sont, par exemple, les fonctions

o (T, T \
SV5Y+ 989), 3V 5T, + 91 98, + 31 9%, + 98, 7,
(35, + 33, + 91 +9, + 34, +30)°

R R HE R R H
I3+ I+ T8, + T,
T I A T+, T+ T

D=1 (mod2).

Voici un cas ol ce procédé se simplifie ct I'on obtient une fonction remar-
quable du groupe.

Posons
¢ =3 32 303 Ties
W=3,9359,5, 5.
La substitution a. ...... les reproduit
» Booo.... les multiplie respectivemgnt par =24, +=2§
» p 2SR les reproduit
» Ouvvnnnn les multiplie respectivement par €, €¢
» € les reproduit.

Donc, une substitution quelconque du groupe les multiplie respectivement
par

9

+ osp
— =

(
©

bq Qepoeyg
: +ere

’ P
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Done, la fonction
@
Ui
est une fonction du groupe.

45. Comme autres fonctions particuliéres, considérons les modules;
d’abord un systtme de modules de Borchardt (*).
Posons
32 303 " 3]}

Vi = g’ \'/X_i = 5 Vi =5

5 5 %

s

.
-

el supposons par exemple D=1 (mod2).
On voit, sans qu'il soit utile d’insister, en se reportant aux Tableaux
donnés plus haunt, que les cinq substitutions

o, B2 y, &, =

ne font que permuter ou changer le signe de ces trois modules. Done, le
sous-groupe ayant pour substitutions fondamentales

.
e, B y, 0, ¢

laisse invariable le systéme considéré des modules de Borchardt.

.

46. Si nous recherchons quelles sont les substitutions de notre groupe
qui laissent invariables les modules de Richelot, il suffit de considérer un
seul systéme de tels modules, tous les autres modules s’exprimant ration--

nellement 4 'aide des premiers. Prenons, par exemple, les modules x, A, 1.
définis par les formules

5 336

les fonctions 3 qui y entrent élant supposées & arguments nuls.

En désignant par 6 les fonctions 0 transformées par une quelconque des
substitutions cherchées, on a nécessairement

323 3'(ll . 9}3 001 32 3'!} 62 023 32 3'01 — 62 00]
) % PR, .4

7,3 9, 0s ’ T. 0, 9, s §3'.

(') Borcuanor, Sur le choir des modules dans les intégrales hyperelliptiques
(Comptes rendus, t. LXXXVHI; 1879).
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(’ott 'on déduit sans peine
S0, %0
5t = 2 5r — B

3:_
I35

03

3
035

M

ce (qui montre que toute substitution cherchée doit, avant tout, reproduire

les caractéristiques

o o 11 0 1 1 o

o o] lo o]” Lo o] Lo o
correspondant aux fonctions 3,

35; 328, 35) %OH 32

Développons ces conditions.

On sait que les éléments de la caractéristique transformée [

fonction des éléments de lanc1enne caractéristique [

par les formules

Si=&as+ gya,+ hyay+ hyas+ a
Se=8100+ &20,+haby+ I b+ b
Iy, = gi¢o+ gacy+ hyey + hyey + ¢

Iy =gdy+ gody + hydy+ hydy+ d

J en
‘z

] sont donnés
Iy

ou a=—aya;-+ a,a,,
b=10b,b;+ b, b,,
C == CyC3 + C,Cy,
d=d,d;+ d,d,;

cn exprimant les conditions trouvées plus haut, on a

a = o, aQ+a,+~a=1, a,+ a=o,

b=o, bo+ b+ b=, bi+b=1,

¢ = o0, Co+ ¢+ ¢ =0, ¢, + ¢c=o,

1159, do+d +d=o, d,+ d=o,
ay+a,+a=1,
by+ by+ b= o,
Co+cCy+cCc=1,
dy+ dy+d=o,

loules ces congruences ¢tant prises selon le

ment
a,==1, a,=o, a,=o,
b=, b,=o,
c,=o, =1,
d,=o, d,= o,

a,+a=1, a,+ a=o,
by+ b=o, b+ b=o,
¢y, +c¢=o, C;+Cc=1,
dy+ d=o, dy+d = o,

mod 2. On en tire immeédiate-

az;= 0,

b,=o,1,
c,==0,1,
d;=o,1.
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De plus, comme les substitutions doivent appartenir & la classe de celles
que nous étudions, nous avons

co=Da,, dy=Db,,
¢;=Da,, d,=Db,,
Cy = Ay, dy= bm

C3= Qy, dy=b,,

cl, par suite, nous avons, soit

Q=1 Q=0 =0 Q=0 ct D quelconque,
by=0 by=1 by=o0 b;=o0
()
Co=0 C=0 C=1 C3=0
dy=o0 di=0 dy=o0 dy=1
soit
Q=1 A=0 ay=0 a3=0 el D pair.
by=0 bi=1 by=0 b3=1
(I1)
Ce=0 C=0 Cy=1 (=0
dy=o0 dy=o0 dy=o0 dy=1

Remarquons, en outre, que les conditions

* (ab)oy—D(ab)y;==1,
(ab),+ (ab)eyy; =o

doiveni éire satisfaites. Or, dans les substitutions (II), la seconde condition
ne peut étre satisfaite. On doit donc rejeter les substitutions de ce type.
Pour savoir si les conditions trouvées (I) sont suffisantes, il suffit d’exa-
miner ce que deviennent x, A, p quand on leur applique une telle substi-
tution.
On sait par la théorie de la transformation linéaire que chaque fonction
3 se reproduit, multipli¢e par un facteur de la forme

ATy
e * ,
®’ ¢tant un nombre entier dont 'expression générale a été donnée au début
de cette Partic; € unc constante commune a toutes les fonctions = et que,
par suite, on peut laisser de coté.
<o calculant les facteurs quis’'introduisent, de ce chef, dans les nouvelles
expressions de %, A, &, on trouve respectivement, en n’éerivant que le pré-
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sidu de leur exposant suivant le mod3,

+inh

aghy— a,b,
SeTA T,

agby—ayb,
—
2

+inD
. !

-+ tnl)ﬁ,
2

si 1) est pair, %, A, w se reproduisent; donc, les conditions (1) caractérisent
enticrement, dans ce cas, le sous-groupe qui laisse les modules de Richelot
invariables.
Si D est impair, pour que x, A, i soient invariables, il faul que P'on ait
en plus
a,= o, b,=o0 (mod4).

De plus, ces deux classes de substitutions forment des groupes.

17. On peut ¢galement voir ce que deviennent, par les substitutions du
groupe, les invariants de la forme binaire du sixiéme ordre qui intervient
en dénominateur dans les intégrales de notre systéme de fonctions hyper-
clliptiques. On déduit de cette étude trois nouvelles fonctions particulic¢res
du groupe, qui s’expriment ainsi au moyen de ces invariants.

Fonctions du groupe en général.

18. Maisarrivons aux fonctions du groupe, considérées en général, et en
sutvant la méthode de formation indiquée par M. Picard dans son Mémoire
Sur la théoric des fonctions hyperabéliennes.

Il sera commode, dans ce qui va suivre, d’avoir a la place des deux demi-
plans positifs pour & et n deux cercles c et ¢ décrits de Porigine comme
centre avee des rayons égaux a l'unité, ¢ dans le plan des &, ¢’ dans le plan
des v. A cet elfet, effectuons sur toutes nos substitutions la substitution
suivante ‘

£ L&+d
- : 2§ —1
(T) . .
2 {1 “+
n =
2 Ny —1I
Comme son déterminant est égal & 1, le€s déterminants :

ad — be, lg — mp
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resteront ¢gaux a 1 et les conditions §"> 0, "> o seront remplacées par

les sulvantes
g -1<o et 0 +n?—1<o,

c’est-d-dire que les points £ et n devront étre a U'intérieur des cercles dési-
gnés par c et ¢’

Les cing substitutions fondamentales deviennent

+ 7 O L+ {0+ ¢
porat o (LR fm i G e )
51——«1 2 M, —1 zgl—t 20— y
CE+¢ n+0 &+ — [N+ =
m_( el md Rl n il
E‘ﬁt anm—1i 2f—1 2N, — ¢
T = tE,—i—t LN+, 1 I
p— e 3 .y T o 3
o —1 L&+ L0+
2 E—1¢ 2Ny —
=17 — (LE, L Eny+ 1@ llt£,+z hin,—i—i)
- - - T g 3 R
2 &, P2 — 1’ 2 —i an—i
- LE.+: [ ny+¢ zn,+t e+
T1eT={ - - 25 - K
28— 2n—1 2 —1 2 £ —1

ot I'on a posé¢

Iy=a — c\/D, h=a+cyD.

49. Cela étant, considérons, avec M. Picard, une fonction de deux

variables
R (En ),

rationnelle et holomorphe, tant que £ et v sont a lintériecur ou sur la cir-
conférence des cercles c et ¢'.

FFormons, pour toutes les substitutions de notre groupe qui sont du
type (A), 'expression

"<aE_,+b an + b

cZ, - d)-2m (¢’ d/ -2/”,
CE‘—f—d’ C'ﬂ,—i—d/)( -+ ) ( m+d)

(ui peul s’éerire

R /(&) b mﬂ[ll))—(s{,’—v%]

Formons de méme, pour les substitutions du type (B), Pexpression

‘(“’ﬂl‘*‘ 3 a£I+ﬁ

Y+ yE +6>(7n1+’3)_2"'(7’c_,+6/, 2
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(qui peut s’éerire

D(F. /)
R[F(n), f(&)] [H] '

Dans ces expressions, m désigne un nombre entier supéricur a l'unité.
IFaisons la somme de toutes ces expressions pour les substitutions du
groupe. Nous obtenons une série

D/, F) 7 D) 1"
ERU’F)[D&,T}JJ +ER<F'f)[u<£,,n,>] '

Nous allons montrer qu’elle est absolument convergente pour les valcurs
de &, ct 0, situées a D'intérieur des cercles ¢ et .

Commencons par remarquer qu’on peut trouver, en vertu des hypo-
théses faites sur R(%,, %, ), un nombre positif M, tel que Pon ait, quelle
que soit la substitution (£, v,; £, F),

IR[A(&).F(n)]l<M
¢l aussi

[RLF(ny), f(&)] ] <M.

Il en résulte que les modules des termes de la série considérée sont
respectivement inférieurs a

M[(c& +d)=2m (c'ny+d' )2,
M| (yn,+8)=2m (', + &)=2m |,

¢l que, pour établir la convergence de la série considérée, il suffit de
montrer que la suivante

2t dysm (cnger dytm | B (ny e 3)m (314 7)o

A cel cffet, considérons un systéme de valeurs (£, v), £ étant a l'intérieur
dec ¢, m a l'intéricur de ¢,

cst convergente.

Puisque le groupe est discontinu, on peut considérer, autour de &, ),
un domaine ¢ assez pelit pour que tous les domaines transformés de & par
les substitutions du groupe n’aient aucun point commun entre eux et avec 8.

Posons alors

G=E i, m=,+ ),
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et envisageons l'intégrale quadruple

f f f f A%, dE! dd, da’

¢tendue 4 chacun de ces domaines transformés de 8.

La somme de ces intégrales est finie, car ces inlégrales sont Loules posi-
tives comme exprimant des produits d’aires et, en outre, leur somme est
moindre que le produit des aires des deux cercles ¢ et ¢'.

Or, comme chacun des domaines correspond au domaine ¢ par une des
substitutions du groupe,-on peut n’avoir, comme somme de loutes ces inlé-
grales, qu'une intégrale étendue au seul domaine 8. On trouve ainsi

,//vft[ 3 2[35(0£,+d)(c'n1+dr)]w2

+ X [T (ya,+3) (7% + 8]

U gt gon g0 4
,»n’:.n/:_u/m(/m;

comme celle intégrale est comprise entre des limites finies, on en conclut
(que la série considérée est convergente pour mZ 2 et que la convergence
est absolue.

50. La fonction 0,, dont nous venons de démontrer 'existence, est holo-
morphe pour toutes les valeurs des variables &, et v, comprises a 'intéricur
des cercles ¢ et ¢, De plus, si l'on effectue sur les variables &, v, une sub-
stitution quelconque du groupe, chaque terme de la série se change en un
autre terme de la méme série, multiplié par

(c&y 4 d)2 (c"ny -+ d)m
ou
(yn =+ 8)* (y'& + 3",

suivant que la substitution opérée est du type (A) ou du type (B). Ouna
done, suivant les cas :

‘: 7 !
(_)l<a_‘l+ h a'n+0

- — (¢F, -4 am ol 1)2m .
L‘.il—}-ll, (7/'ﬂl+ll/> ((—.1 T"d) (C i+ d) @l(t ")s

oy B +f

w>:(7'ﬂx A+ I (Y G 9O (5, ).

O, 1 ——
7 +0 Yo +09

51. On pourrait craindre que les fonctions @, fussent identiquement
nulles. C'est un point (que M. Picard a examiné en détail dans le cas ana-
Fac.de T. — XII. D.os
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logue des fonctions hyperfuchsiennes (Act. math., t. V) et sa méthode
s'applique également au cas présent.

Considérons, en effet, le point &, = o, v, == o ct supposons, en premier
licu, qu'il W’y ait que la substitution unité qui transforme ce point en lui-
méme. Nous pourrons construire, autour du point (§, = o, 7, = 0), un
domaine assez petil pour qu’a tout point de ce domaine corresponde des

points (§/,9)), tels qu'on ait

("1’1 _‘7)’10) (5’10_5/1) < (N — 1) (glo*‘ E.l)’

e posant

g at,+ b o a'n + b
A B LT
YUk +d c'n +d’

(”l ,’10)(510 &l)"‘ 2 / !I 2
I(CE]ﬂ"d) (C ﬂl+L )

l(m— o) (Ere— 51 )y

on c¢n conclura
[ (c&i+d) (c'n+d')2| >0,

et la série définissant @, pourra s’écrire

R(él’nl) +ZR(£I’nl)(cal_‘_d)?m(c'n‘__+_ d’)?/n

1

+ 2 R(E ) (yni =+ 0)F (Y& + )’

car on a une conclusion analogue pour les substitutions du type (B); les X
de la formule précédente portant sur toutes les substitutions sauf la substi-
tution unité. Si m est assez grand, 'expression précédente différera peu de
IR(&, 1) et ne sera donc pas identiquement nulle.

S’il y a N substitutions changeant le point (§, = o, n, = 0) en lui-méme,
la méme. conclusion s'imposc. On peut, en effet, dans la série, metire &
part les termes correspondant & ces substitutions. On obtient

“ . ’ ’ R ,l i ! + [ e .
ZR(EU 711) (?E.l+d)2m (C”‘n,—{—d’)z’” +2R(£l, Tl‘l) (7771 + 6)2,,, (YIEI + 6')2"'

On a

NV

|dd' | =1, |6 | =1,

et, pour &, =0, 1, = o, ces termes deviennent

1 ~ [
wcor0) | Bz Bt |
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(uantité qui pourra toujours étre considérée comme non identiquement
nulle, puisque R(o, o) ct m sont arbitraires.

52. On peul également démontrer que, m étant suffisamment grand,
on peut toujours trouver deux fonctions ©, et @, dont le rapport ne soit pas
constant.

A cet effet, formons I'expression

0,(8, 1) O (£}, m) — 0, (&, ) O, (&, m),

(%,,m,), (%, 7,) étant deux points arbitraires.

En supposant, comme tout & I'heure, que le point (§, =0, n,=0) ne
soit altéré que par la substitution unité, on voit que (§,,v,), (£, 0,) étant
dans le domaine construit autour de (§,=o0, ,=0), ona, pour Pexpression

ci-dessus, une valeur peu différente de
Ry (&1, n1) RU(EL, 0) — Ry (8}, ) R(E, ),

si m est assez grand. Si donc, R, et R sont arbitraires, cette valeur n’est
pas identiquement nulle.

On arrive 4 la méme conclusion, si I'on suppose qu'il y ait N substi-
tutions conservant le point (§, = o, n, = o).

Enfin, en examinant de la méme maniére le déterminant fonctionnel de
deux fonctions

e:(En )

, . 9:(51» nl)
elj(aly nl)

Fi(En n) = Fz(al’n'):m’

on ¢tablit que toutes les fonctions F ne sont pas fonctions de |'une d’entre
elles, si les fonctions rationnelles R sont arbitraires.
‘n résumé, nous voyons donc qu'il existe sirement des fonctions

_ 0 (2:, n,)
F(En Ng) = m

invariables par toutes les substitutions du groupe. ll suffit que @, cL @, cor-
respondent 4 la méme valeur du nombre enticr m.

3. Exprimons la fonction ©, au moyen des anciennes variables £ et n.
Posons

Efiltk)+e 13

2 JiE— i v
R YICT R

2 Fy(n)— ¢ — T,
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la substitution [Z,,v,, £;(§,), F,;(n,)] étant une substitution quelconque
du groupe et du type A.

Ona
DO ¥) D5 F)) Doy @) D(gn)
. D) 7 Digs®) DE0) DE,m)
malts
D/ ¥y I ’
R N\ T F\ 2 C O\ 2
O (—e3) (-o+f)

) e (e 1Y (e )
“(En"ll) o (:C:l"l‘)", ("h_“.)i_ N 2 ( f 2]’

7

¢t I'on aura des résultats analogues pour les substitutions du type B. Il en
résulte que 'on aura

ou I'on a posé

1 D(CP/',(D/’)]’"

O = XRU»E) ( i>*’"<_ @+ L) ['1)’(‘5, )

— it

O . I D(Dy, 00"
+>_‘ R(Fu fa) 7y, 5 [ o *] .

i [\2m ])(2_." 'fl)
(i o

©(&, 1) est manifestement une fonction de la méme nature que 0, (5, 7,)

s . . . . . yey, ) i (Di m
c’est-d-dire quise reproduit, multipliée par [!DLZPE—T))] » quand on y rem-

place & ety respeclivement par g; et @,
Comme on a, de plus,

o e DU EN] n
@(E_,‘!])—- 2“(.}21'1)[[)(5“ TJI)] ( +£>2m< L‘)?/u
2

—& —n+
Snoe o DR s |
+Z“(1Avf/u) [l)(zl, ﬂl)] Wy [\ 2m [0 am "
2

On voit que O(Z, 1) tend vers o quand § et v croissent sans limite, car la
série est convergenle, et chaque terme tend vers zéro.

51. Ainsi que nous Pavons vu, il y a trois substitutions du groupe lais-
saul mvartable le point a Pinfini A du domaine fondamental. Ce sont les
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substitutions
(E,'ﬂ;a—’r—l, ﬂ—l),

(& E— VD, n—VD),

(&3 ho&, hm).

Il en résulte que l'on doit avoir

O +1,m—1) =0(; ),
O(t—yD,n—\/D)=8(m),
O (Ao, hn) =0(& ).

D.85

Prenant comme variables £ +n = u, £ — v =, les trois substitutions

relatives au sommet A deviennent

(u, ¢35 u, 0 +2),

(u, ¢; u—2y/D, v),

(u, 05 aw—cy\D e, —cyDu+ m'),
ct les trois ¢quations fonctionnelles correspondantes sont
O(u, 0) =0 (u, ¢+ 2),
O(u, ) =0(1u—2 VD, (’),
O(u, ) =0(au — VDo, —eyDu + a«').
Rappclons de plus qu'au sommet A on a

£\, n, comprises entre des limites finies,

limé, = oo, limn,—= o0

&

2

[Len résulte que 'on a

u, et vy comprises entre des limites finies,
limuy,=1limn,( +1) = =,

lime, =limny (8 —1) = 2.

Le signe de w, est toujours le méme, mais celui de ¢, peut

S ¢ comprise entre deux limites finies, comprenant entre elles 'uniteé.

varier.
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Il importe done de considérer autour du point A trois régions

. ~
1 reégion. . ... I—1> o0,
20 I —1<<—9,
3 e —~0<<I—1<ad,

d ¢lant une quantité positive déterminée, aussi petite que 'on veut.

Si un point variable s’approche du point A, en restant dans la premicre
région, v, finit loujours par demeurer positive; en restant dans la seconde
région, v, est toujours négative si I'on est assez voisin de A et, si le point
variable est dans la troisiéme région, ¢, est soit positive soit négative.

Posons
einu:l},.

Dans le voisinage du point A et dans la premiére région, comme la
partic réelle de ime est — wx,({ — 1), ¥ tend dans ces cenditions vers zéro
¢t I'on en conclut que la fonction holomorphe O est développable en série
convergente suivantles puissances positives de y, c’est-a-dire de e™ = ™47,
On a donc

O(u,¢)=0,(u)+0,(u)e™+...+0,(u)er™ ...,

0,(u) étant une fonction holomorphe en u, qui satisfait, d’aprés la seconde
¢quation fonctionnelle, a la condition

0,(u)= G),,(u — 2 \/B),

¢t comme, au voisinage du point A, le coefficient de u, a toujours le méme
signe + 1, on en conclut, comme plus haut,

ﬂl‘ 3"Al'rll ﬂl—-‘:tl
0,(1)=Ap+Aue® +Aye® . +A,eVD o

On a donc, en définitive, au voisinage du point A, dans la premicre
région, un développement de la forme ‘

nmi

@ @ T »
. ~ —= (81 .
(1) 0(;,'0)':—‘ zl E Am.ne‘/D g"l‘ﬂ(E-ﬂ),
m n
0 0

v'D ayant sa valeur arithmétique et les coefficients A,, , possédant la pro-
pri¢Lé que nous allons indiquer.
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Le terme général de cette série peut s'écrire

mim .
—— M AN

Am,np Vb
St nous cffectuons, dans ce terme, la troisicme substitution relative au

point A, nous obtenons
i .
— ima-—-neD i iTt—me b onaiy

f\m,n ev?

Si nous écrivons maintenant que la troisicme équation fonctionnelle es
satisfaite, 1t faut ¢erire que les coefficients des mémes puissances de ¢ sont
¢gales. Or, prenons le- terme d'indices m et n dans le premier dévelop-
pement et le terme d’indices m’ ct n’ dans le développement transform¢.

Pour que les puissances de e soient les mémes, on devra avoir

m— m'a—n'ch,
. r ’
n=—m'ec+H na

ol
m' = ma -+ ncl),

n'— na + mec,

ce qui montre qu’da un terme du second développement ne correspond un
terme du premier, de méme exposant de e que si I'on a entre les indices

m', n’ les relations

m'a—ncD>o0, —m'c+n"a>o,
¢'est-a-dire
cl m'  a
—— — < —_
a n c

Comme, d’autre part, & tout terme du premier développement correspond

A

un terme dans le second développement, on en conclut que tout coefficient
A,... dans lequel les indices ne satisfont pas aux inégalités

cD m a

a n C
est nul. .
Comme toute fraction de la forme

: . . ... . ch a )
A et w élant des entiers positifs, est comprise entre et -, on sassure
. C
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(il y a une infinité de coefficients A,,, non nuls et une infinité de tels
coeflicients nuls ct, de plus, que les plus petites valeurs de ne et n pour
lesquelles le cocflicient correspondant n’est pas nul, sont

m=—=cbh et n—a,
par exemple, st D =15, ona
m=—7y2, n == 101,
de telle sorte que la séric ©® a un facteur qui est, dans ce cas particulicr

de D =5,

724

E\E,+n,+wum5~‘m

e Vb

Dans la seconde région, des considérations tout a fait identiques nous
montrent que 'on a le développement analogue,

miT (E

© o
) —/:" +1) )
(2) 6(5, 7)) [ E E Am,n eVt e“’““(E_"l),
m n
o 1)

les cocflicients A, , jouissant des mémes propriétés que dans le dévelop-
pement (1),

53. Reste la troisieme région. Dans sa Théorie des fonctions fuch-
stennes, M. Poincaré a démontré qu’on pouvait modifier le domaine fon-
damental R, de la maniére suivante : On en retranche une région S, ct
I"'on ajoute, par compensation, la transformée S, , de S, par une substitu-
tion déterminée [ 3, £,(3)], choisic arbitrairement dans le groupe.

Nous pouvons appliquer ici autour du point A le méme procédé, en

prenant pour S, la troisicme région définie par
—d<<E—1 <,

el en choisissant la substitution

[2 05 (a—eyD)’E (a+cy/D) a],

de manicre que la région S, , n’empicle pas sur les-deux premiéres régions
définies plas haut.

La région S, , est définie par les inégalités

oD\ / D\
('__6)((1 + (\»_L) <:<(l+6)<ll+(\,l)
N (:\/Il a+-cybh
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ou

(a—cyD)

u(a--—C\/ﬁ)"

On voit que, si I'on choisit & assez petit d'une part, et p assez grand
d’autre part, { — 1 aura dans la région S, , un signe conslant, ct cette ré-
ion n’aura aucune partic commune avec les régions utilisées plus haut

(1—=8)(a+cyD) —(a—ecyD) 1+ (a+cyDV—(a—cyD)"
R . PR < g - 1 < L e — P N .

{—1>34 et E—1<<—a.

Dans le cas particulier considéré plus hautoi D =5, 0na

(a+cyD) =(gq+4y5)"=—(321,992...)",
(a—eyD )’ =(q—4V5)""=( o0,008...),

car g et 4 sont les plus petites solutions de I'équation de Pell

at—Syr=1,
ct 'on a

a+eyD=(g+4V5)", a—cyD=(9—4V5)}
S, est donc définie par
(h0249)? — 1 — 8 (40249)P <L — 1 < (4o249)” — 1+ 3 (4o249)",

inégalités qui montrent bien que I'on peut faire pour & et p le choiv in-
diqué.

On aura donc, autour de A, une région ou { — 1 gardera un signe con-
stant et dans laquelle on pourra représenter @ (§, ) par un développement
de la forme (1) ou de la forme (2).

56. Cela étant, considérons deux fonctions O(&, ), (&, n) corres-
pondant & deux fonctions rationnelles R et R’ indépendantes 'une de I'autre
¢l 4 un méme nombre entier m.

Nous allons démontrer que, dans le domaine fondamental du groupe,
elles ne peuvent avoir qu'un nombre fini de racines communes, ne formant
pas un continuum.

ll ne peut y avoir de doutes sur cette proposition qu’au voisinage du
point A ot les racines pourraient peut-¢tre se condenser en un nombre infini.

Mais considérons la premiére région {—1>> 8. Pour des points (£, v)

Fac. de T. — XIL. D.i2
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situés dans cclte région, on a

) i
) th-nm-qimi—m( uﬁ“[(i+ﬂr+q-iﬂ<i—rn >
0 (\’:"’l):u'u \Ap,q“""A/,.r],e'/ . )
pim . T L
= (EH+niH T E =) , , "E—(E+'ﬂl+(],l1t(ﬁ—'lﬂ
’ - —_
0'(Z,n)=eP prg+ Ap g€ +.../,

le facteur ¢tant le méme dans les deux développements, car il ne dépend
(que du nombre entier D.

Ces fonctions admettent d’abord les racines communes qu’on obtient en
¢galant ce facteur & o. On trouve ainsi le point A. Ce facteur mis de coté,
comme il ne peut y en avoir d’autres, puisque A, , A’, sont des constantes
différentes de zéro, les développements en série, contenus entre crochets, ne
peuvent avoir qu'un nombre fini de racines communes, dans lesquelles § et v
onldesvalcursaussi voisinesqu’on veutde cellesquicorrespondentaupointA.

Si 'on considére les développements correspondant & la seconde région
ou i larégion transformée de la troisi¢éme, les conclusions restent les mémes.

57. En répélant, sans y rien changer, un raisonnement fait par M. Picard
dans sa Théorie des fonctions hyperfuchsiennes (A. M., t. V, p. 175),
on voit que ce nombre fini de racines est indépendant des fonctions ration-
nelles R et R’ et ne dépend que du groupe considéré et du nombre n.

58. On conclut de la que trois quelconques des fonctions du groupe
sont liées algébriquement, car les valeurs de deux de ces fonctions ¢tant
lixces, il en résulte pour la troisi¢me un nombre limité de valeurs.

On démontre é¢galement sans peine qu’on peut exprimer rationnellement
toutes les fonctions du groupe a I'aide de trois d’entre elles, liées par une
relation algébrique. Former effectivement de telles relations algébriques,
méme dans les cas les plus particuliers, parait un probleme difficile. On
voil, en effet, que les fonctions que nous considérons, les fonctions dérivées
des fonctions & par exemple, ne sont fonctions de deux variables que par
P'intermédiaire du nombre entier D, et I'on concoit que 1a présence de cet
entier rende impossible, d’'une maniére générale, les éliminations qu'il
faudrait effectuer pour obtenir la relation algébrique.

l.e théoréme qui précede montre, en outre, Pimportance de Pétude de
quelques fonctions particuliéres du groupe, puisqu’a 'aide d’entre elles,
on peul exprimer toutes les autres.

——te—



