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SUR LE PROBLEME DE CAUCHY

POUR LES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE

A DEUX VARIABLES INDEPENDANTES,

Par M. Ernienxe DELASSUS,

Chargé de Cours a la Faculté des Sciences de Toulouse.

Je me propose ici de comparer les diverses méthodes employées pour
traiter le probléme de Cauchy et de montrer qu'on ne doit pas les consi-
dérer' comme distinctes, mais simplement comme des interprétations diff-
rentes d'un méme systeme de formules. En particulier, nous vervons que
I'intégrale & point singulier de M. Darboux s’introduit nécessairement
dans la question, de sorte qu'en traitant le probleme & la facon ordinaire
on passe, en quelque sorte inconsciemment, par son intermédiaire.

[. Je commencerai par m'occuper d’une propriété relative aux enve-
loppes ct, bicn que cela ne soit pas nécessaire pour ce qui suivra, jc la pré-
senterai sous sa forme la plus générale et indéperidamment de la théorie
des équations aux dérivées partielles.

Soit une surface fixe S a chaque point M de laquelle correspond dans
I'espace une surface . Ces surfaces o & deux paramétres peuvent avoir unc
enveloppe; désignons-la par E. Supposons, de plus, qu’a chaque point P de
I'espace corresponde une courbe G sur S; il y correspondra par I
méme une surface Z, enveloppe de o quand M décrit C.

Faisons alors décrire a P unc courbe T'; la courbe € se déplacant sur S
aura une enveloppe v.

Fac. de T. — XIL F.1



I'.0 E. DELASSUS.

1enveloppe de By, lorsque P décrit T, se compose de la surface X et
dela surface ¥, enveloppe de o, quand M décrit .

Cetlle propriété pourrait s'établir par des considérations de Géométrie
ilinitésimale, mais je m’attacherai uniquement au calcul et, pour simpli-
lier le langage, je désignerai par A et par B ces deax problémes qui con-
duisent & la méme surface X',

Désignons par «7, ', 5" les coordonnées de P et par &, v les coordonnées
curvilignes d’un point M de S, la surface s sera

¢ V(a, )y 5,8 m)=o,
et la courbe G
« U(a', 5, s/, 8, n)=0o.

Soit une courbe T

r F'=[), Y=o, =),

¢t désignons par
w('sy n, t) —= 0,

ce que devient U = o quand on y remplace ', y’, 5" en fonction de ¢.
Cherchons d’abord a résoudre le probléeme B.
On obticndra vy en ¢liminant £ entre les deux équations

IW

7 WZO, —-(—)7.__0,

Pour avoir 'enveloppe de ¢ quand &, v déerit y, on peut considérer o
comme dépendant de deux paramétres &, v liés par I'équation de y ou
comme dépendant de trois paramétres &, v, ¢ liés par les deux relations (y).
On aura donc ¥’ en ¢liminant &, ¥, ¢ entre les quatre équations

oW
a wea W, MYwST)
=9 =% or — A

la derniére équation se réduit a

PW DV, W) _

o D)

Q "

rPWwW . . . \ . .
Or =y West pas toujours nul sans quoi les trois paramétres seraienl lics
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pav trois relations, de sorte qu’on obtiendra ¥’ en éliminant %, v, £ entre

oW D(V, W)

ka D(E )

E V =o, W =o, = o, -

Cherchons maintenant a interpréter autrement les ¢quations 15 Pour
abréger, nous poserons

DV, W), D(V,A) D(W, A)

D, n)y 77 D, n) — D(g,nT:A”'

Pour éliminer &, n, ¢ entre les ¢quations

Y=o, W —o, A=o, — = 0,

supposons que de deux des trois premiéres, on tire Eeln et qu'on porte dans
les deux autres entre lesquelles il suffira alors d’¢liminer 2. Nous devons na-
turellement supposer, puisque A = o, que I'un des deux déterminants A et
A” n’est pas nul. La surface résultant de I'élimination de &, » entre les trois
premiéres est, (l’apr(“s la théorie des onvolopp(‘s, l’onve]oppo de o quand I3

7, vérifient la relation
W —o,

c’est-a-dire quand M décrit la courbe C relative an point P de Ta courbe I,
(C’est donc X,.

Pour avoir I'’enveloppe de £, nous pouvons prendre, par exemple, pour
équation de cette surface 'équation V=0 ou & ct 7 seraient les valeurs
tirees de W =oetA=o. ‘

Il faudra donc ¢liminer ¢ entre

. oV ot oV on
V=o  Sroitoma T

d . on, .
5 ct 9t étant donnés par

OW 05 oW dn _ oW

DE ot gn ot T a0 T
JA 9: A v  9A
+ o= — == 0}

o dnor T
finalement, il faudra donc ¢liminer £, v, ¢ entre

D(V, W, A)
D& a0

T O]

V- o, W —o, A—o,
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la dernicre ¢quation se réduit, en vertu des autres a

A — —o.

at
Sapposons qu’on parte alors des quatre équations
V=—o, W =o, A —o, A= o,

on aura, par hypothese,
A7~ o,
de sorte que les deux équations
_OW IV 9W gV _

A= o T

v A%

'5?:0’ 5;1—:0,

ce qui conduil a Penveloppe X.

.. . oW

Sti, au conlraire, nous partons du facteur 57 = 0, nous retrouvons les
(uatre équations

E V =o, W —=o, -d—‘E:o, M:o,
at D(& )
qui défimssent X',

Ainsi, les équations qui résolvent le probléme B, résolvent en méme
temps le probléme A débarrassé de la solution £ connue a priori.

Pour simplifier le calcul, nous avons suppesé que les coordonnées d'un
point de I ¢taient exprimées en fonction d’un paramétre, mais il est ¢vident
que, méme dans le cas ot la courbe T serait donnée par deux relations entre
«’y ¥’y 5, la double interprétation des formules serait encore possible.

L. Considérons une ¢quation aux dérivées partielles
F(z, y,3, p,q)=o,
ct proposons-nous de chercher la surface intégrale passant par une courhe

I’ a' = f(¢), Yy =9(¢), 3 ={§(2).
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Pour cela appliquons la méthode rigourcuse qui est celle de Cauchy.

Nous devons commencer par intégrer les équations des caractéristiques
mais nous savons que si, pour le faire, on profite de leur forme particulicre,
on retombe sur la recherche d’une intégrale complcte

V(z, 7,5 a, b)y=o,
par la méthode de Lagrange et Charpit et L que I'intégrale générale de ces
équations est alors donnée par

v oV _ oV 9V oV 9V

(@) V=0  Ga¥ogm =% GtPE =% 4TIy

Il nous faut introduire les valeurs initiales =, y', 3, p’, ¢’ qui doivent

vérifier
‘x,:f(t)v y':?(t)y G'Z‘PU)'
F /’ !’ z(’ l’ ' — ,
? 9z dx' dy
9t =P or TG

Pour [’intégrale considérée, les trois constantes initiales a, b, ¢ scronl
fonctions de ', y', 3/, p’, ¢’ et, par suite, seront des fonctions de ¢ ue je
désignerai par §, n, {. En plus, pour abréger, je poserai

V(‘vly y’v 5/7 E.9 ﬂ): W(Eo T, l)'

Pour avoir §, v, {, je remplacerai d’abord z, y, z, p, ¢ par leurs valcurs
initiales dans les équations (), ce qui donnera

, . oW oW av , 0V 2% OV
() W=o, —d—é)——s—C—a;)—__o, 37 +p' 37 = 9y T e

Parmi les équations (), Pavant-derniére est vérifiée quels que soient £,
7, {3 il ne reste & vérifier que

Jsz' ox' ay’
3/ 7 [N
(=) ot — P or 7T %0

I'élimination de p’ et ¢’ entre (') et les deux dernicéres ¢quations (o) est
évidente et donne

oV dr’ IV dy’ 9V g5’
Jdx’ ot +dy or T 97 o0

o,
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ou, plus simplement,
oW _
J¢ T

%, 7, Csont done déterminées, comme fonctions de ¢, par
W X oW o oW 4 IW o
ol § —_— = —_— - == 0.

7R N & Jgn

Pour avoir P'équation de la surface intégrale, il faudra éliminer ¢ entre

OV oV

V =o, —J—;;—{— P

0,

ou, ce qui revient au méme, éliminer §, v, {, ¢ entre les cing équations que
nous venons d’écerire. L'¢limination de € estimmédiate et ’on est finalement
ramené & ¢liminer £ v, £ entre
oW D(V, W
D V=o, W =o, —— —o, -——(——1——):
a¢ D&, )
1. On peut arriver plus rapidement, ct d’une fagon aussi rigoureuse,
a ces ¢quations en se servant analytiquement de 'intégrale compléte. En
effet, une intégrale s’obtient en considérant v comme fonction de £ et ¢li-
minant § entre
dvV  di 9V
V=o0 =2 - =0,
’ 0 ' dn dn
Pour que Uintégrale obtenue contienne la courbe T', il faut et il suffit que
cetle fonction v de & soit telle que, quel que soit ¢, il y ait toujours une
valeur de £ vérifiant les deux équations

OW | dn oW _

L — . —— e
W(‘ﬂ n’ [)-——-O, ()g + dE dn -

o5

% est unc fonction de ¢ et, en différentiant la premiére, 4l vient

OW di W dndi OW

OF 4 oq dgd o0

(qui, en vertu de la seconde, devient

oW _
o — ¥
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Les deux ¢quations
oW

W=o 5=

an .o - . .
nc conlenant pas ;,g définissent & ct v comme fonctions de £ ¢l par suile 7
comme fonction de &. Réciproquement, si § et v vérifient ces deux équations,

on a certainement
oW dn oW
dE @& o

= 0,

-

Ca s e di
on est donc ramen¢ & ¢liminer &, v, a4 Lentre

V—o, W — IW JovV  dn dV _ OW  dn W _

& e =% EVTEa T 0E A oa

ItH

dn

en éliminant tout de suite Z On retombe sur les équations E du paragraphe

préeedent.

IV. L’interprétation géométrique des formules auxquelles les deux mé-
thodes précédentes viennent de nous conduire se fait immédiatement.
Considérons les deux paramétres £, v qui entrent dans I'intégrale com-

plete
g V(JY,')', 3, Ev ﬂ):()’

comme les coordonnées curvilignes d’un point M d’une surface S. A chaque
point M correspond une surface s. A chaque point I’ (z’, y', 5) correspond

sur S la courbe
G V(r',y, 3, En)=o0

(ui exprime que ¢ passe par P.

Les équations E peuvent éire considérées comme celles d'un probléme B.
c’est-a-dire comme définissant Penveloppe de la surface T quand M déerit
enveloppe de C, c’cst-a-dire la courbe y définie par

oW
4 —_— i —
W n, t)=o, 5 = ©

Ces deux relations expriment que I'¢quation

W —o,
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ot lon considére ¢ comme inconnue, a une racine double, ¢’est-a-dive que o
est tangente a I

Les formules I peavent done s'interpréter comme définissant Ienveloppe
des intégrales complétes tangentes & la courbe proposce et nous retrouvons
aiusi la méthode géométrique généralement employce.

IV. Les formules E peuvent aussi étre considérées comme celles d'un
probléme A. En assujettissant le point M a décrire la courbe G, on assujetlit
Vintégrale compléte o a passer par P, de sorte que la surface X, du pro-
bléme A est Penveloppe des intégrales complétes qui passent par P c'est
done intégrale a point singulier de M. Darboux relative au point P et il
faut ensuite chercher enveloppe de cette intégrale quand P déerit I'.

Nous retrouvons ainsi, par un simple changement d’interprétation des
formules ordinaires la méthode élégante proposée par M. Darboux (*).

V. D’aprés ce que nous avons vu, & propos des problemes A et B, les
deux méthodes géométriques ne sont pas absolument équivalentes. Chacune
a ses avanlages et ses inconvénients.

La méthode par l'intégrale compléte ordinaire, du moins en employant
celle qui est tangente en un nombre limité de points a I'intégrale singuliére,
résout rigoureusement le probléme sans introduire de solution auxifiaire,
mais exige que 'on recommence chaque fois toutes les éliminations.

La méthode par Dintégrale a point singulier présente avantage de
permeltre de faire, unc fois pour toutes, les éliminations qui fournissent
I'équation de Pintégrale relative & un point quelconque z', »', 5". Chaque
fois (que P'on changera de courbe T, il y aura seulement a recommencer
I’élimination d’une seule inconnue entre deux équations. Le calcul est done
plus simple; mais, s'il y a une solution singuliére, on devra fatalement la
trouver en facteur dans le résultat, et il faudra de nouveaux calculs pour
'en débarrasser.’

Si done il 0’y a pas d’intégrale singuliére et si Pon n’a a traiter le pro-
bleme de Cauchy que pour une scule courbe T, les deux méthodes sont
absolument équivalentes.

S7il 0’y a pas d’intégrale singuliére et si 'on a a traiter le probleme de

(1) Darsoux, Mémoire sur les solutions singuliéres des équations aur dérivées par-
tielles du premier ordre.
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Cauchy successivement pour plusieurs courbes T, il y a avantage a4 cm-
ployer ic procédé de M. Darboux.

Nous pouvons donc dire que dans le cas ot I'intégrale singuliére de La-
grange n’existe pas, il y a avanlage a employer systématiquement l'intégrale
a point singulier de M. Darboux.

Si I'intégrale singuliére existe, il est impossible de choisir d’une facon
générale, car on est en présence de deux modes de calcul, 'un brutal et
fournissant la solution simple, I'autre simple ct élégant, mais fournissant la
solution cherchée compliquée d’unc solution auxiliaire.

Dans ce cas, il est facile de donner l'interprétation des courbes C. Pre-
nons pour S {'intégrale singuliere X. £, v pourront étre considérées comme
les coordonnees curvilignes du point M oti ¢ touche X. La courbe C relative
4 un point P sera donc le lieu des points de contact des intégrales complétes
passant par P avec I'intégrale singuliére ou encore la courbe de contact de
I'intégrale singuliere avec I'intégrale a point singulier relative au point P.
Quant a la courbe v, enveloppe des courbes C, c'est le lieu des points de
contact avec X des intégrales complétes tangentes a T.

A la facon dont nous avons présenté les calculs, il semble que, ayant &
résoudre le probleme de Cauchy, pour une courbe bien déterminée T, il
soit nécessaire de chercher I'intégrale & point singulier uniquement pour
les points de T'. Cela tient seulement & la forme que nous avons donnée aux
équations de I'. Si T est donnée de la fagon la plus générale

Sfx', y', 3" Y=o, (x'y y'y ')=o,

on sera forcé de chercher I'intégrale X, relative a un point P absolument
quelconque ().

(') Je ferai remarquer que tous les calculs relatifs au probléme de Cauchy sont bien
connus de tous ceux qui ont eu A s’occuper de cette question, mais que j'ai été obligé de les
développer complétement ici, car ils ne figurent explicitement, 3 ma connaissance du moins,
dans aucun des Traités ou Mémoires classiques.
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