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LES METHODES GENERALES

POUR RESOUDRE

LES PROBLEMES FONDAMENTAUX

DE LA PHYSIQUE MATHEMATIQUE,

PAR M. W. STEKLOFF.

INTRODUCTION.

1. Les problémes les plus importants de la Physique mathématique sont ceux
de Dirichlet, de Neumann (probléme hydrodynamique) et le probléme de la
distribution de I'électricité.

Ces problémes ont une connexion intime entre eux.

On prend ordinairement le probléme de Dirichlet pour point de départ et I'on
regarde le probléme de I’électrostatique comme résolu, si ’on parvient & résoudre
le premier. Mais, pour qu’il en soit ainsi, il faut non seulement : 1° démontrer
I'existence de la fonction harmonique a l'intérieur d’un domaine donné (D), se
réduisant a une fonction donnée £ la frontiére (S), mais encore : 2° établir que
la fonction cherchée a des dérivées normales sur (S).

Il y a beaucoup de méthodes pour résoudre la premiére partie de ce probléme
général ; les unes sont destinées a établir la possibilité du probléme (principe de
Dirichlet), les autres & le résoudre effectivement.

Parmi les derniéres, la plus connue et la plus simple est la méthode de Neu-
mann, qui ne s’applique immédiatement qu’aux surfaces convexes.

La seconde partie du probléme dont il s’agit n’a été résolue que dans ces der-
niers temps par M. Liapounofl, qui a démontré, dans des suppositions assez
générales, V'existence des dérivées normales de la fonction V, satisfaisant aux
conditions du probléme de Dirichlet, si la méthode de Neumann est applicable
a la surface (S).

Tout se raméne, par conséquent, a I’extension de cette méthode aux cas dans
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lesquels la surface donnée n’est pas convexe, sans s’appuyer sur la proposition de
I'existence des dérivées normales de la fonction V.

Ce probléme étant résolu, nous aurons la solution du probléme d’électrosta-
tique, en partant des derniéres recherches de M. Liapounoff, publiées dans son
Mémoire récent, Sur certaines questions qui se rattachent au probléeme de
Dirichlet (*).

D’aprés cela nous résoudrons par la méthode de Neumann le probléme hydro-
dynamique.

2. En étudiant depuis longtemps, avant que M. Liapounoff ait publié ses der-
niéres recherches, les questions dont il s’agit, je me suis proposé de résoudre les
problémes fondamentaux de la Physique mathématique, en suivant une voie dif-
férente de celle que je viens d’indiquer.

Je me suis proposé de résoudre en premier lieu le probléme de la distribution
de Délectricité sans s‘appuyer sur les propriétés des dérivées normales du
potentiel de la double couche et indépendamment du principe de Dirichlet,
en modifiant convenablement la méthode connue de M. Robin.

J’y ai réussi d’abord dans le cas le plus simple des surfaces convexes (2) et a
présent dans les suppositions plus générales, en m’appuyant principalement sur
les derniéres recherches de M. Poincaré (3) et de M. Liapounoff.

Je démontre dans le Chapitre 1I de ce Mémoire que la méthode de Robin nous
donne la solution du probléme électrostatique pour toute surface fermée (S),
ayant les propriétés suivantes :

1° En tout point de (S) il existe un plan tangent déterminé;

2° Autour de chaque point p, de (S) on peut décrire une sphére de rayon D,
assez petit mais déterminé, de telle facon qu’une paralléle & la normale & (S)
en p, ne puisse rencontrer (S), a ’intérieur de la sphére, qu’en un seul point;

3° Langle aigu 3, que font les normales & (S) en deux points py et p
de (S), satisfait a la condition

T << ary,

a étant un nombre indépendant du choix des points p, et p, ry, étant la

distance pop.
4° A la surface (S) est applicable un théoréme de M. Poincaré, que j’ap-

(1) A. LiapoUNoFF, Sur certaines questions, etc. (Journal de Mathématiques, n° 3;
1898).

(2) W. StekLOFF, Le probléme de la distribution de Uélectricité et le probléme de
Neumann (Comptes rendus, 13 décembre 1897).

(3) H. PoixcarE, La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet (Acta Mathe-
matica, t. XX; 1896).
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pelle Taiorive yonNpAMENTAL et que j’énoncerai dans le Chapitre I de mon
Mémotre.

On peut démontrer rigoureusement que ce théoréme a lieu, si la surface (3)
admet la transformation indiquée par M. Poincaré dans son Mémoire déja cité,

mais il est plus que probable qu’il est encore vrai dans les cas plus généraux.

3. Dans le Chapitre IlI, je considére ensuite le probléeme hydrodynamique,
quand il s’agit de trouver a intérieur d’un domaine (D) une fonction harmonique
dont la dérivée normale se réduise 4 une fonction donnée f sur la surface (S).

Nous avons deux méthodes différentes pour résoudre ce probléme important :
celle de Neumann et celle de M. Robin.

Ces méthodes ne s’appliquent, au moins immédiatement, qu’aux surfaces con-
vexes, et dans ce cas le plus simple la premiére d’entre elles était Jusqu’a ces
derniers lemps encore imparfaite sous bien des rapports.

Seulement d’apres les recherches de M. Tauber (1) et de M. Liapounoff (*) sur
les dérivées normales du potentiel de la double couche nous avons recu les moyens
de la perfectionner dans le cas d'une surface convexe.

En m’appuyant sur mes recherches précédentes, je démontre ici ce théoréme
plus général :

La méthode de Neumann est applicable & toute surface (S), ayant les pro-
priétés du numéro précédent, si f est continue sur (S).

Il en est de méme de la méthode de M. Robin.

4. Dans le Chapitre IV je considére enfin le probléme de Dirichlet, quand il
s’agit de trouver une fonction V, harmonique a Pintérieur d’un domaine (D) et,
se réduisant a une fonction donnée f'sur (S).

Je démontre, tout a fait indépendamment du principe de Dirichlet, que la
méthode de la moyenne arithmétique de Neumann est applicable a toute sur-
face, satisfaisant auzx conditions du n° 2, quand la fonction donnée f est
seulement continue sur (S).

[l faut remarquer que les recherches que nous venons d’indiquer ne dé-
pendent pas du théoréeme général, récemment établi par M. Liapounoff, sur
Uexistence des dérivées normales de potentiel de la double couche.

En terminant mon Mémoire, je traite dans le Chapitre V et dernier deux cas
particuliers du probléme de Dirichlet, a savoir :

(1) A. TAuBER, Ueber das Potential einer Doppelbelegung (Monatshefte fiir Mathe-
matik und Physik, VIII, Jahrgang 1897, 1 Vierteljahr).
(2) A. Liarounorr, Sur le potentiel de la double couche (Comptes rendus, 8 novembre
1897).
Fac. de T.,2¢ S., II. 27
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1. Trouver le potentiel de la double couche, prenant la succession donnée
de valeurs sur la surface donnée (S).

2. Trouver le potenticl de la simple couche, se réduisant a la fonction
donnée sur (S) (probléme de Gauss).

En m’appuyant ici sur le théoréme de M. Liapounoff, tout a I’heure mentionné,
Jarrive @ la solution rigoureuse des problémes en question pour toutes les
surfaces, satisfaisant aux conditions du n° 1, sous les suppositions asses
générales par rapport & la fonction donnée f.

En été 1899 a paru 'Ouvrage de M. A. Korn : Lehrbuch der Potential-
theorie, dont les résullats principaux sont analogues & ceux que j'ai exposés
dans ma Note : Sur les problémes fondamentaux de la Physique mathé-
matique, insérée aux Comptes rendus du 6 mars 189g, ainsi que dans les Notes
des 12 et 19 février 19oo.

Je me permets cependant de publier mes recherches, obtenues indépendam-
ment de M. A. Korn, qui me semblent plus simples et plus générales que celles
de M. A. Korn.

CHAPITRE .

POTENTIEL DE LA SIMPLE ET DE LA DOUBLE COUCHE.
THEOREME FONDAMENTAL,

1. Soit (S) une surface fermée, salistaisant aux conditions 1°, 2* et 3° de I'In-
troduction. Counstruisons un cylindre de révolution C, ayant pour axe la normale
a (S) au point quelconque p,.

Désignons par R la plus courte distance de ses génératrices a l'axe, en sup-
posant que R est plus petit que D (n° 2 de PIntroduction), et considérons la
partie () de (S) a I'intérienr de C.

Prenons p, pour origine des coordonnées rectangulaires §, 7, ¢, la normale
extérieure n a (S) en p, pour axe des §.

Soient :
pPo un autre point de (5);
£, €, 7 ses coordonnées ;

7o la distance py p;
Z, l'angle aigu que fait la normale 4 (S) en p, avec celle en p.

La condition 3” nous donne
%0< a"u’
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d’ou, R étant suffisamment petit,

I 1 I
(1) COSZ>1— =T >1— —alri>— (')

Posons maintenant
E=pcosw, 7 =psinw,

et considérons { comme fonclion de o et de .
En tenant comple de la condition 2° et en choisissant convenablement la lon-

gueur K, on peut démontrer avec M. Liapounoff les inégalités suivantes
J / .
(2) {()*:l<4ap et |C]<2ap?
P
pour tout point de ().

2. Supposons maintenant le systéme des coordonnées arbitrairement choisi
dans ’espace. Soient P un point quelconque, z, y, 5 ses coordonnées, p un point
de (S). Désignons par &, 7, { les coordonnées du point variable p de (S), par

une fonction de &, 7, { continue sur (S), par r la distance F/—), par ds I’élément

V:fﬁds,
r

I'intégration par rapport a &, v, { étant étendue a la surface (S) tout entiére.

superficiel de (S), et posons

V est le potentiel de la simple couche a densité u répandue sur (S).

On sait que V est une fonction du point P continue dans ’espace tout entier;
ses dérivées, par rapport a z, ¥, 5, sont aussi continues a I'intérieur et & Uexté-
rieur de (S).

Lorsque le point P s’éloigne a I'infini,

aV 9V - 9V
dy” 0z

tendent vers zéro de Lelle fagon que les produits

., 0V oV \%
rv, R:2Y, R:2Y, R,
dx Jdy 0s
R étant la distance de P & l'origine des coordonnées, restent finis.
V est une fonction harmonique a I'intérieur et a extérieur de (S).

Supposons que P soit situé surla normale n au point quelconque p, de (S) et

(1) II faut seulement supposer que ary <1.
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désignons la valeur de I'expression

R 0 v .
(3) JICOS(Iz,x)—i—D?cos(n,))%— Ecos(zz,\.)

v

au point I par

(4) (-‘;—V>

La valeur de (3) au point p, de (8), nous la désignerons par

oV
on

En désignant par ¢ 'angle que fait la droite pp, avec la normale n a (S) en py,

IV ___fyco&[ads

3 .2
dn r:

nous pouvons écrire

- . . . A% .
Dans les suppositions faites par rapport a (S) et a " 5 est une fonction con-
n

tinue du point p, de la surface (S) et I'expression (4) tend vers des limites déter-
minées, quand P tend vers le point p,, en restant constamment sur 7.

Nous désignerons ces limites par

A o JvV,
on on’

selon que P reste a P'intérieur ou a 'extérieur de la surface (S).

3. Soient u et u, les valeurs de - en deux points p et p, de (S).

Supposons que u satisfasse a la condition

N et <1 élant des nombres indépendants de r, et de u et dela position du
point p, sur (S).

Désignons par I, la valeur de 'intégrale

pcosd
,.2

I=— ds
au point po, par M le maximum de || sur (S), par ¢ la distance Pp,, que nous
supposerons suffisamment petite.

En employant la méthode de M. Liapounoff on peut démontrer I'inégalité sui-
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vanle

1
2

(6) < (AM + BN)é?,

<QX)P~ I, — 27w,

on

A et B étant des nombres fixes.

Cette inégalité a lieu pour Lout point de la surface (S).

On peut démontrer aussi 'inégalité analogue dans le cas ot P est a 'extérieur
de (S), mais nous n’insisterons pas sur ce point.

L’inégalité (6) n’est démontrée que dans le cas ou u satisfait & la condi-

tion (5), mais les égalilés connues

oV,
_d‘; == Io+ QT:H(),
-
7) oV,
'% = IO — 2Ty

sonl vraies toujours, si w est seulement continu sur (S).

Vi 9V, sont des fonctions

an dn

Dans cette seule supposition les dérivées normales

réguliéres continues sur (S).

4. Désignons par I, et I, les valeurs de I en deux points quelconques p, et p,
de (S).
En supposant que la distance
' =pPiPo

soit suffisamment petite, nous obtiendrons, avec M. Liapounoff, I'inégalité sui-
vante

1
(8) |L— 1| < LM /2,

L étant un nombre positif, indépendant de r et de la position du point p, sur(S).
Nous emploierons cette inégalité dans le Chapitre suivant.

5. Soient p un point variable de (S), P(x, y, ) un point quelconque, r la
distance Pp. ‘
Désignons par o I'angle que fait la direction Pp avee la normale n 4 (S) en p,
et posons
\V:f’i;ﬁds.

W est le potentiel de la double couche a l'intensité .
On sait que W est une fonction harmonique continue a I'intéricur et a 'exté-

rieur de (S) ainsi que ses dérivées par rapport a x, y ct 3.
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Désignons, en général, par I'; la limite vers laquelle tend une fonction quel-
conque F du point P, lorsque P tend vers un point p, de (S) en restant a I'inté-
rieur de (S), par I; la limite vers laquelle tend F, lorsque P tend vers p, en
restant a U'extérieur de (S).

On sait que W varie brusquement, lorsque P vient a traverser la surface (S).

On a, en effet, pour chaque point p, de (S),

{ Wi=W 4 omp,,

(9) | W= W —any,

W étant la valeur de cette fonction au point p,.

Supposons que P soit situé sur la normale 7 en p, et désignons par & la dis-
tance P p,.

On sait que, S étant assez petit,

[(50),

ou K est un nombre positif ne dépendant ni de la position du point p, sur (S), ni

M

(10) <K§,

de la fonction w.

Cette inégalité est donnée par M. Liapounoff dans son Mémoire déja cité.

Considérons les valeurs de  aux points de (S), dont la distance au point p, ne
surpasse pas D (voir I'Introduction, n° 2).

Introduisons les coordonnées polaires en prenant le point p, pour le péle, le
rayon vecteur p et I’angle polaire w dans le plan tangent a (S) en p,, et considé-

rons . comme fonction de p et de .

1 2T _
—nfo pdo =p,

el supposons que u satisfasse 4 la condition suivante

Posons, avec M. Liapounoff,

(11) | — o] < BB+,

b et B <1 étant des nombres fixes, indépendants de ¢ et de la position de p,
sur (S).

Dans ce cas, comme M. Liapounoff I'a montré, W admet les dérivées normales

oW, . oW,
(12) on ¢ an
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qui sont égales I'une & Pauntre, et expression

IW )
d n p’

soit P a Pintérieur ou a l'extérieur de (S), tend vers ses limites (12) uniformément
b

pour toutes les positions du point p, sur (S).

Je renverrai, pour la démonsiration des formules (6), (8), (10) et du théoréme
tout a I'heure mentionné, au Mémoire de M. Liapounoff : Sur certaines ques-
tions qui se rattachent au probléme de Dirichiet.

Si nous posons
=1,

nous obtiendrons les égalités connues de Ganss

COSQ
f 22 ds = 4,

si le point z, y’, z est situé & 'intérieur de (S
! ) )

CcCOs®
f L ds=—am,
77

si ce point est situé sur (S), et

si le point considéré est a I'extérieur de (S).

6. Soient © et ¢ deux fonctions de x, y, 5 intégrables a 'intérieur d’un
domaine (D) ou sur une surface quelconque (3).
On sait que

2
(13) ([cm,’adz'> <f<p”la’rfqﬁdr,

les intégrales étant étendues au domaine (D) tout entier,

(14) <f<,9¢ds>2<fcp?dsf'y2ds,

les intégrales étant étendues 4 la surface (S) tout entiére.
Si ¢ et ¢ sont deux fonctions, ayant les dérivées du premier ordre par rapport

ax,y, 54 l'intérieur de (D), on a de méme

(13) <f2 %‘%d7>2<f2<3§>?dff'z<%>zd"-’
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Voici la démonstration la plus simple de la premi¢re de ces inégalités, dites
inégalités de Schwars.
e . u s ' % par
Des;gnons paro, et Y, ce que deviennent ¢ et ¥ quand on y remplace z, y, 5 par
.
g, 1, ¢, par dz, le produit d§ d, dZ.

I’inégalité (13) est une conséquence immédiate de cette meoahte évidente
[ ai— e s g dede= [ (o= o)t dede>o.

On peut donner la démonstration analogue des inégalités (14) et (13), mais

nous n’insisterons pas sur ce poinl.

Soit (S) une surface donnée quelconque satisfaisant aux conditions t°, 2*
et 3°.
Désignons par W une fonction de coordonnées z, ), z continue dans I'espace
tout entier, ayantles dérivées du premier ordre a 'intérieur ct a Textérieur de (S),
les dérivées normales régulicres sur (S), et satisfaisant a la condition

lim | RW | < A,

R=2w

oit A est un nombre fixe, R est la distance du point z, y, 5 4 I'origine des coor-
données. '

Désignons par dx I'élément de volume du domaine (D), limité par (S), par d='
I’élément de volume du domaine (D’) extérieur a (S).

Posons

Pintégrale étant étendue a la surface (S) tout entiére.
Dans les supposmons faites par rapport & 4 (S) nous pouvons employer le théo-

réme connu de Green, qui nous donne [en vertu de (7)]

'/ OV OV OV, ove> o o
fZ(b?) “’T+f2.<ﬁ) dr _f\ (an - dsﬁj VW ds > o.

En désignant par L le maximum de I'intégrale

” ds
;
sur (S), on peut écrire
L<irl

{ étant la plus grande distance de deux points de la surface (S).
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Par conséquent, en vertu de (14),

V2< Lf“.;ds,

4 7

fv-'ds<12fW2 ds.
<fvwc{s>'<fV2dsfwws,

j VWds< 1 [ W2 ds.

d’ou
D’autre part,
ou

Il résulte de la que

(16) f2<%>2df+f2<%>2dr’< szw.s-.

Désignons par dT I’élément de volume de Iespace tout entier.

On a
oV oW oV, V.,
fZ P aTdT'fW<7f7— 797)‘“*[“ “

b \ <
d’ou, en vertu de (15),

(fweae)< [S(5) o [E(5%)

D’aprés cela, en tenant compte de (16), on trouve

sz ds < 1f2<%%>2dT,

c’est ce qui nous donne le lemme suivant :

LemmEe ronpaAMENTAL. — Soit W une fonction des coordonnées, continue
dans Uespace tout entier, ayant les dérivées du premier ordre a Uintérieur
et a Uextérieur d’une surface fermée (S), satisfaisant auzx conditions 1°, 2°
et 3°.

Supposons encore que W admette les dérivées normales d() L, 5)0\_“, régu-

liéres sur (S), et satisfasse a la condition

lim | RW | < A,
R=w

R étant la distance du point z, y, s a Uorigine des coordonnées, A étant un
Fac. de T., 2 S., IL. 28
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nombre fixe. Dans ce cas le rapport

JE(G) @

j We ds

est plus grand que ;—; l étant la plus grande distance de deux points de la
surface (S).

8. Désignons par P, la fonction de Legendre et posons

2n -1 T AT 2n 41
—_ ! ! 3 ! ! A
Yoz fo fof(s,up)P,,smS dy'ds'= 25 ffP,,da,

ds étant I'élément superficiel de la sphére (¢) de rayon 1, ayant pour centre I'ori-
gine des coordonnées, f(3J, {/) étant une fonction donnée continue sur (o),
n’ayant qu'un nombre fini de maxima et de minima le long de tout grand cercle
de (o).

On sait que la série

) V=3,

n=0

-
présente une fonction harmonique a P'intérieur de (s), se réduisant a f sur (o).

On sait de méme que la série

1 -
(18) V:Z’P;f_ﬁYn
n=9

présente une fonction harmonique a 'extérieur de (), se réduisant a f sur (<).

La fonction V, définie par les séries (¢7) et (18), est donc une fonction har-
monique a l'intérieur et a 'extérieur de (), continue dans l’espace tout entier
et se réduisant a la fonction donnée f sur (s).

En supposant que
ff(s, ) do = o,

on trouve
. ov, ,
(19) f on do =o.

Il importe de remarquer que cette égalité ne dépend pas de la supposition

. L e, oV
de 'existence de la dérivée normale Tne sur ().
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9. Soient (s;) et (o.) deux sphéres, I'une intérieure I'autre extérieure et toutes
les deux concentriques a la spheére (o).

Désignons par dr,; 'élément de volume du domaine (A;), limité par (o), par
dt,. I'élément de volume du domaine (Ac), extérieur a (o).

Supposons que les intégrales

Sy =3

étendues au domaine (4), limitée par (s), et au domaine (4A'), extérieur a (v),
aient un sens bien déterminé.
Désignons par p et @1 les rayons des sphéres (o;) et (se), et posons

ppr=1.

En tenant compte des égalités (17), (18) et (19), on trouve

L=[¥ (g)ﬂdr”:inz&ﬁp”“,

n=1
1;:f2<%>2d71322(n+1)Azpw+ﬂ,
ou =
Ag:fY,z ds.
Par conséquent, i
§<%<u

d’oli, en passant & la limite (pour p =1), nous tirerons le théoréme suivant :

Tutorime. — Si la fonction V, harmonique & Uintérieur et a Pextérieur
de la sphére (o), continue dans Uespace tout entier et s'annulant ¢ Linfini
avec ses dérivées comme le potentiel de la simple couche, satisfait & la condi-

tion
ov, Jo—
f dn ag — 0,
on a
1 1
PR G

Nous supposons ici que les intégrales

I=liml,, U=liml,
) p:l p, =1
ont un sens bien déterminé.



220 W. STEKLOFF.

10. Supposons que la surface donnée (S) admette la transformation suivante :

1° A tout point M de coordonnées z, y, z de ’espace donné correspond un
point M’ de coordonnées z', y', 7’ et un seul, et inversement.

2° Les coordonnées x, y, zde M sont des fonctions continues de z/, ', 7, et
inversement.

3° Les dérivées du premier ordre de z, y, z par rapport a z', y', 3’ sont finies
pour loutes les valeurs de &', y/, 7/, et inversement.

4° Quand M décrit la surface (S), le point M’ décrit la sphére (), qui a pour
équation

x4yt 5=,

5° A lout point de I'espace donné, intérieur a (S), correspond dans I'espace
transformé un point intérieur & (), & tout point extérieur a (S) correspond un

point extérieur a (o);

; aux points infiniment éloignés du premier espace corres-

pondent les points infiniment éloignés dans le second.

Nous appellerons cette transformation, indiquée par M. Poincaré dans les Acta
Mathematica, t. XX, transformation de M. Poincaré.

Soit V une fonction continue dans 'espace tout entier, ayant les dérivées du

premier ordre a 'intérieur et a I'extérieur de (S), les dérivées normales

ov; aVv,

on et on

sur (S) et s’annulant & I'infini comme un potentiel de la simple couche.
Remplagons dans V les variables «, y, 5 par leurs expressions en z', 3, 5 et
désignons la fonction ainsi obtenue par V',

On a
aV'\? oV\? vV oV
S(5) =Zen(im) v2 Xy 5
a0V \? oV'\? A A'M
2(5) =2o(Gw) 2 Doy 5
ou

_Mﬂ+%?@§ ..

a — -0_.1'7 0)//> + d;, 3 >
_ 0y Jds _dy d5  dy 93

=02 92 T 9y oy 95 95

p (02N (92Nt faxNt
=(5%) (%) (%)

. dy/ dz! d)/ g_i’ d'yl Qi/

bn=Gz 9z T oy oy T 05 0z

En désignant par A le maximum de modules de @ x, @x,m Ok k, bk, m (k, m=1, 2, 3),
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EE ) < 2(5)
(%) <A 2(5w)

Soil (S;) une surface fermée intérieure a (S), soit (S,) une surface fermée exté-
rieure a (S), solent (g;) et (5.) leurs transformées.
En désignant par dx; et dz.les éléments de volume du domaine intérieur a (3;)

et du domaine extérieur i (S.), et en remarquant que le déterminant

nous aurons

(20)

dz  dx v
dz'  dy' 093
p—| 9y 9y dy
Jdz'  dy' 035
93 95 9=
dx' dy' 03

reste fini pour toutes les valeurs de ', 3/, 2’ (ou z, ¥, 5), nous obtiendrons les

négalités suivantes

! av’ oV

|2 () @ [ 3(5)

] P\ oV

| J2(G) wesn [2(5) & o

B étant un nombre assignable.
Ces inégalités ont lieu pour toutes les surfaces (S;) et (S.) suffisamment voi-

sines de (S).
Supposons que (S;) et (S.) tendent vers (S).

Les intégrales
0V \? oV\?
JE@G) = e [E(E)
- oV\® . ov\? .,

dont la premiére s’étend au domaine intérieur & (S), la seconde au domaine

(21)

tendent vers

extérieur a (S).
Ces derniéres intégrales ont un sens bien déterminé en vertu de suppositions

que nous avons faites par rapport a la fonction V.

(1) dry; et dry, sont les éléments de volume du domaine intérieur a (o;) et de I'espace

extérieur a (o).
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Les inégalités (21) nous montrent que les intégrales

I\ 2 !
f2<0V> df,_hmf2<dv) drs,
aviz . oV’\?
fZ( > d.1:]1mf2<ﬁ> e,
dont la premiére s’étend au volume tout entier de la sphére (), la seconde

a 'espace extérieur a (s), ont un sens bien déterminé.
Par conséquent, on peut écrire; en vertu de (20),

fE( > dTl<I<H~f2<dV’>2d‘L‘1,
[ S(88 ) v [

w et u' étant des nombres finis ‘et positifs.

(22)

11. Désignons par W' une fonction continue dans I'espace tout entier, harmo-
nique a 'intérieur et & I'extérieur de (o) et se réduisant a

(23) W=V'+C sur (o),

C étant une conslante.

La constante C étant choisie convenablement, on a

(24) ddvzeda_o

Remplagons dans W’ les variables ', 5/, 2’ par leurs expressions en z, y, z et
désignons par W la fonction ainsi obtenue.

K,_/2<d“ dz, K;_fE(%%)df
TS w3
K= [2(5) an w=[B(5)

Les inégalités (21) nous donnent

(25) K> 1 >pK,
(26) K> 1 >pk,
(27) w'H>K, >pH,

(28) . pH'>K;>pH'.



METHODES GENERALES POUR RESOUDRE LES PROBLEMES FONDAMENTAUX, ETC. 223

Supposons que V soit une fonction harmonique & 'intérieur et a 'extérieur

oV, ,
/ on ds —o.

En employant la transformation de Green et en remarquant qu’en vertu de ( 23
pioy q q

a (S) et satisfasse a la condition

W=V+0C sur (8),
nous aurons

oV oV ov oV
r— cds—— (W Veqs cags—— [wVe
= fv e ds = f“ e ds cf s = fw e ds.

Mais
oW oV . AP
demd—xd dends.
Par conséquent, en vertu de (15),

(29) I'<f2<ddl§>2d,z": K.

On a de méme

av; oV, AW 0V
I__fV d_fW d“/Zoxox r,
AVA
(30) 1< [ X(%) #==K.
D’autre part, en vertu de (23), (24) et (15),
| OW, AL
3 H= fw d_fded, 7 <K,

oW, OW! IV IW'
(32) H__—fW’ d_—fV’ d_fde,d,lz<K

Ces inégalités nous montrent que les intégrales H et H' ont un sens bien déter-

miné.
Le théoréme du n° 9 a lieu et nous donne immédiatement

H
(33) _<H/<’

En rapprochant les inégalités (29), (28), (33), (31) et (25), on trouve

!
(34) I'<K2<H'H’<2H’H<2H'K<2_:_I.
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On ade méme

4
<K <pi<pH<pKi< %l’

en vertu de (30), (27), (33), (32) et (20).
Par conséquent,

(35) LR
2 I -
ou .
(35,) I'<ml, I<ml,
ou l'on peut poser
mo— 2
{J.

Des inégalités (35) nous tirons le théoréme suivant :

Taiorkme. — Soit V une fonction, harmonique a U'intérieur et a lextérieur
de la surface donnée (S), ayapt les propriétés de potentiel de la simple
couche et satisfaisant & la condition

v,
on

/ Z(%)l
PUE

a une limite supérieure finie et une limite inférieure différente de zéro, si la

ds — o.

Le rapport

surface fermée (S) satisfait aux conditions 1°, 2" et 3° de l'Introduction et
admet la transformation de M. Poincaré.

Nous appellerons ce théoréme théoréme fondamental.

Nous avons démontré ce théoréme dans le cas ol la surface (S) admet la trans-
formation de M. Poincaré, mais il est probable qu'il existe encore dans les cas
plus généraux.

Je crois que I'on peut démontrer ce théoréme indépendamment de la transfor-
mation de M. Poincaré, pour toutes les surfaces satisfaisant aux conditions 1°, 2°
et 3°, bien que je n’aie pas réussi a le démontrer dans ces conditions en loute
rigueur en ce moment.

Nous verrons dans ce qui va suivre, que la solution de tous les problemes
fondamentaux de la Physique mathématique se ramene a la démonstration
compléte du théoréme fondamental.
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Nous allons considérer, en général, les surfaces fermées auxquelles ce théoréme
est applicable.
La classe des surfaces admettant la transformation de M. Poincaré y est con-

tenue, sans doute, comme un cas particulier.

CHAPITRE 1I.

LE PROBLEME FONDAMENTAL DE L'ELECTROSTATIQUE.

1. Ce probléme s’énonce comme il suit :

Trouver la densité o d’une couche superficielle, répandue sur la surface
donnée (S), sans action sur un point intérieur.

V.—:fgds
’

de cette couche conservera une valeur constante dans toute I'étendue de (S) (du

Le potentiel

conducteur). .
En supposant que la fonction cherchée o soit continue sur (S), on trouve

cosy
(1) p= ﬁf%——‘ ds sur (8),

I'équation connue de M. Robin, qui découle immédiatement de la premicre des
formules (7) du Chapitre précédent.

On sait que le probléme serait parfaitement délerminé si nous ajoutions encore
la condition

(2) fpa’s:A,

A élant une constante positive, présentant la masse totale de la couche considérée.
On peut traiter ce probléme de deux maniéres différentes :
1° On peut démontrer d’abord I'existence de la fonction V, harmonique
a Pextérieur de (S) et satisfaisant a la condition

Y = const. sur (S).

,

Si nous démontrons ensuite que cette fonction admet la dérivée normale £-°,

on
Fac. de T., 2= S, 11, 29
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nous obtiendrons

2° On peut se proposer de déterminer la fonction cherchée, indépendamment
-du probléme de Dirichlet, en partant de 'équation de M. Robin jointe & la con-
dition (2).

Nous nous arréterons & la derniére méthode, indiquée pour la premiére fois par
M. Robin.

Cette méthode n’est établie rigoureusement qu’en ces derniers temps dans ma
Note : Le probléme de la distribution de Uélectricité et le probleme de
Neumann (Comptes rendus, 13 décembre 1897), mais seulement dans le cas des
surfaces convexes.

Quelque temps aprés, J’ai réussi a la démontrer dans le cas plus général, et j’ai
exposé mon analyse dans une Note : Sur les problemes fondamentaux de la
Physique mathématique, publiée aux Comptes rendus du 6 mars 1899.

Dans ce Chapitre de mon Mémoire je démontrerai enfin, sans m’appuyer sur
le principe de Dirichlet (comme dans les Notes tout a I'heure mentionnées) le

théoréeme sutvant :

Tutorkme. — La méthode de M. Robin nous donne la solution du probléme
de la distribution de 'électricité pour toute surface fermée (S), satisfaisant
aux conditions 1°, 2° et 3° de U’Introduction, pourvu que le théoréme fonda-
mental soit applicable a (S).

2. Soit gy une fonction quelconque, continue sur (S), soit r la distance du
point p(z, , ) de (S) au point variable p'(&, 1, {) de la méme surface.
Formons la suite d’'intégrales

1 [pecosy
pl -—277/ 2 dS,

72

I p, cosy

y = — Lt s
(3) Py I ’
................... R
1 [ pp-, cosd
Pr— —— P " ds.
27 r

D’aprés la méthode de M. Robin, la limite vers laquelle tend py, quand £ croit
indéfiniment, est une fonclion continue sur (S) et présente, la fonction g, étant
choisie convenablement, la densité de la couche superficielle sans action sur un
point intérieur.

Pour établir la méthode de M. Robin il faut donc démontrer que g4 tend uni-
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formément vers une limite déterminée, différente de zéro, ou, ce qui revient au

A . P
meme, démonltlrer que la série

(4 o+ (01— o) *+ (p2—p1) +- o+ (Pr— Pr—t) +- -

converge absolument et uniformément sur (S) et n’est pas identiquement nulle,
pourvu que la fonction p, soit choisie convenablement.
Cette proposition étant établie, nous démontrerons ensuite sans peine que la

série (4) présentera la solution du probléme proposé.

3. Formons la suite de potentiels

[ 1 1
V,=— ;%fpo;ds,

I oV, 1

o L .
(3) Ve= an ) on 7
e [V
LT T o an rds'
On a
Jav, I cosy
()Il E 0-——]‘2 dS,

0V, 1 [0V, cosd
an 2T on 2

ds,

Ve 1 [0Vim cOSY
on  am )  On o

En comparant ces égalilés avec (3), on trouve

9V,

6 - £
( ) Pk an

(k=1,2,3,...).

4. Soit, en général, V une fonction harmonique a l'intérieur de (S), ayant les
propriétés du potentiel de la simple couche.
Soit P un point du domaine, limité par (S), de coordonnées z, y, z; soit 7 la
distance de P au point p’ de la surface (S). |
En sapposant que (S) satisfait aux conditions du n*2 de ’Introduction, on peut
écrire
1

1
V=7 W4 W,
qm qm
ou 'on pose

W:fViL”i‘?ds, W, [V

on r
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Supposons que P tend vers un point p de (S), en restant a l'intérienr de (S),
et passons & la limite.

Nous aurons
Vi= = Wit — W
Am Am
Mais on a [les égalités (g) du Chap. I]
Vvi:W-f-MTVi, ‘Vli:‘\?u

en entendant par W et W, les valeurs des fonctions W et W, au point p de (S).
Par conséquent,
R  — I — 1 = C0S O I APE
) Wﬂ:#W+~W:—foM+— 9Yi L g,
2T T 27 r* 2w,) oOn r
Dans cetle formule z z sont les coordonnées du point p de la surface {S).
7.}/? p / 4

Remplacons dans (7) V par Vi

Vk:——l— Vk CO§<PdS+ 'I— ()\”/{'i 1(IIC.
27 r: 27 dn r

En tenant comple de I'égalité [ Chap. 1, formule (7)]

On trouve

AV A P AT

8 ==L - =0 — Ope
) dan an an Ph Bhmts
nous ohtiendrons, en vertu de (5),
= 1 - COSO R
(9) ‘;H,l:'z'-;t ‘7,'; P ds (k:l, 2, O, ...).

5. Considérons maintenant les égalités (3).
La derniere de ces égalités nous donne

ol
fpkds: 2—2;[(15([{;,{#1 ngvd.s),

d’ou, en changeant 'ordre d'intégration,

' CosQ ’
/pkzls: ;]? /9/.——1 d\<f "“2 . ds>: /pA._lr[,v.

Supposons que gq salisfasse a la condition

fpods:o.
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Dans ce cas on a, en général,
fpkdszo (k=o0,1,2,...).

D’autre part, en vertu de (7) du Chapitre 1, on a [I’égalité (6)]

OVie OVy OV,
(10) on __()7_*_ on

fdv’”ds._o

Toutes les fonctions Vi(k =1, 2, 3, ...) satisfont donc aux conditions du

théoréme fondamental.

= pPrt+ Ph-1.

Par conséquent,

quel que soit 'indice 4.

6. Cela posé, formons les intégrales

_ oV\? , A
= [R(5) @ u=[X(5) @

et supposons que /e théoréme fondamental soit applicable & (S).
En employant Ja méthode de M. Poincaré ('), prenons la fonction

U=aVi+ Ve,

ot 2 el 3 sont des constantes quelconques.

=R =[S

et employons le théoréme fondamental.
On trouve, en vertu de (35,) du Chapitre précédent,

Posons ensuite

(11) I<ml, I'<<ml.
Mais
I =L+ 208100+ B2 Liay,

U=l + 2031 1y + B L1y,
ot ’on a posé

I,H,—fzﬂ‘)_‘ﬁ_'d AH_IEW" "V(‘“d'

(1) H. PoiNcarg, La méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet (Acta mathe-
matica, t. XX, p. g6).
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Par conséquent, en vertu de (11),

oc‘-’(ml}l,—— I/») -+ Za@(mlllc,/;+1 - I/f,/:—H) -+ ﬁz(ﬂll}c+1 - le'+l)> o,
(12) at(mly—1;) + 2oB (mlp g — T ppy) + B2 (Ml — Iy ) > 0.
Remplacons dans la premiére de ces inégalités B par — B et additionnons le

résultat ainsi obtenu et I'inégalité (12).
1l viendra

(13)  ?(m—1)(Li+1})+2a83 (m“+1)(Ik,lc+1—II/.-,I;+1)+32(”1—1)(Ik+1+1;.-+1)>0o

La premiére partie de cette inégalité étant une forme quadratique définie et
positive, on a

(m =02 (L L) (L + L) > (1) (T ey — T gy )%

D’autre part, le théoréme de Green et les égalités (8) et (ro) nous donnent
oV oVy,; oV,
L= ka+l dfl ldS—kaH dlf' ds"‘kaﬂ dft ]dS,

' v oV e . V.. )
/\'+1:‘“ka+1—02;'0’3 —ka+1 ()/I‘l ds+f\'k+1——df—llds,

’ 0‘7 e 7 dVl
I/;+1+I/‘.+l:——ka+1 dlf, ds —f\/k+1 dIAl, dS:I/(.!k+l—I/l»’/‘.+1.

Par conséquent [I'inégalité (13)],

’ — m 2 ’ 2
Ik+1+1/€+1<<:‘:__m> (I/c+l/‘.):)‘.(l/f+ l/‘.),
3 — <1—m>2

1+ 1m

est un nombre positif plus petit que 'unité.

En posant
A=3L+1I),

A étant un nombre assignable, on trouve
(14) L+ 1, <A (D).

En employant ensuite le lemme fondamental, démontré dans le n° 7 du Chapitre

(1) Comparer H. PoiNcagE, dcta mathematica, t. XX, p- 96.



METHODES GENERALES POUR RESOUDRE LES PROBLEMES FONDAMENTAUX, ETC. 231

précédent, on a

fvz.ds<1(1k+1;).
Cette derniére inégalité et (14) nous donnent immédiatement
(15) fV}ids<B,)\’f,
B, étant une constante finie et positive.

7. Envisageons maintenant deux cylindres de révolution (C) et (C,), dont I'axe
commun est dirigé suivant la normale n & (S) dans le point p(z, y, 5) de (S).
Soient R et Ry (R > R;) les rayons de ces cylindres.

Désignons par (s, ) la portion de (S) découpée par (C,) au voisinage du point p,
par (a) la portion de (S), située a l'intérieur des deux cylindres (C) et (Cy), par
(S4) la portion qui reste.

Soient dsy, ds et ds, les éléments superficiels des portions (a,), (s) et (Sy).

On peut écrire [I'égalité (9) du n° 4]

S 1 < COSO 3 Coso >
(16) Vk: E(\f\(k—l ,.2' dsl +ka_1 ) ds +\/\Vk-1

CoSso
72 d0'1>

En employant I'inégalité de Schwarz, on trouve

Q?<f—v_/2\71 dsif Colidm dsl < [AV%'AI dsf CO’.S;(P dsl.

En remarquant que dans le champ de I'intégration

r>R,

cos“@d S, S
A BS RS R

on a

S, et S étant les aires de la portion (S;) et de la surface (S) tout entiére.
On a donc

S —
Qi< va}z‘_‘ ds,

d’ou, en vertu de (15),

(17) Q<< 2 M,
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Considérons maintenant {'intégrale

Q= f Vit 959 4,

r?

On a, comme précédemment,

L 2
(18) Q:;<fv,%._, dsfcos_f?da.

7

Prenons la normale n en p pour l'axe des { et introduisons les coordonnées
polaires o et 3, ayant pour pole le point p.

On a évidemment
_ oadadb

do -
COSJ

On peut toujours choisir R de telle fagon que I'on ait
(19) cosI > é

pour tous les points de la portion de (S), située a U'intériear du cylindre (C).
Cela posé, on peut écrire

(20) da <<2adad3.

D’autre part, il est aisé de démontrer I'égalité suivante

recoso __adi .
cosT T T gda
qui nous donne
.
|reoso|<lel||3=] +]|Z]|
do

En employant maintenant les inégalités (2) du Chapitre précédent, on trouve

|reosg{<<baot

et
cOS® 6a
(21) %% < 02,
puisque
r> o,

On a donc, en vertu de (19) et (20),

"cos?o i " da R
/ y ‘dc<72a’-’f dﬁf — —ifiratlog -
e | R R,
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D’apreés cela, I'inégalité (18), en vertu de (15), peut étre présentée sous la forme
suivante
2 / 2B k-1 e 1
(22) Qi< 144ma’B,h logF-
1

Considérons enfin P'intégrale

Q; :/Vk—l COi(P d?'t-

r

Désignons par 2xN le maximum de module de I'intégrale

l:f——lc?i@lds

sur (S), par (Vj) le maximum de module de Vi(k=1,2,3,.. ..
En tenant compte de I'égalité (9) dun® 4, on a

(Vi) < 5= (V)T <N (V).

Par conséquent,

(Vi) < N-=1(V,) < 2 IN*— R, = N, N,

R, étant le maximum de module de p, sur (S),

2lR
No= N °.
En remarquant que
RI < B;

on a, en vertu de (20) et (21),

27 R,

f"’—‘;i—"id@,@zaf g [ da=s4raR,.
0 0

D’autre part,

le]<(vk—x)f!m;#wd°'1<NoNk—lfl—C(ﬁild%

ou, en vertu de I'iégalité précédente,
(23) Q]| < 24maN N/~ R, = 2an TN*—'R,.
Cela posé, rapprochons les inégalités (175, (22) et I'inégalité évidente
(Qi+ Q:2)*<<2(Q}+ Q3).
On aura
(Q1+Qa)2<<2 (—SRI%‘— +144ma®B, logR£>Xk—‘.
1

Fac.de'T., 2 S., IL 30
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- Posons, pour abréger 'écriture,

SB
Tl‘—i +1447a*B, logR = 272P,

1b4na* B =1272Q, p=\i.
Nous aurons
Qi+ Q.| <2mps~1/P —QlogR,.
En rapprochant cette inégalité, I'inégalité (23) et la suivante
< 1 1
[ Ve]<< Ele*— Q.|+ ;EIQaL

on trouve
Vi< pr-tyP—Q logR, + TN4-1R,,

k—1
()"

(24) | Vil < pit (\/P+(k—1)Qlogg+T>.

d’olt, en posant

nous déduirons immédiatement

Soit = une constante positive, satisfaisant aux conditions

p<<T<f.

Posons
E = G.
T

I1 est évident que 'expression

okt <\/P + (k—I)Qlogg—i—'l‘)

ne surpasse pas un nombre K,, fini et positif, quelle que soit la valeur de k. On .
peut, par conséquent, remplacer 'inégalité (24) par I'inégalité suivante

(25) 1'\7,,.]<c:k (o<t <),

ol l'on a posé

L’inégalité obtenue démontre le théoréme suivant :

Trtorime. — Supposons que la fonction po, continue sur la surface don-
née (8), satisfasse a la condition

fpoa's:o.
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1 1
VIZ_— E‘/‘po;ds

et formons la suite des fonctions

Posons

1 (o COSQ

V, = s Vv, o ds,
=3 1 < COS

V3 = 2—7E sz —rE'C—P ds,
v _ ' (v coso
V.= anvk—1 3 ds,

o Vi (k=1,2,3,...) désigne les valeurs de la fonction Vi aux points
de (S).

Si la surface fermée (S) satisfait aux conditions 1°, 2° et 3° de I’ Intro-
duction et le théoréme fondamental lui est applicable, on a

(25) ‘ ]Vk | < Cr*,

ot G est une constante finie et positive ne dépendant que de la fonction p, et
de la surface (S), = est un nombre positif plus petit que l’unité.

8. Posons
(26) P-k:(vk—vk——l) -+ (Vk+2_vk+3) e (Vk+‘.’p_vk+2p+i)+' coe

En tenant compte du théoréme du numéro précédent [I'inégalité (25)], on
trouve

(27) lvk+2p_vk+2p+1[<2c'fk72') (p=o0,1,2,...).

Cette inégalité montre que la série (26) converge absolument et uniformément
et présente, par conséquent, une fonction continue sur (S).
L’inégalité (27) nous donne aussi

2C
1— 72

(28) [el<< = C, 7%,

En remarquant ensuite que la série
|Vk]+lvk+1l+|vk+2l+!Vk+3l+'--
converge absolument et uniformément, on peut écrire

(29) Fk:Vk_(vk—H—Vk+z)—(vk+3—vk+;)—....
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Cela posé, considérons le potentiel de la double couche

I CoSs
Wk:z—Efp./‘ .2<PdS-

7

On a
(30) Wi i=Wi+pe  sur(S).
D’autre part, en tenant compte des égalités (26) et (g), on trouve
Wi=(Vies—Vira) + (Viws— Virs) .. oo
Par conséquent, en vertu de (29) et (30),

W/,.,,»:V,C:V;,.,,- sur (S)

On a donc, d’aprés le théoréme connu,
(31) W=V, a lintérieur de (S).

Soit P un point intérieur & (S), situé sur la normale n dans le point quelconque
p de (S), soit & la distance Pp.
En adoptant les notations du Chapitre précédent, on peut écrire, en vertu

de (31),
o (%)= (%),

9. Soient p et p' deux points de la surface (S).
En prenaut la distance pp’ suffisamment petite, on trouve, d’aprés le théoréme

de M. Liapounoff [voir Chap. I, n° 4, I'inégalité (8)],

1
lei— pr | <<LRj—y 12,

ox et px étant les valeurs de la fonction ex aux points p' et p, Ry, étant le
maximum de module de pz_y sur (S).
Appliquons maintenant I'inégalité (6) du Chapitre précdent a la fonction

I I
Vk—--—-z—ﬂ_fpk._i ;ds.

_ Pr=t

= o N=LR;_,, M=R;_,.

Il faut poser

Nous aurons, & étant suffisamment petit,

4
2

I(%) — (Pe—pr—1) | < (ARg—y + BLR;, 6%,
b
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o
|
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d’oti, en vertu de (32),

L oW,
33) | pe— pios| < (ARg_, + BLRy_s) * +- (( ")p :

an

Désignons par My le maximum du module de px sur (S).
En employant I'inégalité (10) du Chapitre précédent, on trouve

'

OW, M,
[COARTE &
ou, en vertu de (28),
de i T"'
/ .
(34) [(5),| <xe
Posons maintenant
2k 1
0=crt?, =g (1),

C étant une constante convenablement choisie.
L’inégalité (33) se présentera, en vertu de (34), sous la forme suivante

[pe— pa—1| < (ARj—y+ A Rpey + ) o%,

. ou

(35) lex] <|pa—i|+ (ARioy 4+ Ay Ri_y+ n) ok,

o A, A, et n sont des constantes finies et positives, ne dépendant pas de la posi-
tion du point p sur (S).
On peut poser, par conséquent,

Ri=Ri—;+ (ARs—1 + A Ry + n)o#,
d’ou il s’ensuit qué
R:>R;_, (k=»2,3,...)
et que

(36) I{k<Rk—1(l+ma")+ﬂa",

ou I'on a posé
m :A -+ Al'

En présentant I'inégalité (36), comme I’a fait M. Liapounoff, sous la forme

n g n\
= - k
<R+ >< (R,,._,A— )(r—i—ma '),

(*) Nous employons dans ce numéro les raisonnements analogues a ceux de M. Liapounoff,
indiqués dans son Mémoire, déja cité, Sur certaines questions, etc,
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et, en remarquant qu’on peut ’admettre pour toutes les valeurs de & a partir de
Ak =1, on lrouve

Rk—i—-’%< (B0+ %) (1+m)(1+ma) (1 +me®) ... (1+ ma*).
Le produit infini
(1+m)(1+mag)...(1+mgk) ...

est évidemment convergent.
En désignant sa valeur par «, nous aurons

n n
Ri+ m < <R0+ E> o,

d’ot 'on voit que Ry ne surpasse pas un nombre déterminé

L= <R°+ n%) T
quel que soit I'indice 4.
Cela posé, on trouve, en vertu de (35),

(37) lpr— pr—1 | < Nak,

ou la constante
N=(A+A)L,+n

ne dépend pas de la position du point p sur la surface (3).
De la se tire la conséquence suivante : La série

p'=po+ (p1—po) +. -4 (Pr—pPr—1) +- ..

converge absolument et uniformément sur la surface (S).
On peut donc écrire

1 ‘cosd , 1 . (pr— pr—1) cosy _
2—7rfp r ds_z_EZf r21 ds, Po1=19
k=0

d’out 'on conclut immédiatement, en vertu de (3),

(38) o= L [eeosd

2T r2

En remarquant ensuite que

fpkds::o (r=r1,2,3,...),
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on trouve . .
(39) ' fp’ ds=o.

Les égalités (38) et (39) montrent que la fonction p' est identiquement nulle.
Or, cette fonction peut étre présentée sous la forme de la série

Pr+ (Pk-H_ Pk) -+ (Pk+2‘— Pk+1) +ee
On aura donc
pr=(pPr— Pr+1) + (Ph+1 — Pr+2) +. ..

pour toutes les valeurs de l'indice £.
De cette égalité il vient, en vertu de (37),

(40) lpx| < ko*,

k étant un nombre fini et positif.
Cette inégalité montre que la série

Pu+91+92+---+ Pk+---

converge absolument et uniformément sur la surface (S), si la fonction con-
tinue p, satisfait & la condition

(41) fpods::o.

10. Supposons maintenant que p, ne satisfait pas & la condition (4). On peut
démontrer sans peine que la série

po—+ (pr—po) + (p2—p1) +. . .+ (Pr—Pr—1)+- ..

converge absolument et uniformément sur (S), quelle que soit la fonction g, con-
tinue sur (S).
Posons, en effet,
Pf = Pr— Ph—1 (k=2,3,...).
1l est évident que

’ 1 B CcoS
or= E. Pr—1 rzq’ds (k=12,3,...),

fp’ids =o.

D’apres le théoréme du numéro précédent, on voit immédiatement que la série

Pot+pPy+ Pyt pl+. ..
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converge absolument el uniformément sur (S) et présente, par suite, une fonction
conlinue sur (S), que nous désignerons par o ().
Supposons que g, satisfasse 4 la condition

’ fpdds:a,

 élant une conslante positive.
fp ds=a.

Par conséquent, la fonction continue

Nous aurons

p=limp;

k=ow
rn’est pas identiqguement nulle.
Elle satisfait & U'équation de M. Robin

ot cos¢
P—;‘:EfPTdS’

et présente, par suite, la densité d’une couche superficielle répandue sur (S)
sans action sur un point intérieur a (S).

Le théoréme énoncé a la fin du n° 1 est donc rigoureusement démontré, et le
probléme fondamental de D'électrostatique est résolu pour toutes les surfaces
satisfaisant aux conditions générales du théoréme tout & '’heure mentionné.

CHAPITRE III.

LE PROBLEME HYDRODYNAMIQUE (PROBLEME DE NEUMANN ).

1. Un des problémes les plus importants d’Hydrodynamique consiste a déter-
miner une fonction, harmonique a l'intérieur d’un domaine donné, dont la
dérivée normale prend la succession des valeurs données sur la surface (8).

Nous considérons séparément deux cas du probléme énoncé : le probleme in-
térieur et le probléme extérieur.

Dans le premier cas, il s’agit de trouver une fonction harmonique a I'intérieur

(') Voir ma Note Sur le probléme de la distribution de Uélectricité et le probléme
de Neumann (Comptes rendus, 13 décembre 1897).
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d’une surface fermée (S) et satisfaisant a la condition

oy,
on =f sur (8),

f élant une fonction conlinue satisfaisant & la condition

(1 ffds:o;

dans le second, il s’agit de déterminer une fonction, harmonique a Pextérieur
de (S), s’annulant a I'infini et satisfaisant a la condition

oV,
Jn =f sur (S),

ou fest une fonction quelconque, seulement continue sur (S).

Nous avons, comme je Pai déja dit dans I'Introduction, deux méthodes diffé-
rentes pour résoudre ce probléme important : celle de Neumann et celle de
M. Robin.

Mais nous n’avions pas, jusqu’a ces derniers temps, la démonstration suffisante
de ces méthodes, méme dans le cas le plus simple des surfaces convexes.

Seulement, dans ma Note du 13 décembre 1897, j’ai démonlré rigourensement
que la méthode de M. Robin s’applique aux surfaces tout a ’heure mentionnées.

Dans ce Mémoire, je démontrerai en toute rigueur que les méthodes dont il
s’agit s’appliquent a toutes les surfaces satisfaisant aux conditions 1°, 2°, 3° et 4°
de 'Introduction.

2. Nous commencerons par la méthode de M. Robin, dont la démonstration
découle presque immédiatement des recherches du Chapitre précédent.

Considérons d’abord le probléme intérieur.

Supposons que la surface fermée (S) satisfasse aux conditions indiquées a la fin
dun°1.

Soit f une fonclion conlinue sur (S) salisfaisant & la condition (1).

Formons, comme dans le n°® 2 du Chapitre II, la suite des fonctions o4

| cosQ .
(2) Pk:;ﬁfpkﬂ ;- ds (h=1,2,3,...),

r

en supposant que
po=f.

Dans ce cas, la série
o+t o+ ..

présente une fonction continue sur (S).
Fac.de T, 2¢ S, 1L 31
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Posons

2

N 1 i
(3) \:-{-nf(f+p1+p2+...+pk+...);ds.

D’aprés les propriétés connues du potentiel de la simple couche, on trouve

N _ oV
’()—n——-;)—;;—i— f+Pi+Pz++P1»)

Mais, en vertu de (2), on a

av
an =—(p1+p2t.. .+ prt+.-0)

Par conséquent,

oV,
s =f sur (S).

La fonction V, définie par la formule (3), nous donne, par suite, la solu-
tion du probléme intérieur de Neumann.

3. Considérons maintenant le probléme extérieur.

Supposons que f, étant continue sur (S), ne satisfasse pas & la condition (1).
Nous avons démontré, dans le Chapitre précédent, que la série

m=(f—py) =4 (pa—ps) + - -+ (P2t — P2ks1) +- - -

converge absolument et uniformément sur (S), quelle que soit la fonction f,
continue sur (S).
La fonction

W —=— ;’E/[(f_Pi) + (pa—ps) +-. -+(p2k—pzk’_l) +...] _I_ds

présentera donc le potentiel de la simple couche de la densité m.
On peut écrire, par conséquent,

oW,
on — Si+ 8.,

ou I'on a posé

Si=(p1—p2) + (pa—ps) .. .+ (Pats1— Pagt2) +- -

2= (f —p1) +(92—Ps)+-~-+(p2k —p2k+1) .

Les séries S, et S, étant convergentes sur (S), on a

S+ Se=(f—p2) +(pa—ps) +. ..+ (Par— Paka2) - -,



METHODES GENERALES POUR RESOUDRE LES PROBLEMES FONDAMENTAUX, ETC. 243

ou

S, + S2:f—}_iln pae=J—p»

¢ étant la densité d’une couche superficielle sans action sur un point intérieur.
Nous pouvons employer la fonction p, parce que nous avons démontré I'exis-
tence de cette fonction en toute rigueur dans le Chapitre précédent.

On a done

oW,
n =f—p sur (S).

Posons
I 1 [p /
477:] r

P est une fonction harmonique & I'extérieur de (S) et satisfait a la condition

aP,
o =P sur (8S).

De la on conclut immédiatement que la fonction
V=W_—P,
étant harmoniqué a I'extérieur de (S), satisfait a la condition

dV. oW, oP,
on T on on sur (8)

et présente, par suite, la solution du probléme extérieur de Neumann.
Nous pouvons donc énoncer ce théoréme général :

Tutoreme. — La méthode de M. Robin résout le probléme hydrodyna-
mique, tant intérieur qu’extérieur, pour toutes les surfaces fermées satis-
Jaisant aux conditions 1°, 2°, 3° et 4° de U'Introduction, si la fonction donnée f

est seulement continue sur la surface.

4. Considérons maintenant la méthode de Neumann dont la démonstration
générale et rigoureuse n’a pas été atteinte jusqu’a ces derniers lemps, méme
pour les surfaces convexes.

Posons

_ 1 S
(4) vl_ﬁf_;ds
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et formons la suite des fonctions

I _ €080

— —ds
=or )
I - COSO
Vg — — £ - ds,
(5) 2T
................... s
I —~  €0SQ
vp= — | vi_ ds.
k ot k—1 Y
Supposons que la série
(6) T ol A S S P S

converge absolument et uniformément sur (S).

Formons, aprés cela, le potentiel de la double couche

1 - - - COS O
(I)::;—T—Ef<v1+tlz—}—...+(’k+...) ~ds.

)2

Supposons encore que ® admette les dérivées normales

0D, oL 00,
on on
sur (S) et que
00, 00,
(7) on = on sur (S).
Posons ensuite
(8) V=yo,+ ®.

D’aprés les propriétés connues du potentiel de la double couche, en remar-

guant en méme temps que la série (8) converge absolument et uniformément,
on trouve, en vertu de (5),

D, =(v,—9) +(v3—90) ...+ (=) +... =—rp.

Par conséquent
V.—o.

Il s’ensuit que

V=o a I'extérieur de (S).
On a donc
av,

Gn =© sur (S),
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d’oti, en tenant compte de (7), on trouve

_ﬁ_t;’._c*__d(bg_ 0P,
an on — on’

D’autre part,
Vi _ de 0 _ o v

dn — on " On — on on
Mais, comme on sait [Pégalité (1)],

dvy; dvie .
on  on =/

Par conséquent, la fonction V (8), harmonique a Uextérieur de (S), satis-

Sfait @ la condition
ov;
I =f sur (S)

et présente, par suite, la solution du probléme hydrodynamique intérieur
par la méthode de C. Neumann.

On voit donc que, pour établir en toute rigueur la méthode de Neumann, il
faut et il suffit de démontrer : 1° la convergence de la série (6) et 2° I'éga-
lité (7).

On considére ordinairement cette égalité comme un cas particulier du théo-
réme général, énoncé pour la premiére fois par C. Neumann :

Le potentiel de la double couche de l'intensité continue admet les dérivées
normales (intérieure et exérieure) sur (S), qui sont égales U'une a l’autre.

Mais ce théoréme n’est pas exact en général : on peuat en indiquer beaucoup
d’exemples, quand le potentiel de la double couche n’admet pas des dérivées nor-
males sur (S).

La démonstration rigoureuse de ce théoréme, pour les surfaces satisfaisant aux
conditions 1°, 2° el 3° de I'Introduction dans quelques suppositions par rapport a
la fonction présentant l'intensité du potentiel de la double couche, a été donnée
pour la premiére fois par M. Liapounoff en 1898.

Nous avons déja indiqué ce théoréme de M. Liapounoff dans le n° 5 du Cha-
pitre I. Mais nous ne I'emploierons pas ici.

Nous démontrerons I'égalité (g) immédiatement, en nous appuyant sur les
recherches du Chapitre précédent.

5. Démontrons d’abord la convergence de la série (6).

Les égalités (5) nous montrent que les valeurs des fonctions ¢x dans les points
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de (S) sont liées par les relations

. - 1 (-  coso
(8 bis) I — Py k—1"0a L ds (k=12,3,...),

o= Z%fods

En comparant ces égalités et les égalités (g) et (5) du Chapitre précédent, on

ou

conclut immédiatement que

(9) or=V; (hk=2,3,...),
ol Vy sont des fonctions définies par les formules (5) du Chapitre II sous la con-
dition que

R

Mais, puisque I'on a
ffds:o,

Vi+ Vot Vit

la série

converge absolument et uniformément.
Il en est de méme, en vertu de (g9), de la série (6), dont la convergence est
donc démontrée en toute rigueur.

6. Il ne reste qu’a démontrer I'égalité (7).
En tenant compte des propriétés fondamentales du potentiel de la double
couche et des égalités (8 bis) et (g), on trouve

(10) 0p,i= 9+ V1= Vie+ Vicr= Vii+ Vi1,

(11) V= 0r— 011 = Vi— V1= Vie— Viey e
Il s’ensuit que

(12) op=Vr+ V., a l'intérieur de (8),
(13) vr=Vir— Viy a I'extérieur de (S),
ou, en vertu de (5) du Chapitre II,

1

(14) Vp—=— ;rf(Pk—l—F p;,_g)%ds a I'intérieur de (S),

(15) Vp=—=— élfrf(p"—‘_ pk_g)-:-‘ds a I'extérieur de (S)

(k=2,3,...).



METHODES GENERALES POUR RESOUDRE LES PROBLEMES FONDAMENTAUX, ETC. 247
L’inégalité (40) du Chapitre précédent montre que la série
k=(py+po)+(pa+pi)+. . H (Pt prrr)+- -

converge absolument et uniformément sar (S).
On peut écrire, par conséquent,

I

k I I
Py ;ds_ —;ﬁf(p,—l—po)’—_ds

1 I I [
—y—ﬁf(p?—&—p,);ds—a—...—\— —2—71f(p1,+pk—1);ds+...,

d’ou, en vertu de (14), on tire

I k © Vs
— | mds=—9s—v3—...—Vp—... a Iintérieur de (S).
2T r

Mais
D=py4-0;+...+Vp+....

Par conséquent,

(16) o —=— —l—f/fds:\v, a lintérieur de (S).
2T r

Il est évident aussi que la série

l:(P1—'Po)+(Pz—Pl)‘*‘---"‘(Pk" Pr—1)+--.

converge uniformément sur (S).

7. En raisonnant, comme précédemment, on trouve [en vertu de (13)]

(17) @:—;—n éds:W, a extérieur de (S).

Les égalités (16) et (177) nous donnent

0B, 0B, _ oW, OW,,

(18) on  don ~ dn on sur (8).
Mais, comme ’on sait,
oW, oW
T = g (e pe) - (patpr) e (pr pamy) -

et, en vertu de (2),

oW
o = (P2t p1) (s p2) A (prt pa ) o
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Il en résulte que

()Wi
d’l‘ :—(Pl+Po)

On a de méme

OW.. _ W,
on — an e H(pe—p) o (pr— pra) o,
oW,

on —(92_Pl)+(93_92)+---‘*‘(Pk-Pk—l)‘*‘---,

d’Oil
di'ae — —_— —+
d} _pl__Po—*—Zl(P?——p‘)—f o (Pk pk-l) --.].

Par conséquent,

()Wli 0W2e

on on = 2leit(pe—p0) + (pa—p2) +oo 4 (pr—prey) -+ ] =— 2 limp,=o,

et, en vertu de (18),

a0; 0D,
o= on sur (8), C. Q. F. D.

Nous avons ainsi démontré que la méthode de Neumann résout le probléeme

hydrodynamique intérieur pour toutes les surfaces satisfaisant aux condi-
tions 1°, 2°, 3° et 4° (Introduction, n° 1).

8. Passons maintenant au probléme extérieur.

Employons de nouveau les fonctions vk, en prenant

1
0y=—— Ids,
amw ) r

J étant une fonction seulement continue sur (S).
Supposons que la série

(19) (01==02) (03— 94) . .+ (Par—1— vor) +. . .
converge uniformément sur (S) et formons le potentiel de la double couche
1 - - - - - - 1
®—= ;rf[("x— ¥2) + (V3= 04) . (Varmy — 0ar) +. . ] ;ds.
Supposons encore qu’on ait, comme précédemment,

ab; 900,
(20) on T on’
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Cela posé. envisageons la fonction harmonique

(21) V=y,— 0.
On a
(22) Vi=op— 0=, — @,

et, en vertu de (3),
D= (03— 03:) +(V4i— 05:) - oo (P2, i— Oasrg,) oo
D’autre part, les égalités (10) donnent

Vokyi— Volk41,i— Vor—1— Vargs-

Par conséquent,
— @, =(Vs— V) 4+ (Vs— V) 4+ ..+ (Varoa— Vary) 4+ - ..

La série (19) étant convergente, il en est de méme, en vertu de (g), de la der-
niére série.
On peut donc écrive

—®,=—V,+1lim Vs,
k=
d’ou 'on voit ['égalité (22)] que

V;=1im V21¢'+1'
) k=
Si nous démontrons que
lim V,;, = const.,
k=

nous aurons
oV,

o —° sur (S),

ou, en vertu de (21) et (20),

d(’“' o ()(Dl d@e

on T on on

D’autre part, on a

OVe _00ie 0B _ doie 9oy

on — on  dn  on on

Par conséquent,

AP
d_n:f sur (S).

La fonction V, définie par la formule (21), présentera donc la solution
du probleme hydrodynamique extérieur.
Fac.de T., 2¢ S, 1. 32
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Pour établir en toute rigueur la méthode de Neumann dans le cas considéré, il
faut donc démontrer : 1°la convergence uniforme de la série (19); 2° I'égalité (20);

et 3° I’égalilé suivante

(23) lim V.= const.

k=o

9. La convergence uniforme de la série (19) est presque évidente.

En posant en effet
Wk:V/.'-H""Vk (k=1,2,3,...),
on lrouve, en vertu de (3),
I ’ I .
Wk:—ﬁ pk_l;a’s (A=1,2,3, ...),
ou ’on a posé

p:):pl—-{, Pr= Plt1— Pk (k=1,2,3, ...).

11 est évident que p, satisfait a la condition

jqp{, ds =o.

En appliquant le théoréme du n° 7 du Chapitre précédent, on trouve
I WL* < CT"A’

d’ol 'on conclut immédiatement que la série (19) converge absolument et uni-

formément sur (S).
D’autre part, si la fonctlion

D I

Po—

fpods:o,

la fonction px tend vers p ('), quand & croit indéfiniment (voir Chap. II). On a,

ne satisfait pas a la condition

par conséquent,

— . — I
limop=1limV,—=— —fﬁ ds = consl.,
an) r

k= k=w

ce qui démontre Pégalité (23).

11 ne reste qu’a démontrer I'égalité (20).

(1) p étant la densité d’une couche électrique en équilibre sur (S).
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Posons
k=(po—p2) +(pa—ps) -+ (Par== Pakt2)+. ..

Cette série converge absolument et uniformément sur (S), quelle que soit la

fonction
Po= 7>
conlinue sur (S).
On a, par conséquent,
I k 1 f
— | ~ds= — — —ds
v 21Tf(po p2)

I I I .
-+ Ef(?z‘—Pa);ds—l—...—l— Ef(Pak_pZI"+2)7-ds+""

ou, ce qui revienl au méme,

I k 1 [
~ds= ;;rf[Pl"—Po—(Pz—kpl)];ds—l—...

an) r
+ z_lﬂ‘f[.ozk+1+ Pai— (Pakia =+ Pz/.-H)]%ds-{—, .
d’od 'on tire, en verta de (14),
W, = —l——fé,ds = (0y— 03)— (0, — 05) —. .. — (Pop— Papiy) —. .. =— @
am,) 1 .

a l'intérieur de (S).

(24)

La série
l=(p1—po) —(pa—p1)+- (= 1) (pr— pr—y)+. ..

est aussi convergente, quelle que soit la fonction g, continue sar (S). On a donc,
comme précédemment,

- ! l 3 1Py
(23) \Vg_ﬁf;ds_—(b a P’extérieur de (S).

Les égalités (24) et (25) nous donnent

oD, 0B, W,  IOW,;

on an — on on
Mais
IW,  OW,,
an on

=— (8, — S+ k+ 1),

ot 'on a posé
Si=(pa—p1)—(ps—pa)+- - A (= g — pr) .,
Sy =(p1—ps) +(ps—ps)+.. s (Pakr — Pakts) .
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En remarquant que les séries

Ti=(pr—po) +(ps—pa) + -+ (pary1— par) +...,
To=(p2—p1) +(ps—ps) +.. - (pakra— Paker) + - -,

convergent absolument et uniformément, on peut écrire

{=T,—T,.
On a donc
_ k4l —8,=k+T,—(S,+T,).
Mais
k +T1:(Px_f32)+(Ps_Pn)+- o (potrr — Part2) +. .. = Q,
S, + T21(92—P3)+(95—Ps)+- ot (P2t — Pakss) + . .= Qs

En méme temps on a, en vertu de la convergence uniforme des séries Q, et Q.,,

—Sl:Ql_QQ'

S,—S,+k+1l=o0

Par conséquent,

et
0B, 9D,

on — on’

En comparant toutes les recherches précédentes on peut énoncer ce théoréme.
général :

Tutoreme. — La méthode de Neumann résout le probléme hydrodyna-
mique, tant intérieur qu’extérieur, pour toutes les surfaces fermées satis-
Jaisant aux conditions 1°, 2°, 3° et 4° de UIntroduction, si la JSonction

donnée fest seulement continue sur la surface.

-

10. En terminant ce Chapitre je me permels encore de faire les remarques
sulvantes :

En employant les résultats obtenus dans les Chapitres précédents, nous pou-
vons résoudre complétement des divers problémes importants de la théorie ana-
lytique de la chaleur.

Nous pouvons, par exemple, démontrer en toute rigueur, sans employer les

. . . I . .
fonctions discontinues autres que -, le théoréme suivant :
-

1l existe une fonction u, continue avec ses dérivées des deux premiers ordres
a Uintérieur de la surface donnée (S), assujettie aux conditions du théoréme

du numéro précédent, satisfaisant aux conditions

Au+f=o a lintérieur de (S),

(%—i—lml-:o sur (S),



METHODES GENERALES POUR RESOUDRE LES PROBLEMES FONDAMENTAUX, ETC. 253

ou f est une fonction donnée, continue a l’intérieur de(S), h est une constante

positive ou zéro.

Ce théoréme nous donne la solution compléte du probléme connu des tempé-
ratures stationnaires.
Nous pouvons ensuite donner une démonstration simple de ce théoréme 1m-

porLanL .

Il existe pour toute surface ayant les propriétés du théoreme précédent,
une infinité de nombres positifs

ki, ko .., ks,

croissant indéfiniment avec s, et de fonctions correspondantes
Vi, Voo ., 'V,

satisfaisant aux conditions

AV;+ ksVi=o0 a lintérieur de (9),

A

on +hVy=o0 sur (9),

ot h est une constante positive ou zéro.

Nous pouvons enfin démontrer rigoureusement Pexistence des diverses fonctions
discontinues qui peuvent jouer un réle important dans les recherches sur le déve-
loppement d’une fonction donnée suivant les fonctions V, existence des fonctions
fondamentales de M. Poincaré, etc.

Mais ces recherches peuvent faire 'objet d’un autre Mémoire et nous ne les

reproduirons pas ici.

CHAPITRE 1V.

LE PROBLEME DE DIRICHLET ET LA METHODE DE LA MOYENNE
ARITHMETIQUE DE C. NEUMANN.

1. Considérons maintenant le probléme classique de Dirichlet quand il s’agit
de trouver une fonction harmonique & l'intérieur ou & 'extérieur d’une surface
donnée (S) et se réduisant & une fonction donnée f sur (S).

Parmi les méthodes destinées & le résoudre elfectivement, la plus simple est la
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méthode de la moyenne arithmétique de Neumann, qui ne s’applique immédiate-
ment qu’aux surfaces convexes.

Eu égard & la grande importance de cette méthode, il serait nécessaire de
I’étendre au cas plus général ol la surface donnée n’est pas convexe. Ce pro-
bléme fut traité par M. Poincaré en 1896 (Acta Mathematica, t. XX), qui a
établi que la méthode de Neumann est applicable & toutes les surfaces ayant
partout un plan tangent et deux rayons de courbure principaux déterminés et
admettant la transformation de M. Poincaré si, en méme temps, la fonction
donnée fa des dérivées de tous les ordres sur (S).

La démonstration de M. Poincaré est fondée sur le principe de Dirichlet et
exige quelques suppositions préliminaires qu’on ne peut pas vegarder comme
démontrées rigoureusement (*).

En m’appuyant sur les recherches précédentes, j'ai véussi a établiv la méthode
de Neumann en toute rigueur, indépendamment du principe de Dirichlet (?),
dans le cas plus général oir la surface donnée satisfait aurx conditions 1°, 2°,
3° et 4° du n° 2 de U'Introduction et la fonction donnée f r'est que continue.
sur (S).

Nous considérons séparément, comme dans le cas du probléeme hydrodyna-
mique :

Le probléme intérieur de Dirichlet, quand il s’agit de trouver une fonction,
harmonique & I'intérieur de la surface donnée, se réduisant 4 une fonction donnée f
sur (5) et:

Le probleme extéricur de Dirichlet, quand il s’agit de trouver une fonction,
harmonique & U'intérieur de (S), s’annulant a l'infini et se réduisant & fsur (S).

2. Supposons d’abord qu’on puisse considérer fsur(S)comme la limite d’une
autre fonction F(z, y, z) conlinue avec ses dérivées de deux premiers ordres dans
tout le domaine (D) limité par (S) [la surface (S) y comprise].

Dans les suppositions faites a 'égard de (S) et de f, on peut employer le théo-
réme de Green, qui donne

F(z, y, z):ﬁfffﬁli_?dH (4L ia’s—a—'ifé_gdr a Pintéricur de (S),

An) on r 7

_ 1! cos ¢ 1 JoF; 1 1 AF
O——ﬁf‘f 2—ds+ ds——Hde. a ’extérieur de (8),

r 4 dn r

olt dx désigne I'élément de volume du domaine (D).

(1) Comparer ausst M. A. KorN, Lehrbuch der Potentialtheorie. Berlin, 1899.
(2) Voir ma Note Sur les problémes fondamentaur de la Physique mathématique
(Comptes rendus, 6 mars 1899).
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Ces égalités nous montrent immédiatement que, dans le cas considéré, le
potentiel de la double couche.

T COSQ©
(1) \V,__Tnff = ds

admet les dérivées normales

dW,; ( dW,,
Jan € on
continues sur (S) et que
oW,; oW, 1
on — on =L sur (5).

1l est évident que L satisfait a 1’équation
q q

(2) des:o.

3. Cela posé, formons la suite d’intégrales

1 <> COSO
—_— 1 o
Wa= o | Wit ds,
1 —= COS9Q
W,— — W T ds
(3) ST or LR

Considérons encore les fonctions vx et Vi (kK =1, 2, 3, ...), définies par les
relations suivantes

(4) =V, =— ;I;/.po’i_ds,
(5) Vi=— é‘f{’k;d&
(6) AL B - ﬁfm-—n €05 as,
o n= L[5S

eny posant

Appliquons le théoréme de Green, ce qui est possible, a la fonction W,
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[Pégalité (1)]. On trouve
W, , cos
(8) W, = ,L/”’—:ONZCZS + /—I—fli ds A lintérieur de (8).
4T r? hm) r
Mais, d’aprés les propriéiés connues du potentiel de la double couche,

W, =W, +/f sur(8).

. En substituant cette expression de W,; dans (8) et en tenant comple des
égalités (3) et (4), on trouve

(9) Vi=e,=W,— W, a 'intérieur de (S).
On a de méme, d’aprés le théoréme de Green,

-
W = L’i‘j—o?—@ds —L Las  arvexterieur de (8).
4 r Aw r

De cette égalité, en remarquant que
Wi =W,—/,
nous lirerons, comme précédemment,
(10) Vi—=oi=W,+ W, a 'extérieur de (8S).
Les égalités (g) et (10) donnent
V1™ Vle:;1: Woi— W, =W, .+ WY sur (9).
On peut donc écrire, en vertu de (5) (pour & = 2),

cosg , 1 v, ) oS
72 ds_znf(“]?’e_k‘vi'e) r? ds.

Vo == ;—ﬁf(wmi_ Wi
D’autre part, il est évident que
Wo— W= Woe+ W, = Wr“f

On a, par suite [en vertu de (3)],

- COS
(1) ‘)2:-2-'%f(w2—f) 052 ds =W, — W,

(1) La fonction ¢y = V, est continue dans I'espace tout entier comme potentiel de la simple
couche.
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Supposons maintenant que I’on ait déja trouvé

V1= Wi— Wi,
On peut écrire

= o cos
V= —;—ﬁf(wk—- ‘Vk_z) ;P dS,

r
d’ott 'on tire immédiatement [en vertu de (3)]
(12) V= \V]H_i— Wk—l-

Donc, cetle égalité étant exacte pour une valeur quelconque de £, elle le sera
aussi pour la valeur plus grande d’une unité.

Or, cetle égalité est démontrée pour k = 2 [I'égalité (11)].

Elle est vraie, par conséquent, pour toutes les valeurs de & & partir de k= 2.

4. Envisageons maintenant les égalités (12) et (13) du Chapitre précédent.
Nous aurons, en vertu de (12),

(13) Wiii— Wiy =Vi+V,, a l'intérieur de (S),
(14) Wiri— W,y =V,— Vi, A Pextérieur de (S)
(k=»2,3,...).

Les égalités (13) donnent, pour k = 2,
W,—W,=V,+V, aUlintérieur de (S),

d’ou, en tenant compte de (g), on tire
(15) W,.—W,=YV, a lintérieur de’(S).

Supposons que I’on ait déja démontré que
(16) Wici—Wis=V;., a l'intérieur de (8).
On trouve, en vertu de (13),

Wi—Wis=Vi,+V,, alintérieur de (S),

d’ou, en vertu de (16),
(17) Wi— W, =V, a l'intérieur de (S).

Or, cette égalité étant démontrée pour k = 2 [I’égalité (15)], elle le sera aussi
pour toutes les valeurs de k& a partir de £ = 2.
Fac. de T., 2 S., 1L 33
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En posant de méme k& = 2 dans (14), on trouve
W, — W, ==V,—V, a Pextérieur de (8),
d’on, en vertu de (10),

W,+W,=V, a I'extérieur de (8),
et, en général, '

(18) W+ W, ,=V,, alextérieur de (8)
(k=2,3, ...).

5. Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de résoudre le probléme suivant :

Le potentiel de la double couche étant donné, trouver le potentiel de la
simple couche, prenant & U’intérieur ou & Uextérieur de (S) les mémes valeurs
que le potentiel donné.

Soit

1 cosQ
W, = — ds
e ARl
le potentiel donné, ol f est une fonction satisfaisant aux conditions du n° 2.
Dans le cas considéré, on a
oW,

— =L sur (S).
on (8)

En employant la méthode de M. Robin, qui est applicable a la surface (S),
puisque nous supposons qu’elle satisfait aux conditions1°, 2°, 3° et 4° et que la
fonction L est continue sur (S), formons la fonction U, harmonique a I'inté-
rieur de (S), satisfaisant a 'équation

oU;
on =—1L sur (S).

On trouve (voir Chap. 1II)
U:——;T—Ef(L—(—pi—}—pz—l—...—I—pk-%-...)ia’s,

ot px sonl les fonctions définies par les formules (6).
On peut écrire aussi, en vertu de (5),
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Cela posé, formons la fonction
W=W,+ .
Elle est harmonique a I'intérieur de (S) et satisfait évidemment a la condition

oW,

o =© sur (S),

d’ou I'on conclut immédiatement que

(19) W, +U=W,+ Z V,=C=-const. 2 lintérieur de (S).

k=1

Employons maintenant la fonction p, la densité d’une couche superficielle
n’exercant aucune action a l'intérieur, dont nous avons déja démontré I’existence
dans le Chapitre II.

L’égalité (19) donne

W+ U=W,+f+U;=C sur (S).

De cette égalité on tire aisément

Cfpa’s:szpds.

On peut choisir une autre valeur de o ue nous désignerons par o/, de facon
v ’
que ’on ait

La fonction p’ étant choisie de la maniére indiquée, la formule (19) donnera
(20) W, = ;:—Tf(p’+L+p,+p2+-. cotprt- .);_ds a intérieur de (8) (!).

Cette égalité nous donne la solution du probléme proposé, quand il s'agit
de trouver le potentiel de la simple couche, ayant & Uintéricur de (S) les
mémes valeurs que le potentiel de la double couche donné.

6. Considérons maintenant les valeurs de W, pour les points extérieurs a (S).
On a
oW,,
on

=L sur (S).

(1) Comparer M. A. LIAPOUNOFF, Sur certaines questions, elc., p. 2go.
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Posons
T 1 -
U=— Ef[L—p.—i—pz—i—. . .+(—I)"pk—|—...];ds:z (—1)k-1V,.
k=1

D’aprés ce que nous avons dit dans le Chapitre II, on sait que la fonction U/,
étant harmonique a I'extérieur de (S), satisfait a la condition

ou,
on L.

Il en résulte que la fonction
W=W,—U=W,— 2 (—1)k1V,
k=1
est harmonique 3 'extérieur de (S) et satisfait 4 la condition

oW,
o —° sur (S).

Dong, la fonction W, qui s’annule a 'infini, est identiquement nulle & Pexté-
rieur de (S).

On a, par conséquent,

(21) Wi-_—'z(—-I)k"Vk‘:——Z—Iif[ll—m-i-Pr*‘--'+(”—I)"Pk+---];d8-

k=1

Cette égalité fournit la solution du probléme proposé, quand il s'agit de
trouver le potentiel de la simple couche, ayant aux points extérieurs & (S)
les mémes valeurs que le potentiel de la double couche donné.

7. Cela posé, formons la série de Neumann
(22) V:é[W1~—(W2—-\V,)-l—(\V3—W2)—...+(—1)’~'—1(W,6—W,H)+...].

En tenant compte de I'égalité (17) et de l'inégalité (25) du théoréme du n° 7
du Chapitre 1I, on trouve immédiatement

(23) | Wi — Wiy, | < Cr%,

d’ou 'on conclut que la série

(24) Vi= i 2 (— 1) " (Wi — Wiey,),
k=1

ou il faut poser
W,=o,

converge absolument et uniformément sur (S).
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D’aprés le théoréme connu, qui semble avoir été énoncé pour la premiere fois
par M. Vito Volterra en 1882 ('), on conclut de la que la série (22) converge
uniformément en tout point intérieur & (S) et présente, par conséquent,
une fonction harmonique & U’intérieur de (S).

Posons maintenant

S =(Ws,i—Wy,) = (Wsi— W, )+ o= (Wager,i— Wag) +. 0
T=(Wy,;— W)+ (Wii— W)+ .= (Wari— Wopyy) +.. 00
Ces séries convergent absolument et uniformément sur (S), en vertu de (23).

En remarquant que
W2,i_W1,i:W2_f7 ch,t’_ ch——t,i:Wk—Wk—z (k:39 4’ )’
on peul les présenter sous la forme suivante :

8 = (Ws—W,) + (Ws—Wy) o4 (Wasrs — Wapmy) +- - -5
T:(Wz_f) +(WA—W2)++ (Wzk _Wzk—2) +.ee

ou

(253) S =—W,+ limW,;iy,
k=»

(26) T=—/f+limW,.

k=
D’autre part, I'égalité (24) peut s’écrire
V= %(w“-+ S—T),
ou, en vertu de (25) et (26),

Vi= 2 (Wi f— W) + gilm(Wg,,+l—W2,c).

Mais L
Wiu=W,+/,
Wk,e:Wk"Wk—l (k=2,3,...).
On a donc
(27) Vl-:f+é£imw,m.
(1) On appelle souvent ce théoréme théoréme de M. A. Harnack. — Voir A. HARNACK,

Die Grundlagen der Theorie des logaritmischen Potentiales; Leipzig, 1887, §20. —
P. PAINLEVE, Sur les lignes singuliéres des fonctions analytiques (Annales de la Fa-
culté des Sciences de Toulouse, t.1I, p. B.15; 1888).—P. Dunem, Lecons sur PElectricité,
t. I, p. 222; Paris, 189I1.
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Il faut déterminer la limite vers laquelle tend Wi, quand £ croit indéfiniment.
Les égalités (18) du n° 4 nous donnent tout de suite

k—1

W= (—1)* [\Vl— 2 (— 1)1 Vs] a I'extérieur de (8S),

s=1
d’ou, en passant a la limite (pour £ =), on tire, en vertu de (21),

lika,e: o,
k=w

et I’égalité (27) revient a
' V.,=f sur (S).

1l s’ensuit que la série de Neumann (22) fournit la solution du probléme
intérieur de Dirichlet pour toute surface (S), satisfaisant aux conditions
19, 2% 3% et 4°, si la fonction continue f admet les dérivées partielles de deux
premiers ordres sur (S).

8. Considérons maintenant le probléme extérieur de Dirichlet.

Posons
(28) V=— ;E (Wi+W,i_y), W,=o.
k=1
Nous aurons
(29) Ve=— %E (Wk,c—l—W(,._i,e) sur (S).
k=1

Les égalités (18) nous donnent
WietWisy,e=Vi.=Vr  (k=2,3,...).
11 s’ensuit, comme dans le n° 7, que
| Wee-+ Wiy, | < Cth.

Donc, la série (29) converge absolument et uniformément, et la série (28)
présente, par suite, une fonction, harmonique a I'extérieur de (S), qui s’annule
évidemment & P'infini.

En remarquant que
‘V2,e+‘vi,e:W2_f7 Wk,c+ vvk—l,e:W_k—Wk—z (k: 3’ [h .. ');
on peut écrire

Vo=— éW,,e— é E (Wk—‘v_vk—z)y

k=2
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d’oti, en adoptant les notations du numéro précédent,
1 1 .
Ve=— W= L5+ 1).
Mais, en vertu de (25) et (26),

S+ T:_f_Wl -+ l]}in(wzkﬂ ‘*‘Wzk)-

Par conséquent,

Ve= = 2 Wiet 20/ + Wa) = S lim(Wagrs + W)
=f— é}ri_m(wzkﬂ‘FWM)-

Or on a, en général,
Wk,i:Wk+Wk~1 (k=2,3,...),
et la formule précédente revient a
(30) Ve=f— é lm W, ;.
k=wo
Il faut déterminer la limite vers laquelle tend Wy ;, quand k& croit indéfini-

ment. En tenant compte des égalités (17) du n° 4, on trouve tout de suite

k—1
W,= W, + 2 V.  alintérieur de (8),

s=1

d’ol, en passant & la limite (pour £ =), on tire immédiatemenl, en vertu

de (19), ‘
lim Wk,i: C
k=w

et I’égalité (30) revient a
Vo=f—==f+c

ou l'on a posé (voir n° B
P

(31) o C_ fpfds
I C_-———2~ A

On voit donc que la série de Neumann (28) fournit lasolution du probléme
extérieur de Dirichlet dans les mémes suppositions & Uégard de la surface
donnée et de la fonction f que nous avons énoncées dans le numéro pré-
cédent.

9. Jusqu’a présent, nous avons supposé que la fonction donnée f avait des
dérivées partielles de detx premiers ordres sur (S).
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Mais cette derniére restriction n’a rien d’essentiel; nous démontrerons toul de
suite que les séries (22) et (28) nous donnent la solution des problémes intérieur
et extérieur de Dirichlet, quelle que soit la fonction f, qui n’est que continue
sur ( S). ‘

Nous emploierons pour cela le théoréme de M. Picard ().

D’aprés ce théoréme, on peut présenter la fonction f, continue sur (S), sous

la forme de la série suivante
(32) =P +Py+. .. +P,+...,

uniformément convergente sur (S), o Py(s =1, 2, 3, ...) sont des polynomes
enliers en x, y, 3.

Soit U, une fonction harmonique & lintérieur de (S) et se réduisant a P
sur (S).

Les fonctions Ps(s=1, 2, 3, ...) salisfont évidemment aux conditions faites
par rapport a f dans les numéros précédents.

Désignons par

W (k=1,2,3,...)

les fonctions, définies par la suite des égalités (3), quand on y pose P; au lieu
de f. D’aprés le théoréme du n® 7, on trouve

(33) U= é D=0 (WR—WR) (s=1,2,3,...).
k=1

Soit P un pointintérieur situé sur la normale & (8) au point quelconque p, soit
pP=2. On peut démontrer a I'aide de 'inégalité (10) du Chapitre I que

USZEIUS i <55%’
s=1

e; élant le maximum de | P |, Q étant une constante positive.

©

La série 2 o étant convergente, on trouve, d’aprés le théoréme connu,

s=1
\7:2[]5: éz Z(_])k—l(“ﬂ/f)_w(/fll
s=1 s=1 k=1
w0 @ I . |
== 3 M= (W — Wi =~ kZ(— )4~ (Wy— Wiy).
k=1 s=1 .

Cette égalité a lieu pour tout point D intérieur a (S).

(1) Voir E. Picarp, Traité d’Analyse, t. 1, p. 260, 263 ; Paris, 18g1.
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La fonction V, étant harmonique & l'intérieur de (S), tend vers f quand P tend
vers p. Il en est de méme de la somme de la série

)

é 2(— D=1 (W, — Wiy,

k=1

Il en résulte que la série

V= é E(—x)k" (Wi— W)

k=1

Journit la solution du probléme intérieur de Dirichlet, quand la fonction
donnée f n’est que continue sur (S).
En raisonnant de la méme maniére, nous démontrerons ensuite que la série

I
(34) V=— o 3 (Wit Wiy
k=1
Journira la solution du probléme extérieur de Dirichlet, quand la fonction f
est seulement continue sur (S).
En résumant toutes les recherches précédentes, on arrive a ce théoréme

général :

Tatorime. — La méthode de la moyenne arithmétique de Neumann résout
le probléme de Dirichlet, tant intéricur qu’extérieur, pour toutes les surfaces
fermées, satisfaisant aux conditions 1°, 2°, 3° et 4° de !'Introduction, si la
Jonction donnée f n’est que continue sur la surface.

10. On voit par ce qui précéde que, dans le cas du probléme extérieur de
Dirichlet, la série de Neumann présente une fonction, harmonique & I'extérieur
de (S), s’annulant & P'infini, mais se réduisant sur la surface (S) 4 une fonction,
différant de la fonction donnée f par une constante G, qui, en général, n’est pas
égale i zéro.

Mais si f satisfait encore a la condition

pfds=o,

nous aurons, en vertu de (31),
C=o.

Dans ce cas seulement la série (34) présentera une fonclion, satisfaisant &
toutes les conditions du probléme énoncé ala fin du n° 1.

Fac. de T, »*S., 1L 34
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CHAPITRE V.

DEUX CAS SPECIAUX DU PROBLEME DE DIRICHLET.

1. Parmi les fonctions harmoniques, les potentiels de la double et de la simple
couche sont les fonctions les plus usuelles dans la Physique mathématique.

Les recherches sur les diverses questions de cette branche des Sciences se ra-
ménent souvent & la solution des deux problemes suivants :

ProsLive I. — Trouver a Uintérieur ouw a Uextériewr d’une surface
donnée (S) un potentiel de la double couche, se réduisant a la fonction
donnée f sur(S).

Il. Trouver un potentiel de la simple couche ayant la méme propriété.

Nous avons ici deux cas particuliers da probléme de Dirichlet, résolu dans le
Chapitre précédent sous la supposition générale que la fonction donnée f est seu-
lement continue sur (S).

Quant aux problémes touta ’heure mentionnés, nous ne pouvons les résoudre
rigoureusement que sous cerlaines restrictions complémentaires a I'égard de la
fonction f.

Cette restriction consistera en ce que la fonction f sera non seulement con-
tinue sur (S), mais satisfera encore a la condition (11) dun® 3 du Chapitre 1.

Quant a la surface (S) nous supposons, comme précédemment, qu’elle est
assujettie aux conditions 1°, 2°, 3° et 4° du n° 2 de I'Introduction.

Dans les suppositions indiquées a 'égard de (S) et de f nous traiterons les
problémes proposés.

2. Considérons d’abord le probléme suivant :

Trouver a Uintérieur de (S) un potentiel de la double couche, qui se
réduise a fsur (S).

D’aprés le théoréme de M. Liapounoff, énoncé dans le n° 3 du Chapitre I, le

potentiel de la double couche

¥ COS O
w—" [/ 22 s
2T r

admet dans le cas considéré des dérivées normales réguliéres sur (S), satisfaisant
a la condition

()\V“' — ()‘Vlc S J—
o = o b fL ds = o

(1)
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De 1a résulte immédiatement que les recherches du Chapitre précédent(n® 1-9)
restent vraies non seulement quand f admet des dérivées partielles de deux pre-

miers ordres sur (S), mais encore quand f, étant continue sur (S), ne satisfait
qu’a la condition

(2) |f =/l <bpfr.

Nous adoptons ici les notations du Chapitre I sans les expliquer de nouveau, en
remplacant seulement la lettre ;1 par f.

Nous pouvons donc affirmer que la série

®

V=g 20 (W= Wen)

k=1

représente une fonction harmonique a I'intérieur de (S) et se réduisant & f

sur (S), f étant une fonction continue sur (S) et satisfaisant & la condition (2).
Cela posé, considérons la série

(3) p=rf— (Wl—f) + (W= W) —. .+ (— ')k“l(wk“‘wk—l) +ee
Nous avons déja vu que
(") ‘V/.‘,c: W/;—WA'—l (k =2, 3, .o .),

et que (voir n°T)
k—1

W= (— 1)k [ Wy =¥ (— 1)1V a extérieur de (8).

s=1

D’autre part, on trouve, en vertu de (21),

k—1 ® V)
1
W= Y ()= V =X (=)= Vo=—— [ ¥ (—1)ps ds.

s=1 s=k s=k—1

On a donc, en tenant compte de (4),

N —_— - I 1 -
] “rkv_ ‘Vk-l | = ' W ke ] < ;7; I E (_ I)Sps ; ds| < I\i Rs,
s=k—1 $

s=k—1

ou K, est évidemment un nombre fini et positif, R; (s =1, 2, 3, ...) désigne le
maximum de module p; (s =1, 2, 3, ...).

En remarquant que la fonction continue L satisfait a la condition (1) et en
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tenant compte de l'inégalité (40) du Chapitre II, on peut écrire

R; =Ko (s=1,2,3,...).
On a donc

2 RS_KKI 2‘ os =Ngk-1,

s=k-1
ot I'on a posé

N— KK,

I—ag

De la résulte que

[Wiel = Wi — Wi_y| < Not—! (k=2,3, ...).

Cette inégalité montre que la série (3) converge absolument et uniformément

sur (S).

On peut écrire, par conséquent,

Mf‘“’os‘P ds_z yk-t f(wk — W) ©52 s

en supposant que

a intérieur de (S),

Wo=/, W_;=o,

ou, en vertu de (3) du Chapitre précédent,

1

qﬂfP-COSq?d _2(_I)k Y(We—Wyy) =2V

a l'intérieur de (S).
k=1

On a donc finalement

cos AT
f BCOSQ s a 'intérieur de (S).
~in
Cette égalité résout complétement le probléme proposé

3. Supposons maintenant qu’il s’agisse de trouver a l’extérieur de (S) un
potentiel de la double couche se réduisant & f sur (S)

On ne peut pas résoudre ce probléme dans le cas général, quand f ne satisfait
quaux conditions du n° 1, mais on peut déterminer le potentiel de la double
couche V, tel que I'on ait

V=f+c sur (S),

¢ étant une constante déterminée [voir n° 8, I'égalité (31
€g



METHODES GENERALES POUR RESOUDRE LES PROBLEMES FONDAMENTAUX, ETC.

Considérons la série

(3) A=f+(Wy+S—C)+(Wy+ W, —C)+...+- (W Wy, —C) + ...

ou
C=—2c.

Nous avons déja démontré (n° 8) que

(6) Wi =Wi+ W, (k=12,3,...),
et en méme temps
k—1
W= W:,i—*—EVs,i-
s=1

D’autre part, en tenant compte des égalités (19) et (20) du n° 5, on trouve

®

Wk,i:C-——EVS,i:C—I—ﬁ 2 ps:_ds,

s=k o/ s=k—1
d’ou 'on tire immédiatement ['égalité (6)]

| Wi+ Wiy — €= Wi — C| <K, ¥ R,

@
s=k—1

et, comme dans le numéro précédent,
IW/‘.—F_W/C - Cl < Ngk-1,

Il s’ensuit que la série (5) converge absolument et uniformément sur S.
On peut donc écrire

I A cos 1 cos - — —
f__z_@ds:_ff 0 ‘Pds+2;—nf(wk+ W, — ) 2052 4
k=1

Py r 27 7 r?
a l'extérieur de (S).

Cette égalité peul s’écrire aussi sous la forme suivante

L Acoso
2T r2

() ds = 2 (Wi+Wi_,) a I'extérieur de (S),
k=1

puisque, d’aprés le théoréme connu de Gauss,

f@% ds—o a I'extérieur de (S).

209
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Mais, d’aprés le théoréme du n® 8, on trouve
—-2(\‘\’,,,;4» Wiie) =2f+ 2c sur (8).
k=1

En rapprochant cette égalité et (7), on conclut immédialement que la fonction

V:_Lf)‘cof‘f’ds A Pextérieur de (8)
LT 2

Journit la solution compléte du probléeme proposé.
Si la fonction fsatisfait a la condition

[pfds:o,

nous obtiendrons le potentiel de la double couche, se réduisant a la fonction

donnée f sur (S).

4. Passons maintenant au probléme de Gauss, quand il s’agit de trouver un
potentiel de la simple couche, prenant la succession des valeurs données f
sur (S).

La solution de ce probléme important découle presque immédialcment des
recherches du Chapitre précédent.

Reprenons, en effet, la série de Neumann

V=1W,—1 E (— 1)k (Wi—W,_)  alintérieur de (S),

k=2

quon peut présenter, en vertu de (17) du Chapitre précédent, sous la forme
suivante:

V=3:W,—} E (—1)*1V, A lintérieur de (S).

k=1

Employons encore I'égalité (19) du méme Chapitre,

W, =

o=

G < < o
;_%Evk:c—%EV,{ a I'intérieur de (S)
k=1

r=1
En ajoutant ces derniéres égalités, on trouve facilement

V=c— E(— N1V, y.

k=1
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En choisissant la densité o d’une couche superficielle en équilibre sur (8), de

Lfgd.s‘:c,
2T r

et en tenant compte des égalités (5) du Chapitre précédent, on trouve finalement

facon que I'on ait

V= ﬁf(P‘*‘L—PH-Ps—Pv+-~+(~—1)"'P2k+1+---)%d3-

Le probléme de Gauss est donc résolu pour toute surface fermée (8), assu-
Jettie aux conditions du n° 1, si la fonction donnée f, continue sur (S), satis-
Jjait encore a Uinégalité (2).

Nous pouvons aussi énoncer le résultat obtenu sous la forme du théoréme

suivant :

Tutorime. — La fonction V, harmonique & Uintérieur ou a Uextérieur
de la surface donnée (S) et se réduisant & la fonction donnée f sur (S),
admet des dérivées normales, réguliéres sur (S), si la surface (S) satisfait
auzx conditions 1°, 2°, 3" et 4° (InTrODUTCTION, N° 2), et la fonclion f, conlinue

sur (S), a Uinégalité (2).

5. En comparant les résultats obtenus et les derniéres recherches de M. Lia-
pounoff (1), de M. Poincaré (2) et de M. Zaremba (*), nous Lirerons tout de suite
quelques conséquences importantes que j'indiquerai sans reproduire la démons-
tration.

D’aprés ce que nous avons dit, il est facile de voir, en effet, quon peut
regarder comme démontrés en toute rigueur les théorémes suivants pour
toutes les surfaces fermées, satisfaisant aux conditions du théoréme pré-
cédent :

Tutorime 1. — La fonction de Green G, dépendant de deux systémes de
coordonnées z, y, z, et &, 1, {, et correspondant a la surface donnée (S),
admet des dérivées normales, réguliéres sur (S). Elle est symétrique en z,
yysetk .

Tutoriwe 1I. — La fonction V, harmonigue dans un domaine (D), limitée
par la surface donnée (S), et se réduisant & une fonction continue f sur (3),
peut se présenter sous la forme suivante :

. 1 dG,
V_A—thf%-ds.

(1) Journal de Mathématiques; 1898.

(2) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo; 1894.
(3) Journal de Mathématiques; 1898.
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Tutorkme III. — Les intégrales

oG| ., 0G| .,
Sl flgle S
étendues _par rapport auz variables &, v, { au domaine (D) tout entier, ne

surpassent pas un nombre K, fini et positif, quelle que soit la position du
point z, v, z dans le domaine (D).

0G| .,
'agd‘[,

Tutorime IV. — Pour toute surface (S) ayant les propriétés mentionnées
plus haut, il existe une infinité de nombres positifs

ki’- k?a RS ] ks: .y

.

indéfiniment croissant avec s, et de fonctions correspondantes
Vi, Vo .o, Vi o,
salisfaisant aux équations

AV 4k Vo=o0  alintérieur de (8),

Vi=o sur (S)

(/f:],2,3?...).

6. En terminant mes recherches, je ferai encore la remarque suivante :

Tous les théorémes démontrés dans ce Mémoire ont lieu pour toute surface (S)
satisfaisant aux condilions générales 1°, 2° et 3°, pourvu gue le théoréme fon-
damental de M. Poincaré (voir Chap. I, n° 1) lui soit applicable.

Il s’ensuit que la solution générale de tous les problémes fondamentaux de la
Physique mathématique se raméne & la démonstration d’un seul théoréme, que
j’ai appelé, a cause de cela, théoréme fondamental, pour les surfaces satisfaisant
seulement aux trois conditions 1°, 2° et 3°.

Malheureusement je n’ai pas réussi, en ce moment, a le démontrer en toute
rigueur dans ce cas général, et je dois me borner & la remarque que je viens de
faire.



