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SUR LES

SERIES DIVERGENTES

ET LES

FONCTIONS DEFINIES PAR UN DEVELOPPEMENT DE TAYLOR,

PAR M. Epouarp LE ROY.

I. — LE PROBLEME DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE.

1. On sait, depuis Weierstrass, quelle différence précise il convient d’établir
entre les deux concepts de fonction analytique et d’expression analytique.

La théorie des fonctions, dont I'un des principaux objets est justement d’ap-
profondir les rapports que soutiennent entre eux ces deux termes, souléve donc
deux grands problémes, inverses l'un de I'autre, mais également importants.
Etant donnée d’une part une certaine classe de fonctions, on peut en chercher
une représentation analytique appropriée; et I'on peut aussi d’autre part faire
directement I’étude des fonctions définies par les expressions analytiques d’un
type déterminé. C’est & ce second point de vue que je me suis placé, en prenant
pour sujet de mes recherches le développement de Taylor.

2. "‘Considérons une série enliére
O 4+ %3 + 52+ ... o, 5 ...

Trois cas peuvent se présenter, suivant que cette série est convergente dans
tout le plan de la variable complexe z, qu’elle a un cercle de convergence fini ou
qu’elle diverge toujours. Un théoréme de Cauchy, retrouvé par M. Hadamard,
permet de décider, a propos d’un exemple quelconque, par I’examen de la

., ny/ . y . .
quantité ‘/| @, |, dans lequel de ces trois cas on se trouve. Je n envisageral pour

le moment que les séries entiéres possédant un cercle de convergence fini.

[

Je puis, sans restreindre la généralité, supposer le rayon de ce cercle égal

%

I'unité : en effet, une transformation élémentaire raméne un cas quelconque
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celui-la. Alors, sous la condition
[s]<1,

notre séric définit une fonction de s dont les propriétés fondamentales sont bien
connues. '

Mais il peut se faire que cette fonction existe pour des valeurs de 5 qui rendent
la série divergente. Dans ce cas, on sait que la seule connaissance de la série
permet encore, au moins théoriquement, de définir sans ambiguité la fonction en
tous les points de son domaine naturel d’existence. En d’autres termes, si I'on
adopte la notion de fonction analylique telle que Weierstrass I’a construite, il est
possible, — M. Poincaré ’amontré ('), — d’instituer, a partir de la série envisagée
comme élément initial, une suite réguliére d’opérations formant un ensemble
dénombrable et permettant d’atteindre la fonction en tout point ou elle est
holomorphe.

Toutefois, on n’a aucun moyen général de reconnaitre a la simple inspection
de la série si le prolongement est possible, ni, dans le cas ou il le serait, d’aperce-
voir sur la série méme des signes indiquant l'allure de la fonction en chacun des
points ot elle existe. D’ou il résulte que, si le développement de Taylor constitue
une bonne définition théorigue d’une fonction, il n’en constitue pas une bonne
définition pratique. Cest cette lacune que je me suis efforcé de combler, question
dont la solution compléte serait d’autant plus désirable qu’aucun autre mode de
représentation analytique des fonclions ne présente, au point de vue du calcul,
les mémes avantages que la série de Taylor.

En résumé, le probléme que je me propose de résoudre peut s’énoncer ainsi :

Sachant qu'une série entiére pourvue d’un cercle de convergence repré-
sente une fonction douée d’une individualité bien définie et qu’elle permet
de calculer de proche en proche toutes les valeurs de cette fonction, trouver
des caractéres qui fassent lire sur la série méme les propriétés de continuité
de la fonction.

Il va sans dire que je n’ai pu obtenir une solution compléte. La question posée,
comme celle de la convergence des séries numériques, n’est pas de celles qui en
comportent. Mais ce n’est pas une raison pour ne point proposer les méthodes
qui, sans permettre de traiter tous les cas possibles, procurent cependant le
moyen d’aborder bien des cas pratiques.

3. Partons d’un développement de Taylor arbitrairement donné et cherchons a
en effectuer le prolongement analytique. M. Borel a démontré (2) que le cercle de

(1) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. II.
(2) Acta mathematica, t. XXI.
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convergence d’une série entiére est, en général, une coupure ou ligne singuliere
essentielle pour la fonction que cette série définit. Le prolongement est alors im-
possible. Tl arrive donc, en général, que les théorémes classiques dus a Abel suf-
fisent pour étudier la fonction dans tout son domaine naturel d’existence. D’ail-
leurs cela pouvait éire aisément prévu, la série de Taylor étant une expression
isotrope pour laquelle, si I'on reste dans le cas le plus général, aucune direction
du plan z ne saurait étre privilégide.

Une remarque s'impose a ce sujet. Le théoré¢me de M. Borel est relatif aux
séries quelconques dont les coefficients sont donnés au hasard. Mais la fonclion
la plus générale ne correspond pas a la série la plus générale. Au point de vue
ordinaire de I’Analyse, la fonction la plus générale est, en effet, celle pour qui la
distribution des points singuliers n’est soumise a aucune loi. Il est donc certain
que, sil'on se borne aux questions naturelles d’Analyse dans lesquelles les séries
de Taylor que I'on devra considérer seronl amenées par un calcul et non posées
a priori, les fonclions les plus fréquentes et les plus utiles seront des fonctions
prolongeables.

Je crois pouvoir conclure de ce qui précéde que, en essayant surtout de définir
des classes de séries prolongeables, je ne limite pas outre mesure la portée pra-
tique des recherches que j'entreprends. Je m’altacherai donc spécialement a
découvrir des caractéres de prolongeabilité. 11 y a la une Lhéorie a édifier, sem-
blable, je le répéte, a celle de la convergence des séries. Cette comparaison
expliquera que je néglige, au besoin, la généralité des résultats devant leur
nelteté. J'ajoute enfin que, loin de prétendre étre complet, ce Mémoire contient
principalement des exemples et des applications dont le but est de montrer le
mécanisme de la méthode que je propose et l'intérét qu’elle peut offrir.

4. Pour utiliser le théoréme de M. Borel, il faut connaitre des cas précis que
I'on puisse dire généraux au point de vue qui nous occupe.

En voici un exemple. Les travaux de MM. Hadamard, Borel et Fabry (') con-
duisent & formuler la proposition suivante :

©

La sé/'iezoc,,:“u admet effectivement son cercle de convergence comme
0
coupure, quels que soient les coefficients o, (sous la seule réserve qu’il y ait

en effet un cercle de convergence fini), pourvu que les exposants a, solent
des nombres entiers positifs et croissants tels que la différence anp s — a, aug-
mente au dela de toute limite avec n.

(1) Hipayawp, Journal de Mathématiques; 1892. — Borgr, Ibid.; 1896. — Fasny,
Annales de I’Ecole Normale supérieure; 1896.
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Le probléme élant ainsi résolu pour les séries a lacunes indéfiniment grandis-
santes, je n’examinerai que les séries complétes. Mais il est bien entendu que je
n’exclus pas le cas o une substitution de la forme

!
ml — ~
u—ap,

p désignant un entier positif, raménerait la série étudiée a la forme compléte.

8. Il résulte encore des travaux de M. Fabry que, si I’on pose

o, = p”elen,
1

on et O, étant réels, pourva que p," tende vers 1 quand n augmente indéfiniment,
on peut toujours choisir 8, de fagon que le cercle de rayon 1 soit coupure effec-

®
tive pour la série E o, 5.
0
Donc, méme en se bornant aux séries complétes, il ne faut pas chercher des
critéres généraux permettant d’affirmer que le prolongement est possible : la
question posée ne peut recevoir que des réponses particuliéres dont il y a lieu
d’assurer le caractére pratique plus que I'étendue.

Je dis méme que le cercle de convergence de la sériezzx,,z" est une cou-
0
pure effective pour la fonction que cette série définit, si a, est une fonction

périodique de n développable en série trigonométrique absolument conver-
gente.

Soit, en effet,

“+ o
o, = E )\p epn,
—w®

+ o

la série 2 | %p| étant convergente. On a évidemment

—_— 0
@ -+ )\
ol —_— 2~ b— -—'——"‘——‘p .
/(=) —2“"‘" _2 {— zeir
0 —_ 0

La fonction f(z), holomorphe a I'intérieur du cercle de rayon 1, admet tous les
points e? de ce cercle comme pbles simples. D’aprés une proposition due a
M. Goursat et reprise par M. Borel dans sa Thése, ces points sont effectivement
singuliers pour f(z). Or la théorie des fractions continues nous apprend qu’ils
forment un ensemble dense sur tout le cercle. D’ou la conclusion. 1l importe
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d’ailleurs de remarquer que la fonction f(z) appartient 3 la catégorie de celles
pour lesquelles M. Borel a montré que 'on pouvait généraliser la notion de pro-
longement. ‘

Ce théoréme permet de construire des séries trés simples qui ont leur cercle de

convergence comme coupure. Il suffit, par exemple, de prendre

o, T ecosn,

%

On déduit de 1a sans peine des séries }_‘ 2, 5" présentant le méme caractére et

0
pour lesquelles :

1° a, est positif et va en décroissant quand n augmente;

w

o At \ .

2° La série a, converge;
0

o o
3° Le rapport —' tend vers 1 pour ~ infini.
ol

n

II est visible que 'on peut trouver ainsi des séries de méme nature dont les coel-
ficients satisfont isolément a telles inégalités restrictives que l'on veut. Ce nest
pas Uordre de grandeur de o, pour n infini qui intervient pour la possibilité
du prolongement, mais bien la nature analytique pour ninfini de a, regardé
comme une fonction de son indice. Tel est le principe que je veux établir.

Le théoréme énoncé plus haut comporte deux cas d’exception que je dois

signalei‘ :

1° 8¢ a, sexprime par une suite de Fourier limitée, f(3) est une somme
d'un nombre fini de fractions simples et n’a donc dans tout le plan qu’'un
nombre fini de péles simples distribués sur le cercle de rayon 1;

2° Si o, est une fonction périodique de n a période commensurable, la
suite des points singuliers est elle méme périodique et [(z) n’a qgu’un nombre
Jini de péles simples distribués sur le cercle de convergence aux sommets d’un

polygone régulier inscrit.

6. La question que je me suis posée dans ce Mémoire a déja donné lieu & bien
des travaux qu'il serait trop long d’énumérer. Mais je me place a un point de vue
trés différent. Jusqu’ici, on partait généralement d’une série arbitraire et 1'on
cherchail un moyen d’en découvrir les points singuliers : c’est ce qui explique
qu’on ait surtout trouvé des résultats relatifs au cas ou le prolongement est im-
possible. Je veux, au contraire, développer quelques hypothéses simples portant,
soil sur la forme analytique explicite de u,, soit sur la maniére dont ce coefficient
est donné par un calcul antérieur.

Fac.de T., 2* S., 1I. 41
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MM. Leau et Fabry (') ont obtenu plusieurs des résultats que je donne ici.
Mats je crois que la méthode que je propose présente plusieurs avantages. D'abord
elle est trés simple, puis elle permet d’étudier une fonction dans tout le plan et
non pas seulement aux environs du cercle de convergence. lssue de cette idée que
toutes les propriétés d’une fonction sont pour ainsi dire condensées dans la struc-
ture de son développement taylorien, elle fournit, lorsqu’elle s’applique, non
seulement les affixes des points singuliers, mais leur nature, les périodes qui s’y
rapportent et les valeurs de la fonction en tous les autres points. Enfin, condui-
sant a extraire de la série de Taylor une expression analytique équivalente valable
pour tout le plan, elle se préte a de nombreuses applications dont jc signalerai
les principales.

Un résumé de ce Mémoire a paru dans les Comptes rendus de I’ Académie des
Sciences, le 20 février 189g.

Il. — CiLcuL NUMERIQUE D'UNE FONCTION EN DEHORS DU CERCLE

DE CONVERGENCE.

7. Le premier probléme qui se présente est celui-ci :

Etant donnée une fonction par son développement taylorien, calculer ses
wvaleurs en tout point ot elle est régulicre.

La série primitive et celles qu’on en peuat déduire par la méthode du prolonge-
ment fournissent une premiére solution, malheureusement trés compliquée.

M. Borel (2), par ses recherches sur la sommation des séries divergentes, a
ouverl une voie nouvelle ou M. Servant (*), aprés lui, a obtenu d’importants
résultats.

M. Lindeldf (*) a indiqué un procédé tout a fait général, fondé sur 'emploi de
représentations conformes.

Enfin, tout récemment, M. Mittag-Leffler () a montré que 'on pouvait tou-
jours construire, a partir de la série entiére donnée, une série de polynomes qui
converge en tout point ou la fonction est holomorphe, sauf des coupures recti-

lignes allant de chacun des points singuliers a I'infini.

(1) Fasry, Journal de Mathématiques; 1898. — LEsu, Ibid.; 1899. — Le présent Mé-
moire, daté du 23 février 1899, était rédigé avant la publication du Mémoire de M. Leau.
Des circonstances indépendantes de ma volonté en ont retardé l'impression : jen ai profité
pour y ajouter le paragraphe II, ainsi que plusieurs indications bibliographiques.

(2) Journal de Mathématiques; 1896, et Annales de I’E'cole Normale; 1899.

(3) Thése de Doctorat; 1899.

(*) Acta Societatis fennicee; 1898.

(3) Comptes rendus; 15 mai 1899.
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Mais, dans une pareille question, on ne sauarait trop multiplier les méthodes
que le calculateur aura a sa disposition. Je vais donc indiquer un procédé nou-

veau, qui permet d’ailleurs de retrouver trés simplement le théoréme de M. Mittag-
Leffler (*).

8. Considérons d’abord la progression géométrique

@

(1) Ez”.

0

Soit ¢ un paramétre réel compris entre o et 1. Je pose

nt—|—1)
T+~

(2) G(z,t)=
I' désignant la fonction eulérienne de seconde espéce. La formule bien connue
qui donne la valeur asymptotique de I' montre immédiatement que G est une
fonction entiére de 5, tant que ¢ reste inférieur a 1.

On peut écrire

G(s5,0)= [ e Tixt dop,

“ 0

et cette intégrale est convergenle pour ¢ <1, quel que soit 5.
Le chemin d’intégration coincide d’abord avec la partie positive de ’axe réel
du plan. Maisil est visible qu’on peut lui substituer un autre chemin rectiligne L

allant de 1'origine a I'infini et faisant avec le premier un angle » moindre que =
e 1 q o

en valeur absolue. Cela tient a ce que Uintégrale G, prise le long d’un arc de
cercle C compris entre les deux chemins précédents, tend vers zéro quand le
rayon de C croit au dela de toute limite.

Imaginons maintenant que ¢ tende vers 1. Alors le développement (2) tend for-
mellement vers le développement (1). Mais qu'arrive-t-il pour G?

Considérons I'intégrale

©

f e—x+3x o
0

prise le long du chemin rectiligne L. Elle est convergente et a pour valeur !
1

~

tant que le point z est dans un certain domaine T. La convergence est méme

(1) On verra facilement le lien de cette méthode avec celle de M. Borel.
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absolue et uniforme dans tout domaine intérieura T. Or, quel est ce domaine T?

Posons
z =pe'?, s=oa-+iB.

Le domaine T est formé de toute la région du plan située du méme coté que

'origine par rapport a la droite dont 'équation est
o coso — Bsing = coso.

Cette derniére droite, frontiére unique de T, n’est autre que la droite menée
par le point z =1 parallélement a la symétrique de L par rapport a la bissectrice
o= 3. Nous supposerons désormais que s reste dans T. D’ailleurs, en faisant
varier ¢ dans les limites permises, T balaie le plan tout entier, sauf une coupure

rectiligne allant de 2 =1 4 5 =« le long de I'axe réel.
Quoi qu'il en soit, supposons L et T fixés. Si z est dans T, 'intégrale

»
f e—xr3xt g p
0o

prise le long de L est absolument et uniformément convergente pour ¢Z1. On

quand ¢t tend vers 1; G tend méme

I
conclut de la que G(z,t) tend vers -

uniformément vers sa limite, pourvu que 5 n’atteigne pas la frontiére de T.
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant, tout & fait fondamental dans

la qll&S[lOD qu1 nous occupe .

Soit T un domaine fini quelconque dont la frontiére reste a distance finie
d’une coupure allant du point z=1 au point z=w le long de Uazxe réel :

(nt +1) n,
Zl(n—i—l)

ol t désigne un paramétre réel inférieur a 1, tend uniformément vers

Uexpression

I

)
I—2
quand t tend vers 1, pourvu que z reste dans T.
9. Soit maintenant

f(35) :Ea,,z"

une fonction holomorphe a l'origine. Tragons des coupures rectilignes allant de
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chacun des points singuliers de f(z) 4 I'infini le long des rayons vecteurs de ces
points singuliers. Je désignerai par T un domaine fini quelconque dont la fron-
tiere reste & distance finie des coupures précédentes et je supposerai que z ne
sorl pas de T. Appelons d’ailleurs C un contour fermé contenant T a son inté-

rieur el ne rencontrant aucune des coupures envisagées.
On a
- 1 u
f(z)= —f "’/‘L)—du.
20m ) o 5 —u

. ﬂl‘(nt—{—l) n
G(zt) = 5 r(ll+]) Fns"y

Posons

¢ désignant comme ci-dessus un paramétre réel compris entre o et 1. La fonction
entiére G peut se mettre sous la forme

13

. S (uw) t-+1)
G(s,0) = 2[1‘tf ZII‘(n+1 l—t'—‘d”’

([

2i un—H
ey

3]

car

du.

d":

Or on peut toujours supposer C choisi de telle facon que, z restant dans T,
reste (quand u décrit C) dans un domaine T’ auquel est applicable le théoréme

u paragraphe précédent. Alors
T'(nt+r1) 3»
2 T(n+1) ur

tend uniformément vers
u

)

u—3s

et, par suite, G tend uniformément vers f(z), le tout quand ¢ tend vers 1.
Nous obtenons donc finalement le théoréme que voici :

Etant donnée une fonction holomorphe autour de lorigine

o

f(z)= X ansm,

0

et un domaine T défini comme il a été dit, Uexpression

T(nt+ 1)
2 T'(n+ I)
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tend uniformément vers f(z) quand t tend vers 1 par valeurs réelles et plus
petites que 1, pourvu que s reste dans 'T.

10. La méthode précédente donne immédiatement I'extension d’une série de
Taylor a tout le plan.

Elle constitue, si 'on veut, un procédé général pour rechercher les points
singuliers d’une fonction définie par son développement taylorien.

Mais je I’envisagerai surtout comme fournissant un moyen de calculer numéri-
quement cette fonction.

A ce dernier point de vue, elle permet de retrouver bien aisément le théoréme
de M. Mittag-Leffler. Soit, en effet, ¢ un nombre positif donné aussi petit que
I'on veut. Choisissons ¢ = ¢, de telle maniére que ’on ait

G5, 0) =/ ()< 5>

quel que soit z dans T. Cela fait, on peut limiter la série convergente G(s, to)
de facon qu’en désignant par P(5) la somme de ses n premiers termes, on ait

1G(58) —P(s)| <5

dés que n surpasse une certaine limite assignable. Il vient alors
| f(s)—=P(s)|<e.

Ainsi la fonction f(s) peut étre représentée par un polynome avec telle
approximation que I’on veut dans tout le domaine T.

Soient enfin
801 €ps €9y RS Eny

des nombres positifs tels que la série

S

0

soit convergente. Déterminons, par la méthode précédente, les polynomes P, tels

(1 ue

]f(s)'_“P"(:')vl<€n

dans T. On a évidemment

f(3) =Py+ (Py—Py) + (Py—Py) +...
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etla série du second membre est absolument et uniformément convergente dans T.
C’est le théoréme de M. Mittag-Leffler.
Mais, sans insister davantage, je vais présenter quelques remarques générales.

11. Considérons une série quelconque -

o

(1) E“n

0

convergente ou divergente. Nous dirons avec Cauchy qu’elle est de module fini,

s1 la série entiére associée

w
(2) Zoc,lz”
0

posseéde un cercle de convergence limité. Dans ce cas, la série auxiliaire

(3) E%L(’:T—*_:)zan (o<<t<r)

est convergente.

Si la somme de la série (3) tend vers une limite L quand ¢ tend vers 1, nous
conviendrons dedire que la série (1) est sommable et a pour somme L.

Il est clair qu’une série convergente est toujours sommable et a laméme somme
aux deux points de vue de la convergence et de la sommabilité : la notion de som-
mabilité fournit donc une généralisation légitime de la notion de convergence.

Cette généralisation est effective, comme le montrent les théorémes établis
ci-dessus.

Si la série (1) est divergenle et a ses termes tous posilifs, la série (3) augmente
indéfiniment & mesure que ¢ se rapproche de 1. 1l faut donc, dans le cas de la
divergence, que la série (1) soit oscillante pour que la considération de la
série (3) permette de lui attribuer une vraie valeur.

Lorsque les o, dépendent d’une variable z, nous dirons que la série (1) est uni-
Jormément sommable dans un domaine T si la série (3) tend uniformément vers
une limite quand ¢ tend vers 1, « restant dans T.

Il résulte des théorémes élablis dans ce Chapitre que toute série entiére de
module finiest sommable dans le domaine naturel d’existence de la fonction S(z)
qu’elle définit autour de origine.

Une telle série peut élre maniée dans le calcul, soit au point de vue de la mul-
tiplication, soit au point de vue de I'intégration ou de la dérivation terme i
terme, comme si elle était convergente.

On voit, en fin de compte, que les considérations développées dans ce Chapitre
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donnent une solution compléte du probléme des séries divergentes de module
fini.

La valeur numérique d’une telle série peut étre calculée ainsi par un procédé
qui ne dépend que de la valeur numérique des termes de la série donnée.

J’ai & peine besoin d’ajouter qu’une série uniformément sommable de fonctions
continues est une fonction continue, qu'une série uniformément sommable de
fonctions holomorphes est une fonction holomorphe, qu’on peut intégrer ou dé-
river terme 3 lerme une série uniformément sommable dans les mémes conditions
(mutatis mutandis) qu’une série uniformément convergente, elc.

On pourrait essayer d’étendre la méthode que je viens d’esquisser au cas des
séries entiéres dont le rayon de convergence est nul. C’est un point sur lequel je
me réserve de revenir. Mais ici je m’attacherai surtout a une autre méthode, a

I'étude de laquelle je me bornerai désormais.

ITI. — PRriNcIPES DE LA METHODE EMPLOYEE.

12. Voici la marche qu’il est le plus naturel de suivre-pour effectuer le prolonge-
ment analytique d’une série de Taylor : déduire de la série donnée une autre ex-
pression qui converge dans la plus grande étendue possible du plan et qui
prenneles mémes valeurs quela série primitive autour del’origine.Lalégitimité
de cette méthode est fondée sur le théoréme suivant, qui est bien connu : Deux
Sonctions, holomorphes dans un domaine d’un seul tenant, coincident en tout
point de ce domaine si elles coincident dans une petite aire intérieure.

Cest cette marche que P'on suit dans les cas tout a fait ¢élémentaires ot 'on
peut sommer la série, par exemple dans le cas des séries récurrentes. C’est encore
cette marche qu’ont suivie M. Lindelof (') en utilisant des représentations con-
formes et M. Borel (2) en introduisant la notion de série divergente sommable.
Mais, dans une question de ce genre, il est avantageux de multiplier les méthodes
que le calculateur aura a sa disposition. C’est pourquoi je proposerai un autre
procédé, basé sur 'emploi de certaines intégrales définies.

Ce procédé n’est pas absolument inédit. M. Hadamard (*) signale rapidement
dans sa Theése I'une des propositions fondamentales dont jaurai a faire usage.
M. Pincherle () a consacré quelques pages au méme sujet. Mais je me placerai a
un point de vue exactement inverse de celui qu'adopte M. Hadamard et je devrai
d’autre part m’éloigner beaucoup de M. Pincherle dans les développements que je

donnerai a quelques-uns de ses théorémes.

(1) Acta Societatis fennicce; 1898.

(?) Journal de Mathématiques; 1896, et Annales de U'Ecole Normale supérieure; 1899.
(3) Journal de Mathématiques; 1892.

(*) Acta mathematicu; 1887.
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13. Considérons tout d’abord 'intégrale
' o)
J(s)= f RACIRp N
0 I1—3x

et cherchons-en les propriétés principales.
Nous supposerons l'intégration effectuée le long du segment (o, 1) de l'axe
réel OX.

Quant & la fonction 9, nous ne ferons pas sur elle d’autre hypothése que

1
f lo(x)|dx
]
aun sens.

Cela posé, l'intégrale J(z) a une valeur finie et déterminée en tout point z qui
n’est pas situé sur la partie (41, + ) de OX. Il y a plus : je dis que J(s) est
holomorphe dans le méme domaine.-En effet, choisissons au hasard un point 5,

celle-ci : 'intégrale

dont I'affixe ne soit pas réelle et supérieure ou égale a 1. On voit immédiatement

que 'on peut écrire :
(-]
'](‘-'):20%(5 — 30)",
[
avec

! ax™ d
fomnd —_— aAX.
o, fo Cp(x)(x—-zow)"“

La convergence a lieu dans un certain cercle décrit de 5, comme centre et le
théoréme annoncé est donc vrai. La fonction J(z) est holomorphe en tout point
du plan, sauf peut-étre pour z réel et plus grand que 1.

Posons maintenant

1
ot,,:f o(x)xrdax.
0

On a, au voisinage de ’origine,

©

(1) J(z)zza,,:.".

0

Le rayon de convergence de cette série est égal au moins a 1. L'intégrale JI(:)
coincide, a l'intérieur du cercle de convergence, avec la somme de la série (1)
et, par suite, définit ’extension analytique & tout le plan de la fonction re-
présentée par celle-ci.

Les points singuliers de J(z) ne peuvent étre situés que sur la portion (41, + )
de OX. En particulier, si le cercle de convergence de la série (1) a I'unité pour
rayon, il ne contient qu’un point singulier de J(5) : 5 = 1.

Fac. de T., 2¢ S., 11 [;2
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La portion (41, 4+ ) de OX est pour J(z) une coupure. Celte coupure est
essentielle si la fonction ¢ n’est pas analytique pour o <z <C1. Mais supposons
¢(x) holomorphe dans une aire contenant ce segment a son intérieur. Alors I'in-
tégration peut étre effectuée le long d’un chemin curviligne allant du point o au
point 1 : d’ote L’on conclut que la coupure r'est pas essentielle et que J(5)n'a
pas d’autres points singuliers que z =1 et z =co.

Plus généralement, si () est holomorphe autour du point A (A réel et com-
. L1 . ,
pris entre o et 1), J(z) est holomorphe autour du point 5 Si donc o(x) est gé-

néralement holomorphe au voisinage dusegment (o, +1) de OX, sauf en des
points isolés, J(z) W’a que des points singuliers isolés, distribués sur la partie
(+1, +w®) du méme azxe.

Dans ce cas simple, J(z) nest pas uniforme et le calcul du saut brusque
subi par Uintégrale quand on franchit la coupure donne les diverses déter -
minations de J(z). Il suffit, pour le voir, de se reporter aux travaux bien connus
de M. Hermite sur les intégrales & coupures et d’appliquer le théoréme des ré-
sidus. Plusieurs circonstances peuvent se présenter : Si ¢(x) est holomorphe dans
tout le plan, sauf peut-étre a Porigine, on peut faire passer la coupure par tel
point que l'on veut et les périodes de J(z), quand on tourne autour du point r,
sont données par I’expression

2kmi ; o (i_> .
57\ s

Dans le cas général (la coupure n’étant cependant pas essentielle), la méme
formule est valable pour les points voisins de OX et peut ensuite étre étendue par
prolongement & tout le plan, mais toutes les singularités sont alors possibles,
suivant la nature analytique de la fonction o, pour les déterminations de
J(z) autres que la détermination principale.

Ces résullats sont bien simples et 'on voit que la considération de J(z) permet
de résoudre complétement le probléme de I'extension analytique de la série (1).

On peut bien souvent aller plus loin. Je ne citerai que quelques exemples. Si
la fonction o () est positive et si P'on pose

S=u -+ iV,
il vient

1
1— ux . z
I )_f cp(.z) — ux) 4+ v? w_dx-@—w\[ cp(x)(l_ltm)2+ V"xzdx'

St ¢ n’est pas nul, il est impossible d’annuler le coefficient de ¢ dans I'expres-
sion de J(z): 'équation J(z) = o n’a donc pas de racines imaginaires. Si ¢ = o,
la partie réelle de J(z) ne peut pas étre nulle pour u <1 : I'équation J(z) = o
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n’a donc pas de racines réelles inférieares a 1. En résumé,‘l’é(_]udtion J(s)=o
ne peut avoir que des racines réelles supérieures a 1. Celle remarque, utilisée
par M. Desaint (') dans sa Thése, ne s’applique évidemment qu’a la branche
principale de J (z). :

Je montrerai plus loin sur des exemples que l'on peut tirer parti de I’ expres-
sion de J(z) pour trouver l'allure de cette fonction a approche de ses points sin-
guliers. Qu’il me suffise de faire remarquer actuellement que la détermination
principale reste finie quand = grandit indéfiniment avec un argument différent de
zéro.

14. Considérons maintenant une série entiére

@
\Y n
Ap STy

dont nous supposerons le rayon de convergence égal a 'unité. Soit £(z) la fonc-
tion définie par cette série. Si nous parvenons a construire une fonction o(x)
telle que l'on ait

1
o [ o(x)ardr,
Jo

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n, nous poserons

/(G >—f"—_(%dx,

et nous aurons effectué le prolongement analytique de la série. Ce procédé nous
fournit le moyen, non seulement d’étudier la nature analylique de f(z), mais en-
core d’en calculer numériquement la valeur en tout pomt du plan qui n’est pas
singulier.

Sans doute, la méthode précédente ne peut rien donner de plus que la mé-
thode classique du prolongement analytique & I'aide de cercles de convergence
successifs. Mais elle est beaucoup plus pratique et permet en outre, par un en-
semble régulier d’opérations, d’atteindre la fonction étudide dans tout son do-
maine d’existence, y compris le voisinage des points singuliers, et non pas seu-
lement (comme le procédé de M. Poincaré) dans tout domaine intérieur au
domaine naturel d’existence. Le seul inconvénient de la méthode est de n’étre pas

générale : pour savoir si elle est apphcable il faut résoudre un probléme d’in-

(1) E. DEsaINT, Sur quelques points de la théorie des Jonctions (Annales de U’Ecole
Normale supérieure; 1897).
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version d’intégrale définie consislant a construire une fonction ¢ telle que

1
= gx)and,
0

pour n entier et positif,

15. On apercoit immédiatement la possibilité de généralisations étendues. J'y
insisleral peu, les démonstrations étant les mémes, mutatis mutandis, au moins
en ce qui concerne les points importants.

Rien n’empéche, par exemple, de faire correspondre a une série de Taylor
donnée une intégrale de la forme '

f(s)zfolwx)G(j) dz,

G (¢) désignant une fonction entiére de ¢, ou méme plus généralement encore une
intégrale telle que

f(s):f o(x)F(sx)dx

ou F(¢) représente une fonction analytique de ¢ holomorphe a I'origine dont les
singularités sont supposées connues dans tout le plan.

Bornons-nous, pour simplifier, au cas ou F(¢) n’a que des points singuliers
1solés : soient

N
les affixes de ces points.

Si F(¢) n’est pas uniforme, nous commencerons par pratliquer dans le plan (z)
des coupures rectilignes allant de chacun des points ¢, a 'infini et dont les pro-
longements passent par I'origine : la fonction F est ainsi rendue uniforme.

Dans tous les cas, ces coupures seront celles de 'intégrale f(z). Celle-ct est holo-
morphe en tout point non situé sur les coupures, au moins lant que l'on se con-
tente de considérer les valeurs de f(z) susceptibles d’étre atteintes quand la
variable z suil un chemin issu de l'origine et ne rencontrant pas les coupures. Il
est clair que, dans le plan ainsi coupé, f(z) est uniforme.

Si ¢(x) n’est pas analylique, les coupures sont essentielles etil n’y arien a dire
de plus, 2 moins que I'on n’abandonne le concept de fonction analytique tel que
I’a conslitué Weierstrass et que I'on ne cherche & généraliser Iidée de prolonge-
ment. Mais, si ¢(z) est analylique, on sait que les coupures ne sont plus qu’appa-
rentes. Dans ce cas, f(z) n’est plus uniforme et il y a lieu d’en poursuivre I'étude.

Supposons donc que () soit une fonction analytique admettant des points

singuliers isolés :
Loy Xyy Xgy ey Tpy
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Tracons, dans le plan (z), des coupures rectilignes allant de chacun des
points z, a linfini et dont les prolongements passent par o : o(x) est ainsi
rendue uniforme.

Soit £ un point situé sur le segment (o, 1) de 'axe réel du plan () : choisis-
sons-le de fagon que o(2) soit holomorphe en son voisinage. Considérons

. . t . .. [4
‘maintenant le point »E’i du plan (5) et donnons a 5 une valeur voisine de z" En

vertu du théoréme fondamental de Cauchy sur I'intégration des fonctions holo-
morphes, nous pouvons effectuer I'intégration qui donne f(z) le long d’un
chemin curviligne ainsi construit : ce chemin coincide avec le segment rectiligne
(z = 0, x =1), sauf aux environs de £ ou il affecte la forme d’une demi-circonfé-
rence. Cette demi-circonférence doit étre prise assez petite pour ne contenir a son
intérieur aucun point z,, ce qui est évidemment possible. En outre, cette méme
demi-circonférence serad’un c6té ou de I'autre de I’axe réel du plan () suivant que 5
sera d’un c¢6té ou de 'autre de la coupure (£,) du plan (z). Les diverses coupures
du plan (z) sont d’ailleurs trés peu modifiées par suite du changement de contour
d’intégration. En particulier, la coupure (¢,) reste la méme, sauf aux environs du

. ¢ . . . . . ,
point f” ou elle devient une petite courbe. On suppose la demi-circonférence du

plan (z) choisie de telle fagon que le point 5 et la petite courbe dont je viens de
parler soient de part et d’autre de la coupure (¢,). Dans ces conditions, on voit

. ;7 \ 4 .. .t
itmmédiatement que f(z) est holomorphe, méme au voisinage du point f

Il ne s’agit ici que des valeurs de f(5) susceptibles d’étre atleintes quand on fait

. . . . L . At
suivre a 5 un chemin partant de o et aboutissant a —f d’un certain coté de la cou-

. Y . . , s . oo L
pure ({p); on aurait le méme résultat si le chemin que décrit z aboutissait a f

de lautre c6té; mais les deux valeurs obtenues pour f(s) ne seraient pas forcé-
ment égales. On voit donc qu’en général, si les coupures (t,) ne sont pas
essentielles, f(z) n’est plus uniforme.

. . , .. ¢
Imaginons que z parcoure un chemin fermé partant de z, (vmsm de l) ety

£

revenant aprés avoir franchi m, fois la coupure (¢,) dans le méme sens, sans en
franchir aucune autre. Les considérations précédentes permettent de calculer
aisément la quantité dont s’est accrue f(5,) (') : il suffit d’appliquer les méthodes
de M. Hermite sur les intégrales a coupures. Désignons par R, le résidu F(¢) au
point ¢,. En supposant que ce point soit un péle simple de F(¢), la quantité en

question est
. I I3
(1) 2m,,1ul{,,—fp<—">-

z 3,

~0

(1) f(=,) désigne ici la valeur en z, de la branche principale de f(z).
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Dans les conditions indiquées, f(z) a donc, dans le domaine du pomt » une

B

infinité de déterminations se déduisant de la détermination principale par addi-

tion de la quantité précédente ou l'on donne successivement & m, toutes les
-valeurs positives ou négatives.

Plus généralement, supposons que
- _ 1
K= (c—1¢,)*

a désignant un certain entier positif. La quantité dont s’accroitf(zo) est le pro-

duit de 2 mpwi par le résidu de 9 (2) F(z02) pour 2 =§,, &, étant donné par la
formule

By = {p-

Or, dans le voisinage de § (qui est lui-méme trés voisin de &), o(z) est holo-
morphe et I'on peut écrire

. dr o .
ol =B TEE e

D’autre part

) | 1 I
F(zyx)= —
° 5 <f";_l 5% (=)
&
Le vésidu considéré est donc
t
—1 P
2m,Ti ! - CP<Z_“> !
pT (¢ —1)!  dx*t 3%

C’est une généralisation évidente de la formule établie plus haut pour le cas
ou ¢, est pole simple de F(¢).

Si ¢, est un point singulier quelconque (pdle d’ordre général ou point essentiel )
de la fonction uniforme F(¢), on a par la formule de Laurent

F(t)—EAa(l—t )* +23ﬁ(t e

et il vient

1
B—1) 8 dzb-

\
© B l, i
. Bﬁﬂ‘ vo) )
2 m,,mE
(
1 0
pour expression de la quantité dont s’accroit f(s,).
Dans le cas, tout 4 fait général, ot F(¢) n’est plus uniforme et ol ¢, est un point
d’espéce quelconque de cette fonction, il faut calculer directement le résidu de
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o(z)F(3y2) pour £ = &;. Nous nous bornerons, pour énoncer nos conclusions,
a considérer la formule simple relative au cas ol ¢, est pole simple. On verra
d’ailleurs que ces conclusions sont néanmoins générales.

. .. . t A ,
Notre formule (1), établie pour le voisinage du point -gf, peut étre étendue

a tout le plan par prolongement analytique. Mais on ne considére toujours pour 3
que des chemins ne rencontrant que la seule coupure (¢,).

La derniére restriction est inutile. Les mémes raisonnements montrent que,
si z est regardé comme pouvant décrire un chemin quelconque, f(z) a une infi-
nité de déterminations qui se déduisent de la détermination principale par addi-

1 t
. p
27! E m”R"ZCP(Z>

ou m, et R, ont la méme signification que touta I’heure et ou le signe 2 s’étend

tion du terme

a I’ensemble des coupures traversées.
Une importante conclusion découle de l1a : f(z) est holomorphe en tout point,

. . lp
sauf aux points t, et aux points xl

- Mais ces derniers points ne sont singu-
D

liers que pour les branches de f(z) autres que la branche principale. Il en
est de méme du point o. Quant au point », c’est en général un point sin-
gulier pour toutes les branches.

11 est manifeste que ce théoréme s’étend au cas ou la distribution des points z,
est absolument quelconque. Mais alors les branches de f(z) autres que la
branche principale peuvent avoir des singularités non isolées, par exemple des
coupures essentielles ou des espaces lacunaires. Ainsi soit

cp(x)::Ea"x"’ (o<<a<r).
0

Toutes les branches de f(z), sauf la branche principale, sont holomorphes allexté-
rieur du cercle de rayon 1 et admettent la circonférence de ce cercle comme
coupure.

Il est, enfin, bien entendu que, s’il y avait des points z, dont les affixes fussent
réelles et comprises entre o et 1, on devrait d’abord supposer ces points tels que

folmx)ldx

ait un sens. Il faudrait ensuite avoir rendu ¢(z) uniforme par des conventions

Pintégrale

appropriées. Cela fait, on trouverait comme points singuliers de toutes les
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. . [4 .
branches de f(z), outre les points ¢,, ceux des points x—” qui correspondent a
§2

des x, situés sur le segment (o0, 1) du plan (z).

16. Pour finir, voyons sur un exemple simple comment on déterminerait
le degré de généralité des représentations précédentes.

Soit f(z) une fonction analytique n’ayant a distance finie que le point singulier

5 =1. Supposons qu’un circuit autour de ce point change f(z) en f(5) + fi(3).
Je pose

D’ou

Si l'intégrale

a un sens, je considére la fonction

1 =3
f LICIIPR
, 1 —3x
I1 est clair que la différence

1
X
0 ~
est une fonction uniforme n’ayant a distance finie que le point singulier 5 =1.

On voit la conclusion qui découle de la : il y aurait lien de chercher a la géné-
raliser.

17. Le cas le plus complexe que j'envisagerai dans ce Mémoire sera celui de
Pintégrale

f o(x)A(z, 3) dx,
(C)

C désignant un chemin de longueur finie ouvert ou fermé, el A une fonction ana-
8 )

lytique de 5 holomorphe autour du point 5 = o.

On obtiendrait sans peine, dans ce cas général, des théorémes analogues a ceux

I ’ g ’

que nous venons de rencontrer & propos d’intégrales plus simples : je n’y insis-
terai pas.

Les coupures sont ici les lieux géométriques engendrés par les points singuliers
de A envisagé comme fonction de z lorsque le point z parcourt la ligne C : lieux
qui peuvent étre des points, des courbes ou méme des aires.
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Enfin il m’arrivera aussi d’avoir & considérer des intégrales dont les limites
seront infinies. La discussion de ces intégrales, envisagées comme définissant des
fonctions de s, se fera toujours trés facilement par les procédés classiques.

Il est clair, en vertu de la proposition fondamentale de la théorie du prolon-
gement, que, si 'on met une méme série sous plusieurs des formes décrites plus
haut, les diverses définitions que I'on obtient pour la fonction étudiée sont équi-
alentes : seule peut varier la région du plan ou le prolongement se trouve
effectus. :

Il resterait a voir quel degré précis de généralité présente la méthode dont je
viens d’exposer les principes. On examinerait pour cela les propriétés caracté-
ristiques des fonctions représentées par les divers types d’intégrales que jai
signalés. J'ai donné plus haut un exemple d’un pareil examen. Mais la discussion

générale ne saurait trouver place ici.

18. Un mot de conclusion. La méthode que je propose est basée sur 'emploi
de certaines intégrales définies dépendant d’une variable 5. Dans tous les cas, le
probléme du prolongement analytique est ramené au choix d’une forme simple
convenable pour le facteur du coefficient différentiel qui contient z, car c’est ce
facteur qui détermine les propriétés de continuité de l'intégrale, et a la mise des
coefficients de la série donnée sous la forme de certaines intégrales définies, car
c’est cela qui permet d’identifier la série en question avec une inlégrale du type
choisi. Le présent Mémoire est consacré a la résolution de ce double probléme
dans les cas les plus usuels.

On voit combien est vaste le champ des applications qui se présentent et, si
J'ose dire, combien la méthode proposée semble élastique. Une longue et
patiente observation des faits analytiques naturels peut seule nous apprendre
quels sont les types d’intégrales qu’il est le plus avantageux de considérer. 1l fau-
drait avoir établi beaucoup de formules relatives au calcul inverse des intégrales
définies pour étre en mesure de lirer plein parti de notre procédé de prolonge-.
ment, comme il a fallu réaliser beaucoup de quadratures avant de pouvoir manier
facilement les inlégrales définies ordinaires. On comprendra donc que je me

borne, dans une premiére étude, a des généralités et a des exemples.

IV. — QUELQUES CAS SIMPLES OU LE COEFFICIENT GENERAL oy

EST UNE FONCTION ANALYTIQUE DE Nn.

19. Si nous envisageons une série de Taylor

@©

E all :_Il

o
Fac. de T., 2¢ S., 1I. 43
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convergente dans le cercle de rayon 1, les circonstances les plus simples sont
celles ot 'on connait 'expression explicite de =, en fonction de n. Ce cas se ren-
contre d’ailleurs fréquemment dans les applications, et nous allons tout d’abord
Iétudier.

Loin de prétendre épuiser la question, je veux surtout indiquer des méthodes

précises et les illustrer de quelques exemples bien nets.

20. Je traiterat d’abord un cas particulier qui fera comprendre la marche que
je comple suivre en général.
Soit la série
;ﬂ

¢(3)= o’

ol p désigne un nombre quelconque dont la partie réelle est positive. On a,

d’aprés la théorie des intégrales eulériennes,

T 1 ! 1\P!
— . o 7r—1 .
nl'_l‘(p)fo <Lx> ar Tt d
3 ! 1 \P~! dx
?<°)‘1Tp7fo<‘4;> e

Celte nouvelle expression représente la fonction ¢(z) dans tout le plan et met

d’ott

en pleine lumiére ses diverses propriétés. Voici ce qu'on en déduit a simple in-
spection, conformément aux principes exposés plus haut ().

La fonction 2 (z) est holomorphe en tout point du plan, sauf peut-étre pour =
réel et plus grand que 1. La partie (+ 1, 4 o0) de axe réel OX est, en apparence,

. r .,
une coupure pour 9(s). Mais, L; étant holomorphe, cette coupure n’est pas

essentielle, et les seuls points singuliers effectifs sont z =1 el 5 =o.
On peut calculer numériquement ©(3) et ses dérivées successives a l'aide de
la formule précédente, et cela sans intermédiaires, pour un point quelconque du

plan. 1l vient, par exemple,

,;?(ll_\(z)»— = 1 L p—1 xh 1 f1< I)p——-l i) d
nl_——I‘(,u),/O<Lx> (1—;x)’t+‘dI+I‘(p) A Lx (1 — z2)"” ‘Z’

ce qui fournil le moyen de construire immédiatement les séries auxquelles con-

duirait la méthode ordinaire de prolongement.
La fonction % (3) n’est pas uniforme. Appelons [9(3)] sa détermination prin-

(1) Je suppose p réel poar simplifier.
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cipale (celle qui est développable en série entiére autour de Porigine) et dési-
gnons par la caractéristique L la branche du logarithme qui se réduit, pour les
valeurs réelles et positives de la variable, 4 la détermination arithmétique. L'ex-

pression générale des valeurs de ¢ (z5) est

2kl

[o(2)) + oy (L3 + 2 hmi)r

si 'on a tourné £ fois autour de s =1 et & fois autour de 5 = 0. On voit que ce
dernier point est singulier pour toutes les branches de ¢(z) autres que la branche
principale.

La fonction Lé étant positive pour oSz <1, 'équation ¢(s) = o ne peut avoir
sur le plan principal, outre la racine nulle, que des racines réelles et supé-
rieures a 1.

Pour 5< o, ¢(z) prend des valeurs réelles et négalives, et le rapport positif

9(5)

<

décroit 4 mesure que la valeur absolue de z augmente.

Quand z}devient infini avec un argument différent de zéro, le rapport = CP( )

tend vers zéro. -
Qu’arrive-t-il enfin lorsque z tend vers 1? Si p > 1, ¢(z) reste fini, et I'on a

CP(I):T,;+-21—I,+ +—+ T(p)f< >pled_xi,

car l'intégrale du second membre conserve alors un sens. Mais, si p <1, posons

s=mr—celd e>o0, 0 Z .

. 1
Le changement de variable L — == ¢¢ donne
x

— == P (= © ’
J — L(p)(1—25)"ro(s) — eiu—p;ﬂf =t .
z o e — (1 —cgeih)
Faisons tendre ¢ vers zéro, § restant fixe,

. : ogpt
lImJ == e’“_l’)(’/ —‘_dt
o t+ed

Soit 7 = te 9. On trouve bien facilement

w®

limJ = F'”df— T T'(p)L(—p).
147 smp‘n:
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Donc, lorsque = tend vers 1, ©(s)a pour valeur asymptotique

['(1—p)

C’est un résultat que M. Appell avait déja établi en supposant § = o ().

21. Le cas de la série

o) = X nrn
1
peut se traiter de la méme facon.
Si p est un entier positif, 2(5) est une fraction rationnelle ayant s =1 pour

pole unique d’ordre p 1. Le produit
(1—35)P*to(s)

est en eflet développable par la formule de Taylor, et les coefficients du dévelop-
pement (comme on le voit de proche en proche) sont, a partir d’un certain rang,
les différences d’ordre p + 1 des quantités nP. Ces coefficients sont nuls. Donc
(1—3z)Pt o (z) se réduit & un polynome P(z) et la conclusion se trouve ainsi
établie.

Si p est positif sans étre entier, appelons ¢ I'entier qui lui est immédiatement

5 ! 1\77 P~ Q(sx)
0(5) = z77——— L - s d,
=g (1) e

w

(1— =) Wnrzn=1=Q(s),

1

supérieur. On a

en posant

et I'étude de () est aisée a faire, puisque Q(z) est un polynome.

Nous voyons, en résumé, que notre méthode permet d’étudier complete-
ment, dans tout le plan, les fonctions définies autour de Uorigine par une

série du type

0

E nvsn,

1

quelles que sotent les valeurs réelles ou imaginaires de p.

Cette proposition s’étend sans difficultés au cas d'une combinaison linéaire des

séries précédentes.

(1) P. AppeLL, Comptes rendus; 1878.
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Ce premier exemple étant traité avec quelque détail, on voit bien maintenant
le mécanisme de la méthode; rien me serait plus facile que de multiplier les
remarques précédentes, et nous pouvons donc, sans insister davantage, aborder

la démonstration de théorémes plus généraux.

22. Considérons le cas ot 2, est une fonclion analytique de n réguliére dans

le domaine de I'infini. Soit

la série étant convergente dés que le module de n dépasse une cerlaine limite.
3 q

Ona
|2p | <2,

, désignant une constante positive convenablement choisie. D’ou

1
oty :f o(x)yzr~'dx 41,
[}

avec

Yip)

1\ P!
© Ay L —
2—1 X
(P(J') - —
1
.. . . 1
11 est visible que (2 ) est une fonction entiére de L —-
’ X
On a, pour o << x <1,

I@(x)l<—}~7-
X

Donc, l'intégrale qui donne o, a un sens dés que n est supérieure & une cer-
taine valeur n,. Par conséquent,
@

-
LW L /\05710—#1

f(z):Zé,,;":P(z)—szlcp(x) dx + ’

I— 2 1—23

0
en pOSZlIlt

7y

P(z)zzanz”.

0

La conclusion est immédiate : f(z) est une fonction non uniforme, holo-
morphe en tout point du plan, sauf pour z=1 et s = ». Les diverses parti-
cularités de f(z) peuvent étre étudiées sur Pexpression précédente. Remarquons
sculement que z =0 est un point singulier pour toutes les branches de f(z)
autres que la branche principale.
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Les mémes conclusions subsistent si le développement de «, contient un
nombre fini de termes affectés d’exposants positifs, par exemple si le point =
est un pdle pour a,.

Enfin rien n’empéche de traiter aussile cas ou o, est exprimable par une série
procédant suivant des puissances positives quelconques de riz’ en particulier le
cas ot w, est une fonction algébrique de n régulicre a Uinfini ou n’y ayant
qu'un pdle (').

Nous retrouvons ainsi, d'une facon tout a fait simple, un résultat signalé déja
par M. Fabry et relatif au cas ol «, est une fraction rationnelle de n. Mais nous
avons en plus le moyen de découvrir toutes les propriéiés des fonctions définies
par les séries de Taylor considérées, puisque nous en possédons une représen-
tation analytique valable pour tout le plan.

Je citerai les exemples suivants :

-1 : -t I dr
oAy e N
n?-4 g A x)1— zx
0
® " Al J—
== I dx
2—6 “s"::/ J0<2\/aL—>———;
n . x ) 1—zx
1

qui nous seront utiles plus loin. Dans le second exemple, J, désigne la fonction

et

de Bessel. Remarquons que le premier donne une expression analytique trés
simple, et valable pour tout le plan, d'une transcendante que les lravaux de
Tchebichell ont montrée ne pouvoir résulter d’aucune combinaison de fonctions

algébriques, exponentielles et logarithmiques en nombre limité.

En résumé, nous savons désormais faire l’étude complete des séries ot a,
. . . I

est développable suivant des puissances de — dont quelques-unes seulement
n

(en nombre fini) peuvent étre négatives.

Il est parfois possible de déduire de la des généralisations. Si, par exemple,
on a
I _or
o, — — r,e
n n P ’

0
®

la série E | %, | étant convergente el les nombres @, étant positifs, il vient

< ! dx
Zdnl-”:,ﬁ/ cp(x) IT"—.Ej
1

0

0

1
(1) On a alors, pour a,, un développement suivant les puissances de n 7, g étant entier.
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‘o(x) :i hpdo <2 \/a,,L%\)-

Comme le module de J,(¢) est toujours inférieur & 1 pour ¢ réel, on voit

avee

que o(z) remplit les conditions prescrites. lci la coupure peut étre eflective,

car ¢ (x) n’est pas forcément analytique.

23. De ce qui précéde peut se conclure un théoréme auquel j’ai été conduil en

méme temps que M. Leau (').

Soit
. 27-p X
S= ﬁ:bll+l‘fl’
0
avec
A 2
S '—__) ;1 ... ‘""
n \o 1+ " -+ -+ P

Nous savons ¢tudicer la série

Sa(1)e
1

donc aussi la série

puisque celle-ci ne différe de la premiére que par la soustraction de la troisiéme

Sn()e
1

qui définit évidemment une fonction entiére.

série

Sans insister sur les conséquences que 'on peat tiver de la, remarquons que,
si les coelficients «, sont quelconques, un procédé d’étude consiste a essayer de

les mettre sous la forme

- -~

M )}
Ay =hoH — . s
n n
en calculant les valeurs des %, a I'aide des équations linéaires précédentes. Ces
¢quations, en nombre infini, sont résolubles de proche en proche, puisque cha-

cune d’elles contient seulement une inconnue de plus que les précé.denles.

(V) Leav, Journal de Mathématiques; 1899.
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L’unique condition requise est que la série

E A
0

ne soit pas toujours divergente.

2%. Aprés avoir examiné le cas ol o, est une fonction analytique de n régulicre
a I'infini, supposons que n = o soil un point singulier de o,. Nous imaginerons
d’abord que ce point soit singulier pour a,, non pas en lui-méme, mais comme
limite de points singuliers.

On a

1
Uz —i—((,,)?;q o I'(b,)

les parties réelles de a, ct de b, étant positives et la séric
22

’ , . » . ¥}
élant convergenle, on pourra étudier dans tout le plan la fonction Za,,:”.

b

Ypa
a,’

J;

E'3

0
Duverses généralisations sont d’ailleurs immédiates. On trouve, par exemple,

w a1 - -
Y ) Wl ); . 1
A, — s _)L) — Z P sin( @ L— -1 (/1‘,
127 A= (2 Yy \ x
0 0

sous certaines conditions lrés larges qu'il serait bien facile d’écrire.

On atteint ainsi des cas étendus ot le coefficient général o, est donné par une
série simple ou multiple de fractions simples. Je me conlenterai de signaler bri¢-
vement une application.

Soit

® !
o L (2—+1)

) — -n

Tn+1)"

[A]

o (

0

On a

I'in+1) < 1
(e +1) =—C+ n2117(11 —|—p),
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C désignant la constante d’Euler. Dol

C ! 1 dx
<‘D(~)~;—I +”‘[ Ll—-x (1 — z2)¥’

et I'on voit que 9(5) n’a pas d’autres points singuliers que s =1 et 5 =c0.
D’une fagon générale, je vais montrer que cetle conclusion subsiste si «, est la
e . . , . . o C
dérivée logarithmique d’une fonction entiére de genre fini nayant que des
séros simples a parties réelles négatives.
Soient p le genre et — a, un zéro de la fonction entiére. On a, d’aprés le théo-
réme de M. Mittag-Leffler,

O 1 I ne—1
oc,l:P(n)+z —_—— — (=0 — ],
n—+a, ag al;
[}

®

- . e N .
P désignant un polynome de degré p et la série Z élant convergente.

I
- ] aq [p+x
Nous n’avons pas & nous préoccuper de la série

EP(n);”

dont I'étude est immédiate (n°21). Cela posé, le second terme de 2, peut s’écrire

o

1
— 1 )P nP —_—_—
( ) Ea”(n—l—aq)’
0

g\

ce qui peut se mettre sous la forme
1
(—l)l’npf o(x)x*dux,
1]

en vertu des remarques énoncées plus haut. Mais on a (n°21)

©

2 nP (zx)vt—= G% .

D’ou

o

1

Ea,,z" :2P(11):"+(_1)1); [ o(x) (18(:.'5) dr,

, sa)r+!

ct la question est résolue.
Finalement, nous avons le théoréme suivant :
Fac.de T., 2= S., 1. 4
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St a, est la dérivée logarithmique d’une fonction entiére de genre fini
w0
wayant que des zéros simples a parties réelles négatives, la série 2 %, 51
. . - . 0
na que les points singuliers s =1 et z= o M.
I 0’y aurait aucune difficulté a étendre ces considérations au cas ot Ja fonction
entiére aurait des zéros multiples. Mais, sans plus insister, je passe & 'examen du
cas ou u, est une fonclion eaticre de 1, cc qui va nous donner un nouveau

théoréme.

25. Etablissons d’abord un lemme. On sait, depuis les travaux de M. Hadamard,
que la condition nécessaire et suffisante pour quune série de Taylor E Oy 5"

0
1

o, | tende vers zéro

représente une fonction entiére est que la quantité
quand n augmente indéfiniment. Nous allons généraliser cc résultat et démontrer

@

que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une série de Taylor 2 oy 3°
]

représente une fonction uniforme dans tout le plan Wayant & distance finic

. B . I .
qu’un point singulier s = = est que l'on ait

oy = a, + bll)‘"’

les quantités
1

1
Ia" ]n’ I A(n) [)0 In
tendant vers séro quand n augmente indéfiniment. On a posé, dans cet énoncé,
Amby—10, — Clb,_, + Cibu s —Clbp s+ ... 4 (—1)"b,,

conformément aux notations usitées dans la théorie des différences, les lettres C?
désignant les coefficients binomiaux.
Eu effet, soit f(z) une fonction uniforme n’ayant a distance finie qu'un seul

. . . 1
point singulier: z = 5 La formule de Laurent nous donne

f(;):I{(s)+G<T_[—M:),

H et G désignant deux fonctions entiéres.

(1) Un déplacement de quelques rangs dans la série permet de traiter le cas plus général
ot les péles de «, sont tous situés a gauche d’une paralléle quelconque a oy.
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Il est clair que f(5) est développable, autour de o, par la formule de Taylor

w©

f(s):Eoz,,:".

0

1
Le cercle de convergence a pour rayon o

On peut écrire
o= a, + bn)\n
1

et |a, ['_‘ tend vers zéro, puisque @, est le coelficient du terme de rang n

dans H(z). Etudions b,.
Soit

©

G(t):Z cptrtt,

Le changement de variable

fait dans I’égalité

\

T
G( — b, u*
— ) = bur,
0

donne

®

G(r—v) N\ P . < o\ AR
T_T__Zb,,m_E( YA by,
[

0

1
A by |* tend vers

Or, le premier membre est une fonction entiére de ¢. Donc
zéro avec —- lL.es conditions énoncées sont ainsi nécessaires.
n

[l est facile de voir qu’elles sont aussi suffisantes. En effet, le calcul précédent
permet de déterminer H et G comme fonctions entiéres a partir des @, et b,,

pourva que les quantités
1 1

a % A by [

|
i a

, 1
tendenl vers zéro avec —-
n

Plus généralement, la condition nécessaire et suffisante pour que la série de
o
Taylor Z %, 5" représente une [onction uniforme dans tout le plan n’ayant qu’un
0
nombre limité de points singuliers
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est que P'on ait

P
Up=a, + 2 bn,i)w,",
. 0
les quantités
1 1

I ay i;) I A(”) l’o,i |”_

tendant vers zéro quand n augmente indéfiniment.

Il serait possible, sans aucun doute, d’étendre ces considérations, a I'aide du
théoréme de M. Mittag-Leffler, au cas de fonctions uniformes possédant unc
infinité dénombrable de points singuliers, au moins sous certaines réserves.

Je me bornerai a faire remarquer que, si 'on peut réaliser I’égalité

1
o, = a, + A\ b,,f @(x)zrdr,
0

on a

f(5) =H(z) +fol<p(x)(} <——-—I—>dx

I — ASZ

L’étude de la fonction f(z) est alors facile, et certaines généralisations sont d’ail-
leurs immédiates.

26. Nous allons appliquer ces résultats au cas ot I'on a

@
2
Ay = E ~pll",
p!
0
®

E hpa?

0

la série

définissant une fonction entiére de «. Ici,

Anyg  —1, —|—2;—;‘% [pP—CL(n —1)P4+ Ci(n—2)?—C3(n—3)P+...],

n+1
en vertu de théorémes bien connus relatifs a la théorie des différences; d’ou

lA(n)aOI<;)_nl[1+1\I(26)l:],

1
M désignant une certaine constante. Donc |A™ag|* tend vers zéro en méme
1

temps que | A, |". Ainsi, si a, est une fonction entiére de n du type indiqué ('),

(1) Il suffit, en particulier, que «, soit une fonction entiére de n d’ordre apparent infé-
rieur a 1.
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la série Ea,.:” définit une fonction f(z) uniforme n’ayant & distance finie
o
que le point singulier =1 : f(z) est d’ailleurs réguliére a Uinfini.

Soit, par exemple,

>J (20yn),

I
o, = g
" n+1°<lz+1

. Ona

. . . I
Jo désignant la fonction de Bessel et g une fonction holomorphe de e

)ocn'"—f cp(x)G( — ’>dr

en vertu de ce qui précéde, et étude de la série peut se faire sur cette formule.
1

Si a, était développable suivant les puissances de n?, les autres conditions

restant remplies et p désignant un entier positif, on écrirait :

1 r—t
a,=qo(n)+nP o (n)+...4n P @, (n);

chacune des lettres ; représente une fonction entiére de n du type précédent, et

I'on serait ainsi ramené a une combinaison linéaire des solutions que nous savons

obtenir.
Exemple :
,l[)+l npb+1t
= el 2(3,))1 E(s 2(3p+2)v’
d’on

@

. S 1 ‘% 1 ™ 1 -
*'@[(Lz, "2(‘““1—m>"“r< >l[ <Lz> G“(*‘i >d*’

formule obtenue immédiatement par application des diverses remarques énumdé-
rées ci-dessus et dans laquelle les lettres

G, Gy Gy

désignent des fonctions entiéres aisément calculables.

27. Le cas ol a, est une fonction entiére de n peut encore étre traité par une
méthode se rapprochant davantage de celle qui nous occupe dans ce Mémoire.
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Soit
©
J(5)= E o, 3,
0
avec
0
A
J— P
%p = o ne,
2 p!
’ . 0
la série

ayant un certain cercle de convergence. Posons

0(6)= é)‘o—f—z}.pal’ cospd.
1

L
n
~cosh n . I nr
e’ cos( —sinf :2—' —cosph.
a pioar
0
Supposons « choisi de fagon que la série #(0) converge. Alors on a
9 " 2 c0s0 n A
o= = / o(8)e*  cos(—sind)dj
S, a
: 0 .
i = sinf
) 1—3e“ cos(——
JS(z3)= p o(9)

d9.
s cosf inb 2cos )
a S]r] 2 «
I—2Ze CcOos p —+ 5°e€

cl

Dot le prolongement de la série f(z).

Supposons, pour fixer les idées, a réel et positif. On voit que f(z)est uni-
Jorme et holomorphe dans toute la région du plan située du méme cété que
lorigine par rapport & une certaine courbe. Cette courbe constitue une cou-
pure qui peut n’étre pas essentielle. En posant

s=x+ 1y,
on trouve une représentatlion paramétrique de la coupure

cos ) N _cos0

S . . \
—— sing . /sing
xr=e “ COS(——-), ry=e *“ S]ll( );
a

a /

et, pour construire la courbe, il suffit de faire varier § de — = & + =. Plusieurs
cas sont a distinguer.
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Si a peut éire pris aussi grand que 'on veut, c’est-a-dire si la sérieEXP(/P
. 0
définit une fonction entiére, la coupure se réduit a une petite courbe fermée en-

tourant le point 1. La fonction f(z) est alors uniforme et holomorphe dans tout
le plan, sauf au point 1, qui est un péle ou un point essentiel. On peut prendre.
par cxemple, pour o, 'unc des expressions suivanles

I — _ i
M: cos(y/n), 26_1”11/’.
0

2

Elles appartiennent toutes au type étudié.
Sil'on a

1
0<;<7T,

la coupure affecte laforme qu’indique la fig. 1 ci-dessous. La fonction f(z) est uni-

Fig. 1.

/

Y
forme et holomorphe a I'extérieur de cette courbe. Tel est le cas o

@
— E e~ Plrpr,
0

a—e

On peut prendre ici

(ou, tout au moins, a peut étre pris aussi peu inférieur qu’on le veut a e), comme

Papprend I'emploi de la valeur asymplotique de I'(p +1). Tel est encore le cas
ot a, =Jy(n), qui correspond a @ =1 (').
Enfin, si

I
- =,
a

(1) On a

1
3 _2 cos(nt) ) ,1.3.5.. )p—-l) ntr
=z =t E( Vg “E(_’)' 2p Gap)l

\
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la coupure a la forme indiquée ( fig. 2). On n’a auvcun renseignement sur f{s),
o

a moins que le rayon de convergence de zu,,;" ne soit inférieur a 1. LLa méme

[

. . I . . . .
circonstance a lieu pour = > =. Pour citer un exemple de ce cas, je prendrai
a

o
7P np
oK,y — 2)7’ 5
P
0

o<}yl

avec

Le rayon de couvergence a ici pour valeur e~*, si les &, sont convenablement
Y B : v
©
choisis. Le raisonnement précédent montre alors que la série Za,,;" n’a que le
0
point e~% comme point singulier situé sur le cercle de convergence.

28. On peut encore retrouver les mémes résultats a I'aide du théoréme des
résidus. Soit, en effet,

G(x) —_:2).P:t”.
[

Il vient
h 2]
T —,(1 X
Ol —— e“——(——zdx;
2T ¢,

d’oll

C désignant un contour fermé qui englobe I'origine.
Je n'insisterai pas sur ce point. Mais je ferai cependant remarquer que, si l'ona

@

J— P
Oy == bn. - ! n[),
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1
la quantité | A by |* tendant vers zéro quand 7 devient infini, on peut écrire

1 G(x) 1 i
o= 3 f 20—y

1—3€e*
N

G, étant une fonction entiére.
La méthode indiquée dans ce paragraphe est particuliérement avantageuse, si

I'on connait les points singuliers de la série

G(a) :Z}Pal’.
0

Dans ce cas, en effet, il vient
I I 1 dx
J(5)=— G~ )———0>
20 ) . & x /) 1—ze*
{C)

Y

C désignant un contour qui renferme 'a son intérieur toutes les singularités de
G<%> On peut prendre pour contour C un contour formé des piéces suivantes :
1° un petit cercle entourant 'origine; 2° des petits cercles entourant chacun des
points singuliers o de G(%); 3° des morceaux de courbes reliant chacun de ces

derniers cercles au premier. Le contour C est ainsi une sorte de lacet multiple.
Cela posé, la coupure est donnée ici par I’équation

” e o=
s=€7",

quand z décrit C. On voit que c’est un lacet multiple analogue au précédent,
dont le centre est le point 1 et dont les branches vont tourner autour des
points e~*. La fonction f(z) est holomorphe dans tout le point, sauf peut-
étre aux points z =1 et 5 = e %,

29. Nous savons traiter le cas o o, est une fonction entiére de n d’ordre infé-
rieur & 1. On pourrait songer, pour faire la discussion d’une série quelconque, &
mettre son coefficient général a, sous la forme d’une fonction entiére a I'aide des
procédés d’interpolation. Il est aisé de voir que cela ne donnerait rien de simple.

-]
Supposons en effet, pour plus de simplicité, que la sériez[a,,l soit conver-

gente ('), Posons ’

©

@(9):20:”605719.

0

(1) Si cetre condition n’était pas remplie, mais que le rayon de convergence de E o, 3"

fat égal a 1, on opérerait, par exemple, sur les nombres e—"a,.
Fac. de T., 2* S, 1L 45
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On déduit de 1a
s
— Ef o(9)cosnddob.
T 0
D’ou

®

2 (—r1)Pn2p T
=2 X O
0

et a, est bien mis sous forme d'une fonction enti¢re. Mais ici

™
xip:f 0 ()62 db.
0

On a donc, en général,

et 'on ne peut rien conclure. Les méthodes d’interpolation nous raménent a
un probléeme précisément aussi difficile que celui du prolongement : l'étude
de la série trigonométrique ().

7

30. Un théoréme semblable a celui du n° 23 peut étre énoncé ici. Posons

. \ )\I' —
An ~—E ’ﬁ nP— Sn -+ Rn’
0

avec

2 A )
S,=h+ —n+ —nR*H. .+ S nm
1! 2! n!

Admettons que la série
S
0

éfinisse une fonction entiére. Nous savons étudier la série
donc aussi la série

car celle-ci ne différe de la premiére que par la soustraction de la troisiéme série

®
E R,z",
0

qui représente évidemment une fonction entiére.
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Si les coefficients o, sont quelconques, on peut essayer de les mettre sous la
forme
an: Sll,

en calculant les %, a I'aide de ces éqnations linéaires. L’unique condition requise

est que la série
®
E hpa?
0

converge pour toule valeur de a.

31. Nous arrivons maintenant a des théorémes plus généraux pour I’établisse-
ment desquels nous devrons seulement supposer que o, est une fonction analy-
tique de n holomorphe dans un certain domaine auquel appartiennent les
grandes valeurs positives de n.

Il ne sera plus nécessaire ici de faire comme précédemment des hypothéses
complétes sur la nature analytique de «, dans le voisinage du point . Les seules
conditions requises seront de I'espéce suivante : o, devra vérifier certaines né-
galités asymptotiques.

Quoi qu’il en soit, voici tout d'abord un principe qui semble devoir étre fécond
dans 'étude de la question qui nous occupe.

La méthode des représentations conformes, utilisée par M. Lindelof (') dans
la théorie du prolongement analytique pour transformer une série de Taylor en
d’autres séries analogues ayant des régions de convergence variées et de plus en
plus grandes, peut encore servir & mettre une fonction donnée par son dévelop-
pement taylorien sous la forme d’une intégrale définie semblable & celles que
nous avons considérées plus haut. Le changement de variable porte alors, non
sur la série méme, mais sur 'expression du coefficient a,.

Supposons d’abord que a, soit une fonction analytique de n holomorphe pour
toutes les valeurs de n dont la partie réelle est supérieure & — 3. Faisons la trans- ‘

formation d’Euler :

n t
=, —_— = n;

n—+1i 1— ¢
n p
an:E)\p<n+1> ’
0

la série étant valable pour toutes les valeurs de n considérées. Admeltons, pour
w

il vient

commencer, que la série E Ap soit absolument convergente ou, lout au moins,
0

(1) Loc. cit.
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absolument sommable au sens de M. Borel : cela signifie, comme on sait, que
Pintégrale

fwe_foZﬁ dx
0 0 p:
a un sens.
On a
@® ax * ;\ p
(1) Ot,l:7\0+f 6—36_52—”'1%1.—61‘%,
L) .

0

pour toutes les valeurs entiéres de n & partir de 1: cela résulte de la théorie des

intégrales eulériennes.

On déduit de Ia
)‘0: * . -z . A y P
S(z)=oy+ —.Lf e'x?e ”5”2 eV de.
-—3 dinad
vo 1 0

1 p!

Mais nous avons vu (n° 22) que

® ; 1 S

Nk 1 dy

e "zt—3 J zL— ) ——
2 / (o1 2) s

Jo désignant la fonction de Bessel.

Prenons, dans le plan de la variable z, un domaine T qui ne conlienne a son
intérieur aucun point de la portion (+ 1, + ) de I'axe réel. Quelle qué soit la
position du point z dans ce domaine et quelle que soit d’ailleurs la valeur positive
attribuée au paramétre 2, on peut assigner un nombre positif M auquel restent

x
n

inférieurs les modules de la fonclion Ze 3" et de sa dérivée par rapport i =z,

On voit donc que 'intégrale qui donnle S (=) est absolument convergente. Il en
est de méme de la seconde intégrale obtenue en dérivant la premiére par rapport
a z. On conclut de 1a que f(z) est une fonction analytique de z, holomorphe
en tout point du plan, sauf peut-étre pour = réel et plus grand que 1. D’ail-
leurs, au voisinage de I'origine, on a

@©

J () :E“u’:n’
0
comme il est aisé de le vérifier. Le prolongement de cette série est donc ef-
Jectué.
On peut évidemment intervertir 'ordre des intégrations; d’ol

. hoz Y () dy
S(z) = o+ [_Z-Hfo ) Gy
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- T\ NS A 2P
)= —IJ<\/ Ll> Lot ET .
Q())fonQxJ’;P!‘

Nous revenons ainsi aux formes étudiées plus haut.

avec

La partie (+1, + ) de OX est, pour f(z), une coupure qui peut étre essen-
tielle, car ¢ () n’est pas forcément analytique.

D’une facon générale, I'étude compléte de f(z) est possible sur cette expression
qui est valable pour tout le plan.

32. Quelles sont les conditions d’application du théoréme précédent? On en
trouvera sans peine de suffisantes, en utilisant les conditions données par M. Ha-

damard (') pour qu’une série de Taylor { ici 27\,, tP ) soil absolument conver-
9
gente sur le cercle de convergence (ici de rayon 1). Voici un cas simple :

A la circonférence [ ¢| =1, correspond la droite n =— § 4 i}, A variant par
valeurs réelles de —oo & o0, Supposons, ce qui ne restreint nullement la géné-
ralité, que a, soit holomorphe méme sur cette droite. Nous voulons que la
fonction $(¢), en laquelle se transforme a, par le changemenl de variable, soit
développable pour || =1 en série trigonométrique absolument convergente.
Comme B(¢) est holomorphe sur ce cercle, sauf peut-étre pour ¢ =1, il n'y a de
difficultés que pour ce point. Or

d ‘ d 2
o, =B(2), (n-i—l)ggo,%:dfl(/): (Il—i—l)z%[(ll—l—l)ch;::l:————-dftgt)-

D’ou I'énoncé suivant : 11 suffit que les expressions précédentes tendent cha-
cune vers une limite finie lorsque t tend vers 1 en restant a l’intérieur du
cercle de rayon 1 ou sur ce cercle.

Jajoute que les mémes propositions demeurent vraies, si a, est seulement ho-
lomorphe lorsque la partie réelle de n surpasse une certaine quantité positive 7.
Il suffit, pour s’en assurer, de négliger quelques-uns des premiers termes de

©

zaﬂz’l, ce qui ne change rien aux conclusions, et d’appliquer notre théoréme a

L
la série Ea”“’ 3", p désignant un entier positif convenablement choisi.
- v

Enfin, on pourra encore traiter les cas ou il sera possible de déterminer un

(1) Thése, p. 67-70.
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nombre rationnel § compris entre o et 1, tel que
— ".e
A= €7 Ay,

a, remplissant les conditions énumérées ci-dessus (').

Pour nous rendre compte du degré de généralité ainsi alteint, supposons u,
holomorphe dés que la partie réelle de n dépasse une certaine limite. Admet-
tons, pour fixer les idées, que cette limite soit négalive : on sait que cetle res-

triction n’a rien d’essentiel. Cela étant, posons n = pel® el supposons que 7

. : oo . T .
grandisse indéfiniment avec un argument au plus égal a S en valeur absolue. S’i/

Lo

existe un nombre rationnel § compris entre o et 1 tel que la quantité

soit d’ordre inférieur a — quand p devient infini, o restant dans les limites

voulues, la méthode précédente réussira et la fonction
@

f(s) :Ea”z"

0

sera holomorphe dans tout le plan, sauf peut-étre pour z réel, et plus grand
gque 1. En effet, on pourra alors écrire

9 ,—nb
oc,L:e" e" Xns

et la quantité e~n'q, remplira les conditions prescrites pour qu’on puisse appli-
quer le théoréme du n° 31.
Voici quelques exemples :
I

1° Si o, est une fonction de n holomorphe dés que |Ln| est assez grand;

2° Si a, est une fonction de n holomorphe au voisinage de 'origine et étu-
diable par les procédés de prolongement exposés dans ce Chapitre, le point — 1,
par exemple, étant son seul point singulier;

3° Si a, est une fonction entiére de L,

299 :Eap(Ln)p’
0

pourvu que les coefficients @, obéissent (pour p infini) a certaines inégalilés
asymptotiques (?).

©

. , T, A N
(1) Cela résulte de ce qu’on sait étudier la serleZe"”z" (n° 26).

0
(2) Il suffit que la fonction entiére considérée soit d’ordre fini, mais ce n’est pas néces-
0r .
(]—)p(o <06<1). — Voir
. . . P, .
HapaMARD, Mémoire sur les fonctions entiéres (Journal de Mathématiques; 1893).

saire; on peut prendre simplement a,, de maniére que |a,| <
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33. Dans tous les cas traités jusqu’ici, o, était holomorphe dés que la partie
réelle de n surpassait une certaine limite. C’est qu’en effet on peut prendre,
comme type des coefficients a, étudiés plus haut, ceux qui sonl de la forme

G(n)f o(z)x" dx,

G(n) désignant une fonction entiére d’ordre inférieur a 1. Or 'intégrale qui
figure dans cette expression, si elle est convergente pour une valeur n,, définit
en général une fonction de n holomorphe pour toutes les valeurs de n dont la
partie réelle est plus grande que n,.

Mais il serait bien facile de généraliser ces résultats. 1l suffirait de remplacer la
transformation d’Euler, dans les calculs du n° 31, par le changement de variable

1

=1 ————.
(n+1)P

On pourrait alors se borner & supposer «, holomorphe dans la région du

plan () obtenue en posant
n— peiw’

et en prenant

- ™
p = Pos I°3|<2—’5’

po désignant une certaine constante.
D’une fagon générale, il suffit que «, soit une fonction holomorphe de n dans
un domaine angulaire contenant, a son intérieur, I’axe réel positif du plan n.
Mais c’est 13 un point que je me contenterai d’avoir indiqué.

- 34. Je vais développer maintenant une méthode générale de recherche.

Je me contenterai d’ailleurs de préciser la partie principale des théorémes que
je veux établir, sans essayer d’atteindre exactement la frontiére de leur domaine
d’application.

Dans une premiére étude comme celle-ci, il faut, en effet, viser surtout a la
simplicité des résultats.

Soit donc la série

®
f(z3) =X s,
)
convergente aux environs de l'origine. J'appelle

a(t) :ik,,tp
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une fonction holomorphe pour les petites valeurs de ¢. Imaginons que tous les
points singuliers de cette fonction soient situés a gauche de I'axe imaginaire du
plan ¢. Pour plus de simplicité, je supposerai méme que ¢ =—1 est le seul point
singulier de «.(¢), mais cette restriction n’a rien d’essentiel. Quoi qu'il en soit,

je prends
o, =o(n),

et je vais étudier la fonction f(3) correspondante.

La méthode de sommation des séries divergentes exposée par M. Borel conduit

a la formule suivante
-]
o, :f e~*G(an) da,
0

G(an) *2 2 all nr,

Cette formule est valable pour toutes les valeurs de n dont la partie réelle est
supérieure @ — 1, en tout cas dans une région qui contient l'axe réel positif du
plan . Quant a a, c’est un paramétre positif.

Posons

(3, )__EG (an)sz";

il vient

Jf(3) :f“e—“cp(a, z)da,

et tout revient a discuter cette solution formelle.

On a
G(an)= i La <L>e”““ dx,
x

21 X
TJie)

C désignant un contour fermé qui contient a son intérieur lorigine et les points

singuliers de at< > D’ou

( ) 1 1 1 dx
o(z,a) = — —o| =) —-
T 20t J o ® x )1 — zeax

( —
La coupure se déduit du contour C par la formule
3 — e %¥,

et il faut supposer que le point z est du méme c6té que P'origine par rapport a
cette coupure.
Plagons-nous spécialement dans le cas ou ¢=—1 est la seule singularité
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de o(¢). Donnons & @ une valeur positive quelconque. Cela posé, choisissons le

“ - . IX:S s e s
conlour C de la maniére suivante : 1° un cercle C, de rayon 5o ayant l'origine

pour centre; 2° un cercle égal G, ayant le point —1 pour cenlre; 3° une por-
tion L de I’axe réel pour relier les deux cercles. Le contour G est ainsi une sorte
de double lacet. Quant & A, c’est une fonction de @ toujours positive et tendant

vers zéro quand « augmente indéfiniment.

. . U | I
Désignons par §(a) le maximum du module de la quantité ;a(;) quand x

décrit C. Cette fonction 8(a) est bien déterminée dés qu’on a choisi A.

A partir d’un point d’abscisse inférieure a 1, mais aussi voisine de 1 qu’on
veut, tracons deux demi-droites symétriques par rapport a I'axe réel positif et
faisant avec celui-ci un angle w aussi petit qu’il plaira. Soit T la région du plan
qui contient l'origine par rapport a I'angle que forment ces deux droites, angle
dont P’axe réel positif est la bissectrice intérieure. Nous supposerons que z reste
dans T.

La coupure a pour équation

-~ — e—a.’t'

<=

I’argument correspondant a un point de cette coupure a pour valeur o sur L
o . A
el — —-sing sur G, et Cy, ¢ étant argument de . La coupure elle-méme sc

compose de deux pelites courbes fermées entourant I'une le point 5 =1 et lautre
le point z = e, reliées par un morceau de I'axe réel positif. On peut toujours
supposer ) assez pelit pour que, quelle que soit la valeur positive ou nulle de a,
toute cette coupure soit inlérieure & I'angle considéré plus haut. Je supposerai
méme X tellement choisi que I'on ait

|1—ze2%| >0,

5 étant dans T et 2 sur G, et ¢ désignant une constante positive. Cela est évidem-
ment possible, comme on le voit en suivant le point ze%* quand x décrit C.
Dans ces conditions, on a

l9(5 @) < 3 0(a),

M désignant une certaine constante. Alors, pourvu que Uintégrale

fwe—“ 6(a)da

ait un sens, f(z) est holomorphe en tout point du plan, sauf peut-étre pour s
réel et plus grand que 1.
Fac. de T., 2 S., 1I. 46
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Pour appliquer ce théoréme, tout revient a voir dans chaque cas que I'on peut

choisir la fonction Ma) (assujeuie seulement a étre positive et & tendre vers zéro

1 LN
avec E>’ de fagon que l'intégrale

u( e~*f(a)da

ait un sens. On vérifiera, par exemple, que cela est possible si

n

oy = elA(n—f—li.

Nous parvenons a étudier ainsi une fonction qui échappait aux méthodes
des n° 31 et 32. Il va de soi, d’ailleurs, qu’une fois ce cas traité il devient pos-
sible de traiter comme au n° 32 le cas ou

n
— pLin+1)
all_e all’

a, vérifiant les conditions requises pourl’application du théoréme da n° 31.

35. Rendons-nous compte maintenant du degré de généralité obtenu.
Pour cela, remarquons d’abord que, si a, est une fonction entiére de 7, le con-
tour G du numéro précédent se réduit au cercle G, décrit de 'origine comme

3?_. eii" o Eg efip y
PX:3 i

lorsque ¢ varie de o & 2m. Cela étant, il est bien clair que I'intégrale

fw e~¢ 9(-a) da

aura un sens, pourvu que, si 'on pose n=gei®, la quantité

centre. On a alors
6(a) = Max. de

tende vers

Lia,|
p

zéro (ou du moins ait zéro comme limite supérieure) lorsque o augmente indéfi-
niment, w étant quelconque.

Supposons maintenant que «,, holomorphe pour o > o, et || < wg, py €l v,

, . . .. Ljo,| .
élant deux nombres positifs quelconques, soit tel que la quantité — ait zéro

pour limite supérieure quand p devient infini, w restant moindre que w, en valeur

absolue. On pourra loujours concevoir une fonction entiére G(n) qui présente

les caractéres indiqués a l'alinéa précédent et qui soit telle, en outre, que le
q

quotient
dll

G(n)
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remplisse les conditions voulues pour l'application des théorémes exposés
aux n° 31 et 33. Cela résulte de ce fait qu’il existe des fonctions entiéres dé-
pourvues de zéro de n’importe quel type de croissance. En réunissant alors tous
les résultats obtenus plus haut, nous pouvons formuler la conclusion suivante :

La fonctzon Ea,, s est holomorphe dans tout le plan, sauf peut-étre pour s
0
réel et plus grand que 1, si, en posant n = gei®, le coefficient général a, est

une fonction analytique de n holomorphe pour p > py et |w|<<w, (0o €t Wy
|

; .. . .. Ll
étant deux nombres positifs quelconques) et si la quantité iT”I a pour

limite supérieure zéro quand o devient infini, v restant moindre que w, en
valeur absolue.

Jespére que ces bréves indications paraitront suffisantes pour faire entrevoir
le degré de généralité que possédent les méthodes de prolongement étudiées dans
ce Chapitre. Au surplus, je me propose de revenir prochainement sur cette ques-
tion. Pour le moment, je cherche surtout des exemples simples. Mais il importait
cependant de marquer les frontiéres du domaine ou s’applique notre méthode.

36. Pour finir, je citerai un théoréme ot intervient le rapport —=* Gnt1

et qui rap-
proche la présente théorie de celle de la convergence des séries.

Mais je dois établir d’abord, a titre de lemme, au moins dans un cas parti-
culier, une proposition qui d’ailleurs est intéressante par elle-méme et sur laquelle
nous reviendrons plus.loin pour I'étudier en général.

Soit

©

f(:) :Z“n:"’

0
avec

1
on :/ o(x)a" dx
0

et

f lo(z)|de <M,

M désignant une constanle positive. On a

= o)

Imaginons un petit cercle de rayon § décrit de 5 =1 comme centre, deux lan-
gentes a ce cercle symétriques par rapport a l'axe réel et se rencontrant sur
celui-ci entre les points o et 1, enfin la région T du plan située du méme coté
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que lorigine par rapport a I'angle (aussi aigu que I'on veut, si & est assez pelit)
limité par les deux Langentes précédentes que I'on arréte aleur point de concours.
Tant que le point 5 est dans T, le point zx y est aussi et I'on a, par conséquent,

D’ou
M
/=)<

négalité qui va jouer un réle fondamental.
Posons

J 8

r,(z) =Y a3,

p désignant un entier positif. 1l vient

f,,<:>:jo'l/0'1...jo"w,)qo(xg)...@(mwﬁ,

1— 30 Zy. .. %)
le nombre des signes intégraux superposés élant égal a p. Lorsque le point 5 est

dans T, le point sz, 2,5...2, y est aussi. D’out

M»
0

If/1(5)|<
Considérons alors une fonction entiére quelconque G(¢) et la série
F(s) :EG(«,L);'&
0
Sil'on a
G(oc”):Ell,a{j,
0
il vient
F(s) zz)kpfl,(:),
()

et I'on voit que F(z) est une fonction holomorphe dans T', pourvu que la série

N (3, e
0

soit convergente. Cette derniére condition est d’ailleurs remplie si G(¢) est une
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fonction entiére. Mais il suffit que G(z) soit holomorphe dans un cercle de rayon
supérieur & M,
Lorsque G(¢) a un rayon de convergence inférieur ou égal & M, on peul poser

F(a, 5) :E)\papfp(;)’

@ élant un paramétre. Le théoréme précédent s’applique pour les petites valeurs
de a. Tout revient alors a effectuer le prolongement de F(a, 5) regardée comme
fonction de a. Divers artifices le permettent souvent. On devra finalement faire
a=1.

Quoi qu’il en soit, je me bornerai a I’énoncé suivant :

Si a, est de la forme
Wt
o :/ o(x)zx*dr,
0
avec

1
[ te@)ae <,
0

la série

est holomorphe dans tout le plan, sauf peut-étre pour s réel et plus grand
que 1, pourvu que la fonction G(t) soit holomorphe elle-méme dans un cercle
de rayon supérieur a M.

Prenons, par exemple,

1
: x"tdr

1.3.5...(2n —1) 1
2, = _ - — —_——
2.4.()...2” T."./o \/‘r([._‘[)

Ici M =1. On peut donc prendre pour G(2, , 'une des expressions e%., sina,,

o, 1
COS%,, L<1+ =z

9 e s e

o ) a7
2 Va4

37. Cela posé, soit

w
> Ap
a, =1+ —y
nr
1

. 1
une fonction de - holomorphe dés que le module de n dépasse une certaine va-

leur. Silon a

-1

=,
a”
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la série

a I'unité pour rayon de convergence.
Posons
Lo, = f(n), La,=¢(n).
1l vient

J(n+1)—f(n) =q(n),

el nous sommes ramenés a calculer l’intégra/eﬁnie de o(n). Or

©

Ep
nr
1

o(n)=

a cause des propriétés bien connues de la fonction logarithmique. La quantité
1
o(n)— H1L<I+ ;): o, (n)

. . I ., ,
est développable suivant les puissances de = Iexposant le plus petit étant égal

a 2. Posons alors

Jn)=/fi(n)+ p,Ln.

Ji(n+1)—fi(n)= o1(n).

On a

Mais il existe (n° 12) une fonction ®(z) telle que

1
o (n) :f O(z)xr—'de.
0
Essayons de prendre

f,(n):f F(z)a! dr.

1l viendra

W1 1 1
j F(x)z" dx —f F(x)xr-1dx :f O (x)z"'daz,
0 D] 0

¢’est-a-dire
¢ (x)

X —1

Or (n°12) @ (x) s’annule pour =1, puisque ,(n) commence par un terme
1 .,
en —- Donc I'intégrale
n2 )

1
f ®(x) R
0

X —1
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a un sens, et nous avons bien ainsi une solution de notre équation aux différences
finies.
Soit

1
Sf(n)y=p,Ln —1—[ g)j(acﬁzx"“(/x—i—LC,
. T —

C désignant une constante laissée arbitraire pour le moment. Cette formule est
vraie pour toutes les valeurs de n qui surpassent une certaine limite n,.

On conclat de 1a

1
[ &l» et e
oy = Cntae o

La constante C est déterminée de fagon que le premier des coefficients 2, que
I'on peut mettre sous cette forme ait bien la valeur voulue.
On sait étudier la série

. E nbisn,

Utilisons d’autre part le théoréme du numéro précédent. On a le résultat que

voicl :

o
. a . , . ;. Y
Si le rapport —2—*—' de deux coefficients consécutifs dans la série Z a, 3" est
n

0
développable en une série de la forme

A
\p
! +Z np ’
1
convergente dés que le module de n est assez grand, la fonction analytique

définic par la série considérée est holomorphe en tout point du plan, sauf
peut-étre pour s réel et plus grand que 1.

Jajoute que, d’une fagon générale, on peut, dans ce cas, faire 'étude compléte
o

Wl
de Za.,,z".

0

. - .
On pourrait étendre ce théoréme au cas ot —“=!

n

est développable suivant des

. . . 1 , . .
puissances fractionnaires de o la démonstration serait toute semblable.

Enfin, et je terminerai sur cettc remarque, les mémes procédés réussissent

encore si la différence
N . L A1 — Lo‘n
peut étre mise sous la forme

/ o(x)z" dr,
¢(x)

la fonction —— reslant finie (ou du moins intégrable) pour z = 1.
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38. En terminant ce Chapitre, je tiens a rappeler le but que j'y poursuivais et
le véritable caractére des théorémes que j’y ai démontrés.

Jai proposé une méthode pratigue pour étudier dans tout le plan une fone-
tion donnée par une série de Taylor et j’ai montré sur quelques exemples le parti
qu’on pouvait lirer de cette méthode.

Ii est bien clair que le nombre des applications possibles est infini, qu’il y a
encore beaucoup & trouver dans la méme voie et que l'expérience est seule
capable d’'indiquer quels sont les critéres de prolongeabilité qu'ily a le plus

d’avantages a établir.

V. — GENERALISATIONS DIVERSES.

39. Les résultats précédents peuvent élre généralisés d'un trés grand nombre
de maniéres que je¢ ne puis songer & énumérer ici. Je me bornerai a indiquer
deux ou trois théorémes simples. )

Soit une série
Wl

J(=z) :2‘ o 3",
(1]

pour laquelle on a

1
oy :f (x)x"de.
0

Nous avons vu que la fonction donnée par cette série est représentable dans
tout le plan par une certaine intégrale définie.

Cela posé, je dis qu'on en peut déduire une infinité d’autres fonctions qui
présentent le méme caractére. Voici quelques exemples :

On a
1 1
A= [ g(e) @ —iyrde= (=1 [ gl —y)yndy.
0 0

®

Donc la série Ez"A(”)ao est, elle aussi, étudiable dans tout le plan. Elle se

0
déduit d’ailleurs de la série donnée par la transformation d’Euler. Sa somme

1 3
est 1+:f<1+s>'

Soit X, (2) un polynome de Legendre. Désignons par X, [(2)] ce que devient

X, (x) quand on y remplace en général z? par «,. On a

Xal(a)] :f o(2)X, () de.
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(o2
O

zxnnanzn —f pla) — .

I—22x3 s°

La coupure est ici la moitié du cercle de rayon 1 correspondant aux valeurs
de z dont la partie réelle est positive.

Rien n’empécherait, dans ce dernier exemple, de substituer aux polynomes de
Legendre d’autres fonctions analogues, pourvu que I'on connaisse également la
fonction génératrice de celles-ci. On peut prendre, par exemple, les puissances
successives d’un polynome quelconque. Si donc o, est de la forme supposée, il
existe des suites de nombres A, , dépendant de n tels qu’en posant

Brn=12o,ncto+ ki noti—...~4 Ay not,

o

v désignant un entier fonction de r, la série EB,,Z” soit étadiable dans tout le

0

plan.

On peut méme envisager des fonctions entiéres au lien de polynomes. Ainsi

— 1)Pot,, 0P 2P

@n:COS[(a)Gn]:E( )] :f o(x)cos(nfx)de.

D’ou

1
n 1— zcos(fx)
ZB” —fo ¢(z) x—zzcos(@x)—i—z?dx

La coupure va sur le cercle de rayon 1 du point z=e~% au point 5 = ¢+ en
passant par le point z=1.

On congoit sans peine que ces procédés de généralisation puissent étre variés
a linfini; on obtient de la sorte des coupures de formes quelconques.

Je citerai, pour finir, un autre type de méthode. Soit 1, une constante. Appe-
lons o!”’ la pi¢me dérivée de a, par rapport a n. Il vient

= a““——f q»(x)E( e (L) o de,

et, pourvu que I’on ait par exemple

[2p | <2,
) désignant une certaine constante positive, on voit que la série 2 3. 3" est étu-

. )
diable dans tout le plan.

Fac. de T., 2° S., 1L 47
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40. Pour aller plus loin, je pourrais m’appuyer sur un théoréme trés remar-
quable di & M. Hadamard (*).

D’aprés ce théoréme, la série Za,,b,l 3% ne peut avoir, dans tout le plan,
0
d’autres points singuliers que ceux que 'on obtient en multipliant Paffixe d'un
o0

. . . ul 3 . . .
point singulier de Za,,;" par Uaffixe d’un point singulier de Eb,lz".
[} o

On peut utiliser effectivement ce théoréme, dés qu’on a formé un tableau de
séries particuliéres dont les points singuliers sont connus : or c’est ce que nous
permet de faire la méthode exposée au Chapitre précédent.

Mais je préfere développer quelques considérations directes qui ne supposent
pas démontré le théoréme de M. Hadamard.

Considérons la série

f(z):Eoc,,s"

et supposons que l'on ait
%y =a,by,
avec

W1 .
a, :/ p(x)yxrda.
0

Soit
F(e)=Y but",
1]

une fonction dont on sache effectuer le prolongement dans tout le plan et déter-

miner les points singuliers. 1l viendra

At

f(z)-_—_j o(x) F(sx)dr,

et les principes exposés au Chapitre III permettront de faire 'étude compléte
de f(z).
1
J'ai déja signalé une application relative au cas ot |Al"W b, |" tend vers zéro
. .
avec —-
n
On en aurait une autre en prenant b, tel que F(¢) vérifie une équation diffé-

rentielle linéaire. Clest ce qui arrive en particulier s’il existe, entre un certain

nombre fixe de coefficients b, consécutifs, une relation récurrente linéaire dont

(1) Acta mathematica, t. XXII,
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les coefficients soient des polynomes en n; F(¢) satisfait alors & une équation
différentielle linéaire dont les coefficients sont eux-mémes des polynomes en ¢ (*).
Si F(¢) est méromorphe dans tout le plan, on peut I'étudier en suivant la
marche exposée par M. Hadamard dans la seconde partie de sa Thése et le pro-
longement de f(z) est encore possible.
Un cas particulier intéressant est celui ou b, est le coefficient général d'une

série récurrente. On a alors
o |

f(5) = / o(2) R(sz) da

o

R désignant une fraction rationnelle.
Sil’on a
1
b, = [ d(y)yndy,

on peut écrire
(z LI/(y) dz dy.

Plus généralement, on voit que, si les séries

©

© ®
—~
E sn E sn 2 =N
A, <=, bn“ ’ e [n“‘
0 [

0

sont étudiables par les procédés du Chapitre précédent, il en sera de méme de la
série
o
ZP(all, bll’ LI ] l’l)zn’
]

ou P désigne un polynome : la démonstration se fait aisément de proche en

proche.
Cpy - L .
Supposons, par exemple, que le rapport —— soit une fraction ration-
n
P(n
nelle Pln), Posons
Q(n)

P(r)y=(n+a,)(n+ay)...(n+ay),
Q(r)y=(n+b)(n+by)...(n—+ by).

Alors le rayon de convergence est égal a I'unité et l'on a

P(o)P(1)...P(n —1)
Q(0)Q(1)...Q(n—1)

%p — Xy

(1) Il faut évidemment que le point ¢ = o ne soit pas un point singulier de I'équation dif-
férentielle.
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Il faut admettre évidemment qu'aucune des quantités @ ou b n’est nulle ou
entiére et négative. Si cette condition est remplie, on voit que a, est (au fac-

teur oo prés) le produit de 2¢ termes dont les ¢ premiers sont de la forme

ap(ap=+1)...(a,+n—ru)
hpn = n!

et les ¢ derniers de la forme

n!
Bon =5 by 1). . byt n—1)

©

E dpnst = (1— 3)"%.

0
D’autre part

_Fn+0)T(by) — 1 b,—1 pn—1
F”"l_—I‘m—_,lB(’l’bp)_nfo (1—az)optzndr,

si la partie réelle de &, est positive. Alors la série

@

N n
Mp,n%

0

n’a pas d’autres points singuliers que 5 =1 et z = 0. Cette conclusion subsiste
d’ailleurs sila partie réelle de bp estnégative (pourvu que b, ne soit pas un entier
négatif), comme on le constate en étudiant la série

o
E Kp,n+n3",
0

h élant un enlier positif convenablement choisi. Donc, dans tous les cas, on

sait étudier Ea,,:" : les seuls points singuliers de cette série sont z—1
0
et 5 =o. Un grand nombre de séries usuelles rentrent dans ce type auquel
appartient notamment la série hypergéométirique.
Remarquons que, si les parties réelles des @, sont toutes comprises entre o et 1,
on peut écrire

. . 1
S sin a
)\p,n: i(:L”)B(ap—{-- n,1— ap) —_— _(_:_L).f ya,,—x(l ___y)—ap‘yn d}’c
0
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Si alors les parties réelles des b, sout toutes positives, il vient

q
Hsin(mz,,)

1
Sf(3) =g+ a5 ey

‘g 7
></ H(l—_{”y—) PH(I—xp)”p—‘R(za',...qu,...yq)dxl...dx,,dyl...dyq,
0 1 1

en posant

R :En'l(le. S Zg¥ie Yot
0

Jajoute que R est une fraction rationnelle.

41. Revenons a la série

ZP(a,,)s”,
[

P désignant un polynome, et cherchons a remplacer le polynome P(«,) par une
fonction entiere G(a,). Je me bornerat 3 'examen d’un cas simple.
Soit
1
tn= (1)t [ g(a)ar de
[
Ayec

[ let@lde<m,

q désignant un nombre positit quelconque.
Appelons p un entier positif et posons, en général,

o
Fp(z)= X aham,
0

Nous allons chercher une limite supérieure de | f,(z)| quand z reste dans un
certain domaine T.

Ce domaine sera défini de la fagon suivante : Prenons sur I'axe réel positif du
plan z un point appartenant au segment (0, t) et aussi voisin du point 1 que
nous voudrons. Ce point étant choisi, tracons deux demi-droites formant un
angle qui admette le point considéré comme sommet et 'axe réel positif comme
bissectrice intérieure. Le domaine T contiendra, par hypothése, tous les points
situés du méme cOté que Porigine par rapport a cet angle. Soit § la distance du
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point 1 aux c6tés de I'angle. J’imagine le cercle C de centre 1 et de rayon & et
Jappelle €’ un cercle concentrique de rayon plus petit ¢. La quantité 8 peut étre
prise aussi petite que I'on veut, mais elle restera fixe, de méme que e.

Cela posé, on a

Sl )af o(z) o(x;). x,,)z n+nrixtxl. . xpst de, dz,. c.dax,

chacune des p intégrations étant relative a Pintevvalle (o, 1). Posons en général,
o étant positif,

®©

E(n+1)w:m(z).
Il viendra ’

I/p(3)| <M Max. de | R4 (s2,2,...2,)|

Or, tant que le point 5 reste dans le domaine T, le point zz, z,. . .Zp y reste
aussi, puisque les x varient seulement de 0 & 1. Tout revient donc & calculer en

général la quantité

Max. de | Ry, (¢)],
quand ¢ reste dans T

On a

]) +l)y
o — Y
(n —+1)%- oin f S dy,

le chemin d’intégration étant composé : 1° de P'axe réel négatif depuis — oo jus-
qu’a une valeur négative quelconque — a; 2° d’un cercle décrit de O comme
centre avec @ pour rayon; 3° de I'axe réel négatif depuis — a jusqu'a — . D’ou

uau):r(aﬁ)f er  dy
(L)

21T 1— tey yo+!

Cette formule représente Ry (¢) dans tout le plan, sauf une coupure qui cor-
respond au contour d’intégration par I'égalité

t—=e7.

On voit que celte coupure est constituée par un lacet partant du point + oo
longeant ’axe réel, tournant autour de £ =1 el retournant a + o le long de 'axe
réel. Je puis toujours supposer que le contour L est choisi de fagon que la boucle
du lacet (ui lui correspond circule autour de ¢ =1 entre le cercle C/ de rayon ¢
défini plus haut et un cercle concentrique intérieur C’ de rayon ¢’ également
fixe.

Cela étant, on a
e —t|>0—z¢,
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I

quels que soient ¢ dans T et y sur L. D’ou

I‘(a+1) 1 e d}’ f
[Ra(8)| < P a—s[gl yort +¢ oy

(

dy
W

c’est-a-dire

\ F(o+1) /1 e
‘Rx(l)|<——7l'(8—8) \;+7T>6,2

Par suite,

|/p(2)] < ;((;—_5) G-,I;)pl‘(pq + 1)(7[ + 1%61)’

et cette formule est valable quel que soit z dans T
Dans ces conditions, la série

lefp(s)

définira une fonction de z holomorphe dans T, pourvu que le produit
2T (pg +1)

soit le coefficient général d’une fonction entiére.
Supposons %, ainsi choisi. Soit

-]
-
G(u) :2‘ hpub,
. 0
La série

f(3) =2 G (an)s"

définira une fonction de z holomorphe dans T. Comme les demi-droites qui
limitent T peuvent former un angle aussi aigu que 'on veut, on voit qu’en défi-
nitive f(3) est holomorphe dans tout le plan sauf peut-étre sur une coupure rec-
tiligne allant de s =1 4 5 =0 le long de 'axe réel positif.

On peut prendre pour G une fonction entiére d’ordre inférieur a (l/ Si g =o,

on peut prendre pour G une fonction entiére quelconque, car alors | /()| reste

e . Mr .o
inférieur a 5’ comme on le voit directement.

Remarquons que la méthode précédente permet d’assigner a | f(z)| une limite
supérieure indépendénte de z et valable pour tout le domaine infini T. Nous ver-
rons plus loin I'importance de cette remarque. C’est surtout a cause d’elle que
J’ai développé les calculs précédents. M. Leau ('), qui a traité une question toule

(1) Journal de Mathématiques; 189q.
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semblable et qui a méme poussé la discussion un peu plus loin, n’établit pas cette
conclusion.

Pour donner un exemple, je partirai de la formule

(a)
__.I_ﬁ: _hx_mndx.
(n+nret = J0 T(p+r)

Dérivons par rapport a p et faisons ensuite p =—1-+1, 7 étant un nombre
positif quelconque. 1l vient
1

. | L1 1
L{n+1)=—=(n+1)n [%%——LL'I;]LI%%—x”dx.

IciVon a ¢ = 4. Si donc G désigne une fonction entiére d’ordre fini, la série

ZG[L(n + 1)}z

est étudiable par notre méthode.
On déduit de 1a

©

Ez"[L(n +10)]P < mﬁ(%)ﬁ‘(;}n +1) <TL‘—I— an>’

0

tant que z reste dans T. Soit alors, par exemple,
1
oy = L(n 4 1)/ o(x)xt dx.
0

On pourra faire, a partir de ce coefficient a,, des constructions analogues 2
celles que nous avons faites plus haut. On obtiendra des conclusions semblables
et I'on voit ainsi comment la méthode exposée peut étre généralisée a Pinfini.

Mais je n’insisterai pas davantage, et je passe & un autre ordre d’idées.

42. 1l est évident qu’une combinaison linéaire quelconque de séries étudiables
par les méthodes du Chapitre précédent est encore étudiable par les mémes mé-
thodes.

Sil'on peut écrire

%y, =a, + b,,
« «
la série Ea,, z” étant étudiable par nos procédés et 1a série Eb” 3" ayant un rayon

0 0
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de convergence supéricur a celui de la premiére, le prolongement analytique de la

o (-]
, . Wl A , . Wl
série }‘a,, 5% pent étre effectué jusqu’au cercle de convergence de Zb”z". Un
0 o
cas particulier intéressant est celui ou cette dernié¢re série définit une fonction

entiére : I'étude de la série donnée peut alors étre faite dans tout le plan.

De pareilles décompositions d’une série entiére en une somme de plusieurs
aulres séries de méme espéce peuvent étre variées a U'infini, suivant les besoins du
calcul. J'indiquerai un dernier exemple, relatif au cas ot «, est une fonction
de n analogue a la fonction {(s) de Riemann. Des séries d’exponentielies, telles
que celles que M. Cahen (') a envisagées dans sa Thése ou méme plus générales,
vont jouer ici le role essentiel. L’expérience montre que ce cas, trés fréquem-
ment réalisé dans la pratique, est celui de la plupart des fonctions usuelles qui

possédent plusieurs points singuliers.

Soit
-
.
(79(:) :2-_01":",
0
avece
o« -
29 :27-11,71571-
0
Posons
n_—_—aw
O .
?p(5)22)~p,;1,(;,;5)”-
n==0
11 vient

9(5) =D en(3),

0

e, si les fonctions ¢, sont étudiables par les méthodes indiquées plus haut, il en
est de méme de ». Quant aux conditions de convergence requises, elles sont
aisées a déterminer dans chaque cas.

On a, par exemple, pour |z| <1,

LT(I—:):Cz—{—%C(Q)z‘-’—i—...—}—%C(n)s"#—...,

C désignant la constante d’Euler et {(s) la fonction de Riemann. Or

1
I

— ~1
- _._f x" dax.
n 0

(1) Annales de I’Ecole Normale supérieure; 1894.

Fac. de T.,2¢S., IL 48
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D’otr
LT(1—z)=0Cz+ -221 ['_‘”_f’fl’_

On a ainsi 'extension de LT (1 — z) a tout le plan.

On voit par la comment, malgré les apparences, les théorémes du Chapitre 1V
peuvent servir & I’étude de fonctions dont la distribution des points singuliers
est quelconque.

43. Je terminerai par deux remarques.
Avant de transformer une série en une intégrale, il peut étre bon de la multi-

plier par un facteur connu dans tout le plan. Soit, par exemple,

J(=) :E(Ln!):”.
On a ’

(1—23)*f(3) :2L<1+ %);’H“;

~1
5% / r—1 dx

(t—s)*J, Lz 1—sx

d’ou

JS(=) =

)

expression Lrés simple qui donne f(z) dans tout le plan.

Enfin, avant de mettre une série sous forme d’intégrale, il peut étre bon aussi
d’effectuer préalablement une représentation conforme suivant les procédés
étudiés par M. Lindel6f (*). On a alors, par exemple,

®

J(3) :2 oy s :foi 1 —Qii)(:)dx,

() désignant une fonction holomorphe autour de l'origine et qui s’annule en

ce point, et 'on peut obtenir ainsi des coupures de forme quelconque.

VI. — LE PROBLEME DES MOMENTS.

44. Un lien existe entre les méthodes que nous venons d’étudier et le pro-
bléeme des moments, posé par Stielijes dans son grand Mémoire sur les fractions

continues (2).
’

(1) Acta Societatis fennicce; 1898.
(2) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse; 1894-1895.
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Etant donnée une suite dénombrable de quantités
aO’ ah 0‘2, vy Ot,,, ey

peut-on construire une fonction ¢ (z) intégrable dans Pintervalle (0, +o) telle

@
oy :f o(x)z"dx,
0

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n? Tel est ’'énoncé général du pro-

que I'on ait

bleme des moments. Nous allons examiner le rapport qui unit ce probléme &
ceux que nous avons déja résolus.

Deux questions se posent. 1l faut d’abord déterminer ¢ a partir des a,. Mais,
comme Stieltjes le fait remarquer, cette détermination n’est pas possible d’une
facon unique. En effet, la théorie des intégrales eulériennes montre que 'on a,
par exemple,

-
A= b/
f e~ Vrsiny .z z" dx = o,
0

quel que soit 'entier positif n. Si donc les a, sont tels qu'une solution existe,
il y en aura une infinité et il importera de chercher un principe qui permettc de
faire un choiz parmi ces diverses solutions.

Les considérations que je veux développer a cet égard dépendent des propriétés
d’une certaine classe fort intéressante de polynomes entiers en z dont je vais rap-
peler la définition. On verra que ces polynomes se rapprochent, par 'ensemble
de leurs propriétés, de polynomes bien connus, tels que les polynomes de
Legendre, les polynomes hypergéométriques ou les polynomes de M. Hermite.

Nous serons incidemment amenés, dans les pages qui suivent, & montrer com-
ment on peut souvent utiliser, pour la représentation analytique des fonctions

données par une série de Taylor, des inlégrales définies prises entre les limites o
et - oc.

45. Soit
. danr (xue—x)
D, = Tder
On a, par la formule de Leibniz sur la dérivation d’un produit,

D,=(—1)"e=*P,(x),

P, désignant un polynome entier en z de degré n,

n*(n—i)? net_ n?(n——l)ﬂ(n——g)zx

n?
b ] —_ n —1 -
P,(z)== - " T o3 RS (—1)"n ),
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Tels sont les polynomes que je vais étudier.
Des intégrations par parties conduisent aisément a la relation

fme—x P,(z)9(x)dr=o,
A .
ot i(z) est un polynome arbitraire de degré n —1 au plus. On en déduit
(1) fwe—xl’,,(x)l),,(a:)dxzo si p#q,
0
ce qui donne, en particulier,

@
f e *P,(x)dx =0 si n2i,
0
car P, =

Je dis que la relation

f e *P,(r)0(x)dxr=o,
0

ot () est un polynome arbitraire de degré n — 1, caractérise le polynome P, (x)
a un multiplicateur constant prés. Soit, en effet, Q,(z) un second polynome de
degré n tel que

fwe"f Q.(x)b(z)dx =o.
0
Appelons C une constante quelconque. 1l viendra

fwe_x[l)n(‘l') - CQn((I;)] e(x) dx == o.

0

Or, prenons G de fagon que P,(z) — CQ,(x) soit de degré n —1 el posons

alors
0(x)=P,(x)—CQu(x).
On devrait avoir

f =[Py (x) — CQu(x)]Pde = o.

0

Donc

Pa(@) = CQul2); C. Q. F. D.

Cela posé, revenons aux polynomes P, (*).

(1) Ces polynomes P, peuvent étre généralisés de bien des facons, par exemple en consi-
dérant les quantités

dn ( 1
‘a) __ —x* n)
D} = don e ),

olt « désigne un nombre positif quelconque. On peut ainsi obtenir, au sujet du probléme
des moments, des résultats plus généraux que ceux de ce Chapitre. Mais, pour abréger, je

me limiterai au cas simple ol a =1.
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On a aussi

(2) / e_foL(x)dx:f e P, (x)ardx = (n!)?
0 0

comme le montre encore I'intégration par parties; et 'on peut déduire de la une
identité que vérifie la fonction T'.
La formule de Lagrange conduit au développement

v
el+[

. N Pu(2)
(3) 1—|—t#2 n! £

0

D’ou Pon tire la fonction génératrice des quantités P,

o b at.x
EPn(x)l": / e‘““ﬂda,
- o 1+ at
en employant le procédé de sommation des séries divergentes indiqué par
M. Borel (*). Cette fonclion génératrice est donnée par une série entiére qui n’a
pas de cercle de convergence; mais la série en question est sommable et 'on voit
que sa somme (quirvemplit d’ailleurs toutes les conditions voulues pour étre prise
comme fonction génératrice des P,) est holomorphe en tout point du plan, sauf
pour ¢ réel et négatif. La partic négalive de I’axe réel du plan (¢) est une coupure
apparente; en réalité, notre fonction génératrice peul étre prolongée i travers
cette pseudo-coupure, mais elle n’est pas uniforme. Du reste, sion 'appelle P(¢),

les expressions
1 d*P(¢)
nl de

tendent bien vers les polynomes P, (z), pourvu que ¢ tende vers zéro en suivant
un chemin qui ne rencontre pas la coupure.

@
xll
exry — — yn
2 PIEA
0

et faisons la transformation d’Euler,

Partons de 1’égalité

_ ¢ __J
Y= e T aiDy

(') E. BoreL, Mémoire sur les séries divergentes, 11I¢ Partie. (Annales de U’Fcole
Normale supérieure; 189g.)
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Il vient
tr ® il
; 147 I),,((I‘) n— NYA? ﬂ n
1—1—te _E n! A—ZA" p! &,
o o
en posant
P xrn n pn—1
ng 0\ —___ - —\n
A"(/)!)_n! 1 (/z—l)!+'”+( -
Dot
xr
(4) P,,(a:):n!Aff(E>-

On en dédun

n*(n—1i)?

n?
(3) J”l:P/z+T[)rz—t+ Poy+...+1,

en vertu des formules bien connues de la théorie des différences. On voit par
la qu’un polynome quelconque de degré ¢ en x peut toujours étre mis sous la
forme d’une combinaison linéaire et homogéne a coelficients constants des ¢ pre-
miers polynomes P,, et cetle remarque s’étend méme (sous certaines condilions
de convergence) au cas d’une série entiére en x.

On a
tr o 3 ,
t T ¢t o P, (2) P (2)
(1—}—15)2c —l+tzl n! ¢ %24 nt &
[} )
D'on
P,(z) P, (x) P,(zx
n! 7 (n—+1)! n! "’
en identifiant; ce qui donne
(6) P =(n+nP,—P),

relation qui nous sera utile plus loin.
L’égalité
i 200 {r xn
/ erelt i dr = (1+ ()"
n,.
")

Tl
conduit, par identification des deux membres, a la formule

(7 [(eellD Ty~

WA plnl

ou CP désigne le coefficient binomial bien connu, qui doit étre regardé comme
nul pour p > n.

L’application de la formule de Leibniz a la fonction z”e~* == V fournit immé-
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diatement les relations

V' =(n—x)V;
d’ Ay
ol
Vo) o (n 1) Vi) = (p — 2) Vo) — (n 1) V),

el, par suite,

d*D, _.db, .
x -|—(1+1)—d—;+(n+1)D,L — 0.

Finalement, on voit que P, est une intégrale de I'équation différentielle

(8) J'd;P"+(I——x)dp"—+—lzl’,,:0.

dx? dx

Ayant ainsi une intégrale de celle équation, il est facile d’achever I'intégration
et de trouver la solution générale. Appelons Q, une aulre intégrale, distincte

de P,. On a
® er—szn
(9) Qn(ﬂf):/0 Gy ds,

comme on le vérifie aisément. On voit que Q. (x) est une fonction non uniforme
holomorphe en tout point du plan (z), sauf a I'origine : la partie positive de I'axe
réel est une coupure apparente. Il est d’ailleurs facile de trouver la fonction géné-
ratrice des Q,. Clest

@
el 3 X

. ® ds e e* e 1—e\?”
) — x—3 —_ - dz=— ! .
EQ,,(I)I 'fo ¢ (1—t)s—a x 1—¢ d xZn < x >
0

J— 3 0

0

La derniére série (dont on connait le lien avec le logarithme inlégral) est diver-
gente, mais sommable au sens de M. Borel; Laguerre a montré qu’il lui corres-
pond une fraction continue convergente.

Il existe une relation récurrente entre trois polynomes P, consécutifs,
(10) P,y +(2n+1—2)P,+ n*P,_, = o.

Ces polynomes forment donc une suite de Sturm. On en conclut aisément que
P’équation
P,(r)=o

a toutes ses racines réelles, positives et distinctes.
Sil’on désigne par C un contour fermé qui entoure 'origine du plan (¢) et qui

est suffisamment petit, il vient
t.e
n! ettt dt
(1) P,(x)=—

2Tl 1 n—H'
T © + 1t
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D’ow, en changeant de variable d’intégration,

n! (11— 3)n

2Tl s+l ds,

(') étant un nouaveau contour fermé. Celle derniére expression est celle qu’on
obtliendrait en appliquant la méthode de Laplace a I'équation différentielle (8).

Une autre expression de P, (z) nous sera plus utile. Si I'on remarque que la
fonction J, de Bessel est donnée par le développement

5. (2VE) 2.(_‘ o

on voit que

(12) D,l_f ey )y (ayzy)dy = 2<—(;,’;f”r<,,+p+,),

Cetle formule pourrait servir a définir les quantités D, pour toutes les valeurs
de n réelles ou imaginaires; I'interpolation des quantités D,, est ainsi accomplie.
De 1 pourrait encore se déduire une théorie de la quantité D, regardée comme
fonction de son indice.

J'al présenté, dans ce numéro, un tableau résumé des principales propriétés
des polynomes P,(x). Non pas que je doive me servir ici de toutes ces pro-
priétés. Mais je tenais & les rappeler, parce que je crois les polynomes P, des-
tinés & jouer un réle important dans la résolution da probléme des moments et,

par suile, dans la théorie des fonctions données par un développement taylorien.

46. Arrivons maintenant au probléme des moments. 1l consisle, comme on
sait, a résoudre par rapport a o les égalités

o, _f Yyxtdr,

pour toutes les valeurs entiéres et'positives de n. Je vais en donuer une solution
bien déterminée dans un cas assez étendu. Mais quelques lemmes sont d’abord
nécessaires.

Soit une série

N0,
0

les %, désignant des constantes. Si 2 est positif, la formule (12) denne

D, | <nl.



