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NOU‘C série est donc absolument et uniformément convergente pour X 20 sous

la seule condition que, si I’on pose

hon!l=g,,

sl

soit elle-méme convergente. On a alors

la série

S)\,,Dn:f e v G(y)ly(2yzy) dy,
~0

0
en posant

G()’) ZE)WI.}/”’
0

ce qui définit une fonction entiére de y.
Cela étant, reprenons la formule (11). Soit

t=12e'?,
) étant compris enlre o et 1, et © variant de 0 4 2m. On a

tr

!
—_ 2 Max. de le‘””

]Pn(x)[<m 3

Supposens z positif. Tout revient a chercher le maximum de la partie réelle

t
de
[+ ¢

(uand ¢ décrit le cercle de rayon A. Or cette partie réelle est

A2+ Acoso
1+ 22 ¢c0sg + A2

Appelons m sa valeur. Il vient

(14 2)m—22

cosQp — N am)

On voit que m doil étre tel que

[(14+22)m — 2P <X2(1— 2m)?;

d’ou
)
e T
Finalement
| A
IP,(2)|< ITIX %ew;\;

Fac.de T., »* S., 1I. 4()
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et, par suite,
A Dl T ,mzlw
2 n Il|< [* In
0 |
pour zZo.

Si donc on peut trouver un nombre u supérieur a 1 tel que la série

2‘0!1

soil convergente, la fonclion

;Z'PE}.,LD,,
0

est intégrable de o & -+ o, quel que soit entier positif p.
Cela posé, cherchons a réaliser les égalités

oy :f o(x)x" dz.
0
o(x) :Z)\pDP.
0

Il viendra, en vertu de la formule (7),

Posons

oy _—_Z(— NPhplnl Ch.

Or soit
— = ny (_ I)p)‘P]ﬂ ll’

1’égalité précédente peut s’écrire
8 P

n
a, = E C,lep;
0

l, = A Qo

d’ou

c’est-a-dire
Al )ao

n—(_l)

Finalement

cp(x>—f e B (=1 B 3 (o ay )y

Mais
(—— )" A(")ao u u
ey A E(—l) (n‘) —= "

n!
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On a donc

o) =[0GV X s dy.

(n

Le probleme des moments est résolu, mais par un calcul purement formel.
1l faut maintenant discuter la solution obtenue. Je me bornerai, sur ce point qui
demanderait des recherches spéciales, 2 donner quelques indications générales
et a signaler quelques exemples.

Tout revient & étudier la fonction ¢(z) définie par les formules précédentes.
Une méthode consisterait & poser

o(z,5)= e‘xz A—(;)!ﬂpn(x)z".
0

Si a, est le coefficient général d’une série de Taylor ayant un rayon de conver-
gence fini, il en est de méme de A q,, comme le montre la transformation
d’Euler, et alors la série ¢ (z, z) converge certainement pour les petites valeurs
de z. Le théor¢me de M. Hadamard permet d’ailleurs d’exprimer ¢(z,z) au
moyen d’une intégrale définie portant sur les deux séries

o
a, 3" Pn(x)z,,,’
2 ’ 2 n!

0 0

A

qui sont supposées connues. Il resterait enfin a effectuer le prolongement
de o(x, 5) et a étudier cette fonction comme fonction de z et z a la fois, parti-
T > )
culiérement au voisinage du point 5 =1, 2 demeurant positif; et c’est & quoi ’on
g p ) P ) q
parviendrait sans peine en faisant sur les a, des hypothéses semblables a celles
da Chapitre IV. Mais je me bornerai, pour abréger, a quelques remarques.
Imaginons d’abord qu’il existe un nombre ( supérieur a 1 tel que la série

Z ! A(n) a, I H_n
0

soit convergente. Alors, en vertu des lemmes établis plus haut, la série
(?(.Z‘) :E)VI,DIL
0

est absolument et uniformément convergente pour z 2 o; elle est intégrable terme
a lerme dans l'intervalle (0, + o) et 'on a

(@) | < Meta,
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M et / désignant deux constantes positives assignables. Dans ces condilions, il

n'y a pas de difficultés; nous avons une solution effective du probléme des mo-
1

ments. Cela a lieu notamment st i A ]’7 tend vers zéro avec ziz’ par exemple
s a, est une fonction enticre de n d’ordre inférieur a 1. Un cas particulier
intéressant est celui ot @, est un polynome entier en n: o (x) s’exprime alors par
une somme d’un nombre limité de quantités D,, car A®a, est nul a partir d’un
certain rang.

Quot qu’il en soit, le probleme des moments est résolu pour les nombres «,

de la forme
o, =n!G(n),

G désignant une fonction entiere d’ordre inférieur a v; et la fonction o(x),

qui prend place alors dans les formules

@®
oA, = [ o (x)z" dx,

“0

est comparable pour les grandes valeurs positives de x & une exponen-
tielle e=#* (I = const. > o).

Cela posé, je vais montrer que, de loute solution du type précédent, on peut

déduire une solution analogue pour les nombres a,b,, b, ayant la forme

flf(l)t”a;t.

]
w= [ gla)erdn,
0

Iq(x) | <Mehx,

En effet, soit
avec

M et /i désignant deux constantes. On a

st x
o, t” :f —cp(—>x" dx;
AR
1 ®
I x
abu= [ [ 1@ e(F)erdra,
0 0 A

by :f G(x)z"dx,
0

G(x)zf%/(tm(-”f)dt

d’oul

¢’est-a-dire

avece
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L'interversion des signesfest ict légitime, a cause de I'inégalité que o vérifie,
sil'on a

1
[1rwae<y,
<o

N étanl unc constante positive assignable. On peut alors écrive

hox hox

lG(x)I<;\If {f(t)]%e_ﬁe'z_zdt'
Or 0

ho b

21 2
e M <e ’

pour z positif et ¢ compris entre o et 1. D’autre part, dans les mémes conditions

b,

2t .
—e <,.____
¢ ehx’

d’ou

R i~ € 2
IG(x)I<2MN-ehx' C. Q. F. D.

Finalement, le probléeme des moments est résolu pour les nombres de la

Jorme

1
o, =n! G(n)f Sy de,
0

G(n) désignant une fonction entiére de n d’ordre inférieur ¢« 1 ().
8 )

Je vais généraliser ce résultat en suivant une marche analogue & celle du

n° 34.
-
L, :/ o(x)a"dr,
0

Soit
|o(z) | <Me"*

avec
pour z > o. En général, cette formule définira 2, comme fonction analytique

de n, holomorphe dés que la partie réelle de n sera supérieure & — 1. Cette

remarque explique et justiﬁe les hypothéses que je vais faive.

Soit
=310
0

(!) Un raisonnement identique a celui du n° 36 montre que la méme conclusion subsiste

1
pour les nombres «, de la forme n! G(n)H [f Sty dt], H désignant une fonction
0

entiére.
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une fonction réguliére dans le cercle de rayon 1. Je supposerai tous ses points
singuliers situés a gauche de I'axe imaginaire, et méme, pour simplifier écriture
(mais cela n’a rien d’essentiel), je supposerai que le point — 1 est son seul point
singulier. Cela posé, je prends

a,=a(n).

I.a méthode de sommation exponentielle donnée par M. Borel conduit a la for-

mule

a,,:f e~ G(an)da,
0

ou l’on a posé

®

G(an) :2 ),_,aL;n_P
0 p.
Cette formule est valable dans toute la région du plan située du méme c6Lé que
Iorigine par rapport a la paralléle a I'axe imaginaire menée par le point —1,
en tout cas dans une région contenant toute la partie positive de l'axe réel du
plan n.
On peut écrire

20T x

1 I 1
G(an) = — — a(-) e dy,
() \

C étant un contour fermé qui entoure le point z = o et qui est assez grand pour

. ., I .
enfermer toutes les singularités de a(;) On prendra, si 'on veat, pour G un

cercle de rayon supérieur a 1. Rien n’empéche d’ailleurs de déformer ensuite ce
contour, pourvu que, dans sa déformation, il n’arrive jamais a rencontrer le
point — 1.

Soit % un nombre compris entre o et 1. Choisissons le contour C de la fagon

. oL, .
suivante : 1° un cercle G, de rayon ﬁ décrit de O comme centre; 2° un cercle Cy

de méme rayon décrit du point — 1 comme centre; 3° une portion L de I'axe
réel pour relier les deux cercles : le chemin d’intégration est ainsi une sorte de
double lacet (*). Quant & «, c’est un nombre positif quelconque susceptible de
varier de o a -+ oo.

Tant que z reste sur G, la partie réelle de e~ est positive, car 'argument de
., . ., , , o
celte quantité a pour valeur o sur la portion considérée de 'axe réel et ~; sing

(= allant de 0 a 27) sur chacun des deux cercles : dans les deux cas, cet argument

. a
(1) Pour les petites valeurs de a, on suppose, en outre, A< = afin que Cy et C, restent
T

extérieurs I'un a l'autre.
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. n
reste moindre en valeur absolue que = On a donc

() nlertd—e-ax f me—J‘“‘”y” dy;
0

d’ou

(2) . ’lIG(a’l):fwdg(a,_y)ynd)f
0

avec

il vient alors
(3) Il!a”:f o(y) ydy,
0

si 'on pose

@(y):fwe*w(a, y)day.

Le probléme des moments est ainsi résolu pour les nombres de la forme
Gp—n ! Any

mais il faut discuter la solution obtenue.

Donnons a @ une valeur positive quelconque. Le contour C est dés lors fixé et
la formule (1) a toujours lieu.
I1 faut maintenant étudier ¢ (@, y). Dans ce but, appelons () le maximum du
. ‘

1 I , .
module de p a(;) quand 2z décrit le contour C.

Je distinguerai les trois parties Gy, G, et L de C. Soient respectivement ,, ¥,

Uy et 9y, 9, @, les fonctions analogues a 4 et o qu’on en déduit. On a

Cherchons des limites supérieures du module de ces six fonctions.

Sur Cy, on a
I e—ax e—ye"‘“’l <e 2 p—ye ;
d’ou

0] < Ae=ve 6 (a),

A désignant une certaine constante.
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Sur C,, on a
l g—ux - yeTax I < ete? gyee ? ;
d’ol
e
4] < Beremre's 2 9(a),

B désignant une deuxiéme constante.

Enfin, sur L, on a
-— —Ae—ax .
0 < e 4T e Y™ et

v

d’ou
Az
4] < Cen 6(a) e,
C désignant une derniére constante.
On voit déja que la formule (2) a lieu pour toute valeur positive de a.

Examinons maintenant la formule (3) et, pour cela, considérons l'intégrale qui

donne o.

[ XA
Supposons que U'intégrale

fwe—“ﬁ(a)da

ait un sens. Alors o, existe ainsi que

[“oir) o dy

0

pour toute valeur positive de n.

Cela étant, on a

|92 | <B f e-ye”_!;f b(a)da.
0

Pour > o, cette intégrale a sirement un sens, a cause de I'hypothése faite
sar O(a) : donc w,(y) existe. Mais on peul assigner une limite supérieure D a
e~*f(a) quand a est positif; d’on

@ a,}_"‘,
92| < BDf erYe * da.
0

FFaisons le changement de variable

et = b;
il vient

|92 <BDf ebve L db,
1
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o
w

¢’est-a-dire

My T
o, < BDe® ~——.
kN 5

Donc les intégrales

[ eomdy
0
onl un sens & partir de n = 1.
Enfin
1._)_‘.1.:
6 a 2a
(4ol < DD [ ey,
T . X
T
Posons
et —rt;
il vient
a Az
G(a) [° ’
. —t =Y dr
<2 (7 v,
i
e?

c’est-a-dire

6(a A= g
9, < 2 oy L,
Ta ¥
En utilisant cette limite supérieure de |{; ], ainsi que celle qui a é1é obtenue

plus hauat, 'une pour les grandes valeurs et I'autre pour les petites valeurs de «,
on voit que o, existe. On a méme

| 92| <Ee—re” <1+ —;—>,

E désignant une constante. Donc les intégrales

f os(y) ydy

1}
ont un sens a partirde n =1.
En définitive, on voit que le probléeme des moments se trouve résolu avec une
entiére rigueur.
La seule condition, outre celles qui concernent la nature analytique de a,
regardé comme fonction de son indice, est que I'intégrale

fme‘“ 8(a)da

(1) Inutile de faire remarquer que, si @(¢) est une fonction entiére, le contour C se réduit
a la partie Cy.
Fac. de T., » S., 11 50

ait un sens ().
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Si elle est remplie ('), on peut écrire
a,=n! a,l—_—f o(x)z"dr,
0

©(x) étant pour =+ o de l'ordre de grandeur d’une exponentielle telle que
e~#* (h = const.>> o).

Finalement, nous savons résoudre le probléeme des moments pour tous les

nombres de la forme
n'a,,

a, étant le coefficient général d’un développement taylorien étudiable par
UCun des procédés du Chapitre IV .

Je n’insisterai pas sur quelques généralisations évidentes qu’on obtient soit en
formant une combinaison linéaire de formules telles que (4), soit en [aisant dans
celle-ci une substitution z =Ez/, £ étant une constante. Mais je vais montrer
que, si la formule (4) s’applique aux nombres a, et 3,, le probléme des moments
peut encore étre résolu pour les nombres «,3,. Cela nous permetira d’atteindre

tous les nombres de la forme
(n!)2a,,

a, ayant les mémes caracléres que ci-dessus.

Posons, en effet
? Y

an:f (P(x)$"{l£, |(,?(x)[<}l (;—/”-"
0

@n:/ Y(y) yrdy, [Y(y) | <MWetr;

on a

I * x

o, )yt = —_f o <—>x" dx;

Xy Y

d’ot
®
a,Lﬁ,,:[ G(z)x"dx,

“ 0

avec

G(I):fo” Sane(3)dr.

La discussion est bien aisée. On peut écrire, en effet,

» —/zf
[G(x) | < MM’/ Letye ¥ dy.
o Y

n

(1) On peut prendre, par exemple, a, = el in+i),
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Posons
hy—=zs.

Il vient ”
]G(x)<MM’/ Sece ® dag
. s

or
h/z'.l‘
2z !

I
\7—36 < \/e/z/z’x

quand 5 varie de 0 & 4+ o0; d’ou

MM T e
G < = / —e 2% ds.
6= Vel z.J, =

® hh'x

-\72—'6

Mais
i \/E e—\/2/1h'x’

par suite,

I G(.T) l < MM/ ehZ’_Z- e_\/zhh'x,

ce qui justifie nos calculs.

On a ainsi, pour le probléme des moments, un théoréme analogue au théoréme
de M. Hadamard, étudié dans le Chapitre V.

Remarquons que, dans tous les cas signalés, la fonction ¢(z), qui résout le
probléme des moments, est comparable pour z =+ o a une exponentielle de
I'un des types e=* ou e=v*. C’est donc toujours une des fonctions appelées par
M. Borel (') fonctions de Stieltjes.

On a alors les résultats suivants :

° Il n’y a pas deux fonctions de méme espéce donnant lieu aux mémes éga-
htes

ot,L:f o(x) xz”dx;
0

2° La série toujours divergente
(=1)%a,
2 i
est une série de Stieltjes. De pareilles séries conduisent a des foncuons bien dé-
e
f 9(x) dz,
0 + z

(1) Mémoire sur les séries divergentes, III¢ Par tie, § V (Annalesde I’Ecole Normale
supérieure; 1899 .

terminées
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holomorphes dans tout le plan, sauf peut-étre sur la partie négative de 'axe réel.
3° Chacune de ces séries est la différence de deux fractions continues conver-
gentes du type étudié par Sticltjes.

4° La somme, la différence, le produit de deux de ces séries est encore une
série de méme espéce.

5% Une de ces séries n’est identiquement nulle que si la fonction correspon-
dante l'est elle-méme, et il suffit que la série vérifie formellement une équation
différentielle algébrique pour que la fonction qui lui est associée soit une inté-
grale de cette équation.

M. Borel, qui a démontré ces théorémes, écrivait a ce propos : « Malheureuse-
ment, sauf dans le cas trés particulier que Stieltjes a traité a I'aide des fractions
continues, nous ne pouvons indiquer aucune méthode précise pour reconnaitre
si une série donnée est une série de Stieljes (') ». On voit que les résultats
obtenus dans le présent Chapitre permettent de combler cette lacune dans un cas
assez étendu.

Je ne doute pas d’ailleurs qu’on ne puisse généraliser beaucoup ces résultats.
Mais je me contenterai d’avoir cité quelques exemples nets, et, sans plus insister,

je terminerat par quelques remarques.

41. Le probléeme des moments est lié tres éiroitement au probléeme de la
représentation d’une série de Taylor par wune intégrale prise entre o et
+ .

Soit
.
f(2) :2‘ o, 3",
0
avec

-
oy = g,lj F(ux)xetdr,
)]
Zn élant le cocflicient général du développement d’une fonction entiére G. On a

f(s)= / F(r)G(sr)dar.

<

Une discussion facile permeltra souvent de déduire de la les propriétés de f(3)
dans une région du plan plus étendue que le cercle de convergence.

Pour faire la discussion, en notant par G’ la dérivée de G, on devra d'abord

(V) Loc. cit., p. 122.
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établiv que les intégrales

fw|F(J:)[ |G(sx)|dx, fwlF(x) [ [G'(s2) | rde

0
ont chacune un sens, et convergent uniformément tant que s reste dans un cer-
tain domaine T qui contient origine; puis, il faudra s’assurer que l'intégrale
J(3) est développable autour de o en série entiére. Ces points élucidés, on aura
défini dans I une fonction analytique de 5 prolongeant la série donnée. Jajoute
que la discussion ne souléve d’ordinaire aucune difficulté sérieuse, et c’est pour-
quoi je n'insiste pas.

On remarquera que le procédé de prolongement dont il vient d’éwe fail men-
tion ne différe pas, au fond, sinon par la généralité, de celui que M. Borel a pro-
posé sous le nom de méthode des séries divergentes sommables ('). Lui-méme
avait signalé quelques-unes des généralisations possibles. Comme il a donné sur
ce sujet lous les éclaircissements désirables dans ses remarquables Mémoirves, je
ne fais que passer.

Voici un exemple. Soit

avee

3
Z wp
O(/L.: —*ﬁ... (V|<I.

Clest une série possédant une infinité de péles simples aux environs de =z =1,
semblable a celle que M. Poincaré signale au Tome 11 de ses Méthodes nouvelles

en Mécanique céleste (*), sauf qu’elle a un cercle de convergence. On a

o

thad —~ _r xrh-t
o e—* 2 wrle VP —u—dur;
\ (n—1)!
1
1 \
d'ou

w©

N ? . -
JS(s) :2‘ o, = :/ e ”Z swPe Pe**dr.
Jo "

Iintégrale n’a de sens que si la partie réelle de 5 est inférieure a 1. Dans ce cas,

(M) Journal de Mathématiques; 1896, el Annales de 1’Ecole Normale; 18¢gy. —
M. Borel prend systématiquement F(x) = ¢-=.

(?) Page 3. On aici f(5) = :2 . wr
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®

d’ailleurs, il est visible que U'intégrale J(z) fournit la somme de la série 2 oy 5.

in 5
1

On voit que cette série définit donc une fonction holomorphe dans la région

dua plan située a gauche de la paralléle a Paxe imaginaire ayant -+ 1 pour

abscisse.

bl x

Une relation, établie plus haut a propos de S‘ swPe P, permet d’étendre ces
==
1
conclusions au cas ol v a une valeur quelconque réelle ou imaginaire : on a le

moyen d’étudier f(5) comme fonction de s et v a la fois. En effet,

®

r 1 ’ —
E(W’e_;:(v/ Jo(z\/xLi>—ﬂ¥2.
: : 7) = wy)

Alors, par changement de 'ordre des intégrations,

1 1

i ! =3,
ro=1=f 5y Ry,

o (t—wy

en remarquant que

@ 7/ \ 1

- I rp—y I
/ e_‘te“xJo(Q J'L—) ([.Z‘:}'l‘” —»
L2} N\ uy 1—23

Soil maintenant

il vient

N w3z h et ‘1_%
1= [ e TR

Regardons f(z) comme une fonction de «v : ses points critiques restent fizxes

8 P q
quand z varie, f(z) est d’ailleurs holomorphe dans tout le plan (w), sauf
pour w=t et w=om, et elle n’est pas uniforme. Regardons ensuite f(s)

comme une fonction de s : elle est holomorphe dans la région du plan (z) oi
1

la partie réelle de 1+

est positive, cette région est d’ailleurs formée

I—3
par Uensemble des points du plan (z) extéricurs au cercle décrit sur le seg-
ment (1, 2) comme diamétre. Tous les points singuliers de f(5) sont donc con-
tenus, quel que soit w, a I'intérieur de ce cercle. En changeant le chemin d’inté-

gration par la formule

t=opel®, |w]<§;
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o devenant la nouvelle variable d'intégration el o restant fixe, si 'on pose

s=a+153,

on lrouve comme coupure
a?+ 32— 3o — fBtangw + 2 =o,

c’est-a-dire un cercle guelconque passant par les points 1 et 2 du plan (). On
voit ainsi que les points singuliers de f(z) sont distribués le long de ce seg-
ment (1, 2).

On se rend comple, par cet exemple si simple, de la maniére dont on peut va-
rier 'emploi de nos méthodes et dont on arrive a faire I'éLude compléte d’une

fonction donnée autour de I'origine par une série de Taylor.

48. Les procédés d’étude qui viennent d’éire exposés sonl susceptibles de
mille variations.

Pour ne citer qu’un exemple, remarquons qu’il serait facile de trouver les con-
ditions de développement d’une fonction arbitraire en série procédant suivant les
polynomes P, : on pourrait utiliser, pour cela, les remarques données par M. Dar-
boux dans son Mémoire Sur les fonctions de grands nombres, a propos des
séries ordonnées suivant des polynomes qui forment une suite de Sturm.

Sans m’appesantir la-dessus, je ferai seulement remarquer que, si l'on a
@
’?(.Z‘) :Z ;\n Pn(‘x),
0
il vient, en vertu des formules (1) et (2),
]
).,,(n!)‘-’:f e %o(x)P,(x)dr;
0

d’ou la détermination des coefficients du développement de o(z), lorsque celui-ci
est possible.
Soit donc

f(3) :2 o, 5.

Posons

Ap

h,= Mk G(y):Z},,y";
0

on a

3D, =o(a) :f e G(y) 3, (2\/zy) dy;
0 0
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d’on
° P,(x
oc,,:(——l)”'f go(x)—"(' )dx
n!
0

et, par saite,

f(5) = I—I:f o(x)e ¢ dr.
0

Si ©(x) est pour x positif et teés grand comparable & =%, on voit en posant
z =2+ i3 que f(s) est holomorphe pour

(1—a)(?+ B3 —(1—2a)a—a<<o.

Quelle est la coupure? Pour @ = 3, on a le cercle de rayon 1, qui est le cercle
de convergence. Pour @ —1, on a la droite «=1. Pour ! <<a <1, on a un
cercle tangent en 1 au cercle de convergence et contenant celui-ci a son intérieur.
Pour @ >1, on a un cercle tangent en 1 au cercle de convergence ct extérieur a
celut-ci. Une discussion aisée fait trouver dans ces divers cas des propriétés im-
portantes de f(z) : on est ramené a la discussion de ¢(x) pour les grandes va-
leurs positives de x.

On aura sans peine des généralisations de cette méthode, toutes les fois qu’on

pourra pOSCl‘

a,l:fcp(x) A, (z)dr,
et qu’on connaitra la fonction génératrice des A,,.
1 g

49. Toutes les remarques précédentes peuvent étre étendues au cas ou l'on
cherche & réaliser les égalités

2@
oc,L:/ o(x)x"dx,
=

a quoi l'on parvient & I'aide des polynomes de M. Hermite.
Jen puis dire autant du cas ot les limites de 'intégrale sont finies, ce qui nous
raméne & notre point de départ.

Soit, par exemple,
+1

o, = o(x)crdr.

Cherchons & résoudre ces égalités par rapport a o, les a, étanl donnés.

Posons

o(x) =X 1 Xp
0
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les X, étant les polynomes de Legendre. Il vient

2n +1

)\n - _2"— Xn (a),

X, () désignant ce que devient X,(z) quand on y remplace z? par «,. On est

®

alors ramené a discuter la convergence de la série 2 (2n+1) X, (a) X, (2).
0
Si cette série est absolument et uniformément convergente pour —1 =2 =1 ('),

JS(z) est holomorphe en tout point du plan, sauf si 5 est réel et plus grand que 1
en valeur absolue. Si méme la série en question définit une fonction de z holo-
morphe au voisihage du segment (— 1, +1), f(2) n’a pas d’autres points singu-
liers a distance finie que —1 et -1, mais alors cette fonction n’est pas uni-
forme.

Si, par exemple, les a, sont donnés par les équations linéaires

2n +1 1
M= 2 X (@) =

aisées a résoudre de proche en proche, il vient
o(z)=e*J,(V1— 2?),
en tenant compte de la relation

s
X, (z) = %f (2 +V2'=1cos0)" do,
0

qui donne
T
0

E)\n X,L(.Z'):;.-—f ex ely1—x®cosg dCP-
0 .

On aurait d’ailleurs des généralisations immédiates en considérant, non plus les
polynomes de Legendre, mais les polynomes hypergéométriques généraux.
VIl. — AppLICATIONS DIVERSES.

50. Je ne puis songer & énumérer toutes les applications que 'on peut faire des
méthodes précédentes. J'en citerai seulement quelques-unes, se rapportant encore

(1) 1l suffit que la série en question définisse une fonction ¢(z) telle que Pintégrale

+1
f |¢(x)| dx ait un sens.
—1

Fac. de T., 2¢ S., 1II. 51
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(pour rester dans le méme ordre d’idées) a ’étude des fonctions définies par cer-
taines séries.

Tout d’abord, il est clair que notre méthode n’est au fond qu'un procédé de
sommation des séries. La transformation d’une série en une intégrale, suivant les
modes indiqués plus haut, est parfois trés avantageuse au point de vue du calcul
numérique, comme I’a montré M. A. Janet (') sur un exemple anquel je me con-
tenterai de renvoyer le lecteur.

Cette remarque trouve une application immédiate dans la théorie des fonctions
entiéres, c’est-a-dire des fonctions holomorphes en tout point du plan.

Soit, par exemple,

s zn
G(=) :2 mi

1 n
[
R il A

on a

1

! zxL —
G(z):f e “dzx.
0

Cette nouvelle expression fournit plusieurs renseignements sur G(z) : on voit,

ar exemple, que I'équation
p P ’ q G(Z): o

n’a pas de racines réelles, que 'on a
G(z)<e®

pour z>>o0, que G(3) tend vers zéro quand z devient infiniment grand et né-
gatif, etc.
Posons, en général,

®

N %n nan
G(z):z T(on +I)a 3",

0

a désignant une constante quelconque et p un entier positif. Supposons que I'on
ait

1
ot,,:f o(x) 2" dzx.
0
Soit w une racine primitive de I’équation binome

yr=1;

(1) A. JaNer, Comptes rendus de 1’ Académie des Sciences; 1894.
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il vient

p—1
1
E ew’(azx)?

G(s)= cp(x)o—P— dz.

On peut alors assez généralement, en suivant une marche exposée par M. Poin-
caré dans sa Théorie analytique de la chaleur ('), trouver la valeur asympto-
tique de G(z) ou tout au moins des inégalités asymptotiques auxquelles G(z)
obéit.

Signalons encore un cas simple, qu'on généraliserait d’ailleurs aisément. On a
I'identité

©

0
o A g
e G(z) = e'xE—" x”:E — ",
n! n!
0 0

Si a, = nP (p entier positif), on voit que G(z) est le produit de e par un po-
lynome de degré p en z. Si o, est une fonction entiére de n d’ordre inférieura 1,
G(z) est le produit de e* par une fonction entiére de z d’ordre inférieur a 1.

En résumé, si a,, est de 'une des formes examinées au Chapitre 1V, la méthode
de sommation exposée dans ce Mémoire peut apporter une utile contribution a

I’'étude des fonctions entiéres de la forme

® " )
G(3) :E——F(pn —y 3

autour de leur point essentiel a I'infini.
Je n’insisterai pas davantage. Mais je vais montrer maintenant que l’emploi de
cette méme méthode ne nous confine pas nécessairement dans la théorie des

séries de Taylor.

51. Une fonction représentée par une série. trigonométrique est-elle ou
non analytiqgue? Une réponse peut étre donnée a cette question dans des cas
étendus.

Soit, pour fixer les i1dées,

©

J(2) :2 a, Cosnz,
0
avec

1
an= [ 9(x) & d;
0

(1) Garré; Paris, 1895. — PVoir le Chapitre XII.
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il vient

f(z):f o() I_1—.93005:

22 COS3 + &2

Les coupures sont

c’est-a-dire

z3=2kn (L

I
—

Comme z varie de o & 1 en restant réel, ces coupures sont les paralléles a I'axe
imaginaire du plan (z) menées par les points de I'axe réel d’abscisses 2&=. On
voit donc que f(z) est une fonction périodique de z holomorphe dans chacune
des bandes ainsi délimitées.

Des résultats semblables peuvent étre obtenus pour des séries autres que les
séries trigonométriques, dés que 'on connait la fonction génératrice des fonctions
suivant lesquelles procédent ces séries (*).

Soit

J(3) =Y anXu(2),

les lettres X, désignant les polynomes de Legendre, dont la fonction génératrice

est
I

e —— :2 xh X,,(Z).

Vi—2zs+a2? 4
Sil'ona

1
ocn—_.—f o(z)z"dx,
0

1l viendra

4 € N
= )-—/ \/1—24x+x2 -

La coupure est

z variant de o a 1 par valeurs réelles. C’est la portion (+1,_+0'0) de 'axe réel du
plan (z). On voit qua f(z) est holomorphe en tout point, sauf peut-étre pour s
réel et supérieur & 1. La discussion peut d’ailleurs étre poussée plus loin,
comme il a été déja dit; et, d’autre part, I'intégrale qui exprime f(z) est bien

développable pour — 1 <<z <<-+1 suivant la série donnée.

<

(1) En particulier, la méthode s’applique aux séries de la forme 2 an[9(3)]"
0
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Soit encore

®

f(z) = 25 Pu(z),

0

les lettres P, désignant les polynomes déja considérés, définis par la fonction

génératrice
zx .
e1+.1' — Pn(z) .y
1+ n!
0
On a, cette fois,
1 sx
ei+1‘ d
5) —= olx X
1= @)= dw,

0

et I'on voit que f(z) est une fonction entiére de z.
La méme conclusion est vraie pour les polynomes de M. Hermite donnés par
I’égalité

e—x’—z:x:E U" (5) xt.
n!
0

On pourrait multiplier ces exemples.
A propos de toutes ces queslions, on aurait des théorémes précis en se repor-
tant aux conditions suffisantes trouvées plus haut pour que

1
oc,,:f o(z)x"dx.
0

Des propositions analogues subsistent d’ailleurs évidemment si a,, sans étre de
cette forme, peut étre mis sous quelqu’une des autres formes de méme espéce
que nous avons examinées. J’ajoute enfin que ces divers procédés peuvent servir
pour attribuer a des séries divergenles un sens bien défini, particuliérement pour
construire, & I'aide de la méthode de sommation de M. Borel, des fonctions géné-
ratrices irréguliéres & 'origine, comme il a été fait a propos des polynomes P,.
Mais c’est 1a un point qui demande un examen spécial.

VIII. — APPLICATIONS A LA THEORIE DES SERIES DIVERGENTES.

52. Les considérations développées dans les pages précédentes sont en relation
étroite-avec le probléme des séries divergentes. Clest ce que je vais expliquer.
Mais, pour cela, je dois commencer par poser nettement la question.

Etant donnée une fonction analytique, que nous supposerons uniforme pour
plus de simplicité, 'un des objets importants de la Théorie des fonctions est d’en
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construire une représenlation analylique au moyen d’une expression tellement
choisie qu’elle explicite, autant qu’il est possible, les diverses particularités de la
fonction qui lui correspond. Si I'on veut une représentation parfaite, il faut que
I'expression trouvée soit aisément maniable dans le calcul; il faut, en outre,
qu’elle soil unique pour une fonction donnée; il faut enfin qu’elle puisse servir
a définir la fonction envisagée dans tout le domaine ot celle-ci existe. D’autre
part, comme les fonctions interviennent surtout en Analyse par leurs singula-
rités, ces derniéres doivent étre mises en évidence dans 'expression considérée.
Or, sil'on en reste aux notions élémentaires de convergence et de limite, le pro-
bléme de la représentation analytique des fonctions n’est pas complétement résolu.
En effet, on en a bien proposé plusieurs solutions; mais, parmi ces solutions, les
unes (comme celle de Taylor au moyen d’une série entiére, ou celle de Cauchy
a I'aide d’une intégrale définie) présentent le double inconvénient de ne pas ma-
nifester les propriélés de la fonction représentée et de n'étre valables que dans
une partie du domaine naturel d’existence de cette fonction; et les autres (séries
de fractions rationnelles de MM. Runge et Painlevé ou séries de polynomes de
M. Mittag-Leffler), outre qu’elles sont d’un calcul difficile, ne sont pas déter-
minées sans ambiguité quand la fonction est donnée, en sorte qu’elles peuvent
représenter zéro sans étre identiquement nulles. En se résignant a des restrictions
sur la nature des fonctions étudiées, on peut, il est vrai, parvenir a des solutions
meilleures (par exemple, la solution de M. Mittag-Leffler pour les fonctions uni-
formes n’ayant qu’une infinité dénombrable de singularités); mais, au défaut de
n’étre pas facilement maniables dans les calculs, ces solutions joignent celui de
ne se rapporter qu'a des fonctions d’un certain type. Que faut-il donc faire?
Devons-nous entreprendre la recherche de nouveaux modes d’expression des fonc-
tions? Ne serait-il pas plus conforme aux principes ordinairement suivis dans le
développement de I’Analyse de s’ingénier & tirer parti des représentations déja
connues, en élargissant au besoin les définitions sur lesquelles elles reposent?
Quelques observations vont nous fixer a cet égard.-

La série de Taylor, si simple, si facile a obtenir et si connue depuis tant
d’années qu’elle s’est imposée, présente des avantages indiscutables pour la repré-
sentation des fonctions :

1° Elle s’est introduite d’elle-méme comme un élément essentiel de 'Analyse;
elle apparait comme un fait inévitable, et, d’ailleurs, elle est trés aisément
maniable dans le caleul, notamment aux points de vue de l'intégration et de la
dérivation;

2° Elle est unique pour une fonction donnée, en sorte qu’elle ne peut repré-
senter zéro sans étre identiquement nulle;

3° Elle peut servir & définir des fonctions quelconques, uniformes ou non

uniformes;
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4° Bien qu’elle ne converge qu’a U'intérieur d’un certain cercle, elle caracté-
rise la fonction qui lui correspond (notion du prolongement analytique, d’aprés
Weierstrass) et fournit le moyen, au moins théorique, d’atteindre cette fonction
dans tout son domaine d’existence a l'aide d’un ensemble dénombrable d’opéra-
tions réguliérement classées (remarques de M. Poincaré sur les fonctions non uni-
formes générales); elle signifie donc quelque chose, méme quand elle diverge.

Son seul défaut est donc de diverger en des points ou la fonction qu’elle repré-
sente existe encore et, a cause de cela, de ne pas meltre en évidence les singula-
rités de cette fonction. Si I'on parvient & étendre la notion de représentation
taylorienne jusqu’a la débarrasser de la double restriction que je viens de citer,
on aura complétement résolu le probléme que nous avons posé. Cela conduit a
voir ce que I'on peut faire des développements tayloriens divergents, pour lesquels
les notions élémentaires ne donnent plus rien, mais qui n’en remplissent pas
moins formellement le méme role que les séries de Taylor convergentes.

La marche que nous suivrons consistera donc & généraliser les notions élé-
mentaires concernant les séries, de fagcon que nous en arrivions a faire usage
de celles-ci, méme quand elles ne convergent plus, en sauvegardant toutefois
le principe de la permanence des formes opératoires ('), comme on a fait
dans la Théorie des équations algébriques en inventant les racines imagi-
naires. Clest ainsi que se pose le probléme des séries divergentes.

53. Il importe de se rendre compte, par avance, des difficultés que I'on ren-
contrera.

Etant donnée une série numérique convergente ou non,
T R T o 2 R T

on devra lui donner un sens arithmétique au moyen de convenlions telles que la

valeur qu’on lui attachera soit celle que prend pour 3 =1 la fonction définie par
la série entiére
Og—+ 0445 4+ a3 324 ..+, 3. . .,

a supposer que cette série soit convergente dans un cerlain cercle décrit de z — o
comme centre. Plusieurs conséquences découlent de la.

D’abord nos conventions devront tomber en défaut lorsque la sérieEa” 3h

. 0
aura son cercle de convergence comme coupure (du moins, tant que nous n’au-

rons pas généralisé la notion de prolongement analytique). On sait que c’est le

cas général, si 'on part d’une série arbitrairement donnée. Mais, dans la pratique,

(1) HANKEL, Vorlesungen itber complexe Zahlen.
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les séries que 'on rencontrera seront liées a des fonctions analytiques générales,
c’est-a-dire engendrées par elles et non posées a priori; or, les fonctions inter-
venant surtout par leurs points singuliers, il faut regarder comme général le cas
ou la distribution de ceux-ci est quelconque; alors la série de Taylor correspon-
dante aura sur son cercle de convergence un point singulier au moins et trois
au plus; le prolongement sera possible. Nos conventions seront donc valables
pour la plupart des cas usuels.

D’autres difficultés paraissent plus sérieuses. On voit sans peine que les con-
ventions a faire doivent étre telles qu’une série a termes tous positifs puisse avoir
pour somme (quand elle est divergente) un nombre négatif ou méme imaginaire.
Il peut méme se produire des circonstances (a4 cause de la non-uniformité des
fonctions) ol notre série devra avoir plusieurs sommes suivant le chemin suivi
par s pour arriver au point 1 (*). En un mot, dés que I’on abandonne les notions
classiques de convergence, il est forcé que I'on rencontre des périodes pour les
séries comme on en a trouvé pour les intégrales.

54. En parlant du probléme des séries divergentes entendu comme je viens de
le dire, je me trouve amené a signaler un autre probléme connexe dont j’aurai
aussi & m’occuper.

Existe-t-il des raisons permettant d’attribuer un sens a certaines séries de
Taylor dont le rayon de convergence est nul et, si oui, quelle fonction faut-il
attacher & une pareille série de Taylor?

On sait que I'on rencontre souvent, au moyen de développements ordonnés
suivant les puissances d’une variable, des solutions formelles de certaines équa-
tions différentielles : on verra que, dans des cas trés étendus, ces solutions
Jormelles définissent des solutions effectives.

55. M. Borel (2) est le premier qui ait abordé méthodiquement, du moins pour
le cas général, 'examen du probléme dont je viens de rappeler I'énoncé. Avant
lui, Stieltjes s’en élait déja occupé, mais seulement pour les séries développables
en fractions continues convergentes d’un certain type. Aprés lui, MM. Leau (3)
et Servant (*) ont examiné les mémes questions, sans apporter toutefois un prin-
cipe de solution noueeau. Je lerminerai ce court Historique par une seule re-

I— 2z I—23

(1) Exemples : L ! :2% (pour 3 =—2, 3 =+ 2) et =Ez'l (pour 3 = 2),
1 0

(2) E. Borer, Journal de Mathématiques; 1896, et Annales de I’Ecole Normale; 1899.
(3) Leau, Comptes rendus; 1898.
(*) SErvANT, Comptes rendus; 1899.
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marque : Cauchy fut le premier & faire comprendre la nécessité des discussions
de convergence et le premier aussi 4 montrer (notamment a propos de la célébre
sévie de Stirling) qu’on pouvait tirer légitimement parti des séries, méme lors-
qu’elles étaient divergentes. On connait enfin les travaux de M. Poincaré sur les
séries asymplotiques dans la théorie des équations différentielles linéaires.

Sans parler des généralisations possibles (indiquées d’ailleurs par I'auteur lui-
méme), la méthode de M. Borel consiste a faire correspondre a la série numé-

o -]
rique Zan la série entiére Ea,,z” et a celle-ci I'intégrale
0 0

@
® naon
e—a 2 EnE 7 da.
. nl
0

M. Borel montre que la somme ainsi donnée a une série entiére coincide avec
la somme ordinaire lorsque la série est convergente. Nous avons eu déja 'occasion
d’utiliser plusieurs fois ce procédé de sommation. Mais il est temps maintenant

de présenter quelques observalions a son sujet.

Si la série Ea,,z" définit une fonction entiére, elle est convergente dans tout
0
le plan (z) et la méthode de sommation de M. Borel ne peut rien donner de plus

que la méthode ordinaire.

Si la série Ea,,z" posséde un cercle de convergence fini, on est ramené a
0
I’étude de la fonclion entiére associée

®

%n ~n
0~ .
Enl

0

L’emploi de la méthode de M. Borel a donc pour résultat de dilater le cercle de
convergence jusqu’a l'infini. Mais cela ne constitue qu’un déplacement de diffi-
culté, utile seulement dans des cas parliculiers (si I'on ex&apte ceux ou 'on par-
vient ainsi & montrer que la série donnée admet son cercle de convergence comme

coupure). En réalité, on a balayé toutes les singularités que posséde Ea,,z"
' 0

dans le plan et on les a condensées a 'infini : il faut ensuite faire une étude aussi

difficile que I'étude du prolongement de la fonction donnée, celle de la fonction

entiére associée aux environs de son point essentiel & infini.

Au contraire, si la série Ean 3" a un rayon de convergence nul, la méthode de
0
Fac.de T., 2 S., I 52
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M. Borel apporte quelque chose de tout nouveau. La fonclion associée présente,
en effet, alors (au moins dans des cas étendus) un cercle de convergence fini.
L’intégrale peut donc définir une fonction analytique bien déterminée que I’on

C

atlachera a la série toujours divergente Ean z". La question est ramenée & ’étude
0

du prolongement de la fonction associée : on a, en somme, analysé les singu-

larités primitivement mélées en O en les dispersant le long d’un certain cercle,
et 'on posséde alors, en quelque sorte, le germe d'une fonction bien définie.

On voit, pour conclure, que la méthode si intéressante de M. Borel invite a
chercher, par d’autres voies, des procédés de prolongement qui permettent de
Pappliquer autrement qu’a des exemples tout a fait particuliers. C’est & quoi nous
aménent sans peine les méthodes exposées dans les Chapitres précédents.

56. A la série numérique divergente
w
pE
0
®

E o,z

0

jJ'attache la série entiére

Supposons d’abord que celle-ci ait un rayon de convergence fini. Soit f(z) la
fonction qu’elle définit. Admettons, pour fixer les idées, que f(z) existe dans
tout le plan et soit holomorphe, sauf en des points singuliers isolés. A la série
numérique donnée, je fais correspondre la valeur f(1), unique ou non suivant
que f(z) est uniforme ou non, finie ou non suivant que z =1 est ou non un point

singulier de f(z) ('). Cela fait, je dis que la série 21,, est sommable et que sa

[}
somme est f(1).

Les méthodes exposées plus haut, permettant de mettre f(z) sous forme d’une
intégrale définie et ainsi d’étudier cette fonction dans tout le plan, établissent des
caractéres de sommabilité des séries.

I est visible que, si la série est convergente, la somme que nous lui attribuons
par le procédé que je viens de décrire coincide avec lasomme ordinaire ; la notion
de série sommable constitue donc une généralisation légitime de la notion de
série convergente.

Les propriétés bien connues du prolongement montrent en outre que, si I'on
suit plusieurs procédés de sommation diflérents pour la méme série, on retombe

(1) I1 peut se faire que f(1) reste fini bien que & =1 soit un point singulier.
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toujours sur la méme somme; en elfet, une série entiére ne définit qu’une seule
fonction, comme 'a montré Weierstrass. La somme attachée a une série som-
mable est donc un véritable {nvariant par rapport aux procédés de calcul qui
peuvent la fournir.

Parmi toutes les maniéres de mettre f(z) sous forme d’intégrale définie, 1l y a
évidemment celle de M. Borel, dont on retrouve ainsi comme cas particulier le
procédé de sommalion. On peut remarquer que nos méthodes établissent, en
somme, des caractéres de sommabilité (en prenant ce mot au sens de M. Borel) (*).
Mais il n’y a pas avantage ensuile & recourir au procédé de M. Borel, puisque ces
mémes théorémes donnent immédiatement le prolongement cherché. En outre, la
méthode que je propose offre cette propriété, qui peut ére précieuse, de se préter
a des variations innombrables suivant les besoins du calculateur.

Nous arrivons aussi a généraliser I'idée de limite, la quantité o, ayant une

»
limite généralisée sila série E(a,, — a,_y) est sommable.
0
Les divers procédés de sommation que I’on peutappliquer 4 la méme série con-
duisent a la méme fonction, mais les régions de sommabilité peuvent étre diffé-
rentes. Ainsi l'on a

I

1 e 1 ' T dy
= —— e dr — —- . .
Vi—s VrnJ, vz T’f Vy—y) 1—=7

La premiére intégrale n’est valable que si la partie réelle de 5 est inférieure a1,
tandis que la scconde est valable pour tout le plan. ‘

On remarquera que I'emploi des intégrales définics étudiées plus haut fournit
en général une région de sommabilité aussi grande que possible, ce que ne donne
pas directement 'emploi des intégrales a limites infinies telles que celles de
M. Borel. En outre, nous arrivons a trouver, a partir d’une série de Taylor, les
diverses branches de la fonction envisagée, ainsi que les points singuliers de
celle-ci et leur nature. Possédant une expression analytique de f{z) valable pour
lout le plan, nous avons aussi le moyen de calculer numériquement cette fonc-
tion en lout point ou elle est réguliére. « 1l me reste, disait M. Borel & la fin de
son premier Mémoire sur les séries divergentes (), a émettre le veeu de voir la

(1) En effet, Ia fonction entiére associée a une fonction étudiable par les méthedes des

Chapitres précédents peut étre mise, elle aussi, sous forme d'intégrale définie <telle que

. .
f o(ax)esx dx> et I'on sait alors en calculer la valeur asymptotique, en sorte que I'on par-
0

vient a discuter lintégrale de M. Borel.
(?) Journal de Mathématiques, 1896.
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notion de somme s’étendre aux séries divergentes dans lesquelles S, augmente
indéfiniment par valeurs de méme signe el pour lesquelles notre méthode ne
donne aucun résultat. Rien ne prouve qu’il soit impossible de parvenir a ces
sommes et de jeter ainsi un jour tout nouveau sur I'étude des fonctions analy-
tiques et, en particulier, des fonctions non uniformes. » CG’est pour répondre a
ce desideratum que j'ai entrepris les présentes recherches; on voit que notre
notion de sommabilité s’étend a bien des cas laissés de c6té par M. Borel.

Les séries sommables peuvent étre maniées dans le calcul comme si elles
étaient convergentes, par exemple au point de vue de I'intégration ou de la déri-
vation terme & terme.

Il faut remarquer qu'une série divergente sommable numérique est toujours
calculable par un procédé qui ne dépend que de la valeur des termes successifs

w

de la série donnée. Soit, en effet, Ean cette série. Si 'on se reporte au Cha-

0
pitre II du présent Mémoire, on voit que la somme de notre série est la limite de

I’expression

o T'(nt +1)
E n+1)a

0

lorsque ¢ tend vers 1 par valeurs réelles croissantes. Il n’y a d’exception que si la
droite joignant l'origine au point 1 passe par un point singulier de la fonction

@

E IO!,LZn,

0

ce dernier point étant en outre compris entre Porigine et le point 1.
Si o, est une fonction analytique d’une variable complexe u holomorphe quel
que soit n tant que u reste dans un cerlain domaine T et si I'expression

T'(nt+1)
2 I'(n—+1) on (1)

tend uniformément vers une limite dans les mémes conditions, il est clair que
cetie limite sera une fonction analytique de w holomorphe dans T.
Voici un exemple. Prenons la série trigonométrique

4
z o, einw
0

et supposons que &, soit de la forme

1
b,,f o(x)x" dz,
0
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, 1 L. . .
A b, tendant vers zéro avec —- La série en question peut étre divergente. Con-
n

sidérons alors la fonction associée

o
f(z) :2 oc,,z”ei’“‘,
0

convergente pour |z|<C1.0On a

f(;):fo’@(xm(ﬁ_;m) dz,

G désignant une fonction entiére. D’on

f(x)zfo‘rp(x)G(l—_—ﬁvW) dz.

/

On voit donc que :

1° Notre série trigonométrique est sommable;

2° Sa somme est une fonction analytique de u, admettant la période 27 et
réguli¢re sur toute paralléle a I'axe imaginaire du plan u dont P'abscisse n’est pas
égale a I'un des nombres 2k = (4 entier);

3° Les séries obtenues en dérivant terme a terme la série donnée sont encore
sommables et ont pour sommes respectivement les dérivées de la somme de la
série primitive.

Bref nous pouvons faire complétement I’étude de la série en question et il en
sera de méme pour toute série trigonométrique dont les coefficients auront I'une
des formes envisagées au Chapitre 1V.

57. Passons & 'examen des séries entiéres dont le rayon de convergence est
nul. L’observation des faits analytiques naturels nous apprend qu’en bien des cir-
constances une fonction précise doit étre regardée, a Uexclusion de toute
autre, comme définie par un tel développement. Un calcul formel quelconque,
exécuté sur la série divergente, correspond alors a un calcul semblable portant sur
la fonction associée. Les écrits des anciens géométres abondent en exemples de
pareils phénoménes. Mais comment régulariser cet apercu? La résolution du pro-
bléme des moments nous a fourni une premiére méthode basée sur ’emploi de
certaines fractions continues. Toutefois il y a lieu d’'insister davantage. D’ailleurs,
fidéle & l'esprit dans lequel j’ai commencé ce Mémoire, je ne m’occuperai pas
d’étre complet sur la nouvelle question que j’aborde ainsi : mon but sera surtout
de découvrir des cas bien nets que 'on puisse traiter pratiquement.

Soit

(v ianz”
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un développement taylorien qui n’est convergent que pour z = o. Imaginons que
I'on ait mis a, sous la forme

a,,:anf ¢(z)z" dz;
0

la série

©

(2) Zanzn

0

ayant un cercle de convergence fini et définissant une fonction F(z) qui n’admet
pas son cercle de convergence comme coupure. Je pose

(3) f(z):f"’@(xmm)dw

et je conviens de dire que la série divergente (1) est sommable et a pour
somme la fonction f(z).

Une discussion s’impose. Je supposerai d’abord F (z) holomorphe & I'intérieur
d’un certain angle ayant son sommet au point z = o et s’étendant jusqu’a I'infini.
Je supposerai, en outre, que F(z) se comporte, pour les valeurs de z dont le mo-
dule est trés grand et dont ’argument reste compris entre les deux limites qui
définissent ’angle précédent, de telle facon que les intégrales

fwcp(z)F(P)(zx)xP dx

soient absolument et uniformément convergentes, F(? désignant la dérivée
d’ordre p de F et z restant dans angle de régularité défini plus haut. Si ces
conditions sont remplies, on voit aisément que f(z) est une fonction analytique
de 5 holomorphe dans l’angle considéré.

Remarquons que f(z) admet le point =0 comme point singulier. En utili-
sant une expression introduite par M, Borel ('), on dira que f(z) est une fonc-
tion d’espéce (A). Cela signifie, comme on sait, que les quantités

S0 (3)
p!

tendent respectivement vers les coefficients a, quand 5 tend vers zéro en suivant
un chemin contenu dans I’angle d’holomorphisme.

Un lien manifeste existe entre la méthode que je viens de rappeler et le pro-
bléeme des moments. D’autre part, les procédés de prolongement analytique

(1) Mémoire sur les séries divergentes (Annales de U’Ecole Normale supéricure, 1899).
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étudiés au Chapitre IV trouvent ici leur emploi en permettant de reconnaitre
pour des cas élendus que F(z) satisfait aux conditions prescrites. Il est bon de
noter une fois de plus combien sont étroitement connexes ces trois problémes des
séries divergentes, du prolongement analytique et de l'inversion des inté-
grales définies.

Plusieurs fonctions f(z) correspondent a la méme série divergente (1). Cela
tient & ce que I'on peut, en général, décomposer de plusieurs fagons différentes le
coefficient @, sous la forme indiquée et aussi a ce que le probléme des moments
n’admet pas une solution unique. Bref, il'y a des fonctions (A) (') pour lesquelles
tous les a,, sont nuls. Telle est, par exemple, la fonction

w
Q) [ et sinya
0

De semblables fonctions jouent, dans la sommation des séries divergentes, le
méme réle que les constantes arbitraires dans une intégration. On pourrait en
chercher la forme générale. On pourrait également chercher de quelle maniére
peuvent étre modifiées les fonctions ¢ et F sans que 'intégrale (3) cesse de repré-
senter la méme fonction f. L’intégration par parties et le changement de variable
fournirait, a cet égard, des théorémes simples sur lesquels je n’insisterai pas. En
se bornant aux solutions du probléme des moments obtenues dans le Chapitre VI,
on écarte toutes les fonctions telles que (4). Il ne reste donc que deux questions
a examiner : Peut-on faire un choiz entre les diverses fonctions f(z) qui cor-
respondent a une méme série (1)? Quel réle sont susceptibles de jouer dans
le calcul les fonctions ainsi choisies?

On a déja donné deux réponses différentes 4 la premiére question. 1l faut d’ail-
leurs remarquer que, si les deux méthodes qui en découlent sont a la fois appli-
cables a une méme série (1), elles conduisent & la méme fonction f(3z).

La solution de Stieltjes consisle & poser systémaliquement

. all — l’
c’est-a-dire

1

F(z)= T

— 5

Je ne m’en occuperai plus.
La solution de M. Borel consisle, au contraire, a laisser F quelconque, mais

a poser
o(x) =e*.

C’est cette solution que je vais étudier, en la modifiant un peu.

(1) Jétends un peu le sens donné par M. Borel a cette locution.
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Soit la série

que nous supposerons compléte, ou du moins préalablement rendue telle par un
changement de variable 2z’ = z7 (¢ entier). Bornons-nous au cas ol o, est de la

forme
a,=(prn+1)a,,

p désignant un nombre positif et @, le coefficient général d’une fonction F(z)
remplissant les conditions énumérées plus haut (*). Ce cas est celui que I'on ren-
contre le plus souvent dans la pratique. Il est clair que, les a, étant donnés, on ne
peut jamais ni les décomposer de deux maniéres différentes de la fagon que je
viens de dire, ni les mettre sous la forme voulue pour deux valeurs distinctes
de p; cela résulte immédiatement de la considération de la valeur asymptotique

. 1
de la fonction T et de ce fait que (a@,)" doit avoir I'unité pour limite supérieure
quand n devient infini.
Cela posé, on a
1

I‘(pn—{—l)::%f e“”ﬁx;~ix"dx;
0
d’on
> ° 11
f(z):Ea,,z":;—)f e~ P xF(zac')dac.
0

0

by

Nous avons la un principe de choiz permetiant d’associer a la série diver-
gente (1) une fonction f(z) bien déterminée et unique. Pour p =1, on retrouve
la méthode de sommation exponentielle de M. Borel.

Dans bien des cas, on pourra sommer la série (1) sans faire usage de la marche
réguliére que je viens de décrire. Il arrivera souvent qu’on oblienne toujours la

méme somme. Mais ce sera un point a établir directement dans chaque cas.

58. On peut étendre au cas général que nous envisageons les théorémes dé-
montrés par M. Borel pour p=1: je vais 'indiquer bri¢vement.

Yintroduirai la notion de série entiére d’ordre p : cela signifiera une série

©
Ea,,z” pour laquelle «, sera égal & I'(pn --1)an, a, élant le coefficient général

0
d’une série entiére dont le rayon de convergence est différent de zéro et de

Pinfini.

(1) Des généralisations s’oflrent d’elles-mémes : leur étude conduirait & classer (autant
que faire se peut) les types de divergence.
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On élablit facilement les propositions suivantes :
1° Une méme série ne peut pas étre a la fois de deux ordres différents;
2° Une série peut n’étre d’aucun ordre assignable;

3° Une série d’ordre o a un cercle de convergence fini;

4° Une série d’ordre négalif définit une fonction entiére I:pour les séries
? ’ : all
d’ordre négatif, on pose o, = T+ 1) 1):];

5° Une série d’ordre positif est loujours divergente.

On voit que 'ordre p mesure en quelque fagon le degré de divergence de la
série.

Je m’occuperai surtout des séries d’ordre positif. Une pareille série divergente
sera dite sommable dans un angle « issu de Uorigine si le procédé régulier de
sommation indiqué au n° 57 lui fait correspondre une fonction holomorphe 4 I'in-
térieur de l'angle o dont le sommet est en O et dont 'ouverture peul varier
de 04 2am.

Je me propose de démontrer deux théorémes :

° Les séries divergentes sommables sont maniables dans le calcul comme
des séries convergentes;
2° Il suffit qu’une série divergente sommable vérifie formellement une
équation différentielle algébrique pour définir une intégrale eflective de
cette équation.

Quelques remarques nous conduiront au but.

Soit d’abord

. 1 P 1y n%
f(z) -—Eana _; e xP .L‘P ZI‘([)IL—{—])
(]

0

Sitous les o, sont nuls, f(z) est identiquement nul. Réciproquement, si f(z)
est une fonction d’espéce (A) et si toutes ses dérivées S?(z) tendent vers zéro
quand z tend vers zéro en restant dans I'angle d’holomorphisme, f(z) est iden-
tiquement nul, ainsi que tous les «,. Donc une série sommable d’ordre p ne
peut représenter zéro sans étre identiquement nulle et, par suite, deux séries
d’ordre p sommables dans le méme angle ne peuvent représenter la méme
Jonction que si elles sont identiques.

Il est clair aussi qu’une combinaison linéaire quelconque a coefficients con-
stants de séries d’un méme ordre p sommables dans un méme angle est encore
une série sommable d’ordre p. La somme de la série finale s’exprime a l'aide des
sommes partielles, comme le coefficient général de la série finale a I'aide des coef-
ficients de méme rang des séries combinées. La méme proposition s’étend d’ail-
leurs & une combinaison linéaire de séries sommables d’ordres différents, pourvu

Fac.de T., » S., 11 53
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que 'on puisse regarder celles-ci comme de méme ordre <en introduisant au

besoin sous le signef des fonctions entiéres), sans que la sommabilité cesse de

subsister pour les séries en question dans un méme angle 2 : ordre final est alors
I'ordre maximum des séries combinées.
Cela posé, j'appelle transformation de M. Hadamard la transformation qui

» ® ®
. , . . , . N . ;.
fait correspondre la serleE %y Ba 3" aux serlesz o, 5" etz Buzt. St les séries

1] ) 0

composantes sont sommables dans un méme angle et respectivement d’ordres p
et q, la transformation de M. Hadamard donnera naissance & une série ré-
sultante qui sera encore sommable et d’ordre p + q. Cela résulte de ce que

2B~ T(pn +1)T(gn + vya,b,
=TI(p+qg)n+1]Bpn+1,qn+1)[(p+q)n-+1]a,by

et de ce que, d’aprés le théoréme de M. Hadamard, la série

EB(pn + 1, qre+O[(p+q)n—+1]a,b,s"
0

® w0

est prolongeable si les séries Za,, 3" etE b, 3" le sont elles-mémes, comme cela
0
a lieu par hypothése ().
On étendrait facilement ce théoréme comme au Chapitre V.
Nous pouvons toujours supposer que la région de sommabilité de la série

~ . . . , ..
Za,, 5" contient les points correspondant a des valeurs réelles et positives de z.
0
1l suffit, pour obtenir ce résultat, de faire au besoin d’abord une substitution

(3, ei®z), w étant convenablement choisi. On peut alors écrire, aprés un change-

ment de variable évident,

L1 '°° —('—:); u Fl’—‘ du
f(~)~—;/0 e (—) Fu) %,

(1) Il faut se rappeler qu'on a

1

B(pn—+1,gn-+1) :f @xPr(1 — x)1n dx,
0

en sorte qu’on peut appliquer les méthodes du Chapitre IV & I'étude de la série

EB(pn +1,qn-4-1)3".
)
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avec
o, "

F ( u ) st F(—p—ﬁ;——ﬁ .
0

Cette formule, immédiatement établie pour z réel et positif, s'étend d’ailleurs
sans difficulté au cas général.

De la peut se déduire, en suivant une marche tout a fait semblable a celle que
M. Borel indique pour le cas de p =1, le théoréme suivant :

E'tant données deux séries d’ordre p sommables dans le méme angle, leur
produit effectué comme si elles étaient convergentes est encore une série som-
mable du méme ordre, dont la valeur est égale au produit des valeurs des
deux séries facteurs.

Un cas particulier inléressant est celui ot l'une des deux séries données se
réduit a un polynome entier en 5 : 'ordre ne varie pas par le fait de la multiplh-
cation, la sommabilité subsiste, la somme est multipliée par le polynome envisagé.

in effel, posons

5= aP, == ry
il vient
£ 0
. - ds
/(:):/ e "F(er)—.
oy £

Le raisonnement de.M. Borel, relatif au cas de p =1, peut alors étre refait ic
sans modification notable (*).

Je me bornerai a développer tout au long comme exemple la démonstration du
théoréme suivant :

Etant donnée une série sommable d’ordre p, la série dérivée est encore

sommable et du méme ordre et sa somme est la dérivée de la somme de la
série primitive.

On a, en effet,

1 » 4
/"(:):}I)-;/_’i l/ l“((‘l’)eu;(v—r‘—g—;{;>(ls‘
0 \
I 1771 ) ® ¢ [ * ._y_d‘;
f ) —= —237P - [ op) ( X _ (P Eietal
(3) » _ [ I(")l,zd\é’ ) [ F(er)e e

Une intégration par parties donne
1 » o
- —1 —— .
(z) =3P eI (prye (A »
0 1‘2

(1) Cf. BoreL, Mémoire sur les séries divergentes, p. g2-94 (Annales de I’Ecole Nor-
male supérieure, 1899). :

ou bien
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c’est-d-dire ~

® 1 1
w\P 51
3 f1(3)= ;j / e <E> <g>’ uF’(u)du

0 g

Or wF'(u) correspond a z f'(z) comme F(u) & f(z). Dou la conclusion
annoncée.

De loutes ces propositions réunies, on tire immédiatement le théoréme sui-
vant :
Si lon a un polynome entier par rapport & une variable z, & une série
@

sommable Z ap 3" et a ses dérivées jusqu’'a un certain ordre, ce polynome est
0

lui-méme une série sommable qu’on peut former en effectuant tous les cal-

culs comme si les séries maniées étaient convergentes.

La somme de la série finale est d’ailleurs composée avec la somme de la série
donnée comme le polynome lui-méme est avec celle-ci. Si donc la série finale
est identiquement nulle, ¢’est-a-dire si la série donnée vérifie formellement
l’équation différentielle obtenue en égalant le polynome a zéro, c’est que la
somme de la série donnée est effectivement une intégrale de cette équation.

Ces derniéres propositions montrent bien que I'attribution de la somme f(z) a

©

la série divergente Zoc,,z”, par le procédé du n° 57, correspond en fait & une
- v

L2
réalité. La série 2‘ a, 3" représente, sans ambiguité, la fonction f(z) qui lui est
0

©
attachée. Le choix de la fonction f(z) pour étre associée a la série E @, 5" n'a

0
rien d’arbitraire, mais, au contraire, il s’impose impérieusement.

Ces résultats divers ne sont pas trés nouveaux. M. Borel en avait déja exposé
le principal. Mais il s’était borné au cas de p = 1. Je devais reprendre la question
rapidement pour en généraliser la solution.

Je vais maintenant établir des caractéres de sommabilité qui permetient de
manier pratiquement les séries divergentes. Auparavant, je citerai quelques
exemples relatifs a des séries classiques.

59. Soit la série

on a
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C’est une fonction holomorphe dans tout le plan, a 'exception des points o et .
La partie positive de 'axe réel est en apparence une coupure : cela Lient a ce que
JS(z) n’est pas uniforme. Ses diverses branches se déduisent de la branche princi-

pale par addition du terme

LI
2kmni—-e *,

on voit que, pour ce terme additif, z = o est un point singulier essentiel; pour
la branche principale, au contraire, 5= o0 est un point singulier de I’espéce (A),
c’est-a-dire que f(z) et ses dérivées y restent finies, sauf peut-étre si z tend vers
zéro par un chemin qui rencontre I’axe réel du c6té positif.

On connait le rdle que joue f(z) dans la théorie de logarithme intégral

. T
Li(z) = je—~f<— ;f),
. . 1 I . .
On sait aussi que :f<:> est la valeur de la fraction continue de Laguerre.

.

60. Un des usages auxquels on peut employer la série (1) consiste a trouver
une fonction génératrice des quantités a,. Ici, il n’y a pas de discussion spéciale
a faire, tous les procédés de sommation sont également bons.

Cherchons, par exemple, une fonction génératrice des nombres de Bernoulli B,,,

©
B ,,2n
n*
A

® p2n—1
B,= hn [ d dx.

(2m)2”, , €S—1I

sous la forme

on a

On peut donc poser

E Bn 32n —

Fllcx
Q
]
|

c’est-a-dire

f,(z):161r2z2f d dz
0

pr— (Anz_zzxs)z'

D’autre part, si on suit le procédé régulier de sommation, on doit faire p =1,
et 'on trouve

Fs >-22§ 2,

(27‘[)"”
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C(s) désignant la fonction de Riemann
d’ou

Par suite, on peut poser

: . .
:l.'.‘
f2(z) =222 e—xz T AL
4 ;,‘]) -— 3T
0

1

En écrivant le second membre sous forme d’une série d’intégrales, et en chan-
geant z en px dans le terme général de cette série, il vient

En intégranl par parties, on constate que

Ji(3) = f2(5).

Donc les deux procédés de sommation conduisent ici au méme résultat : c’est li
un fait trés fréquent.

Remarquons que, pour calculer f,(z) réguliérement, nous aurions dé poser
#*= 7 afin de rendre la série compléte. Il aurait fallu prendre alors p = 2. Mais
on aurait retrouvé le méme résultat, a condition de faire le changement de va-
riable z* = 2/. C’est la un fait général, comme on le voit sans peine.

La fonction f(z) trouvée est d’ailleurs bien une fonction génératrice des B,
puisque c’est une fonction (A) (*). Nous avions déja fait un raisonnement sem-
blable a propos de la fonction génératrice des polynomes P,(z) étudiés plus
haut.

61. Soit maintenant la série de Stirling

®

2 (— 1)n—1 .
an(2n—1) 208
1
Le procédé de sommation qui nous a donné tout a 'heure f,(z) fournit ici,
comme fonction attachée i la série de Stirling, I'intégrale

- z
J(s) = - [ T'l—— arc tang dx;
T

J, ef—1 273

(1) Cf. n° 30.
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on en déduit, en intégrant par parties,

7(2) ”I 1 dx
3)=—23 ” ;
—e% [p23? 29
o i e 4m -+
or
p=w
1 e~prx
I—e‘x_Z P’
p=1
b R
d’ou
£ @
J(3) ) Jp—_
5)=—=23% e T e e s
N 4 praii- 2
0 1

aprés une transformation trés simple. Toutes ces formes équivalentes de f(z)
correspondent & des procédés de sommation différents que 1'on définirait aisé-
ment.

D’autre part, le procédé de sommation régulier donne ici

)

p=w

2) = 92 _x a r x? )
Sf(3)=2 e 2 [21:[); arc tangzﬁp; ; L,(l + -ﬁﬁ*pf52>] dr.

L p=1

En intégrant par parties, il vient

1 N I x
-\ — . — — ap .
f(.,)—ﬁ 0/ e 2 Palctanggﬂpsdx.
i 1

C’est la méme chose que
1 X
J(3) == e~P* arc tang —— du,
TC 275
A "

comme on le voit en changeant # en pz dans chaque terme de la série obtenue.

Mais

S(2)=

T x
- arc tang ——d.r.
Joo et —1 2T 3

"

On retrouve bien la méme fonction f(z).
Les diverses expressions que nos procédés de sommation fournissent pour-la
fonction f(z), attachée a la série de Stirling, montrent que l'on a
I

S(5)=LI(z)— (;_ ;) Ls+ s - Lyar,

/
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comme il le fallait. (Voir, par exemple, le Cours lithographié de M. Hermite,
XIVe Lecon.)

Dans les deux derniers exemples de séries sommables, la coupure est I'axe ima-
ginaire tout entier. La région de sommabilité est donc constituée par une moitié
da plan (z). Les intégrales obtenues sont d’ailleurs les unes paires, les autres

mmpaires, par rapport a z.

62. Considérons encore les intégrales de Fresnel, que 'on rencontre en

Opuique dans la théorie de la diffraction

oon
i :f cos - 2 dy,
o 2

3
J :[ sin = ¢2dy.
2

Cauchy a montré que I'on pouvait poser

[ 1 . T i
I:;+Msm z?—Ncosgs-,

VA

(1)

1 .
J:E—Mcos 32— N sin

w1l A

\

M et N étant certaines fonctions de 3. Ces fonctions, si I'on essaye de les or-
. 1 , .
donner par rapport aux puissances de -, donnent les développements divergents
z

suivants :
1

@
M:Z (—n)r1.3.5...(4n —1) oo
i ~
0

1
N .—_‘.2(—1)”.1.3.5...(An—l)m7
[J

qu'on désigne sous le nom de séries de Cauchy. Or si 'on tient compte de la

ERBOEDINEL
0

formule

2P v»n

on trouve, en faisant successivement p = 2n dans la relation précédente et dans
celle que 'on en déduit en changeant p en p -1, que les séries de Cauchy sont

trés facilement sommables

-3 ®
M:Mr‘. f o2 dx
0

Vr st + ot

bz [ g dx
N= —= €Y S AT
\/7,_- A w3t 4o
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Les deux fonctions ainsi associées aux séries de Cauchy sont holomorphes, mais
admetlent comme coupures (apparentes) les bissectrices du systéme des axes du
plan (3).

Je ne m’arréterai pas a vérifier que le procédé régulier de sommation donne ici
le méme résultat. Mais, en supposant z réel, je vais faire voir que les fonctions
que nous venons de déterminer permettent de calculer effectivement les intégrales
de Fresnel.

Dérivons les formules (1) par rapport a z. On a

T . T . T T . R
‘ cos-5*= M’'sin=s52—N'cos —z2+ 7r:<M cos — 3=+ N sin = :.2>,
2 2 2 2 2
(2) «
. T T ., LT . T, s
( sin és'—’:—M’cos;:?——l\’sm552+7rz<M sm;sz—Ncos;s‘-’).

Il suffit de vérifier ces formules (2), ou, ce qui revient au méme, les formules

(3) sN+M =o,

wnzM — N =1,

qui n’en sont qu’une combinaison linéaire.

y/;x:ﬁ:t

dans les intégrales M et N. Il vient

- ® T2
M:E 6_ 2 e ’
TJ, 1+ ¢

N__\/E we—’”;" ede
- rJ, 14t

La vérification est alors immédiate.

Or, posons

63. Prenons, pour terminer, un exemple plus général, oti nous aurons a nous
servir de nos méthodes de prolongement.
Soit
o, =T (pn+n1)a,,

avec
1
a, = bnf Q ()/)‘,Vn d)’,
0

1
. ’ ™ ’ A l r_* *r
la quantité |A™ b, |" tendant vers zéro en méme temps que —- La série associée
n

Fac. de T., 2 S., 11 ‘.)/;
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©

1
F(sx) :Ea":"x" :f ¢(y) G <ﬁ5> dy,
o 0

G désignant une fonction entiére. Si z n’est pas réel et positif, z variant de o
a -+ oo, cette fonction est holomorphe; d’ailleurs, quand zz devient infini, ce ne
peut étre qu’avec un argument non nul et alors la fonction associée reste finie.

On a donc
1 1

f(Z):Eotnz" : %f e‘x;x;_lF(zx)dx.
0 0

La série étudiée est sommable : sa somme est une fonction holomorphe

I

pour toute valeur de z, sauf peut-étre pour z réel et positif.

Des conclusions semblables subsistent évidemment si F, au lieu d’étre de la
forme indiquée, est d’une facon générale étudiable par nos procédés de prolon-
gement. Nous avons ainsi des cas trés étendus o l’on peut faire correspondre
une fonction bien définie a une série entiére dont le rayon de convergence
est nul. Cela résulte, comme on le constate aisément, de ce fait que les diverses
séries dont nous avons appris, dans les Chapitres précédents, a effectuer le pro-
longement restent finies ou au plus comparables 4 une puissance de = pour les
valeurs de z dont le module est trés grand et 'argument différent de certaines

valeurs critiques.

Concrusion ¥iNALE. — Une série de Taylor dont le cercle de convergence
est écanouissant définit, sous de trés larges conditions relatives a la nature
analytique pour n infini de son coefficient général oy, une fonction holo-
morphe & Uintérieur d’un ou plusieurs angles issus de O, et cela par U'em-
ploi d’un procédé régulier de sommation qui fait correspondre & une série
donnée une fonction bien déterminée et unique.

Je n’insisterai pas sur les conditions précises trouvées plus haut pour que a,

soit de I’'une des formes visées ici.

64. Je dis, pour terminer, que nos séries sommables appartiennent a la caté-
gorie des séries asymptotiques éludiées déja par M. Poincaré.

Soit, en effet, une série divergente

[ » RN
1 po=—1
o= Ea”:": ——/ e~* g F(sr)dez,
0 P ° -
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avec
1
) d)/
Fm;/<m*;~
o ¢ 1—Lty
Posons
Op = Qg+ 0 5 =+ 0y 3* o st

il vient ‘ '

ad 11
0o—o0 5 p o—+n
—‘—~7!—‘—” — :f =" 2P F,(sx)dz,
0

< 14

en écrivant

rm—awﬂwamy dy = v Fy (2).

Pourvu que z ne soil pas réel et posilif, on voit que |F, (zz)| reste inférieur a un
nombre fixe assignable, quand 2 varie de o & + 0. Donc le lappmt % tend

uniformément vers zéro en méme temps que z. Clest la déﬁmuon méme
donnée par M. Poincaré des séries asymplotiques.

La méme conclusion subsiste évidemment quel que soit le procédé de som-
mation adopté.

Les régles de calcul des séries asymplotiques démontrées par M. Poincaré au
Chapitre 1 du Tome 1I des Méthodes nouvelles en Mécanique céleste sont donc
toutes applicables a nos séries sommables.

En particulier, revenons a 'exemple cité plus haut. Supposons que z ait une
valeur réelle et négative. Supposons, en outre, que la fonction ¢ (y) soit positive
dans I'intervalle (o, 1), en sorte que tous les coefficients a, soient positifs,

On vérifie aisément alors que

| F, (sw)l < Apis
d’olt
{ — %n

s+t ) < %p+ge
L’inégalité
1 @ — 9 l < Opq J s ln—{—l

montre que, sil'on s’arréte & un certain terme de la série divergente donnée pour
I'évaluation rapprochée de ¢, on commet une erreur moindre que la valeur
absolue du premier terme négligé. Si les termes commencent par décroitre pour
croitre ensuite, il y a intérét & s’arréter immédiatement avant le plus petit terme;
Perreur est alors minimum et, d’ailleurs, d’autant plus petite que | 3| est lui-
méme plus petit. Cette circonstance avait déja été signalée par Cauchy a propos
de la série de Stirling; on voit qu’elle est trés générale. C’est sur une remarque
de ce genre que 'on peut baser un emploi légitime des séries divergentes dans le
Calcul numérique, notamment en Astronomie ou en Physique.
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, . . . .

Jajoute que les conclusions de ce paragraphe subsistent mutatis mutandis
st F(¢), au lieu d’étre de la forme prise ici comme exemple, est de I'une quel-
conque des autres formes éludiées an Chapitre 1V.

65. Finissons par une derniére remarque, que je me contenterai encore d’établiv
sur un exemple.

Soit
1
at,L:nIf o(y)y"dy;
0
on a
1
Py — dy
F(t)—u(?(}’):tfy
el
f(z):f e*F(z2)dx;
0
d’ou

f(;):fwvfle‘xcp(y)l—[lf—:%)t—y-

Mais, d’autre part, en employant le procédé de sommation de Stieltjes, on

trouve
o ["6(2)
fo=[ T e,

avec

G(x)-—-f %@(y)e_7dy-

On voit que le procédé de sommation de Stieltjes et celui de M. Borel con-
duisent ici au méme résultat. C'est 1a un fait qu'il serait aisé de prouver en
général.

I1X. — ConcrLusIoN.

66. Il est bon de résumer en quelques mots les principaux résultats acquis
dans le présent Travail et de rappeler, avant de finir, le but que nous nous pro-
posions d’atteindre.

J’ai développé, dans ce Mémoire, une méthode qui permet, pour des cas
étendus, I'étude compléte d’une fonction définie par une série de Taylor ou par
d’autres séries analogues. J'arrive ainsi, grace a lemploi de certaines intégrales
définies, d’une part a ellectuer pratiquement le prolongement analytique d’un
développement taylorien quiadmel un cercle de convergence fini et, d’autre part,
a donner un sens a certaines séries enliéres toujours divergentes.

L'idée qui m’a dirigé dans ces recherches est la suivante : wne intégrale de-

.
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Jinie est une expression beaucoup plus simple qu’une série, du moins en ce
qui concerne la représentation de certaines fonclions usuelles, du type de celles
qu’on rencontre le plus fréquemment dans les applications.
Plusieurs des résultats que j'ai obtenus ont été publiés déja par MM. Borel
" et Leau dans des Mémoires qui n’avaient pas encore paru au moment ol mes
recherches étaient terminées. Mais, en ce qui concerne l'étude des fonctions
données par leur développement taylorien, la méthode que je propose me semble
fournir plus de renseignements que celle dont M. Leau s’est servi. En outre, elle
“se préte & une foule d’autres applications, concernant en particulier la théorie des
séries divergentes. Sur ce dernier point, J’ai cherché surtout a compléter les tra-
vaux récents en découvrant des cas précis et suffisamment généraux, ou l'on
puisse utiliser, dans la pratique, cerlaines méthodes de sommation dues a Stieltjes
et a M. Borel.
J’ai été conduilt & distinguer cerlains ensembles dénombrables de coefficients «,,
Jouissant de la double propriété suivante :
1° o, est une fonction analytique de n = e holomorphe pouf p >0,
et o |<<w,, gy et w, désignant deux constantes positives.

Lia . 1 . .
2° Liow] tend vers zéro avec —» quel que soit w, pourvu que 'on ait |w | < w,.
p

Pour me borner ici au cas le plus simple, je supposerai

1
oy = G(n)f o(x)z"dr,
0

G (n) étant une fonction entiére d’ordre inférieur a 1. On peut alors énoncer les
théorémes suivants :
o

Tutorkme I. — La fonction Eauz" est holomorphe dans tout le plan, sauf
0
peut-étre pour z réel et supérieur a 1: elle est d’ailleurs représentable dans
tout le plan par une certaine intégrale définie qui fournit, a partir de la
série donnée, les éléments d’une étude compléte de la fonction envisagée.
©

. o
Tutoreme II. — L oncti ntiere e Y] or el .
HEOREME a fonction entiér E T(pn 1) (p entier et positif)
0

peut étre mise, elle aussi, sous la forme d’une intégrale définie qui permet
généralement d’en calculer la valeur asymptotique.
w
Tatorkme HI. — Une série trigonométrique telle que Zan cosnz est con-

0
vergente ou sommable. Sa somme est une fonction analytique dont on peut

obtenir les dérivées successives par dérivation terme & terme. On peut d’ail-
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leurs faire I’étude de cette fonction dans tout le plan, en ’exprimant encore
par une intégrale définie; et ces conclusions s'étendent & d’autres séries

procédant suivant des fonctions ¢,(z) dont on connait la fonction géné-
ratrice.

Tutorime IV. — Le probléme des moments peut étre résolu sans ambi-
guité pour des nombres donnés de la forme n'la, ou (n!)2x,.

Tutorime V. — Les séries divergentes du type EI‘(pn.—{— 1)o, 5" sont

0
asymptotiques et sommables.

Ces résultats ont été généralisés de bien des fagons; par exemple :

.o i . .
1° S1 %‘—’ est développable pour les grandes valeurs de n suivant les puis-
n

1
sances de —;
n

2° Sta, = G(a,), a, étant du type
1
av=(n+1)7 [ g(a)erde,
0

et G désignant une fonction entiére d’ordre inférieur a
30 Si

.
3

1
q
J— zn
ap = 2 Ap,nSps
0

les £, désignant des nombres donnés et les @p,n des quantités présentant, quel
que soit p, par rapport a n, les caractéres indiqués plus haut.

Il est sans doute inutile de faire remarquer combien il resterait de travaux a
poursuivre dans les diverses voies que j’ai abordées. J’ai voulu surtout indiquer
un principe de recherche et monlrer, par quelques exemples. avec la connexité
de certains probléemes, I'intérét qu’il y aurait a développer le calcul inverse des
intégrales définies. Mais bien des questions demeurent en suspens, qui feront
I’objet d’autres Mémoires.

Je termine en énoncant la possibilité d’étendre la plupart des conclusions et
des méthodes que je viens d’exposer au cas des séries multiples et des fonctions
de plusieurs variables indépendantes.



