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PROBLEME

DE

REFROIDISSEMENT D'UNE BARRE HETEROGENE,

Par M. W. STEKLOFF.

1. 1l s’agit, dans ce Mémoire, d’étudier le probléme classique de refroidisse-
ment d’une barre hétérogéne et de généraliser certains théorémes que j’ai
énoncés en 1898 dans les Comptes rendus de I’ Académie des Sciences (*).

Prenons la direction de labarre pour I'axe des §; soient o et X les coordonnées
des extrémités de la barre.

Le probléme se raméne a I'intégration de 'équation aux dérivées partielles

U o9 a0

(I) gm:xn'd—g—l[},

jointe aux conditions

‘nﬂ-—-hU:o pour (—=o,

oF
(2) :
oU ' .
(ng-:—l—HU:O pour :=X,
S
(3) U=/(&) pour ¢—=o.

Dans ces équations, ¢ désigne le temps, U la température de la barre, g la
chaleur spécifique, n le coefficient de conductibilité, Z le coefficient du pouvoir
émissif dans chaque section transversale de la barre; % et H sont des constantes
positives, f(§) est une fonction donnée de la variable £ dans I'intervalle de o a X.

Quant a g, n, {, ils restent positifs dans I'intervalle considéré.

Remarquons encore que g et n ne s’annulent pas dans cet intervalle.

(1) W. STekLoFF, Sur le probléme de refroidissement d’une barre hétérogéne (Comptes
rendus, 17 janvier 1898).

Voir aussi mon travail portant le méme titre, inséré dans les Communications de la
Société mathématique de Kharkow en 18g6.

Fac.de T., 2* S., 111, 36
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Posons
U=Ae*V,
V étant une fonction ne dépendant pas de ¢, A étant une constante arbitraire,
k élant un nombre positif.
. Le probléme se raménera a I'intégration de I'équation

T
(4) C—;Ezszr(gk_z)V:o,

jointe aux conditions aux limites

av -
‘nz.?—hV:o pour ¢=o,
(5) { >
( av HV = ¢=X
.v'l?lg“’— =0 ] pOUI‘ C}-—x .

I1 existe une infinité de nombres positifs

| kl) k?’ /‘"37 A"~, /{,,,

e

et de fonctions correspondantes

Vl’ V‘z’ V:b ety Vn’ L]

vérifiant les équations (4) et (5).
La solution du probléme se représentera sous la forme de la série’

U= i A,,‘ e~ kutV,,

n=1

si nous choisissons les A,(n=1, 2, ...) de facon que l'on ait

DAV =/(E)
n=1
dans D'intervalle de o a X. _

L’existence des nombres k,(n=1,2,...) a été démontrée pour la premiére -
fois par Liouville et Sturm (en 1836 dans le Journal de Liouville, t. I), mais le
probléme de développement d’une fonction arbitraire en série procédant suivant
les fonctions V, n’a encore été résolu en toute rigueur que dans quelques cas

particuliers (*).

(1) Voir C. JorpaxN, Cours d’Analyse, t. 111, p. 394-412. Paris; 1887.
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La solution générale de ce probléme, sous cerfaines conditions assez générales
par rapport & la fonction donnée f, fera I'objet du Mémoire qui va suivre.

2. Posons
¥t
d‘l'r-_—_ —-;) ‘
n

el prenons z pour la nouvelle variable indépendante.

Posons encore .
Pt(ij):"g’ (]r(E.):’llx

pi(§) et ¢, (&) étant les fonctions positives, dont la premiére ne s’annule pas
dans Uintervalle (0,X).

Désignons par p et ¢ ce que deviennent p,(§) et ¢, (E), si 'ony remplace § par
son expression en .

L’équation (4) devient alors

av
(6) Tt Tk =)V =o.

Désignons par a et b les valeurs de z correspondantes a E—=oelf=X.
Les conditions aux limites (5) seront transformées dans les suivantes

dav _

i hV =o pour x =—a,
(7) N | o

— +HV=o0 pour =z =1b.

dx

Il est clair que
azo, b>o, b—a>o.

3. Désignons, en général, par F' et F” les dérivées du premier et du second
ordre d’une fonction quelconque F.
Considérons I'équation

(8) Vi gV f=0, a<a<b,

jointe aux conditions

V'(a) — h V(a)=o,

(9) V/(b) +HV(b)=o,

J étant une fonction quelconque, continue dans I'intervalle (a, b).
Désignons par ¢,, ¢, deux solutions indépendantes de I’équation

(10) - Vi—gV=o.
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L’intégrale générale de 'équation (8) sera donnée par la formule

V: LII vy + l\lz Vay
ol

A
X
V
1\1,:02~-f I g,
A A
C, et G, étant des constantes arbitraires,
V1 Vg
A= ., |=const.,
vl 2

d’aprés le théoréme de Liouville.
Il ne reste qu’a satisfaire aux conditions (g).
Posons, pour abréger,

Am(x):v,j fv,dx—-—vzf' Sode.

On peut écrire
V=2=_C0; + Cy0y + m(zx).

11 est évident que
m(a)=o, m'(a) =o.

Substituant cette expression de V dans (g), il viendra
Cilvi(a) =R oi(a)] + Cy[vs (@) —h va(a)] =0,
Ci[v1(8) + Ho (8)] + Go[05(6) + Hoa(8)] = n (5),

ou 'on a posé
—n(b)=m'(b) +Hm(b).

On peut toujours supposer que le déterminant

vi(a)y—ho(a) vy(a)—hvy(a)
o1 (0) +He (b) vy (b) +Hey(0)

soit différent de zéro.
On trouve alors

C,— — (@) — hvx(a) ”D’””(“) n(b)=A,n(b),

G= A AD ) g n(o).
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L'intégrale cherchée de I’équation (8) se représentera sous la forme suivante
V=An(b)o,+ Ayn(d)v,+ m(x).

Désignons par M le maximum des modules de ¢y, ¢s, ¢} et ¢, dans l'inter-
valle (a, b).
Ona

im (@)1 < 230 (17 1de < R <f’dw>,

, 2M*Vb—a ) :
|mi(2) | < mf |/ de < 22— <ff dx)-

D’autre part,

| A (B) 01| <[A[M[|m/ (&) +H]|[m(b)]].

Par conséquent,

1
2

b
lAln(b)v1|<Q,<f f’dw> ,

Q, étant un nombre fixe ne dépendant pas de f.
Nous trouverons de méme

b T
IA2n(b)V2l<Ql<f f’dx) .

b
(11) vi<Q [ sda,

Il s’ensuit que

Q étant un nombre de la méme espéce que Q,.

4. Cela posé, considérons I’équation
(12) V't (kp—q)V+[f=o,

jointe aux conditions
V'(a)—h V(a)=o,

(13)
V'(8)+HV(b)=o.

Proposons-nous de développer V suivant les puissances croissantes de &

V=y,+ ko4 k2og4... 4+ kv, +
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On trouve les équations”. -

‘ "U—Q"o—*"'f =0
Oy — q9n+P¥n—1=0 .

(t4) (a <z < b).

avec les conditions aux limites

: vp(a)—hv,(a)=0 :
(15) f : © (n=o,1,2,...).
0 (5) + Ho,(b) = o

On peut calculer tous les ¢,(n = o, 12, .. .) par la méthode indiquée dans
le numéro precedent
Considérons I'intégrale

b
‘Vnun = f PVYm%n dx.
a
Il est aisé de prouver que

7 o — —
( 16) W myn — Wm+1,n——'1 — e e— W/)t+s,/z-.v,

s élant un nombre entier quelconque, plus pelit que 7.
On a, en effet, en vertu de (14),

b . b
' " " e
(l 7) wm,n :f qYm+1Yn dx **f Cn Ve da ;
a a
mais
b v ab
" . ’ b ot ,
f O Oy A2 =[v, Vzn+1]a_f Y Visy ATy
a a
b e

ro —_ ’ b "
f vn "m+1 dx —_ [Vn V/u+1]a ——/ "m—H Vn d.l’
a a . -

b - b ' :

J— ’ b , .

— [‘)n Vm—H]a‘"f 9V m+1.9n dx +f PYm+1Vn dl‘,
. a . . «

c’est-a-dire

b

b b
f Yn V:n+1 dz :f 9Ym+1Yn dx _“f PYm+1Yn d(L‘,
a a a

puisque, en vertu de (15),

’ ’ [
[V,, Ym+1— ¥n v}n+11u T 0.
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L’intégrale (17) deviendra donc
b

\vnz,n - / PYm+1Yn dr= "Vm:H J-=1
oy

ce qui démontre les égalités (17).

Posons maintenant
m-—+n—2s;

il viendra
. b .
wm,”:f pVidz>o.

Nous désignerons cette intégrale simplement par Wy,.

Posons ensuite
m-4-n—2as—I..

On aura

b
([8) Wm,n:f PVs—19s dz.

" Nous désignerons cette intégrale par W,_ ;.
Il est aisé de voir que tous les Wi(k =0, 1,2,...) sont positifs.

On a, en effet,

b b
(18") W%_,:[ pvs_,vsda::f vs(qvs— vy) dx
b ‘ ‘ b '

= [ qurde —plir [ (e)dx>o,

puisque, en vertu de (15),

—[0s9.]2 =H 02(b) + hv2(a)>o.

5. L’égalité (18) donne immédiatement

+3 .
Wi, <Wya Wy,

ou
W, '< V/W25+2’

VWois VW

et cela quel que soit I'indice s.
On a, d’autre part, en tenant compte de I'inégalité (11),

(19) 1< Q f poi, de < QB f pri, dz=QBW,_,,

B étant le maximum dep dans l’inl.ervalle donné.
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De cette inégalité on tire
W< QBi(b —a) Wy s =N2W,,_,,

et cela quel que soit I'indice s.
On obtient ainsi les inégalités suivantes

W, W,
5/——‘<...<—\/¢—’<...<N.

VW, VWasos

VW,

() VW,

<

6. Désignons maintenant par p le rayon de convergence de la série
o+ koy+ K20y ko, 4. ...

L’inégalité (19) nous apprend que

D’autre part, le méme rayon p ne peut surpasser le rayon de convergence de la

série
/

u’on peut, en s’appuyant sur les égalités (16 résenter sous la forme suivante
q peut, pPpuy 8 y P

b b

b
pvgda‘—{—kf pvov,dx—l—...—l—k"f PVovndx .. .,

Wot+r kW i+, ..+ k"W, +....

VWanss

Il s’ensuit que

oS lim Y2222
l Th=w \/w2n
On a donc précisément
P
o= lim YVnz,

n=w on

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorime. — L'intégrale de Uéquation (12) satisfaisant aux conditions
aux limites (13), considérée comme fonction du paramétre k, est une fonction
holomorphe en k & U'intérieur du cercle, décrit du point k = o comme centre,

\/w2n—2 .

2n

de rayon

p:lim

n=ow

7. Traitons maintenant le probléme d’intégration de ’équation (12) & un autre
point de vue.
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Désignons par w, et w, deux solutions particuliéres indépendantes de I'équation

V'+(kp —q)V =o.

On sait que w, et w, sont des fonctions de z et de k, continues ainsi que leurs

dérivées par rapport & x dans l'intervalle de @ 4 b pour toutes les valeurs du

paramétre 4.
L’intégrale générale de I'équation (12) se représentera sous la forme

V =D,w,+ D,w,,

D,:C,—;—f %dx,

D,— c,—f fX” dz,

C, et C, étant des constantes arbitraires,

ou

A=

Wy Wy
. | =const.,
W,

d’aprés le théoréme de Liouville.
On peut donc écrire
V=Cw,+ Cyw,+ I(x),

S(x):wif %dx—u@f ﬁ%dx.

Cette expression de V satisfera aux conditions (13), si nous posons

ol I'on a posé

Ci[wy(a) —h wi(a)] + Co[ W) (a) — hwy(a)] =o,
Ci[wi(6) +Hwi(0)] + Co[w) () + Hw, (b)] = k(0),
k(b)=—[%'(b) +HZ(b)].

Ces équations donnent

C1 QI Cz Q2

~ w(k)’

Q, et Q, étant les constantes bien déterminées,

wi(a) —hwi(a) wy(a)—h wy(a)

w(k)= .
wi(6)+Hw (b)) w,(b)+ Hw,(b)

On peut donc écrire

_ Qw4+ Quw, W
(21) V——W +3’(.Z‘)—-m(k))

Fac. de T., 2°S., III. 37
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W étant une fonction de « et de &, holomorphe en %, quelque grand que soit 4.
On sait que 1’équation
w(k)=o

n’admet qu’une infinité de racines simples, réelles et positives (), que nous dési-
gnerons successivement par

(22) ki, ky kg ooy ky,

Les fonctions p, ¢ etles constantes 4, H étant données, lesnombres &, (n=1,»,...)
ne dépendront que de l'intervalle (a, b).

Nous avons vu (théoréme du n° 6) que la fonction V ne peut étre holomorphe
que pour les valeurs de £ plus petites que

D’autre part, W est une fonction holomorphe en k quelque grand que soit 4.
On en déduit immédiatement le théoréme suivant :

Tutorime. — L'intégrale de I'équation (12) satisfaisant aux conditions (13),
considérée comme fonction de k, est une fonction méromorphe en k n’ayant
que des pdles simples, réels et positifs qui font tous partie de la suite de
nombres kp(n=1,2,...).

8. La fonction W [dans la formule (21)] satisfait évidemment & 1'équation
W'+ (kp—q) W+ fw (k) =o,
el aux conditions aux limites

W' (a)—h W(a)=o,
W (b)) +HW(b)=o.
Sil'on pose
k=kn,

kn étant un nombre quelconque de la suite (22), on obtient une fonction V,
satisfaisant aux conditions
Vit (kap—q)Vo=0, a<z<b,
V;L(a) —h Vﬂ(a) =0,
Vi, (b)+hV,(b)=o.

(1) Voir, par exemple, C. JorpaN, Cours d’Analyse, t. I, p. 394-412, Paris; 1887.
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On retroave ainsi ce théoréme connu :
Tatorime. — Tout intervalle donné a, b donne liew a une infinité de

nombres positifs
/{1’ k‘Z’ R} kn., ]

et de fonctions correspondantes

,
Vl) V°7 ) \n’

vérifiant les équations
(23) V,.+ (kap—q) V=0, a<<x<<b (n=1,2,...)
jointes aux conditions aux limites

, V,(a)—h V,(a) =0 -
(24) , (n=r1,2,...).
Vi, (b)+HV,(b)=o0
Les constantes h, H et les fonctions p, q étant données, les nombres
kp(n=1, 2, ...)ne dépendront que de l’intervalle (a, b).
Chacune des fonctions V, sera bien déterminée, si nous ajoutons encore la
condition suivante

b
(23) j pVide—=1 (n=1,2,...).
a
Les fonctions V,(n=1, 2, . ..) satisfont auzx conditions
' b
(26) f pV.Vude=o si mzZn.
a

9. Reprenons maintenant les solutions particuliéres ¢, et ¢, de I'équation (10).
Il est aisé de voir que I'intégrale générale de I’équation (23) peut étre repré-
sentée sous la forme suivante :

) V,.=D,¢,+ Dy,
si 'on pose

b X%
D1:01+knf L0 g,

b
D,—Cy— /fnf 1 VlAV" dz.

/ x xr
O R dx>;

Posons encore
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on aura

(27) Vo=0Cy0,+ Cyoy+ r(2).
Introduisons les notations suivantes :

ay=vi(a)—ho,(a), ay=v,(a) —hvy(a),
by=v,(b)+ Hy (d), by =0, (0) + H oy (),

—s(b)=r'(b)+Hr(b).
Il est évident qu’il suffit de poser

C1a1+ Czazz o,
Cibl +C2b2>: S(b)

pour que les conditions (24) soient satisfaites.
Ces équations donnent

a a
Ci=— ﬁs(b), C,= ﬁ’s(b),
ou I'on a posé
a, a,
b by |

Substituant les valeurs trouvées de C, et C, dans (27), il viendra

b b x x
(28) V,=k, <M,f psz,,dx—sz pv,V,,dx—i—%f p%V,Ax—%f pv,V,,dx\),

ou

M, = bz(ai"lz)z az"ﬁ)_

_ b1(a:"2—‘a2"'1)’

M= DA
De Iégalité (28) on tire, en répétant les raisonnements du n° 3,
(29) |V, | <Nk,
N étant un nombre fixe.
10. Soient « et V deux fonctions de x, continues dans I'intervalle (@, b).

Supposons encore que V ne s’annule pas dans cet intervalle.
Envisageons I'identité de M. E. Picard

(R VIR 2/
(30) (V! —V'u) 4 d <uV

2
Ve () - Ve = e,

k étant une constante quelconque.
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Posons
sink(b— ) — sink(a — z)
V= i .
sink(b— a)

La fonction V satisfait aux conditions

V"4 k2V =o, a<ax<<b,

V(a)=1, V()=r,

reste conlinue, positive et ne s’annule pas dans l'intervalle (a, ) pour toutes les
valeurs positives de k, plus petites que

T
b—a

L’identité (30) se réduit a

= u'?— k22,

(Vu'— V'u)? d [uV’
Vi Tdz\v

ayant lieu quelle que soit la fonction «.
Cette identité donne

Wb V)2 LAV 14 b b
[P gy [V [ e [

a

Supposons que « s’annule pour = a et pour z = b.

On aura, d’aprés ce que nous avons dit,

b b
f u”dx——k"f uldr >o
a a
pour toutes les valeurs de A2, plus petites que

2

(b—a)”’
c’est-a-dire

b

f u?dx .

a > —TE‘ .
T T (b—a)
fuzd.x ( )

11 est aisé de prouver que le nombre

K=

712
(b—a)

représente la limite inférieure précise du rapport K.
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Pour s’en assurer, il suffit de prendre pour « la fonction satisfaisant aux con-
ditions
2
u”—|——7r—u::o a<lx<<b
(b—a) ’ ’
u(a)=o, u(b)=o,
c’est-a-dire la fonction

n(x—a)

u = Bsin b —a

B étant une constante arbitraire.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Tutorime. — La limite inférieure pricise du rapport

b

f w'?dx
a

b
f wdxe
a

2

est égale a
T
(b—a)”’

quelle que soit la fonction u, continue et admettant la dérivée dans Uinter-
valle de a & b et Sannulant pour a et b.

11. Soit maintenant « une fonction satisfaisant a la condition

b

(31) f wdz = o.

Posons

v

W:f wdx.

a

Il est clair que w reste continue, admet la dérivée dans l'intervalle (b, a) et
s’annule pour a et b.

On a, d’aprés le théoréme précédent,

(32)

D’autre part, en supposant que z admette la dérivée dans l'intervalle (a, b),

b b
f wdxr — —f wu'dr,
o a



PROBLEME DE REFROIDISSEMENT D UNE BARRE HETEROGENE. 295

b
f wdx f w'2dx f udx
a _— a a

< .
b - b = o
f w2dx f w2dx f w*dx
a a a

On a donc, en vertu de (32),

d’ou
b o

b
f udx
a 2

f wdzx ( )

\%

K=

1l est aisé de prouver que le nombre
TE2

représente la limite inférieure précise du rapport considéré.
Prenons, en effet, pour « une fonction satisfaisant aux conditions

'+ k*u—o, a<x<b,

w'(a)=o, u'(b) =o.

Une telle fonction existe pour

et satisfait évidemment a la condition (31).
On trouve dans ce cas

2

-
K= —+—_.
(b—ay
On arrive ainsi au théoréme suivant :
Tutorime. — La limite inférieure précise du rapport

b

f u'rdx
a

e

f wdx
a

7-;2
(6 —a)?’

est égale a

quelle que soit la fonction u, continue, admettant la dérivée dans Uinter-
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valle (a, b) et satisfaisant & la condition

b
f udx =o.
a

Remarquons qu’on pourra, par la méthode indiquée, calculer la limite inférieure
précise du rapport considéré dans beaucoup d’autres cas, mais ici nous ne traite-
rons pas celte question.

12. Décomposons l'intervalle donné (@, b) en n intervalles partiels

(a’ al)’ (ah az)) LS ] (asy as—H)’ S (an—l) b)

Supposons que u satisfasse aux conditions
ay Asyy b
f udx =o, cee f udx =o, ce f udxr =o.
a as Ap_y
D’apres le théoréme précédent

sy
f u'rdx
a ? s

(33) " 2 T =
s+1 a -_a
f dr (@51 s)

a,

D’autre part,

b

az
u’%ix—;—f u’zdx—i—...—i—f u?dx
ay
- .

b g

f u'?dx f
\/a‘[) ) ]

Il s’ensuit, en vertu de (33), que

An—1

a, as
urdx f wdx +f wde +...+ utdx
a a,

An—y

b

f u'?dx
a Ty

._b__.._.> F’
f wrdx

{ étant le plus grand des nombres (s =1, 2, ..., n).
Le théoréme suivant est donc démontré :

- Tatorkme. — Soit u une fonction, continue et admettant la dérivée dans
Uintervalle donné (a,, a,). Décomposons cetintervalleen n intervalles partiels

(asy astq) (s=o,1,2,...,n—1).
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Si la fonction u satisfait aux conditions

sy
f udx —o (s=o0,1,2,...,n—1),

ag

le rapport

sera plus grand que %, ldésignant le plus grand des nombres

as, 1 — as (s=o0,1,2,...,n—1).

297

Si nous supposions, pour plus de simplicité, que tous les intervalles partiels

solent égaux les uns aux autres, on aurait

b

fu’zdx

a - m2n?

v b—a)y
f udx ( )

13. Reprenons I’équation (12) dun® 4.
On sait que V sera holomorphe en £, pourva que

(34)

k] <lim %

n=—auwm
2n

Remplagons f par la fonction suivante

afi+ o fs 4o+ Ay fuins

Js(s=1,2,...,n+1) étant des fonctions quelconques, continues dans l'inter-
valle (@, b), as(s = 1,2, ..., n+1) élanl des constantes indéterminées.

Tous les v,(n =1, 2, ...) dans la série (n° 4)
(35) o hkoy+. o=k, 4.

seront les fonctions linéaires des constantes .
On peut écrire

Ps== Oy sy AW+ oo+ Ay Vs g e

Décomposons l'intervalle donné en intervalles partiels

(a,ay), (ay,as), ..., (@py, ).
Fac.de T., 2° S., 1I1.

38
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On peut toujours disposer les a, de facon que 'on ait

Asty s+ A5ty
a,f vadx + otgf Vsadx 0o+ oc,,Hf Ve dZ=0  (s==0,1,2,...,n—1).
a

as ag s

Ces conditions étant remplies, on trouve, en choisissant convenablement les
intervalles partiels et s’appuyant sur le théoréme du numéro précédent,

b

12
f v dx
a

36 L
(36) v = (b—a)?
/ v2dx

*a

Reprenons I'intégrale W .
On a, en tenant compte de (18),

b A
W< ﬁf vidx, Wzs__,>/ v2dx.

On a donc, en vertu de (36),

K étant un nombre assignable.
D’autre part,
W?S*l < \/m .
W W

On peut donc disposer les a; de fagon que 'on ait

\/W” < 12'
VWi,  Kn

Mais cette inégalité entraine les inégalités [voir la formule (20)]

V W, V Won—s 1

‘/W2< < L YR o

VWo VW, VWooo, K22

Il s’ensuit qu’on peut choisir les a, de sorte que 'on ait

Vlwin I .
Kn?

p=lim

n=cw 2n—2

Mais, d’aprés le théoréme du n° 6, p est le rayon de convergence de la

série (35).



PROBLEME DE REFROIDISSEMENT D UNE BARRE HETEROGENE. 2099
On arrive ainsi au théoréme suivant :
Tutorime. — On peut toujours choisir la fonction f dans l’équation (12)

de telle fagon que la fonction V, satisfaisant aux conditions (12) et (13), soit
holomorphe en k pour les valeurs de k aussi grandes que U’on veut.

14. On peut déduire de ces théorémes quelques conséquences importantes :
on peut démontrer, par exemple, le théoréme connu que la fonction & (k) admet
une infinité de racines réelles, mais nous n’insistons pas sur ce point.

Nous nous bornerons a la démonstration du théoréme suivant :

Tutoreme. — Les racines k, de la fonction w(k), a partir d’un certain
nombre n asses grand, satisfont aux inégalités suivantes

kn > any

M étant un nombre assignable.

Posons
U=, Vi +a;Vy+...+a,V,,
as(s=1,2,..., n+1)étant des conslantes indéterminées,
b b
W:f U da, V:f U dz.
a a
On trouve

b b
W= [ VedoraYanan [ V,,Vida.

Oron a, en tenant compte des propriétés connues des fonctions V,,

b

b
f V2 d :—[HV}(b)—i—th(a)]——f gVidz -+ k,,

b b
f Vi,V doe = — Y () Vo (b) — V(@) Va(a) ~f gV,V, dz.
On peut donc écrire

W=Nuk—H [E asvs(b)]g—h[zasvs(a)]z—fabq<Zasvs>2dx.

Cette égalité montre que
(37) W< Nark,

puisque g reste positif dans I'intervalle (@, b).
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Considérons maintenant U'intégrale

K :fbp U2de.
K:E al.
Eag k,

On trouve aisément

Donc, en vertu de (37),

\i
'I'(_ < < kn’
2
as
quelles que soient les constantes a(s =1, 2, ..., n).
De cette inégalité on tire immédiatement
W
/fn > o
BV

D’autre part, d’aprés le théoréme du n° 12, on peut disposer les , de fagon que
Pon ait
w s
V7 =ay

n—1)2=Kn?,

K étant un nombre assignable.
On aura done

K
(38) kn> 5

n*=Mn?,
ce qui démontre le théoréme énoncé au début de ce numéro.

15. Supposons maintenant que la fonction f, dans1’équation
V'4-(kp—¢q)V + f—=o,
satisfasse a la condition

b
(39) f stdx:O.

L’équation précédente donne

b

b b
fV”V,de+kf pVV,,dx—f gVV, dz =o.
Or, en vertu de (23), (24) et (13),

b b b b
fV”’V,de:[V,lV’—V;LV]f;+f vv;;dx:f qVVndx—k"f pVV, dur.

a
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Par conséquent,

b
(k— /f,,)] pYV,dxr—=o,

ou, en vertu de (21),

k—k, [ .
= (F) f" pWV,dz—=o.

Supposons que k = k, soit un péle de la fonction méromorphe V.
Supposant encore que & tende vers &, et passant i la limite, on arrive, en s’ap-
puyant sur le théoréme du n® 8, a cette équation impossible

b
Mf pVide—o,

M étant une constante dilférente de zéro.

Il est donc absurde de supposer que A, soit un point critique de la fonction V,
si f satisfait a la condition (39).

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

TutoriMe. — St la fonction fsatisfait & la condition

b
f SV, de=o,
“a
le point k =k, est un point simple de la fonction V satisfaisant aux con-
ditions (12) et (13) du n° 4.
H en résulte immédiatement le théoréme suivant :

Tutorkme. — St la fonction f satisfait aux conditions

b

b b
ffVidx:o, ffVde::o, /‘and.z'zo,

la fonction V est une fonction holomorphe en k, pourvu que
k| < ka

En comparant ce théoréme a celui du n° 6, on obtient encore ce théoréme :

Tutorkme. — 8¢ la fonction f satisfait aux conditions du théoréme pré-
cédent le rapport
i YWVs
n== \/W,,

est plus grand que k,.
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il s’ensuit, en vertu de (20) (n°® 6), que dans le cas considéré

b

vldx
Wo__.f PP -
W,
f pvidx
16. Cela posé, considérons une fonction f de la variable 2z, continue et

admettant la dérivée dans 'intervalle («, b).
Posons

k2

n*

(4o) S=XAV+R,

s=1
ou

b
AS:f pfVsdzx (s=1,2,...,n).

I est évident que R, reste continu, admet la dérivée dans I'intervalle donné et
satisfait aux conditions

b

(4v) prnVde:o (s=1,2,..., n).

@

L’égalité (40) donne

b b i
Sn:/ pR?,a’x:f pfzdx-—EA‘z.

v
s=1

Remarquons que cette égalité aura lieu, quelle que soit la fonction f, pourva

que l'intégrale
b
f pftdx
a@
ait un sens bien déterminé.
On en conclut que S, décroit, lorsque U’indice n croit indéfiniment et que

la série
2
E A?

s=1

converge, quelle que soit la fonction f satisfaisant & la condition tout
a Uheure mentionnée.

L’équation (40) nous donne encore

b b N
fR’,fdx:f f’ﬁdx—zzAsf IV, d
a a a b b
+a2 A A f Vi, Vi dz + S Az f V2 da.



PROBLEME DE REFROIDISSEMENT D UNE BARRE HETEROGENE. 303

Transformons le second membre de cette égaliné.

On a
b b
[ Vide == A0 V() = hf (@) Vi@l — [ afVida + koA,
b b
f V;V’,,,dx:—[HV,,(b)V,,l(b)+hV,l(a)V,l(a)]—f gV Vo da,
b b
fV?dx :_[Hvz(b)+/zvg<a)]—f gVide + k,.

Par conséquent,

b

f R do

:[bf” dx—H[EAgV;l(b)+22A5f(b)Vs(b)—22AnA,,lV,,(b)V,,l(b):|
——h[EAgV?(a)+22Asf(a)Vs(a)—2EA,LA,,LV,L(a)V,,,(b)]
+2EA5£bqusd.r—zzAnAmfaqu,,V,,, dx—EAgfabq\'gdx
_szAg.

D’autre part, il est aisé de s’assurer que

DAIVH@) + 2 P AS(@) Vi(@) — 2 D AnA Va(2) V(@) = R3(2) — /2 (),

b b b
2 XA, [ afVede —2 R an [ IVuVudz—J A [ qVide

b b
:f qf‘zdx—/ gR2dx.

On a donc
b b
T,,:f R;gdx+HR,3(b)+hR,3(a)+f gRidz
b ' b "
:f f"*’d.z-—f—Hfz(b)—i-hf?(a)—i—f qf*dz — B kA2,
a a s=1

Cette égalité nous apprend que T, décroit, lorsque indice n croit indéfini-
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ment et que la série

iksAf.

s=1
converge, pourvu que la fonction continue [ admette la dérivée dans U'inter-
valle (a, b).
17. Cherchons maintenant une fonction V vérifiant I’équation
Vit (kp—q)V+pR,=o,
jointe aux conditions aux limites

V(e) —h V(a)=o,

Vi(b)+HV(b)=o.
Posons
V=vo+ ko~ Ko+ .. k"op+. ...

Comme R, satisfait aux conditions (41), on trouve, en tenant compte du

b
vidx
wo_f,,” :

théoréme du n° 15,

W, 0 > ky;

f pyidx

d’ou
S,
0

puisque

W2 < W,8,.

Or, on a

h

b b
Vydx—{—va(b)—i—hc’g(a):—f qv‘;;dx—f—f PR, dx.

L

On en conclut, en remarquant que ¢ reste positif dans U'intervalle («, b),

b

(42) f o2 de 4+ Hod (b) 4+ hot (a) < VWo /S

D’autre part, moyennant les équations

ot —qv,+pR, =o, a<x<<b,
vy (a) — h vo(a) =o,

vo (b)) +Hy,(b) =o,
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on trouve aisément

b b
S.= —HR,(b) 0, () — kR, (a) ¢o(a) —f R}, 0, d +f g 9o R, d;

d’ou

b b b
<[HR°(b)+hR (a)+f R;fdx+f qR,‘fda:][Hc'g(b)—!—/wg(a)—i—f o;;zdx+f qogdx]

et, en vertu de (42),
S, \/Wo
N3 \/S_"
/ R dz + HR2(b) + AR? (a)+/ gR:dz

<L
A‘“

De cette inégalité, en remarquant que

T,__[R"dx—i—HR,’,(b)—th(a)+ qB"dx

va

on tire I'inégalité suivante

qui aura lieu quel que soit l'indice n.
Il en résulte que S, tend vers zéro lorsque n croit indéfiniment, puisque T,
q n q )
décroit et &, tend vers infini d’aprés le théoréme du n°® 14.

On trouve ainsi
lim S, = o,

n=—owo

c’est-a-dire

(43) fpfzdxzzAz.

s=1

18. Nous avons supposé que f admette la dérivée dans I'intervalle donné, mais
cette derniére restriction n’a rien d’essentiel.

L’égalité (43) aura lieu, quelle que soit la fonction f, continue dans I'inter-
valle considéré.

Il suffit, pour la démonstration, d’appliquer le théoréme connu de M. E. Picard
sur le développement d’une fonclion continue en séric absolument et uniformé-
ment convergente procédant suivant les polynomes entiers.

En répétant textuellement la démonstration qui a servi & démontrer le théo-
réme analogue pour les fonclions harmoniques de M. Poincaré (') ainsi que

(') W. STEKLOFF, Sur les fonctions harmoniques de M. H. Poincaré (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, t. I, p. 285287 ; 1900).
Fac. de T., 2 S., III. 39
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pour les fonctions fondamentales ('), on prouvera aisément ce théoréme gé-
néral :

Tutorime. — Quelle que soit la fonction f, continue dans Uintervalle donné
deaab(b>a),on atoujours

fabpf2 dz :iA’.

s=1

‘Remarquons qu’on peut établir cette égalité pour toute fonction f, limitée
dans Pintervalle donné, en employant la méthode indiquée (2); mais peu
importe.

19. Soit maintenant ¢ une autre fonction quelconque satisfaisant a une seule

condition
b

f P2 dx < Q,

a
Q étant un nombre fixe.

Multiplions I'équation (40) par ¢ el intégrons-la de = z, & une valeur quel-
conque de z, z, et z étant compris dans l'intervalle («, b).

On trouve

ffupdx:EAsf WV, dz + r,

Ty

s=1
ol l'on a posé
o f R,{ da.
Il est évident que -
] T'n l < N\/Sn)

N étant un nombre fixe.

On en conclut, en tenant compte du théoréme du numéro précédent, que

limr,=o,
n—oaw

c’est-a-dire

(44) f:ﬂpdx:éAsf:wsdx.

s=1

Démontrons que cette série converge uniformément dans l'intervalle donné.

(*) W. STEKLOFF, Les méthodes générales pour résoudre les problémes fondamentauxr
de la Physique mathématique (Edition de la Société mathématique de Kharkow,
p. 250-255. Kharkow; 1901).

(2) W. StekLorF, Les méthodes générales, etc., p. 255-257. Kharkow; 1gor.
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Désignons par P la somme de cetle série, par P, la somme de ses n premiers
termes.

On a
P'—Pll!:lrnl-

-

b
Comme S,, :f pPR2 dz tend vers zéro, lorsque n croit indéfiniment, on peut
a
toujours trouver un nombre v indépendant de z et tel qu’on ait, pour n>v,
|P-—P,|<s,

quel que soit le nombre positif ¢.
Donc, la série (44) converge uniformément dans Uintervalle donné.
On peut énoncer le théoréme suivant :

Tutorkme. — Soient f une fonction, continue dans I’intervalle donné (a, b),
)
Y une autre fonction assujettie a une seule condition

fb¢2dx<Q,

Q étant un nombre assignable.
Ces conditions étant remplies, la fonction

ffqzdx, a<z<b, a<z<bh,

est développable en série uniformément convergente de la forme suivante

x ® x b
f Jhdz =Y A, f WV, de, A= f pf V., dz.

o s=1 -

Posons, en particulier,

o= a, x = b.
On trouve

ll @
(43) [ rydz=3 A5,

s=1

ou I'on a posé
0
B,— f UV, da.

Il est aisé de voir que la série (45) converge absolument.

On a, en effet,
|AsB | <3(AJ+BS).
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Les séries

s=1

s=1

convergent (voir n° 16).

Il en est de méme de la série

NIAB,

Donc, la série (45) converge absolument.

20. Supposons maintenant que f admette les dérivées de deux premiers ordres
dans I'intervalle («, b) et satisfasse aux conditions

S'(a)—h f(a)=o,
(b)) -+ Hf(b)=o.

(46)

Dans ce cas T, tend vers zéro, lorsque n croit indéfiniment.

Je profite de I'occasion pour démontrer cette proposition, intéressante par elle-
méme :

Moyennant le théoréme précédent on trouve

fbff” dz :éAsBs,
“ s=1

ou
b
BS:f JS'Vsdex.

Or, en vertu de (23), (24) et (46),

b
Bs:f faVedz — kA,
D’autre part,

b R b
fff”dx:—[[{ﬁ(b)+/zf2(a)]—~f £ da.

On a donc
5 ° b °°
ff’zdx+Hf2(b)+/zf2(a)+ZAsf qusa’x':stAf,
a s=1 @ s=1
d’ou

b b *
ff’2dx+Hf2(b)+lzf2(a)+f af* dz = kA2,
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uisque, d’aprés le théoréme du numéro précédent
b ?

* b b
EAsf qusdx:f qfidx.

s=1

21. Supposons maintenant que la fonction continue f soit choisie de sorte

iASVS

s=1

que la série

converge uniformément dans l'intervalle donné (a, ).
Dans ce cas
R =I1limR,
n=—awo
représente une fonction continue dans cet intervalle.
On peut écrire, par conséquent,

b b
lim [pRﬁdx:f pRdz = o,

c’est-a-dire
R —= 0.
Il s’ensuit que

f: i AsVs-

s=1
Nous obtenons donc le théoréme suivant :

Tutoreme. — La série

b

(47) YAV, A= f pfVsda

a
s=1

représentera la fonction donnée f toutes les fois qu’elle sera uniformément
convergente.

22. Il ne reste qu’a trouver les conditions suffisantes de la convergence uni-
forme de la série (47).

Supposons que f satisfasse aux conditions du n° 20.

On trouve alors

b b b b
(48) k,,A,L:k,lf pr,,a’.z'f:.f qfvndx—ffv;;dx:f (@ —f")WVndz = Ca,
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d’oli, en tenant compte de (28),

N\

b b x x
AnVn:C/z<le P"z Vndx_MZf pvlvndx'—%f P"zvndl'—% [ le'Vnd.T').

Désignons par r, le reste de la série (47), Par Finy Tany Piny P2n les restes des

séries
2 Cnf P"1Vnd$, E Cnf pc’gvna’x,
n=1 @ n=1 @
3 cnf po,Vade, 20,,] pos Ve,
n= “ n=1 @
On aura ’

Yy

‘)
r,=M,ry, —Myry,+ A Pen — ‘AQ Pin-

D’aprés le théoréme du n° 19 on peut trouver un nombre v indépendant de =
et tel qu’on ait pour n >v

| Pan] << ¢, [ r1n] <¢, loan| < €, [p1n| << €.

On aura donc
|rn] <Me'=¢ pour n>v,
M désignant le maximum des modules de M,, M,, %, 2—2 daos Pintervalle (a, b),

¢ élant un nombre positif quelconque, donné a ’avance.
Donc la série

iAsVs

s=1

converge uniformément dans I'intervalle (a, b), pourvu que fsatisfasse aux condi-
tions, énoncées au début du n° 20.
On obtient ainsi ce théoréme :

Tutorime. — La série

* b
FAV, A= f pfVedz
s=1 a

converge uniformément dans l’intervalle donné (a, b), pourvu que la fonction
continue f admette les dérivées des deux premiers ordres dans cet intervalle
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et satisfasse aux conditions aux limites

S'(a) — hf(a)=o,
f1(b) +Hf(b)=o.

23. Supposons encore que f admette les dérivées des trois premiers ordres
dans Uintervalle (a, b) et que q admette la dérivée premiére dans cet inter-
valle.

On aura, en vertu de (29) et (48),

1Ca| _ Knfs 1
lAn.VnI</fu kn <? Cn+ 7{5)'

La série

i kn G

n=t1

converge d’aprés le lemme du n° 16, la série

convergera également, en vertu de (38).
On en conclut que la série

o

DAV

s=1

converge absolument et uniformément dans ’intervalle de a a b.
Remarquons enfin que les séries

D AsVi(a) et X A:Vi(b)

s=1 s=1

convergent absolument, quelle que soit la fonction continue f admetiant la
dérivée du premier ordre dans I’intervalle donné (a, b).
Cela résulte immédiatement de ce que

[A2 Vo (0)| <ku[|AnDn| +[ALE4[]B,
oul’on a posé

b b
Dn:f Py Vadz, E,,:f pva Y da.
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Dans I'inégalité précédente B désigne le maximum des modules de

4 9
M1 -+ A et M,+

B3

dans l'intervalle (a, ).
Les séries

éknA,‘i, éknnz, i“ﬂ“

n=1 n=1 n=1

convergent d’aprés le lemme du n° 16.
Donc, la série

éA,LVn(b)

n=1
converge absolument.
On démontrera de la méme maniére la convergence absolue de la série

©

DAVa(a).

n=1

24. La simple comparaison des théorémes des n° 21 et 22 nous améne au théo-

réme suivant :

Tutorive. — La fonction continue fest développable en série uniformément
convergente de la forme suivante

° b
(49) =3AVn A= [ psveda,

s=1

poursu que cette fonction admette les dérivées des deux premiers ordres dans
Uintervalle donné (a, b) et satisfasse aux conditions aux limites

( f'(a)— hf(a)=0o,

(50)
L S'(b) +Hf(b)=o.

Si f admet encore la dérivée du troisiéme ordre, la série (49) converge
non seulement uniformément, mais encore absolument.

95. Soit maintenant f une fonction quelconque ayant les dérivées des deux
premiers ordres dans lintervalle (a, &), mais ne satisfaisant pas aux condi-

tions (50).
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P’renons la fonction
Si=f+Ax+ B,
A et B étant des constantes quelconques.
On peut les choisir de fagon que I'on ait

Sila)—1N fi(a)=o,
Si(0)+Hfi(b)=o.
On trouve alors
A HUA/(@) — f(@)] — R[TLF(8) /(D]
- H+%2+HA(b—a) ’

p— (ha—n[Hf(b)+f(0)]—(+HE)[Af(a)—f(a)]
- H+h+HA(b—a)

(31)

En entendant par A et B dans f; les valeurs trouvées et en appliquant i f, le
théoréme du numéro précédent, on obtient le développement

_— o
fx:zAJV“ Ax:/ yan Vsdzx,
s=1 a
ce qui démontre le théoréme suivant :

Tatorkmr. — Toute fonction f, continue et admettant les dérivées de deux
premliers ordres dans U'intervalle donné (a, b), se développe en série unifor-
mément convergente, procédant suivant les fonctions Vi(s=1,2,...) de la
Sorme suivante

“ b
f=—Az—B+Y st (f+ Az -+ B)pV.de,

s=t
A et B étant des constantes bien déterminées, définies par les équations (51).

Remarquons que les résultats obtenus s’appliquent aussi aux cas limites
PP

de h—=o0 etde i = co.
Dans le premier cas les fonctions V,, vérifiant les équations (12), salisfont

aux conditions

V.(a)=o, V,.(b)=o,
dans le second cas aux conditions
V.(a)=o, V,(6)=o.

Faisant I’hypothése particuliére par rapport a p, ¢, H et &, nous obtiendrons
les développements divers de la fonction donnée en séries procédant suivant
les fonctions trigonométriques, fonctions de Lamé, etc.

D QI ——
Fac. de T., 2¢ 5., L. 40



