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RECHERCHES SUR L’HYDRODYNAMIQUE,

Par M. P. DUHEM.

DEUXIEME PARTIE.

SUR LA PROPAGATION DES ONDES.

INTRODUCTION.

Dans une premiére Partie de ces Recherches ('), nous avons examiné les fonde-
ments sur lesquels repose la mise en équations du probléme hydrodynamique. La
question qui se pose maintenant est la suivante : Les intégrales des équations
de U'Hydrodynamique sont-elles continues et analytiques dans tout Ues-
pace? Si, le long de certaines surfaces, elles cessent d’étre continues ou d’étre
analytiques, quelles sont les propriétés de ces surfaces? Clest a I'examen de
ces questions qu’est consacré le présent écrit.

——-0 O ———

CHAPITRE I

DES ONDES DE CHOC.

§ 1. — CoONSIDERATIONS CINEMATIQUES.

Imaginons qu’a I'instant ¢, on puisse tracer dans le fluide une surface S jouis-
sant des propriétés suivantes :

Soit M un point de la surface; soient 1 et 2 les deux cdtés d’une aire entourant
le point M, tracée sur la surface S, et assez petite pour étre simplement connexe;

(') Recherches sur ’Hydrodynamique; I'* Partie : Sur les principes fondamentaur
de I’Hydrodynamique (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2* série, t. 11,
p- 315; 1901).
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soient M, un point infiniment voisin du point M et situé du coté 1, et M, un point
infiniment voisin du point M et situé du coté 2

Lorsque le point M, tend vers le point M, ]a densité p et les composantes u,
¢, w de la vitesse en ce point tendent uniformément vers des limites py, uy,
¢1, wy ; lorsque le point M, tend vers le point M, la densilé p et les composantes
u, ¢, w delavitesse en ce point tendent uniformément vers des limites py, 1z, ¢2,
iy respectivement différentes de oy, uy, ¢4, wy.

Nous supposerons, d’ailleurs, que les quantités py, 1y, ¢y, 7y, 2ay Usy P2y V2
varient d’une maniére continue lorsque le point M se déplace sur la surface S.

Il peut arriver qu’une telle surface S existe non pas seulement a I'instant
isolé ¢, mais a tous les instants d'un certain laps de lemps; dans ce cas, en général,
la surface S ne demeurera pas fixe dans 'espace;; elle se déformera et se déplacera
d’une maniére continue; occupant la position S & l'instant ¢, elle occupera la
position voisine S' a U'instant (¢ + dt).

Par le point M menons, a la surface S, une demi-normale dirigée du coté 1; ce
sera dorénavant la direction positive de la normale ala surface S; nous la dési-
gnerons par n, et par «, 3, 7 nous désignerons les cosinus des anfrles qu’elle fait
avec les axes de coordonnées Oz, Oy, O=.

Une normale, menée en M a la surface S, rencontre la surface S’ en un point M’,
voisin du point M. Nous désignerons par 9% une grandeur dont la valeur absolue

I
sera “d“ » qui sera aff'ectee du signe 4+ si la direction MM’ coincide avec la direc-

tion n, et du signe — dans le cas contraire. Cette grandeur 9% sera, au point M,
la vitesse de déplacement de la surface S. En général, elle variera d’une maniére
continue d’un point & I'autre de la sarface S.

Prenons un point matériel p qui se trouve, & l'instant ¢, en un point M, (fig. 1),

voisin de la surface S et situé du coté 1 de cette surface. Peut-il se faire qu'a
une époque voisine de ¢ et postérieure a ¢, il se trouve du coLé 2 par rapport a la
position actuelle de la surface S?

Supposons qu’il en soit ainsi. Admettons que le point w se trouve du coté 1 de

\

la surface mobile jusqu’a Uinstant (¢ + d¢t) et du c61é 2 & par tir de cet instant; &

instant (¢ - dt), il se trouve précisément en p/, sur la surface S’
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Menons la normale a la surface S qui, issue du point M, passe au point M.
La direction MM, coincide, d’aprés les hypotheses faites, avec la direction posi-
tive n de cette normale.

Projetons la ligne brisée MM, u sur la direction n et exprimons que la projec-
tion doit étre, en grandeur et en signe, égale a I d¢.

Si 8, est la longueur MM,, la projection du segment MM, sur la direction 7 est
précisément &,.

Entre les instants ¢ et (¢ + dt), le point matériel considéré est demeuré du
c6té 1 de la surface; les composantes de sa vitesse ont différé infiniment peu de
wyy 91, wy; aux infiniment petits d’ordre supérieur prés, les composantes du
segment M, p' ont pour composantes u, d¢, v, dt, w, dt et sa projection sur la
direction 7 est (uy 2 + ¢4 3 + w,v) dt; on a donc

(1) Nodt =0, + (uya + 0,3 +wyy)dt
ou bien '

(2) 0, =0, dt,

avec

(3) V=90 — (o + 9,3 4wy 7).

L’instant (¢ + dt) étant postérieur a ¢, dt est positif; ¢, étant positif par défi-
nition, la condition (2) exige que I'on ait

(4) ©, > o.

Ainsi, pour qu'un point matériel w qui se trouvait du cdté 1 de la surface S a
I'instant ¢ puisse étre atteint par la surface S & un instant postérieur (¢ + dt), il
faut et il suffit que la quantité ¥, soit positive; I'instant ou il est atteint est déter-
miné par P'égalité (2).

Lorsqu’il en est ainsi, on dit que le mouvement 2(ps, us, ¢4, wy) se propage
dans le mouvement 1(p,, uy, vy, W) avec la vitesse ©,.

Nous pouvons traiter de méme la question suivante :

A Tinstant ¢, un point matériel @, se trouve du c6té 2 de la surface S et & une
distance normale 8, de celte surface; peut-il se faire qu’a l'instant (¢-+- d¢) il
soit atteint par la surface mobile S', et qu’il se trouve ensuite du c6té 1 de cette
surface?

Nous oblenons le résultat suivant :

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que la quantité

(3 bis) Ve = — I + s &t + 0,3 + wyy
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soil positive :

(4 bis) 0y > 0;
dt est alors déterminé par I'égalité

(2 bis) 0y = "0, dt.

Lorsqu’il en est ainsi, on dit que le mouvement 1 (py, uy, ¢, w,) se propage
dans le mouvement 2 (g2, Us, ¢2, vy) avec la vitesse de propagation ©,.

Il est clair que les trois hypothéses suivantes épuisent toutes les suppositions
possibles :

1° Les points matériels que la surface S’ affecte a I'instant (¢ + d¢) étaient, a
Pinstant ¢, du coté 1 de la surface S; par conséquent, aucun point qui était, a
'instant ¢, du c6té 2 de la surface S ne peut étre, a Pinstant (t + dt), du coté

—

de la surface S’; on a donc
(3) V>0,  WySo.

Clest le cas ou le mouvement 2 se propage dans le mouvement 1.

2° Les poinfs matériels que la surface S’ alfecte a I'instant (¢ 4 dt) étaient, a
I'instant ¢, du c6té 2 de la surface S; par conséquent, aucun point qui était, a
Pinstant ¢, du c61é 1 de la surface S ne peut étre, a 'instant (¢ + dt), du cOté 2
de la surface S’; on a donc

(5 bis) Vy > 0, ©,Zo.

C’est le cas ot le mouvement 1 se propage dans le mouvement 2.

Dans ces deux cas on dit que la surface S est une oxpE DE cHOC.

3° Les points qui, a I'instant ¢, sont du ¢6té 1 de la surface S sont aussi, & l'in-
stant (¢4 dt), du c6té 1 de la surface S'; les points qui, a I'instant ¢, sont du
coLé 2 de la surface S sont aussi, a U'instant (¢ +dt), du coté 2 de la surface S'.

On dit alors que la surface S est la surrAcE DE GLISSEMENT de deux couches
fluides 1 et 2 Uune-sur Uautre.

Laissons ce cas de c6té, pour y revenir tout a I’heure, et étudions les ondes
de choc.

Pour fixer les idées, supposons qu'il s'agisse d’une propagation du mouve-
ment 2 dans le mouvement 1; d’ailleurs, nous pouvons toujours choisir les
indices 1 et 2 de telle maniére qu'il en soit ainsi. Ce seront donc les conditions (3)
qui seront réalisées.

Considérons tous les points matériels qui, entre les instants ¢ et (¢t +dt),
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seront atteints par Ponde de choc. A Pinstant ¢, ils forment une couche comprise
entre la surface S et une surface 3, (fig. 2), située du coté 1 parrapport i la sur-
face S. Les points matériels de Ja surface S sont ceux qui sont atteints par 'onde
de choc & I'instant ¢; les points matériels qui sont, & l'instant ¢, sur la surface %,

Fig. 2.

sont ceux qui seront atteints par l'onde de choc a I'instant (¢ 4- dt). Si donc
A, = Mm, est la distance normale d’un point de la surface S a la surface X, nous

aurons, selon la formule (2),
A =0, dt

Les points matériels qui, a 'inslant ¢, se trouvaient dans la couche C,, d’épais-
seur A,, comprise entre les surfaces S et Z,, forment, a I'instant (¢ 4~ d¢), unc
couche G, située du c61é 2 de la surface S’ et comprise entre la surface §' et la
surface Z,, formée par les points matériels qui, a l'instant ¢, étaient sur la sur-
face S.

Proposons-nous de calculer I'épaisseur A, de cette couche C,.

La normale menée par le point M a la surface S rencontre la surface 2, en n,,

la surface ¥ en M’; la longueur m, M’ représente 4; et, comme la surface 3, est
du c61é 2 par rapport a la surface S’, nous sommes siirs que la direction n, M’
est celle de la normale 7.

Dés lors, projetons sur la normale » :

1° La distance a la surface S’ du point M de la surface S;

2° La distance da point M de la surface S a4 un point de la surface Z,, infini-
ment voisin du point nz,.

Retranchons la seconde projection de la premiére.

La différence sera assurément A,.

La premiére projection est, par définition, 9% dt.

Prenons le point matériel qui se trouve en M & 'instant ¢; a Pinstant (¢ + dt),
il se trouve en p' sur la surface X;; d’ailleurs, a partir de l'instant ¢, il est con-
stamment du coté 2 de 'onde de choc; le segment My’ a donc pour projection sur
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les axes coordonnés u, dt, v, dt, w, dt et, sur la normale 7,

(et tta+ Boy+ yw,) dt.
Nous trouvons ainsi

A,— [IC — (auy+ Boa—+yw,y)] de
ou, selon I'égalité (3 bis),
(6 bis) Ay=—"0,dt.
Si, comme nous 'avons supposé, ©, est positif, I'épaisseur A, et, par consé-
quent, le volume et la masse de la matiére qui, a I'instant ¢, occupe la couche Gy,

sont de l'ordre de d¢; il faut qu’il en soit de méme a I'instant (¢ + dt), ce qui
exclut 'hypothése ©, = o.

On aurait pu démontrer de méme que I’hypothése ©,> o exclut I'hypothése

¥y =o. Par conséquent, une onbe pE cuoc vérifie forcément l'une ou l'autre
des hypothéses suivantes :

Premier cas. — On a
(7) Vy>o0, V,<o.
Le mouvement 2 se propage dans le mouvement 1 avec la vitesse 0.
DeuxikME cas. — On a
(7 bis) ¥, <o, ©Vy > 0.
Le mouvement 1 se propage dans le mouvement 2 avec la vitesse ©,.

Un TrorsiiME cAs est le cas de la surface de glissement. Pour que la surface S
soit une surface de glissement, il faut et il suffit que les épaisseurs A,, A, des deux

couches C;, C; solent égales & zéro. Les égalités (6) et (6 bis) donnent alors la
proposition suivante :

Pour que la surface S soit une surrace pE cLIssEMENT de deux couches fluides
1 et 2 Uune sur Uautre, il faut et il suffit que U'on ait

(8) Vy=o, Vy=o0.
Ces égalités exigent que I'on ait
(8 bis) o(Uy— uy) 4+ B (03— 9¢;) + y(w, —wy) = o.

Revenons au cas de 'onde de choc.

Prenons un point matériel (fig. 3) situé a 'instant ¢ dans la couche G,, en un
point géométrique v, et cherchons en quel point géométrique v de la couche G il
se trouve a l'instant (¢4 dt).
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Soit 8, la distance normale uM, inférieure 4 Ay, du point v a la surface S. Le

point matériel considéré est atteint par 'onde de choc a Pinstant (¢ + dr), dt étant
donné, selon la formule (2), par I'égalité

0,
11 est alors en N.

Entre les instants ¢ et (¢ -+ dt), le point matériel est du c6té 1 de 'onde de choc.

Fig. 3.

%

N
e

Le segment v N adonc pour projections sur les axes de coordonnées, u, d=, ¢, dx,
i, dt ou bien

1 1
Uy ——> 9> Vg ——
10, 1Y, 10,
Entre les instants dt et d¢, ce méme point matériel est du coté 2 de I'onde de
choc. Le segment Nv' a donc pour projections sur les axes de coordonnées

0
2 (dt — dz7) = dt — L
s ( T) = u, i, °,’
0
vy (dt — d‘L‘) =1y dt — ¢,

—1 3
0,

(,(lg(dt — d‘l‘) =V, dt — ¥y a

3

1

Le segment vv' a donc pour projections sur les axes
u, dt 4 (u u)a’,
2 1 2/ 9
Q1
d,
vy dt + (v; — vg),a,

%
Wodt + (W) — wy) —
2 1 2 ,gc)l
Fac. de T., 2° S., 1II.
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et le segment M+ a pour projections sur ces mémes axes

U, — u
wy dt+ (| —/—=2 4+ )9,
Yy
) 0y — 0y
¢y dt +< o, +6>51,

W]'_ "V-? o~
wydt + | ——— 47 )d..
vy

Or w,dt, ¢y dt, wydt sont les projections sur les axes du segment Mu/. On
voit donc que, pour obtenir le point v/, on doit porter, a partic du point @/, un
segment dont les cosinus directeurs, proportionnels a
Uy, — U, Pp— Wy — v,

o e pp, DT

(9) o o,

dépendent de la position du point M sur la surface S, mais point de 6,, et dont la
longueur est proportionnelle a g,.

1l en résulte que tous les points matériels situés, a 'instant ¢, sur la ligne M,
normale & S et issue du point M, se trouvent, a l'instant (¢4 dt), sur la ligne
droite &/ m/, oblique a Z, et issue du point y'.

Considérons un petit cylindre droit Mm, P p, dont la base MP = dS est un élé-
ment de la surface S. Le fluide qui, a 'instant ¢, remplissait ce cylindre droit, se
trouve, & I'instant (¢ + dt), dans un petit cylindre oblique p/'m/='p’. La base de
ce pelit cylindre s’obtient en donnant a chaque point de I'élément MP une trans-
lation de composantes u, dt, ¢y dt, w,ydt; sa généralrice, que limitent les deux
surfaces 3, et S/, a des cosinus directeurs proportionnels aux quantités (9).

On a visiblement
MP = p'w'=dS,

en sorte que le cylindre droit et le cylindre oblique ont méme base. Mais la hau-
teur du premier est A, et la haateur du second est A, en sorte que le volume du
premier est au volume du second dans le rapport de Ay a A;. La méme masse
fluide qui, & l'instant ¢, remplit le premier avec la densité py, remplit le second, a
I'instant (¢ + dt), avec la densité p,; on a donc

04 A=y, A,
ou bien, en vertu des égalités (6) et (6 bis),
(10) 0,01+ p V= o.

Cette relation, dans la question actuellement traitée, joue le role d’équation de
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continuité. Elle a été donnée par Riemann (') pour le cas simple ot 'onde de
choc est plane et ou la vitesse du fluide est toujours normale & cette onde; clle a

é1¢é généralisée par M. E. Jouguet (2).

§2 -_ EXTENSION DES PRINCIPES DE L’HYDRODYNAMIQL'E AU CAS OU LES VITESSES

OFFRENT DES DISCONTINUITES.

I’étude du mouvement d’un systéme quelconque repose sur le principe sui-
vant (3) : .

Lorsqu’un systéme est en mouvement, on a, & chaque instant ¢, et pour toules
les modifications virtuelles et isothermiques que 'on peut imposer au systéme a

partir de P'état qu’il traverse & cet instant,
(r1) dG,+ d&; 4+ dt,— 6;F —o.

7 estle potentiel interne du systéme,

d&,. est le travail virtuel des aclions extérieures,
dg; est le travail virtuel des forces d'inertie,
d@, est le travail virtuel des actions de viscosité.

Le travail virtuel des actions d’inertie a pour valeur
(12) d(?j:—f("/x&r—i—'/yauv—&-‘/;és)a’m,

Yay Yys Yz €lant les composantes de I'accélération de la masse élémentaire dm,
sz, 8y, 65 les composantes du déplacement virtuel de la méme masse,
et I'intégration s’étendant a Loutes les masses élémentaires du systéme.
Evidemment, pour que ce principe ait un sens, il faut qu’a chaque instant ¢ du
mouvement, chacune des masses élémentaires qui composent le systéme ait une
accélération finie et déterminée. i
(’est ce qui n’aura pas lieu si, a I'instant ¢, cerlaines masses élémentaires dm
passent brusquement d’une vitesse w,, ¢, ¢, d une autre vitesse w,, vy, ,; dans
ce cas, la masse élémentaire dm a, a I'instant ¢, une accélération infinie. Ce cas
est précisément celui qui se présente si, & U'instant ¢, le fluide est le siege d’une
onde de choc. Le principe énoncé en I’égalité (11) perd donc tout sens si le fluide
est, a U'instant ¢, le siege d'une onde de choc.

(1) B. RieMANN, Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwin-
gungsweite (Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften su Gdéttingen,
Bd VIII, 1860. — Riemann’s Werke, p. 145).

(?) E. JoueuET, Comptes rendus, t. CXXXII, p. 673; 18 mars 1go1.

(3) Premiére Partie, égalité (2).
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Le principe exprimé par I'égalité (11) peut se metire sous une forme un peu
dillérente; cette forme est rigoureusement équivalente i la précédente Loutes les
fois qu’a I'instant ¢ chaque masse élémentaire a une accélération finie et déter-
minée; mais elle a sur la précédente I'avantage de garder un sens dans le cas ou
le fluide est le siége d’une onde de choc; nous ferons alors I’hypothése que celte
proposition, qui garde un sens, continue d’exprimer un principe exact.

Soient «, ¢, w les composantes de la vitesse de la masse élémentaire dm, a

/

instant ¢, et «/, ¢', &' les composantes de la vitesse de la méme masse ¢lémen-

taire, a 'instant (¢ + dt). Si, a I'instant ¢, la masse élémentaire dm admet une
accélération finie et déterminée dont vy, vy, 1z sont les composantes, on peut
écrire

o —u p'— W' —w

ETg T g T

S’il en est de méme pour toutes les masses élémentaires du systéme, 1'éga-
lité (12) devient

dé;—— Cl”/[(u’*u)axﬁ—(v’—— 0) 0y + (W' —w)ds]dm

et I'égalité (11) s’écrit
-~

(13) (d&e+ dG,— 0y F) dt — [[( W —u)dr + (¢'— ¢)8y + (w'—w)dz]dm = o.

Cette propesition garde un sens méme s'il existe des masses élémentaires
dm pour lesquelles, entre les instants t et (t -+ dt), les trois composantes de
la vitesse éprouvent des variations (u' — u), (¢ — ¢), (W' — w), qui sont finies,
pourvu que Uintégrale [ dm, étendue & ces masses, soit de l’ordre de dt. Nous

Jerons U’nyrornkse que, dans ce cas, cette proposition continue d’exprimer un
principe exact.

Il est bien entendu, d’ailleurs, que 'on continue d’avoir, dans toute la masse
fluide, ’
6x:5f($’y,z), 6)/:657(‘1';.)/7'5)7 53:5/‘(-1':.}':5),
¢ étant une quantité infiniment petite indépendante de z, y, 5 el f, g, A élant

trois fonctions réguliéres dans toute la masse fluide.
La formule

(<%

., 051+_076y+()65
P==Por Yoy T s
nous montre ﬂlOl'S que

dop=er(xz,y,3),

i étant une fonction finie dans toute la masse fluide.
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Partageons le flutde étudié en deux parties que nous désignerons par les indices
@ et b; tous les points matériels qui, entre les instants ¢ et (¢ —+ dt), cessent
d’avoir une accélération finie et déterminée seront supposés intérieurs a la
partie a; par conséquent, entre les instants ¢ et (¢ -+ dt), il existera une accélé-
ration finie et déterminée en tous les points de la masse b et de la surface ¥ qui
la sépare de la masse a.

Nous avons, en conservant les notations de la premiére Partie [égalités (67)],
aszanc(p, T)dm -f(x,- 8+ Yi 0y + Z; 85 + A; 8p) dm,

les deux mtégralions s’étendant a la masse fluide tout entiére.

Mais, d’une part,

/.:(P, '1‘)dm:f§(p, T) dm —|—f:(p, T)d]n_
a b

D’autre part, en vertu de sa définition [I*® Partie, équations (67)], la quan-
lité X; peut s’écrire
X = Xia + X,
Xiq étant la partie de X; qui provient des actions exercées, au point considéré,
par les diverses parties de la masse a et X3 étant la partie de X; qui provient des

actions exercées, au méme point, par les diverses parties de la masse b. Les quan-
tités Yy, Z;, A; se décomposent d’une maniére analogue. On a donc

f(Xi o -+Y; oy+7Z; 0s+A; dp)dm
— f(X,-u 02 + Y00y +Z;, 03 + Ay 00) din

+/(X[/; dx + Y0y + 2,85+ A, dp)dm
a

—+... désignant deux termes analogues aux termes déja écrits, mais ou les inté-
grales s’étendraient & la masse b.

Soient &, le potentiel interne de la masse a el §; le potentiel interne de la
masse b. Nous aurons visiblement

Or &, =01 /";(p, TYdm ——/ (Xia 02 +Yiu 0y +Liw 05 + Ay 0p) dm,

a

orF, = or [C(p, T)dm ~j (Xi 02 + Y48y + Ly 05 + Ay Op) dme.
<y 3



390 P. DUHEM.

Toutes ces égalités nous permettent d’écrire
(I[l) Brj: a'[ja —f(x,‘/, 61‘+Y‘,'[, 6y+Zi[)63+Aib 6{))({17}
a

+ 0 &, —f(Xm 02 + YiaOy + Z;y 03 + Ayy00) dm.
b

Pour simplifier le calcul du travail virtuel d&. des actions extérieures, nous
supposerons que la masse @ n’a aucun point commun avec la partie, soumise &

des déformations virtuelles, de la surface S quilimite le fluide; nous aurons alors

(15) dg, = [‘(Xeéx—l—YCByﬁ—ZeS:. + A dp)dm

“a

—l—f(X,; 6z +- Y, 0y +-Z, 05+ A, dp)dm
b
+f(Px ox -+ P, dy + P.dzs)dS.

Si nous supposons, comme nous le ferons dorénavant, les deux masses « et b
soudées'une a Vautre, le travail virtuel d&, des actions de viscosité sera la somme

des travaux virtuels des viscosités intrinséques des deux parties @ et b :
(]6) d(gu == dea -+ de/)-

Enfin, comme l'accélération est finie et déterminée en tous les points de la

masse b, il est clair que 'on peut écrire
(17) dE; = — d—l—[f[(u’—u)éx—i— (o' —¢) Sy + (W —w)dz] dm
_ f(yxéx -+ 7y 0y + s 03) dm.
b
En vertu des égalités (14), (15), (16), (17), I'égalité (13) peut s’écrire
('18) A+B=o,
avec

(19) A=dt|d¢,, — or Fa
+f [(Xe+xi/7) 8*7/‘ -+ (Ye+ Yz‘b) aj’+ (Zg—’r—Z,'[)) 83+ (Ag+ Ai/,) 6p] dl)l)’

—f [(v — u) P + (¢/ — 0) Oy + (' —w) ds]dm
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et

B ,
(20) m:dgvz)—arje—f(yx6x+yy 3y + ys0z)dm
b

4 [[(Xe—l— Xia) 0z + (Y, + Yiu) 8y + (Zo+2:2) 05 4 (Ae+ Ayg) 0pl dm

b

+f(Px6;r+ P,dy -+ P;dz) dS.

Nous allons maintenant donner de B une autre expression.

Nous pouvons, en premier lieu, donner au systéme une modification virtuelle
qui laisse immobiles et invariables tous les éléments de la masse a; A est alors
identiquement nul, et I'égalité (18) se réduit a

B
B=0o ou 7 o

Si Pon se reporte alors a I'égalité (20) et si 'on observe qu’au sein de la
masse b les composantes u, ¢, & de la vitesse varient d’une maniére continue
d’un point & 'autre et d’uninstant 4 autre, on reconnait que la question a traiter
est semblable de tout point a la mise en équations du probléme fondamental de
I'Hydrodynamique. Il est inutile de reprendre en détail la solution de ce pro-
bléme; nous pouvons indiquer d’emblée les résuliats suivants, analogues a ceux
que nous avons obtenus en la premiére Partie [ égalités (74), (75), (76)] :

1° On a, en tout point de la masse b,

z—g-— (Xip + Xia+Xe — y2) — gz =0,
(21) %I*P(Yw + Y + Yo — 7)) —qy=o,

[ 0+ ia T —72)— g2 =0,
(22) II—}—pg(Al‘g,ﬂ—Am—q—Ae)—ng%_:o,

2° On a, en tout point de la surface S, ou n; est la normale vers 'intérieur de
la masse b,
s Ncos(n, x) =Py + pa,

(23) « Mcos(ny, y) =Py + py,
M cos(n;, z) =Pz + p,.

Dans ces égalités, IT est une fonction réguliére de 2, y, z; les quantités pz, py, p-
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sont données par les égalités (48) de la premiére Partie, savoir

s Pz =— [vzCOS(n;y &) + 75 €08(7, 3) + Ty COS(N4 5)],
(24) Py =— [z cos(n; x) + vy cos(ny, y) 1z €08( 04 5)],
Pz —=— [ty cOs(ny, &) + T4 CO8(ny )+ vz COS(ny, 5)],

tandis que les quanlités gz, ¢y, - sont données par les égalités (49) de la pre-

[ _ <£)~v_‘7£ N Jdz; + dary
1=="\0x Toy " 03 )

mtiére Partie, savoir

/07 dvy ()‘rx>
b

(23) gy=— (52 + 22+ 2

Ces résultats acquis, donnons au systéme une modification virtuelle quel-
conque. Multiplions respectivement les égalités (21) par 8z dw, 3y dw, oz dw;
ajoutons membre & membre les résullats et intégrons pour la masse b tout entiére;

si nous tenons compte des égalités (24), (25) et de ’égalité
p g ) g

p==r\9x Ty T 05 )

des intégrations tres faciles transforment 1’égalité obtenue en la sulvante :

(26) [ [(Xia+Xib+Xc—7x)6x+(Yia+be—i—Ye--“/_‘Y)a)‘

b

"—_/. Ezﬁpa’m
b P

O, 06 06 (00 93
+f/, [)’” oz " oy E *\ 9Js dy

(2208 (98 00|,
+"y<5x_+d: 5= oy ox

- (Zig + Ly +Te — y:) 03] dm

—|—f7 [M cos(ny, @) —px] 0z + [Mcos(ns, ) — py] Oy
’ +[M cos(ny, 5) — ps]ds|dS

ﬁﬁ; [(M 4+ vz) cos(na,x)—krzcos(na,y)+rycos(na,s)] ox
s [7s cos(ng, )+ (Il +4vy) cos (24, ¥) 475 €08 (ng,, 3)] 0y

+ [ty €OS (R, &) + Tz €08 (724, ¥ ) + (T +4-vz) cOS(nq, 5)] 85 |dE=o,
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n. étant la normale menée, en un point de la surface X, vers l'intérieur de la

masse a.
Tenons comple des égalités (22) et (23); observons que I'on a

,
8:5, :fgi 8p dm __f(x,-,, 82 + i 8y - Ly 85 A1y 0p) dim,
b b

" Jdox d oy 203
d ¢,= l:vx-—-—%—v — -V
=), LT 0 T T dy 03

038z  ddy ddéx 00z _(99¥ 08x>]
+rx< y +W>+ry<———dz +07>+"<W+_0J' dw,

et les égalités (20) et (26) nous donneront

%:f’ [(XL =+ v,) cos(ng, z) + 75 COS(Rgy Y ) + Ty COS(ng, 3)]02
- -+ 7. €08 (g, ) + (Il +vy)cos(ng, y) + Tz COS(Ng, 3)] 0y
+[ 7,08 (Ngy X) + T2 €08 (na, y) + (I 4 v;) cos (ng, 5)]83 | d2.

Cette égalité, jointe a I'égalité (19), transforme I’égalité (18) en
(27) f[(u’ —u)0r + (¢ — 0) dy + (' — w) dz]dm — dt d&,,+ dt 81 F,
— dtf[(xe+ Xib) ox 4 (Ye—l— Y[[,) 6}’ 4= (Ze—i— Z,'/,) 03 + (Ae—i— A,‘/,) ap] dm

—dtf} [(M + v,) coS( gy &) +T; COS(Ngy ¥) + Ty €OS (Rgy 5)] O
pi
+ [1z€08(14y ) + (IL 4 vy) COS (R4, ¥) + To COS (g, 5)] Oy

+ [y €08 (Rgy @) + T €OS(ngy ¥) -+ (M + v;) cOS(nq, 5)] az;dz —o.

C’est 1égalité dont nous allons faire usage.

§ 3. — APPLICATION DE L'EGALITE PRECEDENTE A UNE ONDE DE CHOC.

Considérons un fluide qui est le siége d’une onde de choc.

A Tl'instant ¢, cette onde est en S ( fig. 4); les points malériels qu’elle doit
atteindre entre les instants ¢ el (¢—+ d¢) sont, a 'instant ¢, compris entre la
surface S et une surface X, déja considérée au § 1; ils forment une couche C,,
d’épaisseur O, dt.

Au voisinage de la surface X, et du cdté 1 par rapport a cette surface, menons
une surface ¢; dont la distance a la surface X, ait pour valeur ¢, d¢, ¢, étant une
quantité finie, qui varie d’'une maniére continue le long de la surface X, ; entre les

Fac. de T., 2* S., 111. 50
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deux surfaces ¥,, s, se trouvent, a I'instant ¢, des points matériels qui forment
une couche 7y,.

Au voisinage de la surface S et du ¢6té 2 par rapport a cette surface, menons
une surface o, dont la distance a la surface S ait pour valeur ¢, d¢, ¢, étant une

Fig. 4.

quantité finie, qui varie d’'une maniére conlinue le long de la surface S; entre les
deux surfaces 5., S, se trouvent, a V'instant ¢, des points matériels qui forment
une couche y,.

Les points matériels qui, & P'instant ¢, se trouvent au sein des couches y,, Gy,
»2 vont composer la masse @, & laquelle nous allons appliquer I'égalité (27). La
surface désignée dans cette égalité par X se composera ici des deux surfaces oy, o,.

Il est clair que, dans cetie égalité (27), nous pouvons supprimer tout terme
qui est un infiniment petit d’ordre supérieur & dt 8z ou a de¢ 3y ou a dt 8.

Evaluons d’abord le terme
[[( ' — w) oz + (¢ — ¢) oy -+ (W — ) ds] dm.
Ya

Pour loute masse dm prise soit dans la couche v,, soit dans la couche v,, les
différences (v — w), (¢'—¢), (&' — @) sont des infiniment petits de 'ordre de
dt; la masse totale de ces deux couches étant elle-méme un infiniment petit de
Pordre de dt, la considération des masses dm qui leur appartiennent fournit
seulement au terme considéré un contingent de 'ordre de d¢2 8z ou de de2 3y ou
de d¢2 3z; on peut donc faire abstraction de ces masses.

Il n’en est pas de méme des masses qui forment la couche C,.

Prenons un point m au sein de celte couche et projetons-le orthogonalement
en M sur la surface S. Au point m, les différences (u'— u), (¢' —¢), (¥ —w)
ont respectivement pour terme principal (wy— 1ty), (02— ¢y), (/w2 — W), ces
derniéres différences se rapportant au point M; les quantités Sz, gy, o5 ont
respectivement pour terme principal les valeurs de oz, gy, ¢5 au point M; enfin,
sila masse dm, dont m est un point 4 l'instant ¢, occupe & cet instant un volume dw,

sa densité 4 ce méme instant différe infiniment peu de la valeur de p, au point M.
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La quantité i calculer a donc pour terme principal

fpl[(ug—— 1) 0z + (9, — ¢,) 8y + (wy— vy) 33 } dw,
¢,

la quantité sous le signe fayant la valeur qu’elle prend au point M, projection

orthogonale sur la surface S d’un point m du volume élémentaire dw.
Dés lors, on voit sans peine que l'on peut écrire, en négligeant les termes de

I'ordre de d¢2 3x, dt? gy, dt? oz,
(28) [[(u’— u)dx —+ (¢ — )3y 4+ (W' —w)ds Jdm

=dt [ [(uy— )0z + (05— ¢1) dy + (wy— wy) 03] p, O, dS.
$

NT a%(p, T
dt dr»"a:dtf —C(d‘op—.)ap dm.

a

Si Pon observe que la masse «, formée des couches vy,, Gy, ya, est de Vordre
de dt, on voil sans peine que le second membre est de 'ordre de d¢?, ce qui per-
met d’écrire

(29) dt oy F,—o.

Une raison semblable permet d’écrire

(30) dtf[(Xc—l— X,’[,) ox + (ch——l— Y,‘[,) 8}’ -+ (Ze—i— Z,‘/,) 035 + (Ac+ A,‘[,) 6p] dm = o.

Proposons-nous enfin de calculer le terme

3 J= dtf% [(X + vz) cos (g, T) 4 75 COS( gy ¥) + Ty €OS (Ng, 2)] O
b
+ [1scos(ng &) + (4 vy) €os (R4, ¥) + T2 €OS (724 5)] Oy
+[7y €COS(Ryy ) + T4 €OS(Rgs ¥) 4 (1L 4 v5) cOS (14, 5)] 03 | dX.
La surface X se composant ici des deux surfaces s, ., on peut écrire

(32) J=J,+ 1,

Ji, J, étant des termes, analogues a J, qui se rapportent respectivement aux sur-
faces oy, o,.

Lorsqu’un point tend vers le point M de la surface S en demeurant da c6té 1 de
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cette surface, les quantités

C3

[N

o, v, Vys Yz Txy Ty

ont pour limites respectives
I, v, Yyts  Yzis Txts Tyrs  Tare

Lorsqu’un point tend vers le point M en demeurant du cété 2 de la surface S,
les mémes quantités ont pour limites respectives

IL, v, Vyay Vza, Taasy Ty2s T

Considérons un élément p, v, = do, de la surface ;.

L’aire de cet élément a pour terme principal I'aire de I'élément MN = d,
projection orthogonale du premier sur la surface S.

Les quantités 8z, 3y, 35 relatives au point i1, sont respectivement égales, aux
infiniment petits d’ordre supérieur prés, aux quantités 8z, 8y, 8z relatives au
point M. Les termes principaux des quantités

H’ Vs Yy Yz, Tas Ty Ts

relatives au point g, sont respectivement égaux aux quantités

(33) I, v, Yy1s Vzis Tx1y Tys Tai

relatives au point M.

Enfin, la direction 1, de la normale a la surface o, issue du point u, et dirigée
vers l'intérieur de la masse « différe infiniment peu de la direction g, M. Suivant
les notations posées au § 1, la direction My, a pour cosinus directeurs a, B,
On a donc, en négligeant les infiniment petits,

(34) cos(n, ) =—a, cos(ng ¥)=— 3, cos(ngy 3)=—7.
Si donc nous posons
Ry = (I + vz + 753 + 717

(35) q),w'l:'f:x“‘f'(nl“*“{n)s +Tx1Y

C— Ty O = Txy l3 + (I +vz) 7,
nous pourrons écrire

(36) le—dtf(‘l‘max+‘f”5y+‘l‘;[ 93) dS.
s

Le calcul de J, sera conduit d’une maniére analogue; seulement, dans ce calcul,
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les quanutés (33) devront étre remplacées par les quantités
(33 bis) I, v, Yy Vaas Taz,  Tras  Tiae

En outre, la normale n, i la surface o,, issue du point w, et dirigée vers 'inté-
rieur de la masse «, différerainfiniment peu de la direclion w2 M les égalités (34)

devront étre remplacées par les égalités
(34 bis) cos(n,, x) =a, cos(ng, y) =25, €os (Ng, 5) =1.

Si donc nous posons

Cra= (I, 4 vz5) + 1253 -+ Ty2 Y,

(35 bis) @3.2:1’;20:—’{—(II,,—i—v).,)B—i—rﬁy,

— e

i =Ty % T B+ (I, + VJE)Y’

nous aurons

(36 bis) J,= dtf((fx:_, or + D, 0y + @, 95) d8.
s

En vertu des égalités (28), (29), (30), (31), (32), (36), (36 bis), et aprés sup-

pression du facteur commun dt, 1’égalité (27) devient

(37) 1 ) oo, — @ @] 30
S .
-+ [( Py — ¢p) PV — ("t')y2+ (Pyi] 6)’

+ [(wa— )0,V — @oy + @, ] 03 idS —d&,,—o.

Notre effort va porter maintenant sur ’évaluation du terme d¢,,.

§ 4. — DE LA VISCOSITE EN UNE ONDE DE cHOC.

<

Les principes posés, en la premiére Partie de ces Recherches, touchant ’étude
de la viscosité, ne sont plus applicables ici; ils supposent essentiellement que.les
quantités u«, ¢, w varient d’une maniére continue d’un point a ’autre de la masse
(luide; il n’en est plus ainsi dans le cas qui nous occupe en ce moment. Il nous
faut donc, pour évaluer le terme d7T,,, introduire des hypothéses nouvelles tou-
chant les actions de viscosité.

Pour introduire ces hypothéses d’une facon a la fois logique et naturelle, nous
allons considérer le cas ou la vitesse (2, ¢, w) subit une variation brusque au
travers d’une certaine surface comme la limite du cas ou la vitesse varie trés rapi-
dement a Uintérieur d’ane couche trés mince. Ce dernier cas peut étre trailé par
les principes qui ont été posés en la premiére Partie de ces Recherches.
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Remplagons donc la surface S par deux surfaces trés voisines ', 87 ( fig. 5). la
surface 5" étant du cOté 2 par rapport & la surface S/,

Prenons un point M” sur la surface 5” et projetons-le orthogonalement en M’
sur la surface S'; nous désignerons par «, 3, v les cosinus directeurs de la direc-

Fig. 5.

s’

tion M"M' et par % la longueur M"M'. Si m est un point de la ligne M"M’, nous
désignerons par [ la longueur M"m; lorsque m se déplacera de M” a M/, / variera
de o ah.

Nous désignerons par u,, ¢y, v, les composantes de la vitesse au point M’ et
par us, va, s les composantes de la vitesse au point M". Si, laissant invariables
ces (uantités, nous faisons tendre /2 vers o, de telle sorte que la surface S” tende
a s’appliquer sur la surface &, la disposition étudiée aura pour limile celle que
nous avons examinée aux paragraphes précédents.

Il est clair que, dans ces conditions, les quantités

o’ 9l Il

?

calculées au point m, seront, en général, des quantités infinimenl grandes de

. 1 . .

I"ordre de 7 Nous supposerons que, le long de la ligne M"M', chacune des trois
i

quantités u, ¢, w, a un sens unique de variation; dans ces conditions, les
guantités

du dv  Odw

geov A

o’ ol 9l
auront, en lout point de la ligne M"M’, respectivement le méme signe que

Uy — Uyy 4 — $3, V) — Wa.
Soit s une direction quelconque menée par le point m, normalement & M'M";

il nous est loisible de supposer que les quantités

Jdu dv %
ds’ ds’  Os

ne crowssent pas au dela de toute limite lorsque h tend vers o.
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Dés lors, si nous écrivons seulement les termes qui sont, en général, infinis

1
comme -, Nnous aurons
1

/:
jdu _ du du _ ,du du _ du
oz =% gy —Por’ 95 or
I dy a9 dv L 0¢ do ___0¢
(38) Cow =%or oy rar o tor

o _ 0w v _gdw  dw__dw
dr =490 oy =P s ol

Considérons tous les éléments matériels qui, & un instant quelconque compris
eiitre ¢ et (¢ -+ dt), feront partie de la couche ou les vilesses varient trés rapide-
ment d’un point & 'autre. A I'instant ¢, ils sont tous compris entre la surface S
et lasurface 3, (fig. 6). Ducoté 1 delasurface T, Lragons la surface &, a une dis-

Fig. 6.

A s” g . o

tance ¢, d¢ de la premiére; ducoté 2 de la surface S”, tragons-la sur la surface s, a
une distance ¢, d¢ de cette surface S”. Appelons @ la masse comprise entre o, et o,
et calculons d@,, ou plutdt la limite vers laquelle tend cette quantité lorsque 4
tend vers o. Notre objet étant d’expliciter ’égalité (37), nous ne garderons dans
ce calcul que les termes finis.

Nous pouvons faire usage ici des principes touchant la viscosité posés en la
premiére Partie de ces Recherches; nous aurons donc [ ['® Partie, égalité (46)]

- dox Jddy 003
3 o> = P —_— YV, —=— Vo ——
(39) d&,, [[)Jc oz Yy dy Vs

- (&_’_()6; - (.()_6:,4}_ __08'1;\ —+ _()_(i‘f _{_()8-}/ do
IRRANPE d)/> o ():) =\oy T ox

Soit ' la couche comprise entre les surfaces S’ et S”. Pour tout élément de

volume dw n’appartenant pas a la couche T, v, vy, vz, T2, Ty, 7z Ont, & Uinstant ¢,
des valeurs qui demeurent finies lorsque / tend vers o; d’autre part, le volume
total occupé par ces éléments tend vers o lorsque /. et d¢ tendent vers o; nous
pouvons donc négliger I'apport de ces éléments et raisonner comme si, dans
Pégalité (39), I'intégrale s’étendait ala seule couche T.
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Soit M'N' = dS' (fig. 7) un élément de la surface S'. Par le contour de cet ¢lé-
ment, menons des normales M'M”, N'N", ... a la surface S'; nous découpons
dans la couche I' un petit volume M'N'M"N".

Sur la normale M"M’ prenons deux points infiniment voisins m”, a7/, et soit d!

Fig. 7.

la distance m” m'. Par les points m", m' menons des surfaces m"n’, m'n/, paral-
leles & la surface S'; dans le petit volume considéré, elles découpent un élément

do=m'n"m"n".

En négligeant une quantité dont le rapport & dw s’annule en méme temps
que h, on peut écrire
do = dl dS'.
Les valeurs de

Jdoxr ddy dos
oz’ dy’ o

>

dds  ddy ddxr  dds 9oy dix
oy ox’ oz - dy

2

en un point de I'élément dw, ont respectivement pour terme principal, lorsque /4
tend vers o, les valeurs des mémes quantités au point M'.

Si donc on pose
h
N, = f vedl, Ny= [ vdl, N,= [ v dl,
0 0

0
h h
?Tx:f vy dl, Ty:f z dl, Tz_—.f e dl,
0 0 0

formules qui déterminent les six quantités Ny, Ny, N;, Tz, Ty, T en chaque
point M’ de la surface S'; sil’on observe en outre que, lorsque 4 tend vers o, la

by

surface S’ tend a devenir la surface S, et le point M’ & devenir un point M de la
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surface S, on peat donner & la quantité d&,, cette forme limite

, dorx 65)/ dds
(41) d,, = A [N:c d.’L‘ +N +NZW

Jdoy 065 ddz  ddx dox _d:é)_’)] .

Dans cette formule (41), les quantités N, N, N;, Tz, T,, T, sont remplacées
par leurs valeurs limites pour 2 =o.
A Tégard de ces valeurs limites, on peut faire des suppositions diverses, dont

voici la premiére :
Hyroruise A. — Les quantités
Vor  Vyr Vi Tes Tys Ts
ne croissent pas au dela de toute limite, lorsque les quantités

du v dw de  dw  ow du Jdu dv
b

5‘;: a;;) &7 (—)E—b-'a'}- b;*i-d—z: —d—)—’_i—(-?—r
crotssent au dela de toute limilte.

Cette hypothése, jointe aux égalités (40), montre que Ny, Ny, N;, T, Ty, T
tendent vers o lorsque & tend vers o, en sorte que I'égalité (41) devient sim-

plement
(42) dg,, —o.
Cette hypothése est assurément vérifide si 1'on suppose le fluide absolument

dépourvu de viscosité; hors ce cas, elle est peu vraisemblable, et la suivante

parait plus naturelle :

Hyrornise B. — Les égalités [1° Partie, égalités (51) et (52))

Vp=—— 7\(9, T)<du 3L+0T>—9p(p, T)g%’

. du o o e 00
Vy_—“/'-(P’T) oz 'J}‘ 5_>_2P~(P9 F)Jj,
v =— k(p, T) 3—; g—;/ 3—:) 21.(p, l‘)%},

s =—p(p, T)

Fac. de T., 2* S., IIL. - 1
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dont exactitude est admise lorsque les dérivées partielles de u, v, w, ne sur-
passent pas certaines limites, demeurent vraies lorsque ces dérivées croissent
au dela de toute limite.

Posons
'/ ' du = du
‘\ (2, — uy) L, :/0‘ e, T) 9T dl, (1, — wy) M, :L/O w(p, T) ”,)[ dl,
’r ‘[ | 1 _[/L7 T ()(’ 7 . , \[ _[‘hl (f T ()\‘ i
(44 ¢ (01— ) v = oy 1)y (¢0— ¢2) M, =) e )57 4
'h o OV ‘/' —
(wy—wy) Ly = A A(o, T) o dl, (19, —9) M. :L(’ pio T) i dl,

Les quantités Lg, Ly, Ly, Mg, M,, M; tendront vers des limites finies lorsquc
I tendra vers o; ces limites dépendront, d’ailleurs, de la maniére dont u, ¢, o

varient avec [.
du
Nous savons que ——

57 2 le signe de (u; — u,); d’autre part, nous avons [ 1™ Partic,
condition (62 bis)]

p(p, T) >o.
L’égalité

g Ju
(uy—u )M, = [ p(o,T) —Zzll
“0

nous donne donc la premiére des conditions
43 M, > o, M, > o, M.> o.

Les deux aulres se démontrent d’une maniére analogue.
te]

Les égalités (44) nouas donnent
’ ou
(= ) (L2 M) = [ [, 1)+ 215, T)] 57l
[}

Mais nous avons [ I Partie, condition (65)]
M, T) +2p(0,T) > 0.
Nous obtenons donc la premieére des conditions

\/ Lo+ 2M,.>o,
(46) o Ly+2My>o,

( L+ 2M.>o0.

Les deux aulres se démontrent d’une maniére analogue.
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Les égalités (38), (40) et (42) nous donnent les valeurs limites suivantes pour
!

N, Ny, N, Tpr, Ty, T,

Ne= (Lp+2My) (g —u) ot + Ly(ey — o) Lo (o, — o)y,
Ny=(Ly+aMy) (¢, —¢)B -+ L; (53— wy)y + L (uy, — wy)o,
No=(L:+2M.) (v, — w))y + La(u, — wy) o +Ly(0y —0,) B3

| To= M,y (02 — o)y + M (s —w0) B,
Ty =M, (wy— ) oo+ Mg (1 — 1)y,
T =M (u— u)B+ M, (¢ — 0)o

Il suffit de reporter ces valeurs dans I'égalité (41) pour obtenir I'expression de
d€,, qui correspond a 'bypothése B.

»om

g . — CAS OU UN FLUIDE VISQULEUX NE PEUT PROPAGER UNE ONDE DE CHOC.

(Cest de 'hypothése B que nous allons, tout d’abord, suivre les conséquences;
nous allons montrer que, dans cette hypothése, aucune onde de choc ne peut se
propager au sein d’un fluide visqueux.

Sur la sarface S, faisons choix d'un systéme de coordonnées curvilignes ortho-
gonales, O et §'; I'élément linéaire ds, tracé sur cette surface, sera donné par
I'égalité

(48) dst==1[0(0, 6')]2 d6>+ [0 (8, 6')]2 db'™.

l.a tangente & la ligne §(%' = const.), menée dans le sens ou § est croissant, fait
avec Oz, Oy, Oz des angles dont les cosinus sont %, u, v. La tangente a la
ligne ' (6 = const.), menée dans le sens ou §' est croissant, fait avec Oa, Oy, O s
des angles dont les cosinus sont 2/, w/, V.

Un point m, infiniment voisin de la surface S (fig. 3), peut étre marqué par

Iig. 8.

;

M

ses coordonnées z, y, z; mais il peut aussi étre marqué par les coordonnées §, §'
de sa projeclion orthogonale M sur la surface S et par la longueur n de la pro-
jetante Mm, comptée positivement lorsque la direction Mm va du ¢6té 2 au

I3

cOté 1.
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Supposons positives les deux fonctions ©(, §'), (8, 8). Nous aurons

a6 A 0 a0 v

=8 -6 =8
y a9 W a0 a6 v
(49) a;—-@, W“@’ a:’:__@_,’

an on on

9 =% Jy =3, 95 =1

Soit f une grandeur qui a, au point m, une valeur déterminée. On peut Pexprimer"
soit en fonction de z, y, 3, soit en fonction de 8, ', n, et 'on a

o _ 900 f 01 of on

T 00 0x ' 99 ox on dx’
df of 99  df 09  of on
dy —06dy o7 ay * on oy’
of _0fd9 _ 9f 99 . 9f on

95 — 0999z Y0595 T on o3

ou bien, selon les égalités (49),

of Ao N of
‘d.z: 6(3—9+67()6’+adL
o _pof  wof . .of
(50) ?W‘6%+@M'“m
of _vaof v of
\E“ﬁﬂ+@Ww+Un

On peut, dans ces formules (50), remplacer f par Sz, par 8y ou par ¢z, el trans-
former ainsi I'expression (41) de d&,,. Si nous posons

I :Na:a_*‘Tzﬁ“f‘Ty}’;
Jy =T, a+ N, + Ty,
J; =Tya+ T3+ N;y;

Ko= g (Nad+To o+ T, ),
K,= g (Tah -+ Ny o+ Tov),

Kz:%)(Ty)“"Ta:H'*‘Nz"));

K= g7 (Na¥ o+ Ty p/ o+ T, ),

’ 1 ’ ! m oy
K,= @(T;)\ + Ny +Tyv'),

K= g (T, + Top' + N, ),
\
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Iégalité (41) deviendra

dcm:f< 3, 087 g 9%y y 00
S an

on > on

dox dady . 003

+Kx———de + Ky — 96 + K. 5

, 00z , 93y _, 003z
KO8T O g O as

et égalité (37) prendra la forme

(32) f( (s — 0)) pr O — Py + B ] 60
+ [(0a —9y) p1O1— @32’*‘ ®y1]0y
+[(“’2—‘V1)P1‘?:—@:z+q:1]5~

ddox doy dos
I T Ty
L g dd g 0%
O
_k, 2% g 0% K’da" Las =o.

S s A R T |

Cette égalité doit avoir lieu quelles que soient, dans tout le fluide, les quan-
lités dx, 8y, 3.
Or on peut prendre, en tout point de la surface S,

dr=o artant J 0z =o dox =o
= 0 90 — > o =7
99 )
dy =o, partant ———déy = o0, -0'937/ =0,
093 dos
dz =o, partant 57 = © 95 = ©
0 ) 9z
Les quantités ddnx’ dd,'ly d’ demeurent néanmoins arbitraires. L'égalité (52)
devant toujours avoir lieu, on voit que 'on doit avoir, quels que soient %%r,
ddy 09z
an’ on’

dox 09y 0903 o
L(J, 07 3,0 1, dn)a’S_o.

Il revient au méme de dire que I'on a, en tout point de la surface S,

(53) J.=o, Jy=o, J:=o.
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Sil'on tient compte des égalités (47) et (31), ces égalités (53) deviennent
(uy —uy) [(Le+2My)o+ M, (52 + y2)]
+ (0 — o) (Ly+My)ap + (w;— ;) (L + M) ay =o,

(34) b (o —00) [(Ly-+ 2 M) B2+ M, (72 + 0)]
4 | + (w2 1) (Lo M:) By + (o — 1) (L + M) B = o,

(wo—wy) [(Lo-+ 2 M) y2 =+ M. (o2 + B2)]
+ (uy — 1) (Le+Mz)yo 4 (03— 1) (Ly+ M, )73 =o.

Pour interpréter ces égalités (54), prenons un point quelconque M de la sur-
face S. Prenons pour axe des = la direction n rvelative a ce point. Nous aurons
alors, en ce point,

a=o, B=o, =1
el, en ce méme point, les égalités (54) deviendront

M, (uy,—u;)=o,
M, (¢y — ¢ ) =o,

(L;+2M.)(swy— o) = o,
ou bien, selon les inégalités (45) et (46),
(23) u,— ;= o, Py — ¢, =0, Wy — V') == 0.
Les égalités (3) et (3 bis) donnent alors
v, +%,=o,
et ’égalité (10) devient
(56) ‘ pr— p1=o.

Ni la densité, ni les composantes de la vilesse ne subissent de discontinuilé au
travers de la surface S.

Nous arrivons donc au théoréme suivant :

Si Uon regarde comme générales les expressions des actions de viscosité.
recues dans le cas ow les dérivées partielles des composantes de la vitesse ne
surpassent pas certaines limites, aucune onde de choc ne peut se propager
dans un fluide visqueux.
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§ 6. — Cis ov UNE ONDE DE CHOC PEUT SE PROPAGER DANS UN FLUIDE.

Suivons maintenant les conséquences de 'hypothése A.
En vertu de I'égalité (42), I'égalité (37) devient

[% [(r— 1)) 010y — Rpo+ Ly ] 0
Js
—+ [((’2 — )Pl.()l_— (»t))-g—l_' @)-1] 6.}’
A+ [(we—w)py O — Doy + D2y ] 852 dsS =o.
Pour qu’elle ait lieu, quels que soient 8z, Sy, 83, il faut et il suffit que I'on ait,

en tout point de la surface S,

( Pl\()l(ua—“ 111):(«Px2—‘@x1;
(37) ¢ Pﬂ%("z—Vl):@yz—'(ryn

( 000 (wy—wy) = sy — Fyy.

Supposons, en particulier, que le fluide ne soit pas visqueux. Alors, selon les

égalités (35), nous aurons
58) Q=1 ®, =13, @:,:H,'/,
tandis que, selon les égalités (35 bis), nous aurons
(58 bis) @ =MH,z, ®,.,—=IL35, @, =1Ly.
Les égalités (57) deviendront alors

0,0 (1 — u ) = —1I,) 2,
) 0o — o) = (I, —11,),
plol(“'z-— W)= (Hz_nl)y;

Dans le cas ott le fluide n’est pas visqueuz, la vitesse uy, ¢4, vy s’obtient en
composant, avec la vitesse uy, vy, w,, une vitesse normale & la surface S.

Multiplions respectivement les égalités (57) par 2, B, v et ajoutons-les membre
a membre, en observant que, selon les égalités (3) et (3 bis),

(trs— )+ (03— 0) B 4 (5w — )y = Oy + ¥y,
tandis que, selon I'égalité

(10) P19+ P2V =0,
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on a

) 2 P1 . Py — P2
’()-2+.q)1:p P \)121 ‘)\‘)2-
P2 P1
Nous trouvons

(60) i—i(pz—pt)\‘)f
- gf(P-z"‘Pi)'@g:(@m_@xn)“'f— (®y2— Dy1) B + (Toa— 1) 7

Dans le cas ou le fluide n’est pas visqueux, on peut écrire les égalités (58)
et (58 bis) et I’égalité précédente devient

&

(61) oy~ )01 = P (py— p) VI =L, —II.
P2 P1
Cette relation a été donnée par Riemann (*) dans le cas ol la propagation de
I'onde et le mouvement du fluide se font partout dans une méme direction; elle a
été généralisée par M. Jouguet (2).

§ 7 — 1a RELATION SUPPLEMENTAIRE. CAS DES FLUIDES BONS CONDUCTEURS.

Il ne parait pas impossible, au premier abord, que la surface S, qui est surface
de discontinuité pour la densité, la pression et les composantes de la vitesse, soit
également une surface de discontinuité pour la température. Lorsqu’on s’approche
d’un point M de la surface S en demeurant du c6té 1 de la surface, la tempéra-
ture tendrait vers une certaine limite T, ; lorsqu’on s’approche du méme point en
demeurant du cOté 2 de la surface, la température tendrait vers une aulre
limite T,.

Pour examiner cette question, nous allons reprendre la considération de la
couche de passage I, comme au § 4. Cette considération permetira de faire usage
des principes établis dans la premiére Partie de ces recherches (Chap. 1, § 6).

C A A . .
A Dintérieur de la couche T', la quantité 97 doit étre, en général, une quantité
I . . .
trés grande de l'ordre de 7 tandis que nous supposerons, comme il nous est loi-

\
X\

sible de le faire, que toutes les quantités telles que 5 demeurent finies lorsque £

tend vers o.

(1) RIEMANN, Abhandlungen der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen,
Bd VIII; 1860. — Riemann’s Werke, p. 145.
(?) E. Joveuer, Comptes rendus, t. GXXXII, p. 673; 18 mars 1901.
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or oT o1

LEn dehors de la couche T, les quantités 9z’ dy’ 0=

demeurent finies lorsque 7

tend vers o.

La quantité de chaleur dégagée, en une modification réelle ou virtuelle, par un
élément quelconque du fluide, est donnée par les égalités (83) et (84) de la pre-
miére Partie de ces Recherches. On en conclut sans peine la proposition sui-
vante :

Dans le temps d¢, une partie quelconque du fluide dégage une quantité de cha-
leur dQ) donnée par la formule

9T do 0T dT
(62) Ededt/l(()p()T A -[7-[->dm

Jdu de O
——d[[l:‘)xb—l—: -+ JJAJ‘)—; —+ J:?f;

AL O _{ow  du _ (du  de /
Tz &_'_@)_Fh)_(ﬁ_i‘\(—)‘; —+ Tz 5)/4—&_(65,

les deux intégrations s’étendant i la partie du fluide que I'on considére.
Nous allons appliquer cette égalité (62) a une masse fluide déterminée de la
maniére suivante :

Entre les deux surfaces S', S (fig. 9), partant dans la couche T, tracons une

surface ' paralléle & S'; du ebté 2 par rapport a la surface S7, et, parlant, en
dehors de la couche T, menons une autre surface o, paralléle & S'; supposons
que la distance de la surface ¢’ a la surface S/ soit une longueur du méme ordre
que /.

Sur la surface S/, prenons une aire finie M/N'= §/; par les divers points du .
contour de cetle aire, menons des normales & la surface S'; sur les surfaces o',
S, 0", ces normales découpent respectivement des aires p'v', M'N", p/v".

Cest & la masse fluide que renferme, a U'instant t, le volume u/v' "y que
nous allons appliquer la formule (62).

Fac.de T., »* S, 111,

Cr
to



410 P. DUHEM.

Cette formule va nous donner pour dQ une quantité infiniment petite de
I'ordre de dt.

En premier lieu, en effet, la masse & laquelle s’étend la premiére intégrale, le
volume auquel s’étend la seconde sont infiniment petits de 'ordre de dr.

En second lieu, en la premiére intégrale, la quantité sous le signe fest finie

en tout point de Ja masse M'N""+"; en tout point de la masse w'v'M"N” elle est,

dp dT . , I
a0 ar’ trés grande de I'ordre de 7

Enfin, en la seconde intégrale, la quantité sous le signe f a une valeur finie en

par les quantités

tout point du volume M"N”p"y"; en tout point du volume w/'v'M"N" les quantités

Yy Vyy Y2y Tay Tys Tz demeurent finies lorsque % tend vers o; cela résulte de hy-
pothése A dont, en ce moment, nous suivons les conséquences; mais les quan-

., du ., . . ) 1 .
tités =—, -+~ sont, en général, infiniment grandes de I'ordre de -; et il en est
d.Z' 4 /l’

de méme de la quantité sous le signe f

On voit donc que dQ est le produit de d¢ par une quantité qui ne croit pas au
dela de toute limite lorsque £ tend vers o.

D’autre part, désignons par Q la surface qui entourele volume u/v'u"v’, par dQ
un élément de cette surface, par N la normale 4 1’élément dQ vers I’extérieur de
cette surface fermée, par K le coefficient de conductibilité en un point de I’élé-

ment dQ. Nous aurons

JT
(63) dQ_——dt‘/gK(mdQ.

4

aT . . . . ,
—= a une valeur finie en tout point de la surface u”v", qui est en entier & 'exté-

ON
rieur de la couche I'.

Donc, au second membre de 1'égalité (63), la partie V" de la surface Q four-
nit, si K n’est pas nul, un contingent qui est de 'ordre de dt.

JT . . ,
-= a encore une valeur finie en tous les points de la surface latérale p'w’'v'v';

oN
cela va de soi pour les parties de cette surface qui sont en dehors de la coucheT;

cela est encore vrai pour les parties de cetle surface qui sont a V'intérieur de la

v

T ., 0 .
couche T, car alors :)LN est une des quantités s dont nous avons admis qu’elles

demeurent finies lorsque & tend vers o. La considération de la partie latérale
' vy de la surface Q fournit donc au second membre de I’égalité (63) un terme
de 'ordre de % dt, infiniment petit par rapport au précédent.

Nous voyons donc que, dQ devant étre une quantité de l'ordre de dt, I'inté-
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JT
(9)
ﬁ v'K, N aQ

devrail demeurer finie lorsque 4 Lend vers o.

grale

Or, si K n’est pas nul, il n’en peut étre ainsi, en général, car, le long de la

surface u'v/, on a
ar _or
IN T ol

b

)

oT ., .
en sorte que ~— est une quantité infiniment grande de Pordre de A

oON

Nous sommes amenés ainsi a la proposition suivante :

Si le coefficient de conductibilité d’un fluide n’est pas nul, une onde de
choc ne peut, au sein de ce fluide, étre une surface de discontinuité pour la
température.

On a donc, en tout point de la surface S et & tout instant,
(64) T,=T,.

Appliquons les résultats que nous venoas d’obtenir i 'exemple que définissent
les conditions suivantes :

1° Le fluide est bon conducteur et dépourvu de viscosité;

2° Les actions tant intérieures qu’extérieures sont newtoniennes ('), c'est-
a-dire que I'on a

(65) A, =o, Aiz=o, Aip=o.

Supposons que 'on se donne en un point M, censé appartenant & une onde de
choc :

1° Les éléments du mouvement 1, ¢’est-a-dire les quantités
Uy, 15 Wy Doy o, T,

les trois derniéres liées par la relation

, 0%(ps, T
(66) A ~p;———C(g'ol D —o,

qui résulte des relations (22) et (65);

(1) Pour I'origine de ce mot, voir Le potentiel thermodynamique et la pression hydro-
statique (Annales de I’Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. X, p. 216; 1893).
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2° La direction (2, 3,7v) de la normale a I'onde de choc et la valeur 9t de la
vitesse de propagation de cette onde.
Nous allons voir qu’au point M on peut déterminer tous les éléments du mou-

vement 2, c’est-a-dire les quantités
Uyy Va5 Wy Dy IL,, T,
les trois derniéres élant liées par la relation

(66 bis) m,— o2 98 Te)
aps

L’égalité
(64) T,=T,
nous fait d’abord connaitre T, et transforme 1'égalité (66 bis) en

gdc(p2’Ti) —0o

(66 ter) I, —pp 52
‘égalité
3) 9y = 6 — (it + poy+ y,)
détermine ©9,.
L'égalité
(61 Bt = p 01,

que I'égalité (66 ter) transforme en

dl(pﬁ, T))
e T —e.ll

Pe— 1

(67) =pV

fait alors connaitre p,; I'égalité (66 ter) détermine ensuite II,.

Enfin, les égalités

(] Uy + HZ—ILOC
4 -
2 1 Piwi ’
I, — 10,
(59) P2 =+ WS,
Wy == 9y -+ ————2—Hl~
| 2 — V3 019, 7

déterminent u,, v4, w, el achévent la solution du probléme.
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§ 8 — LA RELATION SUPPLEMENTAIRE. CAS DES FLUIDES MAUVAIS CONDUCTEURS.

Nous allons maintenant supposer le fluide dénué de conductibilité, cas auquel
la quantité de chaleur dégagée dans le temps d¢ par une partie quelconque du
fluide est égale & o.

Pour établir la relation supplémentaire qu’il convient, dans ce cas, d’écrire en
tout point d’une onde de choc, nous allons, tout d’abord, mettre sous une forme
particuliére I’expression de la quantité de chaleur que dégage, dans le temps d,
une partie du fluide au sein de laquelle les éléments du mouvement ne présentent
aucune discontinuité.

Appelons b cette partie, a le reste du fluide, Q la surface qui limite la partie 0,
n; la normale a la surface Q vers I'intérieur de la partie b.

La quantité de chaleur dQ sera donnée par 1’égalité (62), ot les inlégrations

s'étendent a la partie & du fluide. En faisant usage des notations que définissent
les égalités (24) et (25), cette égalité peul s'écrire

9*C dp  9*C dT
(68) EdQ__—dsz<dpdT 0t+wm>dm

—dtf(f/xlt+w+qz&v)dw
b
—-dtfg(pxu—l—pyv -+ pow) dQ.
Mais les égalités (21) donnent
(69) —fb(qxu+f/y"+qu)dw
:—f(yxlt+yyv+y;w)dzrz
b
+fb[(x,~b+ Kot Xo) - (Yip -+ Yia - Yo) 0 & (Zis-+ Zia+ Lo) ] dm
_f< L H_‘;‘} >dw
D’ailleurs
(70) _f(/xu_l“')/y"*i‘/z :—f< 5+ d" Cg;)dm

w4 02 2
= —_———dm
dt » 2
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et

(71) f(dx v—i—%gw)dw

. H<0u dv dw)dm
A dz.

+fH[zz cos(n;, x) + ¢ cos(ng, y) + wcos(n;, 5)] dL2.
Q

L’égalité bien connue
do__ (0w v 0w
a—  P\oz dy 03 )’

jointe & 'égalité (22), donne

_ - Jdu v ow . ¢\ dp
(/2) ],}H<0—a:+5;+ ()é>dm f(A,[,—i— A+ Ac—(—)i—o>$d/n.

Si Pon définit les quantités Py, P,, P; par les égalités (23), les égalités (68),
(69), (70), (71) et (72) donnent

(73) EdQ = dtf(qu—i—Pyv—{—P;(v)d.Q

d w4 ¢4 w?
—dt — f ——dm
dt 2

/. 0% dg\ dp 02¢ dT
+d‘f[\TopoT“op>c%+rdT2 dz]d’”
+dtf<Xe u+Y, v+Z. v+ A, P>dm

b
0’9
—+ dt Xiatt = Y00 +Zigw +Ajg dam
b

—+ dt f Xipptt + Y0 4+ ZLipov + Ay g—?) dm.
b

D’autre part, si I'on pose

9%(p, T)

(74) Eﬂ(PyT)_—_C(P;T)_T oT 5

on aura

_~ 0°¢ a¢\ dp 0*¢ dT _  wd ,
(75) ﬁ[(Tm——a—P>%+T0T‘, ]dn —Emfbn(p,l‘)dm.
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Enfin, on sait que I’on a

V. dm,

YEY

f(Xe u+Y, v+17Z, w4+ A, @>dm
s dt

X Yio+12 AL2)a Viadn
(76) [( iall + Yiq¥ 4+ Lijgw + ia gr m ia I,

Vi dm.

N |-
SR

[l
NEY
S~ o

f(x,-/,u -+ Y,‘[, v+ Zl'[, W+ Aib@>dﬂl = —
A dt

Les égalités (73), (74), (75), (76) donnent alors
(77)  EdQ= dtf(qu—i—PyV—i—Pzw)dQ
Q

2 2 2
wd,:f [En(p, T+ Ly V,-a+;v,.,,] dm.
b

Cette égalité peut encore se mettre sous une forme un peu différente.

Si f est, & 'instant ¢, la valeur d’une certaine grandeur en un point de la masse
élémentaire dm, nous désignerons par f’ la valeur, a I'instant (t+de), de la
méme grandeur en un point de la méme masse. L’égalité (77) pourra alors s'écrire

(78) EdQ=dt| (Pru+P,o+P.w)dQ
Q

2 2 2
_,_f[ En(p, T) +”"‘+"“"" + Vet Vig+ 1V,
b

—En(, T)— LRy %V;.,,] dm.
Celle expression est établie dans I’hypothése ot, au voisinage du temps ¢, les
divers éléments du mouvement varient d’'une maniére conlinue pour chacune des
masses dm qui composent la partie b.

Nous allons maintenant svproser que cette expression demeure exacte
pour le cas o, a Uinstant t, la partie b est le stége d’une onde de choc S qut
peut rencontrer la surface Q. D’ailleurs, on peut, si I'on veut, considérer cette
proposition non comme une hypothése, mais comme la définition de la quantité
de chaleur dégagée, dans le temps dt, par une telle partie du fluide.

Toutefois, pour qu'une semblable définition soit admissible, il faut que le sens
des termes qui figurent au second membre de I'égalité (78) soit précis; il ne sau-
rait a cet égard y avoir de doute pour le second; mais il n’en est pas de méme
du premier, car les quantités Py, Py, P; n’ont aucun sens aux divers points de
Iintersection des surfaces S et Q. Nous conviendrons que ce terme doit étre cal-
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culé comme si les quantités P., Py, P. prenaient aux divers points de cette ligne
des valeurs finies, valeurs qu’il est, dés lors, inulile de connaitre.

C’est, d’ailleurs, a cette convention que nous serions conduits si, comme nous
'avons fait a diverses reprises, nous regardions ’onde de choc comme la limite
d’une couche de passage d’épaisseur trés petite /i au sein de laquelle les éléments
du mouvement varient d’'une maniére continue, mais trés rapide; si 'on admet
en outre ’hypothése A, ce qui est nécessaire pour qu’une onde de choc puisse se
propager, on sait que les valeurs de P, Py, P; a I'intérieur de la couche ne
croissent pas au dela de toute limite lorsque 'épaisseur / de cetle couche tend
vers o.

Ces préliminaires posés, 'hypothése, ou mieux la définition qu’exprime I'éga-
lité (78) va étre appliquée a une masse b déterminée de la maniére suivante : _
Reprenons les surfaces S, ,, 5, 53, qui ont été définies au § 3. Sur la surface S
prenons (fig. 10) une aire MN = A; par les divers points du contour de cette

Fig. 10.

aire, élevons des normales a la surface S; sur les surfaces ¥, o, 52, elles
découpent des aires qui sont respectivement mrn, {4y vy, haVa- La surface po vy va
sera, ici, la surface Q; la masse fluide qu’elle contient 4 'instant ¢ sera la masse 0,
composée de trois parties : la partie vy, comprise entre les surfaces o,, &;; la
partie C,, comprise entre les surfaces I, S; la parlie y2, comprise entre les sur-
faces S, o».

Dans le calcul du second membre de 1'égalité (78), nous négligerons les infini-
ment petits d’ordre supérieur a d¢.

La surface Q se compose de Daire y,v,, de l'aire p,v,, enfin de 'aire laté-
rale py w2y va; celte derniére est de l'ordre de dt et comme P, Py, P; y ont, en

tout point, une valeur finie, elle fournit a I'intégrale

f(qu 4+ Pyo+ Pow) dQ
Q
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un contingent de l'ordre de d¢ et & EdQ un contingent négligeable de Pordre
de d¢2. 1l nous suffit donc de considérer les deux parties de cette intégrale qui se
rapportent respectivement a l'aire p,v, et a I'aire pyv,.

En I'aire 1, v,, nous avons, aux quantités prés de I'ordre de Ht,

cos(n;, x)=—a, cos(n;, y)=—25, (cosn;, 3) = —7.

Si l'on tient comple des égalités (23), (24) et (35), on voit que I'on a, en termes

finis,
Po=—@n,  Py=—9,, P=—9

Y

et qu'en s’en tenant aux termes finis le conlingenl apporté a notre intégrale par
Paire p, v, est

— [ (R tts + Dyy 0+ D5y ) dS.
A

En l'aire ,v, on a, en négligeant les infiniment petits de 'ordre de d¢,
cos(n;, x)=a, qos(ni, y)=25, cos(ny, 5)=1y.
Les égalités (23), (24) et (35 bis) donnent, en n’écrivant que les lermes finis,
P,= @,,, P,=q,, P.=—¢.,

et 'aire wyv, fournit & notre intégrale le contingent suivant :
f(@“ Uy + Cpy vy + Poyvy) dS.
A
On a donc, en se bornant aux termes de 'ordre de d¢,
(79) a’tf(quﬁ—Pyv—}—P;cv)dQ
Q

= dtf( Pa tiy+ Lfyz gt Cogory— Cp 1, — ('Pyl v — %y wy) dS.
A

La masse b se compose des trois parties que nous avons désignées paryy, vz, C,.
Les masses élémentaires qui forment la partie Y1 sont du c6té 1 de Ponde de
choc aussi bien a U'instant (¢ +- dt) qu’a I'instant ¢; pour ces masses, la diflérence

qui, dans I'égalité (78), figure sous le signe fest assurément de 'ordre de d¢, et
. b

comme la masse v, tout enliére est, elle aussi, de I'ordre de d¢, cette masse four-

nit & l’intégralefun contingent de I'ordre de d¢2, partant négligeable; il en est
b

Fac. de T., 2 S., II1. 53
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de méme de la masse v, en sorte que nous pouvons supposer notre intégrale
étendue non i la masse b, mais a la masse G, .

Selon les hypothéses faites sur les fonctions V, chacune de ces fonctions est
infiniment petite lorsqu’elle provient d’un volume infiniment petit, et cela méme
lorsque le point auquel elle se rapporte appartient & ce volume. Les deux fonc-
tions V5, V;, tendent donc vers o avec dt. Partant, la quantité

'gf(Vib— Vi,)dm
.

est infiniment petite par rapport a d¢, et il est loisible de I'ajouter a I'intégrale
que nous voulons évaluer. Si donc nous posons

‘ Vv :Ve+ Vria—*_ ‘Yiln

(80) o
[ V= Vo4 Vi, + Vi,

I'intégrale a évaluer pourra s’écrire

2 )2 52 2 \2 2 -
(81) f[En(p,T)+u+v—En(p', { D Pl V’Jdm.
C,

2 2

Prenons sur l'aire A (fig. 11) un élément GH = dS. Par le contour de cet élé-
ment, élevons a la surface S des normales qui découpent sur la surface I, Pélé-

Fig. rr.

ment gh. Dans le volume GH g/ découpons un élément 62.'N par deux surfaces
0., &%, paralléles a la surface S, et menées a des distances Gh=1 GV =1[-+d!l
de cette surface. Prenons pour masse dm la masse qui, & l'instant ¢, remplit le
volume X0)/. A Vinstant ¢, cette masse est du coté 1 de la surface S; sa densité
differe infiniment peu de la densité limite p, relative au point G, et la valeur

principale de dm est
dm = p; dS dl.
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A linstant ¢, cette masse élant du coté 1 de 'onde de choc, on a, aux infiniment
petits prés,

u? 4 p? 4 gl uy + Vf ~+ ] R
—_2—~‘ + ‘/ 13

Ex(p, T)+42——~—|—V~_—E-n(pl, T,) +

les termes du second membre se rapportant au point G et & l'instant ¢.

A Tinstant (¢ + dt), la méme masse est du c6té 2 de 'onde de choc; on peut
donc écrire de méme

3 12 13 9 2 92

w2 ot 2 wl 4 ¢2 4 w?

En(p’, T’) -+ 2 2 2 Vz;
2

_f_V’:ET)(‘OzaTQ)“‘ 9

les termes du second membre se rapportant encore au point G et a 'instant ¢.
Notre masse dm fournit donc a 'intégrale (81) le terme

. : u?—+ ¢ - w? : 24 924 w2
| Batpn 1)+ M v By, T — L

— V{l ds dl.

Pour avoir le contingeut que le volume GH g/ apporte a l'intégrale (81), il
suffit d'intégrer 'expression précédente par rapport a /, depuis /= o0 jusqu’a
{ = Gg="79,dt, ce qui donne

3 2 2
Uy + vg + w3

2 2 2
[ -+ 1 -+ H’}
2 2

P9 [Baan ) V= En(ps, T,) — — V.| as .

L’intégrale (81) devient

”’lfPf\()lI:E'ﬂ(PnTl) -+
A

Ce résultat, joint a I'égalité (79), donne la forme suivante a 1'égalité (~8)

2 2 2 2 9 2
1?4 02 4 p? , . R e e e -
B L N WO 0. "1——E‘n(pg, ri) 21 T2 1 2 —Vz] ds.

2

, 2 52 2 ) ;
(82) Ed():dtf% p,’&‘)i[En(p,, T,)+u—1i(2'—+ﬁ—1—V,]——ét’xlu,—‘fy,v,—@:‘;,n'l

A
2 2 2
ll2 —+ 92 -+ (V‘_,
2

— 0,9, [E N{ps Ty) + —+ V{' + Logtty+ Bpg ey Doyivy : ds.

Si le milieu est mauvais conducteur, cette quantité doit étre égale a o, quelle que

soit I’aire A choisie sur la surface S; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que
I'on ait, en tout point de la surface S,

2 ,2 2 -
(83) 610, [En(p,, T,) + “—‘i‘—zl-ﬂ + V,J — Ry tty— By 0y — Poyiry

. u? 4 24 w?
=01V [E N(p2, Ty) -~ —2‘22—2‘ + V| — Py — @y — Loyory.
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Telle est la condition supplémentaire qui remplace, dans le cas des fluides mau-
vais conducteurs de la chaleur, la relation (64) relative aux fluides bons con-
ducteurs.

On peut, en la combinant avec les relations déja trouvées, lui donner une
autre forme.

Les égalités

P1 Oy (1, — u) = ‘l‘” - @xn

(57) P10 (9 —01) =R — Dy,

\ Pl\l)t(“’z_ wy) =% — @15

. c e Uy Uy Va0 Wyt W . i .
respectivement multipliées par — t, 2t e L et ajoutées membre 2
2

2

membre, donnent

2 2 2 2 2 2
Ui+ 03+ wi u? + 03+ )
P19, —
2 2

Q@ e @, @, — @,
:——2~——ﬂ(lt2+lli)+g‘—'—-—'ﬂ-("g—i—"l)+;‘———“—l(ﬂ"g+“’1).
2 2 2

1’égalité (83) devient alors
PO [En(psy To) +Vo—En(py, T,)—V,]
@+ @ @+ D, @+ €,
——__—‘_x%(uz_ul)_l_ ._’:_;:_;1((,72_()1)+“;_|{:_&L((y;2_“v1)

~

ou bien, en vertu des égalités (57),

o | Q4+ P2, 4+ @2, — 02— @2 — @2
P%\)i[Eﬂ(Pm T;) + Vo— Exn(py, T,)—V,]=—"=- = == . L =L .

2

Si l'on remplace ©F par la valeur, tirée de 1'égalité (60),
‘)2:_’L. (0 () @ @ - @, — @ J,
Vi 91(92—91)[( 22— Lz1)x 4+ (%) LB+ (Poa— L) 7]

P’égalité précédente devient

201 P2

(84) P— [En(ps To) -+ Vo—En(p, T,) — Vy]
o (Biz -+ (L‘fz -+ (ff_, - Lf}tl - (P}l — ("‘)‘:21

T (Lra— L) d A+ (L — L) B A+ (L2 — Lay)y ‘

C’est la forme que nous voulions obtenir.

Si le fluide est dénué de viscosité, les égalités (35) et (35 bis) transforment
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I'égalité (84) en

. 5 , . I, + 1,
(83) E1P2 By Ty) + Va— En(py, Ty) — V= 2.
Pe— Pt 2

Si, en outre, les actions auxquelles les éléments fluides sont soumis sont
newtoniennes, la discontinuité de densité qui se produit le long de la surface S
n’entrainera aucune discontinuité pour la fonction V; on aura

V,=V,
et I’égalité (85) deviendra
Ep,p; m+n
(86) _‘P—iﬂ"[n(‘oz’ Tz)—‘fl(pl,T;)]:-—L-———%-
P2— 1 2

Cette formule avait été établie par Hugoniot (1) dans Phypothése ou l'onde de
choc était plane; elle a été généralisée par M. E. Jouguet ().

Bornons-nons & ce cas d'un fluide dénué de viscosité el soumis a des actions
newtoniennes. Supposons qu’au point M, ol une onde de choc est censée passer
a I'instant ¢, on connaisse :

1° Les éléments du mouvement 1, savoir les quantités

Uy, Y1y, Wy Py 1,, T,
les trois derniéres étant liées par la relation

0C(Pn T,) —

a2
(66) I, —p3 Jor

05

2® Les cosinus directeurs %, 3, y de la normale a 'onde de choc et la vitesse )t
de propagation de cette onde. A

Montrons qu'au point M, les ¢léments du mouvement 2 sont déterminés.

J.’égalité

(3) Cy = —(au, + Bv +yw)

détermine V,.

(1) Hueoxtor, Mémoire sur la propagation du mouvement dans les corps et spéciale-
ment dans les gaz parfaits. 11° Partie, CGhap. V: Sur les discontinuités qui se mani-
Jfestent dans la propagation du mouvement. I, Cas ou la relation entre la pression
et la densité dépend des transformations subies par le corps (Journal de U’Ecole Poly-
technique, LYIII® Cahier, p. 80; 1889). — Voir aussi VIEILLE, Etude sur le réle des dis-
continuités dans les phénoménes de propagation (Mémorial des Poudres et Salpétres,

t. X, p. 177).
() E. Joucuer, Comptes rendus, t. GXXXII, p. 673; 18 mars 1go1.
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Les égalités

. 08(0,, T,
(66 bis) I, — p2 *092 ) o,
(61) p‘z(ﬂi‘“nl):pl.@%
P2 0y

et I'égalité (86) déterminent pg,, I, T,; alors les égalités (59) déterminent

Usy Oay V.

§ 9. - DES SURFACES LE LONG DESQUELLES DEUX MASSES FLUIDES

GLISSENT L’UNE SUR L’AUTRE.

Les considérations qui ont été développées dans les paragraphes précédents
touchant les ondes de choc impliquent, comme cas particulier, I’étude des sur-
faces le long desquelles deux masses fluides glissent I’'une sur I'autre.

Pour déduire des propositions précédentes celles qui sont relatives a ce cas, 1l

est nécessaire et suffisant d’introduire, dans les égalités obtenues, les conditions
\()1 —O0, OQ = 0.

Dés lors, les résuliats obtenus au § 5 nous permettent d’énoncer la proposition
suivante :

En un fluide visqueux ot U'on regarde les relations (43) comme entiére-
ment générales (Hyroruise B), il ne peut subsister aucune surface le long de
laquelle deux couches liquides glissent Uune sur lautre.

11 faut toutefois excepter le cas ot 'on aurait
Uy, = u, =0, ¢y — ¢ = O, Wy, — W, = 0,

¢’esl-a-dire le cas ot les deux couches inégalement denses et peut-étre, si le
fluide est mauvais conducteur, inégalement chaudes, au lieu de crisser {’une
sur Uautre, aspaEsent une & [’ autre.

Dans ce cas, les égalités (47), qui découlent de I'hypothése B, transportées
dans 'égalité (41), nous donnent I'égalité

(42) d&,, = o,

tout comme si nous avions suivi ’hypothése A.

Ce cas sera traité ultérieurement d’une maniére spéciale (voir § 11).

Si nous suivons 'Hyprornise A, nous aurons & faire usage des résultats énoncés
au § 6 et aux paragraphes suivants.
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Les égalités (57), ol nous devrons faire ©, = o, nous donneront
D — Po— @
(87) Cpr =L, (Byi = (J-‘yl’ Qo =@
La pression dont

Cp =M+ vz)a +7B+1y7,
(88) @ =t o+ (Il +vy) B+ 12y,
? P =tpa+1, B+ (M+v)y

sont les composantes, varie d’une maniére continue lorsqu’on traverse la sur-
Sace le long de laquelle deux masses fluides glissent U'une sur ’autre.

-

L’¢égalité (60) devient alors une identité.

Les considérations développées au § 7 gardent leur valeur, en sorte que, si le
Sluide est bon conducteur, la température varie d’une maniére continue lors-
qion traverse une surface de glissement.

Si le fluide est mauvais conducteur, on devra encore écrire la relation (83),
mais en y faisant ©; = o. Cette relation, ou ne figurent plus T,, T,, ne nous
enseigne rien touchant ces quantités, en sorte qu'en un fluide mauvais conduc-
teur la température peut éprouver une discontinuité quelconque lorsqu’on
traverse une surface de glissement.

Mais I'égalité (83) devient, en tenant compte des égalités (88),

(89) Cp(tey—uy) + Ry (03— 90;) + D (wy — vy) = 0.

En un fluide mauvais conducteur, la pression dont €5, €, €. sont les com-
posantes est normale, en chaque point d’une surface de glissement, a la
vitesse relative

(90) U=u, — u,, V=v¢,—v, W =w,—w,
des deux masses fluides qui glissent U'une sur Uautre.

Considérons, en particulier, les fluides non visqueux pour lesquels I’hypo-
thése A est stirement exacte.

Pour ces [luides, les égalités (87) se réduisent a
(91) I, =11,.

Si deux masses d’un fluide non visqueux glissent Uune sur Uautre, la
pression ne subit aucune variation brusque lorsque lon traverse la surface
de glissement.
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Dans le cas oix le fluide n’est pas conducteur, la température peut éprouver
une discontinuité quelconque au travers de cette surface; mais, st le fluide
est bon conducteur, la température varie d’une maniére continue au travers
de cette surface.

Tenons-nous & ce dernier cas, et supposons en outre que le fluide soit soumis
a des aclions newtoniennes. Nous aurons, de part et d’autre de la surface de
glissement, a écrire les égalités

(66) m— 2 28T
dp,
(66 bis) m,— 2 28 Ta)
F 00

Mais comme nous avons déji, en tout point de la surface de ghissement,
[(91) el (64)] =M, T,=T,
les égalités (66) et (66 bis) nous donneront
(92) P1 == P

En un fluide non visqueux, bon conducteur de la chaleur et soumis a des
actions nesvtoniennes, la densité varie d’une maniére continue au travers
d’une surface de glissement.

En résumé, au sein d’un fluide non visqueux, le mouvement peut étre discon-
tinu le long de certaines surfaces et, dans I'étude de ces surfaces, deux cas sonl &
distinguer.

Le premier cas est celui des ondes de choc. Dans ce cas, la vitesse relative U,
V, W [égalités (go)] des deux masses fluides en contact le long de la surface de
discontinuité est, & chaque instant, normalea cette surface, en sorte que I'on peut
dire que la discontinuité est longitudinale; la pression varie d’une maniére
disconlinue au travers de 'onde; celle-ci ne sépare pas sans cesse les deux mémes
masses fluides; d’un instant a I'autre, elle se propage de certaines parties maté-
rielles 4 d'autres, et la vitesse de cette propagalion dépend, en vertu des éga-
lités (3), (3 bis), (10) et (61), des deux relations équivalentes '

\ I — (auy +Poy+yoy) == P2 Ilz_—_ﬂ_,,
Pr f2—

(o) | o T, 10,
{' Do — (atuy +Pog+yw,) = -Z—:—P-i—__—‘o—:
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Le second cas est celui des surfaces de glissement. Dans ce cas, en vertu des
égalités (3), (3 bis), (8) et (go), la vitesse relative U, V, W vérifie I'égalité

U+ V3 +Wy=o.

Elle est, & chaque instant, tangente a la surface de discontinuité; on peut donc
dire que la discontinuité est transversale. La pression varie d’une maniére con-
tinue au travers d’une semblable surface. Enfin, cette surface sépare sans cesse les
deux mémes masses fluides.

Ces propositions offrent de remarquables analogies avec celles que nous démon-
trerons plus loin touchant la propagation des ondes d’un ordre quelconque dans
les fluides non visqueux (voir Chap. IV).

§ 10. — LES SURFACES DE DISCONTINUITE DANS LES FLUIDES INCOMPRESSIBLES.

Nous avons traité jusqu’ici des fluides compressibles; mais les considérations
purement cinématiques du § 1 s’appliquent aussi aux fluides incompressibles. On
doit seulement, dans ce cas, écrire sans cesse

P1 = P2
en sorte que I'égalité (10) devient
OV, +0V,=o0
ou bien, selon les égalités (3) et (3 bis),
(uy—uy) o+ (02— 0,) B+ (w, —wy) y =o.
Cette égalité entraine la conséquence suivante :

.

Les seules surfaces de discontinuité que puisse présenter un fluide incom-
pressible sont des surfaces de glissement.

D’ailleurs, la plupart des considérations qui précédent peuvent étre répétées au
sujet des fluides incompressibles, a la seule condition de remplacer la fonction
€(p, T) par une simple fonction de T. On peut donc, pour les surfaces de glisse-
ment des fluides incompressibles, maintenir ce qui a été dit au paragraphe pré-
cédent.

Fac.de T., 2 S., III. 34
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§ 11. — DES SURFACES DE DISCONTINUITE LE LONG DESQUELLES DEUX MASSES

FLUIDES ADHERENT L'UNE A L’AUTRE.

Dans tout ce qui précéde, nous avons implicitement supposé que ’on n’avait
pas a la fois les trois égalités

Uy = Uy, 0y == P, Wy =0y 3

en d’autres termes, nous avons supposé que la surface S étail, pour les compo-
santes de la vitesse, une surface de discontinuité. Toutefois, au début du §9,
nous avons signalé 'intérét qu’il y aurait & examiner spécialement le cas ou les
égalités précédentes seraient simultanément vérifiées. C’est cet examen que nous
allons maintenant entreprendre.

Les égalités

u, = uy, == u, Py= 0, = 0, W= Wy = W,
jointes aux égalités (3) et (3 bis), donnent
(8) V=— 0, = — (au~+LBv+yw)
et I'égalité (10) devient
.

(94) (pa—p1) [96 — (au +Bo +yw)]=o.

Comme nous I’avons remarqué au § 9, on a, dans le cas actuel,

(42) dé,, —o,

méme si Pon suit Uhypothése B; on peut donc, en tout état de cause, appliquer
au cas actuel les théorémes généraux établis aux §§ 6, 7, 8, 9.
Nous voyons alors que les égalités (57) nous donneront sirement les égalités

v

Ror = D2y
(87) ¢ By = By
Bz = Pzae
En outre, sile fluide est bon conducteur, nous aurons
(64) T, =T,
La considération de I'égalité (94) nous améne a distinguer deux cas.
Premien cas. — On n’a pas

I —au—+Bv+yw.
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Dés lors, 'égalité (g4) donne

pL=ps =p.

Si le fluide est bon conducteur, on sait que I'on a T, =T,. Considérons le cas
ou le fluide est mauvais conducteur; nous devons, dans ce cas, faire usage de
I'égalité (83) en y remplacant, si le fluide est incompressible, n(p, T) par une
simple fonction de T, 7 (T). La continuité de o au travers de la surface S assure

¢

celle de V, en sorte que V, = V,. Dés lors, I'égalité (83 ) nous donne

n(p, Ty) ==n(p, Ty)
si le fluide est compressible et
'ﬂ(Tl) :ﬂ(Ta)

st le fluide est incompressible.
Dans tous les cas, en vertu du postulat de Helmholtz, la fonction 7 est une
fonction croissante de T. On doit donc avoir Ty = T,. Ainsi, que le fluide soit

l)OIl ou mauvais conducleur nous avons
)
T,=T,=T.

Si le fluide est compressible, nous devrons écrire, de part et d’autre de la sur-
face S, I’égalité

(22) H+92(Ai+Ac)—p9%ef T):—.o

La continuité de o au travers de la surface S assure celle de A; et de A.; on
voit donc que la continuité de o et de T assure celle de IT; on a, dés lors,

I, =11, = IL.

Donc, en un fluide compressible quelconque, une surface au travers de laquelle
les composantes de la vilesse sont continues, et dont la vitesse de déplacement

n’est pas donnée par la formule
I =au-+ v+ yw,

ne peut étre surface de discontinuité pour aucun des éléments du mouvement,

Si le fluide est incompressible et non visqueux, les égalités (87) donnent 1’éga-
lité (g1)
Hl - H29
en sorte que la conclusion précédente demeure établie. Mais les considérations

précédentes ne démontrent pas, pour les fluides incompressibles visqueusx, I'im-
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possibilité d’une surface au travers de laquelle u, ¢, w, p, T varieraient d’'une

maniére continue, qui serait surface de discontinuité pour la pression I, et dont

la vitesse de déplacement ne serait pas donnée par la formule
o =ou -+ ,3V+ VAL

Cette impossibilité sera démontrée plus loin (Chap. IlI, § 1). Anticipant sur
cette démonstration, nous pouvons énoncer la proposition que voici :

En aucun fluide on ne peut observer une surface au travers de laguelle
les composantes de la vitesse varieraient d’une maniére continue, qui serait
surface de discontinuité pour ’un aw moins des autres éléments du mouve-
ment (o, I, T) et dont la vitesse de déplacement ne serait pas donnée par la

Jormule

(8y o ==au—+ 3¢ + 7.
Nous sommes amenés ainsi 4 considérer le deuxiéeme cas.
Deuxieme cas. — On «a

(8) o =oau—+ B304y

Dans ce cas la surface S sépare toujours les deux mémes parties da fluide, qui
adhérent entre elles le long de cette surface.
Pour pousser plus loin I’étude de ce cas, nous aurons a distinguer entre les

fluides non visqueux et les (luides visqueux.

Fluides nor visqueux.— Les égalités (87) se transforment alors en
(91) ' I, =1, =1L

Si, en outre, le fluide est bon condacteur, on a
(64) T, =T, =T.

Si le fluide considéré est un fluide incompressible, tous les éléments du mou-
vement varient d’une maniére continue au travers de la surface S.
Sile fluide est compressible, 1’égalité (22) permet d’écrire

) , 08(p1, Th) -
O+ pi (A + A —pi “—‘—();Tl—‘ =o,

5 ()‘:(P‘Z’VFQ) .

I, 05 (Ai+ Ae)y —p} o o
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et, par conséquent, en vertu des égalités (g1) et (64),

(): y’l‘ N ()C 2y 'I‘)
o3 |:(Al'+Ae)1 — E)Pholl)] = P3 I:(Ai—l—Ae)2 — ——(()pp, ]

Selon des notations précédemment introduites (I Partie, Chap. I, § 4), cette
égalité peut s’écrire, en remarquant que les fonctions A; (R, z, y, =, ),
Aoe(R, 2, ¥, 3, t) varient d’une maniére conlinue lorsque le point (z, y, 3) tra-

verse la surface S,

2¢(p,, T
P‘I) [J”[(Pl’ ‘z'.y‘)') < t) —+ 5«l’u(|91) Ty )y S, t) - ‘5(#):'
P
- 0 2 T
:Pg [°191'(p2’ '75;)'9 <, [) -+ “’l"c(PZ, .I‘,)’, ) [) - _C%O_‘)]
02

Cette égalité est évidemment satisfaite si P2 == 2;; peut-elle ’étre autrement?

Regardons celte égalité comme une équation en p,.

Elle admet stirement la racine P2 =01.

Pour qu’elle pit en admettre une autre, 1l faudrait qu’il existat une valeur R
de o telle que l'on ait

2R [ M (R, 2, v, 5, ¢) + Moo (R, 2, y,5,6) — Q&I)J

oR
0 (R, 2, y, 5, 1) d0. (R, 2, v, 5, 0) d*C(R, T)
2 o . R\ * -
+R [ OR + R PItE ]“"'

Or, au sein d’un fluide en équilibre stable, on a (1)

9%(p,T)
oo

IJ

2p[ Aoi(p, T, ¥y 5, 6) + Ao (py 2y ¥, 5, L) —

g [f)_ﬂsf(w’ D5l dlp @, 3,50  0*Up, T)
: do dp dp*

Sinous admettons que cette inégalité demeure vraie, quel que soit le mou-
vement du fluide étudié et quelle que soit la valeur R de la densité que nous
substituions a g(x, y,z,t), ce qui est assuré dans le cas ou les actions inté-
rieures sont nestoniennes, égalité précédente ne pourra pas avoir lieu; nous
aurons forcément

Pa=p1

et nous pourrons énoncer le théoréme suivant :

(1) Sur la stabilité d’une masse Sluide dont les éléments sont soumis a leurs actions
mutuelles [ Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5¢ série, t. 111, pP- 174; con-
dition (63); 1897].
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Dans un fluide non visqueuz, bon conducteur, incompressible, ou compres-
sible mais soumis & des actions intérieures qui sont newtoniennes, si deux
parties du fluide adhérent le long d’une certaine surface, cette surface n'in-
troduit de discontinuité dans aucun des éléments du mouvement. Il en est .
encore de méme dans le cas ou les actions intérieures ne sont pas newto-
niennes, pourvu que la condition énoncée il y a un instant soit vérifiée.

Supposons maintenant que le fluide soit mauvais conducteur.

En vertu des égalités (8) et (87), I’égalité (83) devient une identité; entre les
températures T,, T, peut exister une différence quelconque; si le fluide est
compressible, les égalités (22) et (g1) exigent que les densités p,, p, soient liées
par la relation

9 ’ ) . 0t (Pl»Tl) ()C(P%Ti)
Pi [(Al—}"Ac)x ()Pl ] [(A —|—A )7”—‘ —()P;—]

Au sein d’un fluide non visqueux, mauvais conducteur, la température
peut étre discontinue au travers d’une certaine surface qui nest pas, pour
les composantes de la vitesse, une surface de discontinuité; si le fluide est
compressible, la densité varie aussi d’une maniére discontinue aw travers
de cette surface; mais la pression, en toute circonstance, y demeure con-

tinue.
Fluides visqueux. — Supposons d’abord le fluide bon conducteur
(64) T,=T,.

Si le fluide était incompressible, tous les éléments du mouvement, sauf la
pression II, seraient continus au travers de la surface S; il résulte alors d’une
démonstration qui sera donnée au Chapitre 111, § 1, que la pression II serait éga-
lement continue; donc :

Au sein d’un fluide visqueux, bon conducteur et incompressible, une sur-
facele long de laquelle adhérent deux masses fluides ne peut étre surface de
discontinuité pour aucun des éléments du mouvement.

Si le fluide est compressible, la méme impossibilité n’existe plus. La surface
d’adhérence peut étre surface de discontlinuité pour la densité o et la pres-
sion II.

Si le fluide est mauvais conducteur, les égalités (8) et (87) translorment I'éga-
lité (83) en une identité; la température et la pression peuvent étre discontinues
le long de la surface d’adhérence; il en est de méme dc la densité si le fluide est

compressible.
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Donc, en résumé, au sein d’un fluide visqueuz, la surface d’adhérence de
deux masses peut étre :

1° Surface de discontinuité pour la densité o et la pression 11, si le fluide
est compressible et bon conducteur;

2° Surface de discontinuité pour la pression et la température T, si le
Sfluide est incompressible et mauvais conducteur ;

3° Surface de discontinuité pour la densité o, la pression 11 et la tempéra-
ture T, si le fluide est compressible et mauvais conducteur.



