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MEMOIRE

SUR LE

MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE

DANS UN LIQUIDE INDEFINI,

Par M. W. STEKLOFF.

INTRODUCTION.

1. Le probléme da mouvement d'un corps solide dans un liquide indéfini a
été posé pour la premiére fois par Dirichlet en 1852 (*).

Quelques années aprés, Clebsch, suivant une voie indiquée par Dirichlet, a
déduit les équations du mouvement dans le cas particulier d'un ellipsoide

(Journal de Crelle, t. 52; 1856).

Ensuite, MM. Thomson et Tait ont élabli ces équations dans le cas plus

ge-
néral & 'aide du principe d’Hamilton.

Enfin M. Kirchhoff, en 1871, a développé les idées de MM. Thomson et Tait
et a représenté sous la forme usuelle les équations dont il s’agit.

Mais la méthode de M. Kirchhoff ne s’applique qu’aux corps limités par des
surfaces simplement connexes (comme l'ont remarqué MM. C. Neumann et
Boltzmann), et la méthode la plus naturelle pour établir les équations du mou-
vement est celle de Dirichlet, qui raméne le probléme considéré au probléme du
mouvement d’un corps solide libre soumis a des forces extérieures données el a
des forces de pression du liquide, appliquées normalement a la surface du corps.

Il s’agit, dans le Chapitre I de ce Mémoire, d’établiv les équations du mouve-
ment, par la méthode tout a I’heure mentionnée, dans ces suppositions géné-
rales :

(') L.DiricHLET, Ueber einige Fdlle, in welchen sich die Bewegung eines festen Kor-
persin einem incompressibeln flisssigen Medium theoretisch bestimmen ldisst ( Berliner
Monatsberichte, 1852).
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1° Le corps solide est limité par une surface fermée (S) de Uordre arbitraire
(fini) de connexion ayant partoul un plan tangent déterminé;

2° A l'intérieur du corps il existe un nombre fini ¢ de cavités, limitées par
des surfaces fermées, ayant les mémes propriétés que (S), et remplies de liquides
incompressibles ;

3° Le corps solide est soumis a des forces extérieures quelconques ; les fluides
sonl soumis a des forces ayant une fonction de forces;

4° La vitesse du mouvement du liquide indéfini contenant le corps mobile,
ainsi que celle des liquides contenus dans les cavités, dérive d’un potentiel, et les
liquides considérés sont incompressibles et idéaux.

2. L’intégration de ces équations différentielles représente, comme I'on sait,
des difficultés presque insurmontables, méme dans le cas de I’absence de toute
force accélératrice.

Il faut d’abord étudier ce dernier probléme, le plus simple; c’est ce que je fais
dans le Chapitre Il.de ce Mémoire, en supposant en méme temps que la surface
du corps soit simplement connexe.

Je propose une méthode générale, & savoir la méthode d’intégration par des
approximations successives, qui s’applique toujours, quel que soit le corps solide,
pourvu que le rapport

o étant la densité du fluide indéfini, M étant la masse totale du corps et des
fluides remplissant les cavités, ait une valeur suffisamment petite.

Cette méthode raméne le probléme général & I'intégration bien connue des
équations du mouvement d’un corps solide libre et a celle de certaines équations
linéaires & coefficients variables qui se raméne aux quadratures.

3. Comme les équations du mouvement admettent les solutions périodiques
pour ¢ =o, ils peuvent les admelttre aussi, d’aprés les théorémes connus de
M. H. Poincaré, pour des valeurs assez petites de e.

La solution de cette question intéressante fait I'objet du Chapitre III de ce
Mémoire, ol je démontre I'existence d’une infinité de solutions périodiques ayant
lieu, quel que soit le corps solide.

4. Je dois remarquer que ces idées ont été énoncées pour la premiére fois
dans mon Ouvrage Sur le mouvement d’un corps solide dans un liguide indé-
Jini, paru en russe en 1893; mais comme le but principal de cet Ouvrage con-
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sistait dans la discussion des cas particuliers, ou le probléme se raméne aux
quadratures, je m’y suis borné aux remarques générales. Maintenant, je vais dé-
velopper en détail mes recherches.

CHAPITRE I.

MOUVEMENT DU LIQUIDE INDEFINI ET DES LIQUIDES REMPLISSANT
LES CAVITES.

1. Soit m 41 I'ordre de connexion de volume du corps solide, plongé dans un
liquide indéfini. Il est possible de rendre ce volume simplement connexe en pra-
tiquant des coupures; pour cela, il suffit de prendre m coupures convenablement
choisies.

Dans les volumes a connexion multiple on peut tracer des courbes fermées
pouvant se réduire, par une déformation continue, a un point, sans sortir du volume
et des conlours fermés qui ne peuvent se réduire a un point sans sortir du
volume.

Nous appellerons ces derniéres courbes contours principau.

Les courbes de premiére espéce ne traversent pas les coupures; les contours
principaux les traversent nécessairement.

Désignons par F la fonction des vitesses du liquide indéfini.

F reste uniforme tant qu’on ne traverse pas la coupure, mais la différence des
valeurs que prend cette fonclion en deux points infiniment voisins d’une cou-
pure, situés de part et d’autre de cette coupure, est finie et s’appelle circulation
principale correspondant au contour principal qui traverse la coupure considérée.

Cette circulation est une constante déterminée pour chaque contour principal,
correspondant & une coupure donnée, et s’appelle constante cyclique.

Le nombre de ces constantes est égal a m.

La constante cyclique correspondant au contour principal donné est égale a la
valeur de l'intégrale

1:f(de+de+Wd;),

prise le long de ce contour, U, V, W étant les composantes de la vitesse d'un
point z, ¥, 5 du fluide suivant les axes des coordonnées.
Nous désignerons ces constantes par

ks (s=1,2,...,m).
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2. Désignons par n la direction de la normale extérieure & (S) (surface du
corps), par
Oy, OF,
an )

les dérivées normales, intérieure et extérieure, de I sur (S).
Envisageons maintenant trois axes mobiles Oz, Oy, Oz, liés au corps solide,

et désignons par
u, ¢, w

les composantes de la vitesse du point O suivant les axes Oz, Oy, O s, par
P 4, r

les composantes d’une rotation instantanée . -
Les nombres £; étant donnés, le probléme du mouvement du liquide indéfini
se raméne au probléme suivant :

Trouver & Uextérieur de (S) une fonction ¥ satisfaisant aux conditions
suivantes : v

1° IF est une fonction harmonique & Uextérieur de (S);

2° F reste continue le long de tout contour fermé de premicre espéce, tracé
dans le liguide, et varie brusquement & la constante kg, lorsque le point
décrivant sme contour principal traverse la coupure correspondante;

3° La différence F — G, G étant une constante, tend uniformément vers
séro, lorsque la distance R du point x, y, 5 & lorigine des coordonnées croit
aw dela de toute limite;

4° La dérivée normale extéricure de F satisfait & la condition

%:(u—i—qz —ry)cos(n, x)

[47]

+(v+ rax —psyecos(n,y)+ (w-+py—qgx)cos(n,s) sur (9).
On sait que ce probleme ne peut admettre plus d’une solution.
On peut représenter I sous la forme suivante :

(0 F=F+ 3 kT =F+F,

s=1

ol I est une fonction satisfaisant aux conditions 1%, 3° et 4°, continue avec ses
dérivées de deux premiers ordres a l'extérieur de (S), F;(s==1,2, ..., m) sont
des fonctions ne dépendant pas de u, ¢, w, p, 'y, , harmoniques a Vextérieur
de (S), variant brusquement a I'unité lorsque le point décrivant le si*me contour
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principal traverse Ja coupure correspondante, et restant uniforme le long de toutes
les autres coupures tracées dans le liquide.

Ces fonctions s’annulent & I'infini avec ses dérivées du premier ordre et salis-
font aux conditions

03
()/;e =o0 sur la surface du corps.
On appelle cette fonction I fonction monocyclique correspondant & la con-
stante cyclique k;.
La fonction F, satisfera donc a la condition

JF,,

Jn = ©° sur (8S).

Quant a la fonction IFy, elle sera linéaire en w, ¢, w; p, q,
(2) Fi=uo+ 00, +wo,+ pd+qda+ rd; + G,

©j, Yj(s=1, 2, 3) étant des fonctions du point x, , 5 jouissant des propriétés
suivantes :

a. Elles sont harmoniques et continues a U'extérieur de (S), ainsi que ses
dérivées des deux premiers ordres.

b. Elles tendent uniformément vers zéro lorsque R croit indéfiniment.

c. Elles satisfont aux conditions

doe o,

—d%:cos(n,x), %:ycos(n, 3) — scos(n, y)

()CP e d‘-!*ze

—dfzcos(n,y), o = zcos(n,x) — xcos(n, s sur (S).
d‘Psc _ . dH’Jse . " B

o = cos(n, 3), on —xcos(n,y)— ycos(n,z)

On sait que les conditions énoncées («, b, ¢) caractérisent complétement cha-
cune des fonctions ¢, §; et, par conséquent, la fonction I¥,.
Il résulte de ce qui précéde que la fonction F

F=F +F,

salisfait & toutes les conditions 1°, 2°, 3° el 4".

La fonction F étant ainsi déterminée, nous aurons

JoF oF JF
¥ = = s

ll:()—x‘: ‘—()‘)" :;)_5,

et le probléme du mouvement du liquide indéfini sera résolu.



176 W. STEKLOFF.

3. Pour déterminer le potentiel F,, des vitesses du liquide remplissant la ni®we
cavité, limitée par la surface fermée (S,), dont l'ordre de connexion soit égal

& pp, posons
Pn

-
Fn — Fin -+ 2 /“ém %én) —= Fln -+ F?ny

s =1

k" étant des constantes cycliques correspondant a la surface (S,), 3 étant des

fonctions monocycliques correspondant aux constantes £, F,, élant une fonc-
tion de la forme

Fio=uz+oy+ws+p{"+qdi"+r¢".

Quant aux fonctions ¢/, elles sont harmoniques a P'intérieur de (8,), con-
tinues avec ses dérivées des deux premiers ordres, et satisfont aux conditions

oUm
% —= ycos(n, ) — =z cos(n,y)
oy

(3) P ree scos(n,x) —xcos(n, 3) sur la surface (S,).
oy

on =xcos(n,y)—ycos(n,z) (1)

La fonction F,, étant ainsi déterminée, nous aurons

JF, JF, __JF,

p=—=2, w=r )

dz’ dy

et le probléme du mouvement du liquide dans la ni*™ cavité sera résolu.

FORCE VIVE DES MASSES LIQUIDES ET DU SYSTEME TOTAL.

4. Considérons un volume quelconque dont 'ordre de connexion est égal
am-+1.
Soient U et V deux fonctions cycliques & l'intérieur du volume; soient

) ke et N, (s=1,2,..., m)'

leurs constantes cycliques.
Désignons par dv l'élément de volume considéré, limité par une surface

(1) n désigne la direction de la normale extérieure a (S,).
(2) u, ¢, w désignent les composantes de la vitesse du liquide remplissant la nime cavité.
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fermée (S), par ds 'élément suaperficiel de (S), par dss(s =1, 2, ..., m) I'élé-
ment de s'*™¢ coupure.

Employantle théoréme de Green, on trouve

U OV . [V, <, [V
(5) fzg‘;d—‘;thﬁ_flj ids Yk, [ 9 ds,
s=1
U, <, (U
J— A i !
_f\ st—Z/fs o 4o
s=1

en choisissant convenablement la direction positive de la normale » aux coupures
correspondant aux constantes A, et &, .

Considérons maintenant le domaine (D’), extérieur a (S).

Soient U et V deux fonctions cycliques a I'extérieur de (S), correspondantes
aux constantes (4).

On trouve, comme précédemment,

oU oV ov, < oV
(50) fzo—x‘ o e ._——fU A ds—i—Eksfd—ndo-,.
s=1

B U, , ~a, [0U
__f\ eds+ Yk, [0 ds,,
s=1

d7 étant le volume du domaine (D').

5. Désignons par T, la force vive, par p la densité du liquide indéfini.

oF \?
2T2:pf2<d—x> dt',

F étant le potentiel des vitesses.

On trouve

On sait que F est une fonction cyclique dont les constantes cycliques sont
égales a '
ks (s=1,2,3,...,m) (n°s 1 et 2).
On a donc, en vertu de (5,),
B OF, , < OF
2Ty=—p [FS ds+2ksf%das,
s=1

Fac.de T., 2*S., IV. 23
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d’ou, en remarquant que

F:F1+F2)

el en tenant compte des propriétés de F, et Fy, indiquées plus haut, on tire

oF,, ,
dan d5>'

alsément

. OF,, <, [0F, <, [OF,
2Tgv~—pfF1 ak ds+p2k;/?;l—dcrs+p<2kj—ggdo's——sz
s=t s=1

Posons dans (5,)

U=F,, Y=F, ki=o (s=1,2,...,m).

On aura
o, [ IF, oF, ,
E/fsf“&;l*dof‘s—'ng"d—;dS_O
s=1

et, par suite
3 ’

B ] dF‘e m dF?
2Tg_—pfl‘l - ds—l—pzksf—dl—ldas.
§=1

Désignons maintenant par T, la force vive da liquide remplissant nieme ca-
vité.

Nous trouverons, comme précédemment, en tenant compte de (5),

Pn

OFni ;0 o {F9Fan 5
Z'TQIL: PILfFllL dlll dS'( ) — P,;E k‘;. )fd—,: dO'; ),

s=1

ot p, désigne la densité du liquide considéré, ds?" I'élément superficiel de la
surface (S,) (n° 3), ds!” T'élément de la coupure correspondant & la con-

stante A{".

6. Posons, pour abréger I’écriture,

o [ 205 IE = (8, Vy=(V, ),

dx dx
oF . JoF
z_Ts—_-—pfF,—d'Tids», 2T1,:-—p2k5f—07:d0's.

On peut écrire S |
2T, =32T;+ 2T,
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ou, en vertu de (1) et (2),

2Ty = (91, ¢1) & + (92, 92) ¥* + (@3, ¢3)w?
+2(Q2y P3) VW 4+ 2(0y, P3) U + 2( Py, Qo)UY
+ (4P + (U de)g® + ($s $s)7?
+ 2 (Y, U)gr +2(Yn, d)pr + 2(4ss o) P9
+ 2(1, Y1) up + 2(91, $a) ug + 2(y, Y ) 49
+ 2(92, Y1) 9P+ 2(92, $2) g + 2(9s, §3) 07
+2(93, Y1) wp + 295, ) W + 293, G ) 907,

2T, :EK“kg + 221(3,, kskp,

s=1 s,p
93 0%, 0%
Kss:pfﬁ- do, Ksp:p‘[%da,,:p s .

7. Soit ¢ le nombre de cavités du corps solide.
Désignons par T, la force vive du liquide remplissant ni¢me cavité. On peut

écrire
2Ty, =2 TSn + 2T,,.

Nous obtiendrons l'expression de T, et T;, en remplacant, dans T; et Ty,
w; par z, ¥, 5, Y; par $, K et k par K(*) et (") et en supposant que les indices s
et p prennent les valeurs 1, 2, ..., pp (R=1,2, ..., q).

Désignons par 2, y4, z" les coordonnées du centre de gravité, par M, la.
masse totale du liquide remplissant ni*™° cavité, par d7'") I'’élément de volume de
cette cavité.

On trouve aisément, en tenant compte de (3),

(z,5) =(p,y) =(53) =M,
(x’)’) :(x’ z) :(yaz) =0, .
(z, q"(lm) =( %’”) =(3 “p;n)) =0,

0 40) = (3 4) = pu [(mde= M,
(5, q,(im ) =— (=, 4,(3'1)) = pnfy dr(n) — Mn}’f,-m,

(2, 457) = — (¥, 1) =pn f 3 delm =M, (",
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On a donc

2 T3 =M, (&2 + v+ a?) + oM, [(or — wq)2(® + (wp — ur)y™ + (ug — vp)s™]
_}_pz(qj(‘n), LP({L)) -+ q2(4}(2m’ q);n)) + ].2((‘!)?)’ ,\p(am)
2, ) Py 3 (U, D+ 2 (4, g

en résulte que Uon peut considérer Ty,(n=1, 2, ..., q) comme force
vive d’un corps solide dont la masse totale est égale & la masse totale
du liquide de n**me cavité, le centre de gravité coincide avec celui du liquide,
les moments d’inertie par rapport aux axes Oz, Oy, Oz sont égaux
) —_
(P57, 4§), (P9, M), (457, ¢5r) (n=1,2,...,9)

et les produits d’inertie sont égaux a
(07 4370, (47 957), (45, 457) (n=1,2, ..., ).

8. Désignons maintenant par T’ la force vive du corps solide plongé dans le
liquide indéfini, par T la force vive du systéme total (de toutes les masses
liquides et du corps solide, pris ensemble).

On trouve

7
2T == 2T+ 22T3n+ 2T; 4 S,

n=1

ou ’on a posé

q
S= 2T'++ QETLIU

n=1

S étant une forme quadratique de

n=1,2,...,q
ks (s=1,2,...,m), ki (

ST=1,2,...,Pn
a coefficients constants ne dépendant pas de u, ¢, w, p, ¢, r.

Désignons par M la masse totale du corps solide et des liquides remplissant
les cavités, par Xxc, ¥, %c les coordonnées du centre de gravité de ce systéme
composé que nous désignerons par (G). Soient enfin A’, B/, ¢/ et D', E/, ' les
moments et les produits d'inertie du corps solide.

Il est aisé de voir que ’on peut considérer

q
T’—!.—ETM

n=1

comme force vive d’'un corps solide dont la masse est égale a M, le centre de



MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT D’UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI. 181

gravité coincide avec celui du systéme (C), les moments d’inertie sont

égaux a
q q q
A :A,—‘—E(“p(lm’ “P(lm), B :B"i—E(%’”, H‘J(gm'), C— C’+E(%’”, Y
n=1 n=1 n=1

et les produits d’inertie sont égauz a

K q 7
D=0 B ), E=E D@, F= P N, 640,

n—1 n=1 n=1 .
Désignons par 7' la force vive de ce corps solide. On peut écrire

2T =27 +2T,; 4+ S.

PRESSION DANS LE LIQUIDE INDEFINI ET DANS LES LIQUIDES

REMPLISSANT DES EAVITES.

9. Désignons par p la pression en un point quelconque du liquide indéfini,
par p, la pression dans le liquide remplissant n'é®e cavité (n =1, 2, ..., q)-
Envisageons un systéme d’axes fixes £, 1, { et désignons par

@, L, ¢) "

le potentiel des vilesses du liquide indéfini.
Nous obtiendrons F en remplagant dans @ les variables £, n, § par leurs

expressions en z, y, z.
Désignons les cosinus directeurs des axes mobiles par rapport aux axes

fixes par
A ﬁi, 7 (i:I,v 2, 3);

par a, §, v les coordonnées du point O (du péle).

On a
x=(—a)ay+ (n—B)Bi+ (£ —3)y,,
et
OF 00 0D 3k 0D 9n 9@ o
9t =9t T 9ot T om ot Vot o
ou
% oJon It
o’ 9’ o

(1) t désigne le temps.



182 . o W. STEKLOFF.

sont les composantes de la vitesse d’entrainement W du point &, 4, § suivant les
axes fixes.
D’autre part
ob OF 0z OF dy  OF 0z __dF oF oF

0—5—0—‘5;)2‘+§-()—5-+&-5&*—0—md1+b—)/0(2+b—s»am 'pour-nel{.

On a donc

b or N r ]
‘;—5%;+%§‘3—2+9£3—;:3—wa+g§wy+g—fw;,
ou
W.=u+gqs—ry,
W,=¢ +rz—ps,
=W+ py —qx,
c’est-a-dire

oD _OF [OF ) OF  OF
© S=% |Gt as—rm e ra—pa)+ Flwrpr—g9)|.

Supposons que le liquide soit soumis & des forces ayant une fonction des forces
que nous désignerons par U.
La formule de Lagrange nous donne

P_ 00 10D\ OBV (00N
roveo [0 ()]

C étant une fonction ne dépendant que de ¢, d’ou, en tenant compte de (6) et de

2(%) =2(%)

I'égalité évidente

on tire immédiatement
P_. _9E 1N (9FY
(7) E—U_FC at 22(0@'
+dF(u+ g—7r )+‘—)E(v+rx—— ’)—&—-(—)—IS(&V p
oz 9:—=rY)F 5y p3)+ 5z (w+py —qx).

Nous trouverons de la méme maniére
R R Y2 A
o = U+ Cm 22( oz

Pn ,
' JF,

ox

~

. IF, oF,
-+ (u+qs—ry)+ FF(V—!—I‘x——pz)—i—d—r(cv—!jpy—qx),
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U, étant la fonction des forces agissant sur les points du liquide de ri¢™ cavité,

C, étant une fonction ne dépendant que du temps.

10. Désignons maintenant par
Pxs Pys Pz
les projections sur les axes Oz, Oy, Oz de la résultante générale des forces des
pressions exercées par le liquide indéfini sur la surface (S) du corps, par
Przs Pnys Pz (n=1, 2, ,q)

les projections correspondantes des torces des pressions exercées sur la
paroi de ni*™ cavité par les masses fluides remplissant cetle cavité.

Désignons ensuite par
9=y Gy> 4z

les projections du moment résultant par rapport a O des pressions du liquide
indéfini sur (S), par
Qnzy Gnys Gus (n: F,2, ..oy 9)

les projections correspondantes pour le liquide remplissant ni¢™° cavité.

Formons d’abord les expressions ps, py, pz-
Désignons par «, 3, v les angles de la normale extérieure 2 & (S) avec les axes

des coordonnées.
On trouve, en tenant compte de (7),

'_Px:Pf(U—i—C) COSadS—pf%_lZc()sddS
J0F\? JOF
__%f2<5;> COS“dS"—PfZg;(U+6]5~ry)cosads,

les intégrales élant étendues sur la surface (S) du corps.
Soit d= I'élément superficiel de la sphére (s) du rayon R ayant son centre

a l'origine des coordonnées.
Désignons, en général, par

im { f(x, y, 5)ds
R=w

la limite vers laquelle tend I'intégrale

.‘[.f(x, Vs z)d"';

lorsque R tend vers l'infini.
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Il est aisé de voir que

li do=o,
lefifZ( > cosSax do o

olt o désigne I'angle de la normale intérieure & (=) avec ’axe des .
Considérons maintenant I'expression suivante :

llml_hmfz (4 +gs—ry)cosads.

Supposons que R soit suffisamment grand et employons le développement

connu
S,

S,
F,=const. - = R+ [FRaRRRE
Sy, Sa, ... étant les fonctions sphériques.
On sait que le produit R¥S, est un polynome homogéne de degré £ en «, y, s.
On peut donc écrire
ax+-by—+cs

(8) F,=const. + RS

+ée=const.+ ¢ +¢,
a, b, c étant des constantes.

SiR est infiniment grand, ¢ sera infiniment petit du second ordre, < sera infi-
niment petit d’ordre plus élevé.

. JF
. l{!rlfxd—xztcosada:o,
llm‘/Z—(qg——ry)cosozda~o.

Il s’ensuit que

On a done

. . 04
11{]3’@1 :13‘:'2/2 0—2(9; —ry)cosads

—]!mfza(qg——ry)cosocda—llm I:(rb~qc)fR'da +f——da'J

p désignant une fonction linéaire homogéne en y3z, sz, ay.
Il est aisé de s’assurer que

x 3
fgd_f w:f%m:m
Y e — 3
R da_fB‘da' f da_..

(9)



MEMOIRE SUR LE MOUVEMENT D’GN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI. 185

quel que soit R. Par conséquent,

limI=¢n(rb—qc);

R=w
d’ou, en posant
on lire

plimI=rB —gqC.
R=w

On peut donc écrire

. JF p JF\? ;
—px#pf(U —i—C)cosads——prcomdS——5f2<d—x> cosads

—+—pr gg(u—l—qz-—ry)cosadS—i—qC——rB,

en entendant par dS l'élément superficiel de la surface (S) du corps et de la
sphére (¢) du rayon R infiniment grand, prises ensemble.
Posons, pour abréger I'écriture,

OF \? oF
K:—§f2<53—0> cosadS+prd—x(zt+qz—ry)cosocdS,

et désignons par dv' I'élément de volume de I'espace, limité par la sarface (S) et
par la sphére (o).

On trouve, en employant la transformation de Green,

_[[oF O*F O , OF ., [oF
K_pf<ﬁU+dxdyV+dx()5\V>dz+qu52d_f—p,f@df,

ou I'on a posé

oF oF oF
U=p —wrgs—ry), V=G —@rra—pz), W=go+@+py—ga),
U, V, W étant les composantes de la vitesse relative des points du liquide indé-
fini par rapport au corps solide.
D’autre part,

‘0*F 9*F 0*F , JF
Pf(WU+ dx())’v+d.z‘ de)dz- :--—pf%(Ucosa+Vcos(3+Wcosy)dS:o.

On a, en effet,

lim f—g—Z(U cosa + Vcosf + Wcosy)ds =o

R=w

Fac. de T., 2° S., IV. 24
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orF .
f—d;(Ucosoc—|—Vcosﬁ—|—Wcosy)ds:o,

puisque

Ucosa -+ Vcosf+ Weosy=o  sur (8).

K:qu%gdr’—pr[%gdf’.

D’autre part, d’aprés le théoréme de Green (voir n° 4),

R’,:—pfggdr’:pchosadS—pEksfcosocdas,
s=1
) dF ’ m .
(ro) Rﬁz_Pfﬁydf :pchosBdS—pEkS/cosﬁdas,
s=1

R;:_pf%gdr':pchosyds—pEk,fcosy do,
s=1

ou, en tenant compte de (8) et (g),

On a donc

R§:R1+Pl}ijﬂ Fcosado=R,+ A (A=¢tmpa),

(11) R,=R,+plim [ Fcospdos=R;+B (B=tmpb),
R=—w

R;:R3+pg£m Fcosy ds=R;+C (C=4%mpc),

ou I'on a posé

R,:pfFCOSocds——kastO_socdas,
s=1

(12) { R2:pchos@ds——kasfcosﬁdas,
s s=1

Bg—_—pchosy ds——-pZ/fstOSy dos.
s=1

Par conséquent,

K=rRy—qgR;+rB—gqC.
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Supposons maintenant que la fonction U soit uniforme et continue dans es-
pace tout entier.
On trouve
oU

f(U—i—C)cosocds % —dr,

dz étant I’élément de volume limité par la surface (S).
Il résulte de ce qui précéde que

dB1

P :—pfg—dr—k—qu-—-le—}— T

Nous trouverons ensuite, de la méme maniére,

dR,
——pf—dr+rR, ar’

(13)

d
—pf—dr+pR2—qR1—l— —df%

Quant & ppg, Py, Paz, ils se représenteront sous la forme suivante

U dR‘{™
— n (n) (n) _ (1) 1
p,,x_p”f e dz(™ + gRY rR{Y + 7L
d (n)
(14) Pny= Pnfdd[j,ndf(n)_FrR(im—'PR(sn)""%" (n=1,2,...,9),
' JR
\ Prz=— Pnfdd[in ) (2n> qR(ﬂ)—i— R

Pn
. O
R —= p,,fl*,, cosads()—p, Z kg"’fcosoc da™,

s=1
Pn

R‘;”:p,lan cosf3 ds<">—p,12 kg”’fcosﬁdcg’”,
s=1
Pn

R"”——pan cosy ds(® —p, Zk(”’fcosyda"”
s=1

Dans ces formules, nous entendons par «, {3, 7 les angles de la normale inté-
rieure a (S,) avec les axes des coordonnées.

11. Formons maintenant les expressions de

9zy Gy 9z Gnxs Gnys YGn= (Il =I1,2, ..., q)'
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Posons, pour abréger I’écriture,
U=u+qz—ry, p =9 -+rx—psz, wy=w-+py—qzx,
(19)

1 oF \? JF
pl”———§2<d_a_">+ PPl

On a
—qx:fp(yCOSy——zcosﬁ)ds,

d’ot, en raisonnant comme précédemment (n° 10), on tire

(16) qu:pf(U+C)(ycosy—zcosﬁ)ds—pf%g(ycosy—scosﬁ)ds

—|—pfp,(ycosy —zcosf) dS,

car
lim [ p,(ycosy —scosf)do=o.

R=w

Le théoréme de Green donne
‘le—PfPI(y cosv —zcosf)dS =— pf(')p‘ ';—’;‘z) dr’,

ou, en vertu de (15),

Py dp’* My 4+ ¢V+0¢W+ JF _ ,oF

09: ) ~ oz dy 0z dy 03
gy ) ()
1 ()xy dy do 0z )’
()F OF

11 est aisé de s’assurer (voir numéro précédent) que
f(‘”’u+ LI’V+’3‘Paw>df
oy
:—fq;(U cosa -+ V cosB + W cosy) dS

dF JF
——1i Z s = 4V + W cos» B —¢C.
= }11:11010 f(dy 957 )(U cosa cosf3 cosy)da =w v
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On a donc

q,x:pvfg—k;dr’-—pwf—g;dr’
oF oF . i oF  OF . .
+qu<wx dx9>d7~9’f<5§‘“52‘”>‘h+”c wB.

Or, d’aprés le théoréme de Green,

L =~

:pfF(z cosa—xcosy)ds—pgksf(z coso — z cosy) day,
s=1

ot

-—pfF (xcosPB—y cosa)a’s—o k f(xcos@—) cosoc)das,
1

s=

puisque

lim | F(z cosa —xcosy)ds=o,
R=wo

lim | F(xcosB — ycosa)ds=o.
R=w .
On a donc, en vertu de (10), (11), (12) et (17),
g1z =wRy— v R+ 7S, —¢8;.
D’autre part (voir numéro précédent),
) 0U 9U
f(U+C)(ycosy—~cos@)dsf—f<~37—ya>dr,
et 'équation (16 devient
(18) qx_vBr—ng—i-qu—rSz—i— +pf< ——_yd >d

oul'on a posé

(171) 1:pfF(ycosy—zcosﬁ)ds~p2ksf(ycosy——zcos@)dos.
s=1
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l.a méme méthode nous donnera ensuite

‘ ds, ou _ dU
gy=wR — uR;+r8;— pS;+ d_; e (xa o zﬁ> “

(18) ¢
ds o0 _ 90
[ o= uBys VRl+p52_qs,+—[f+pf(y()—,x-””7;y>df'

Quanld ¢z Guys Gnz, il estaisé de s'assurer qu’ils se représentent sous la forme

sulvante :

(19)  gas== R — wRY - g8 — rS

dS\ 4 ) ) .
+ dé —,Onf(dd[jf' —y();{”) dr®), et ainsi de suite pour ¢,y, ¢4,
ol
S{{“: Pann(y Ccosy — % COS@) dstn)
Pn

— PHE km /(y cosy — 5 cosB) dsi™, et ainsi de suite pour S, et S,.

s=1
12. Transformons maintenant les expressions
RJ’ et Sj (‘]':I,Q,{J)).

On trouve, en remplagant F par son expression qui résulte immédiatement de
(1) et (2) et en tenant compte des propriétés des fonctions

P> q’j (j:[,2,3),
énoncées plus haut (n° 2),

—Ry= (00, 97) + 9(92 0,) + (95, 97) + P (b1, 95) 9 (32, 97) + 7 (s, 05) + Gy
—8; = u (0, 4;) + 9(92, &)+ w (s b)) + P (b 4y) + 7 (o b)) + 7(da, 4)) +Hy,

ou l'on a posé

n d ) m d{ )
i}j:EI:s<fcosocdas—f3ga%ds> :Zk;f<cosoc — 7}%) dos,

s=1 s=1

m dl ) m d ]
H,»:Eks[f(ycosy~zcosﬁ)das~—f350—i’ds] :2ksf<(ycosy—zcosﬁ)———d%’-> dos.

s=1 s=1

La simple comparaison des expressions

RJ" sj (j:I,2,3)
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avec celle de la force vive T, du liquide indéfini nous conduit aux relations sui-

vantes :
—R’:dd'ff—'" ‘:%%”’ —51:%+Hl:%%,
(20) ’—Rzz%_*_(}zz%%”, _82:()0_1;_*7112:%1‘91’
R N WL T
ou

T"=T,+ G u + Gy¢ + Gsow + Hyp + Hyg + H, r.

Quant & R}, S{”(n=1,2, ..., ¢), nous trouverons aisément

n oT), n aT), N or),
(a1) ‘S_R;): ou’ —Ry= dv’ —R= ow
21
oT, aT,, oaT,
__ Qnr) n _ Qln) — n __ Qn) — n
( S'“op’ S"_dc]’ S =
ou

T, =T, +HPp +HP g+ HY
Pn (n)

Ly
ny :E k;’”f(;r €oSy — 5 COsf3 — __0;',1 ) do(™. .

s=1

13. Désignons par
C*P.m gt)y’ (Bz et Qxa Qy’ Q:.

les projections de la résultante générale et du moment résultant par rapport a O
des pressions du liquide indéfini et des masses fluides remplissant des cavités.
On a évidemment

q q q
Pr=pa—+ Epn.m (Py:[’y ‘*“anyy (fz:Pz‘l‘ Epnz,

n=1 n=1 n=1

q q q
-
V= 9x+2911x, Qy:%—l—qum Qz:q:—*‘ qnz-

n=1 n=1 n=1

En remplacant pg, ..., gz, - .25 Prgy -+ o 9naz - -+ par leurs expressions (13),
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(14), (18), (19) et en tenant compte de (20) et (21), on trouve finalement

(22) "Px:“_%<%§>+ gf qu Pfd dr+Ep,Lfd z(n), et ainsi de suite,

¢3 — ig@ _|_WQ§_‘)0_F+"._0_€_ d_G
(3) Re== 77, o " “ow o " Tor

q

-+ pf<z— —Y 5 > —Ep,,f<z% —y%i—") dr(®), et ainsi de suite.
n=1

Dans les formules précédentes,

q
€ :T”—;—E T”.

n=1

£QUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT D UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE

INDEFINI.

14. On peut considérer un corps solide, plongé dans un liquide indéfini,
comme un corps solide libre, soumis a des forces extérieures données et a des
forces des pressions exercées par le liquide indéfini et par les masses fluides
remplissant des cavités sur les parois du corps.

Désignons par

X, Y, Z

les projections de la résultante générale des forces extérieures agissant sur les
divers points du corps; par

M., M,, M,

3

les projections de leur moment résultant.

Les équations du mouvement se représenteront sous la forme suivante

(dT dT oT
du> 90 Tow”

et ainsi de suite pour les axes des y et des z,

or ()T vdT+r£— d—T—|—M + 9,
op i ow ag 7 or rUNE

et ainsi de suite pour les axes des y et des 5.
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En remplacant @, 2 4, . .. par leurs expressions (22) et (23) et en posant

T=7+8,

on trouve finalement les équations cherchées sous la forme suivante

d (0T JdT
=y — = dr n n)
dt u) =gy ()«v f s +Ep”f dm+X,
T au
— — m dr(n)
du f dr+29"f dy &M+,
n=1

q
d /0T ()T N\ oU
— [ == - n (n) .
dt W> f df+2ﬂ’”f 0z det +Z;
n=1
d(ny_ or_ or or_ ot
dt\ dp ¢ ow - dq 7 9r

(24) n pf(z—g—[—] o dU)dT—anf<Z?U—n _ dd[in> dz(m) - M,,

d(ITY _ T OT 9t oF
de\og) —©

dt “ow Y ou TP —Top
JU oU, 0U
B e n n (n) )
o f (w55 — <55 ) ZPnf( T =S e M,
n=1

’_V(ﬁ_uﬁ_l_q%—pb?

()U dU 0Un dUn n
+pf<yd )dr—Epnf< ———xdy>d7( ) M.

U= =W —=p==@g=—=TI=0,

da < ﬂ) _dT a7 T aT

En posant

nous obtiendrons les conditions générales de I’équilibre d’'un corps solide dans
un liquide indéfini

q
‘ f——df—}—zpnf‘z;;tdr(n):o, ceey
M, + pj <53—U —Y 5 05 )dz’ 2 f< ou, 0U5n>d‘[(n):o’

(25)

Fac.de T., » S., IV. . 25
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CHAPITRE 11

INTEGRATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT DANS LE CAS
DE L’ABSENCE DE TOUTE FORCE ACCELERATRICE.

1. Supposons maintenant que les forces extérieures agissant sur les points du
corps solide et les forces agissant sur les masses fluides satisfassent aux condi-
tions (25).

Supposons encore, pour plus de simplicité, que la surface (S) du corps, ainsi
que les surfaces (S,) qui limitent des cavités, soient simplement connexes.

Ces conditions étant remplies, on tire de (24) les équations connues de

M. Kirchhoff

d(oT\ 0[‘ oT
gcTt ou) =" 90 T 70w
N d (9T _ or _ T
( ai\ov ) =P ow " 0w
aory_ v or
\dt<0w =T9a — P o
d (0T —wﬂ 0T+ JT oT
‘% ap) v o — Tor’
d (dT\ d'f_‘vﬁ‘+ oT oT
(2) E(b—q %9 " Vou TPor T 0p’
d (dT\ dT ()T+ oT  dT
\Zz"t<()r =Y9a Yoo "9 T Pog’
ou (n* 5, 6,7 et 13)
q
(3) T="T+T,+ ¥ T
n=1

Ces équations admeitent trois intégrales connues

2T:L

(50)+ (&)« (&) =
(4) d M
JoT oT _Td__T aT dT N,

Jdu dp + 90 dq towor

L, M, N étant des constantes arbitraires.
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2. Le théoréme du n° 8 montre que le probléme du mouvement d’un corps
solide donné ayant des cavités remplies par les masses fluides se raméne, dans
le cas considéré, au probléme du mouvement d’un autre corps solide dont la
force vive est égale a

&= T—i—éTen-

n=1

Prenons le centre de gravité de ce dernier corps pour I'origine des coordonnées,
et dirigeons les axes des coordonnées suivant les axes de 'ellipsoide central
d’inertie.

Désignons ensuite par a4, by, ¢, les moments d’inertie par rapport aux axes de
coordonnées, et posons

b
a — —;—f ) b= Mi, Cc = %;
£ = -1%3
M étant la masse totale du corps dont il s’agit.
Posons encore
A:b—c’ B=°—2 C___a—b.
a b c
Les équations (1) et (2) deviennent alors
du ,
o =T — W+ eph,
dy ,
(5) o =Pw—ru+ep;,
dw ,
d—t:qu——pv -+ epz,
; dp , dg , dar ,
(6) E:Arq—i—eqm E:Bpr—i—eqy, E:Cpq+eq;,

ot 'on a posé, en remplagant, pour simplifier I'écriture, T, par T,

Moy 0T 0T d (0T
MPe=r5: =995 — i\ oa )

, 0T 9T d [dT
(7) MPy_Pa?"EE“‘J;(?ﬁ)’
Mg g @0 0T d (0T
P2=954 ~P o~ at\ow)
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et
odemolE o I T T d 0Ty
T = = o o T T @ o)
(8) b'-udl—wd—T—}—)-d—T—rﬁ—i or
=" Y or T "op —a\oq )
= oI T 0T 0T d o
7= = "ou de qdﬁ pd(] de\or
3. Résolvons les équations (5) et (6) par rapport aux dérivées
du dv dw dp dqg dr
de’ de’ de’ de’ A’ de’
Nous obtiendrons
d
d—Lll:fl(u’ 0y W, Dy 4515 €),
dy
(9) m -—fz(u,", "‘,P,f/,l,s);
dr

o7 = fs(u, v, WPy Ty E),

ou fi(s=1,2,...,6) sont des polynomes du second degré en wu, v, w,p,q, r i
coefficients constants et les fonctions du paramétre ¢ holomorphes en ¢, pourvu
que |z| ne surpasse pas un certain nombre p assez petit.

On peut donc, pour intégrer ces équations, appliquer la méthode des approxi-
malions successives en représenlant u, ¢, %, p,q,r sous la forme des séries,
ordonnées suivant les puissances de < et se réduisant & «, 3, v; o/, 3/, ¥ pour t=1,,
2, 3, ... étant les constantes données.

On trouve, pour e = o,

du,
i T — oo,
dy

(10) { EZO = oW — I'y Uy,
dw,

Tto ={qoUy — Po ¥
d dg, dr
(1) To=Argy, P =Bpr, T2=Cqpy

c¢’est-a-dire les équations du mouvement d’un corps solide libre dans le vide.
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On sait que les fonctions w,, ¢y, ..., "o sont continues pour
1St ty+1=T,

/ étant un nombre quelconque positif.
Les solutions des équations (g) correspondant aux valeurs initiales

w—=a, v =3, w="y; p=2a, qg=2p r=y pour ¢=¢,
sont des fonctions holomorphes en ¢, pourva que |e| soit la plus petite des
quantités
K ol
M(e*—1) M
K, M, « étant des nombres finis positifs, choisis convenablement (').
Pour obtenir ces solutions des équations (9), ou, ce qui revient au méme, des
équations (5) et (6), il suffit de déterminer les fonctions wg, ok, i, Pr, ¢

ri(k=o,1,2,...) dans les séries

©

@ @
U= E e*uy, = E ek ey, W= E ek w,,

k=0 k=0 k=0
12
(12) . - .
— I — E k R k
p__VE Prs q—= E¥qG s 1#28 Ty
\ k=0 k=0 =0

sous les conditions

— — . N —_—— —_ R [—
Ug— &, ‘)0'—@, Fo=17>5 Po=2, 90—5, "o—Y e

pour  t=¢,.
Up =V =W, = Pr=(r=Tp=0 (k=1,2,3,...) )

4. Nous nous plagons cependant sur un autre point de vue un peu plus général.
Désignons d’abord par Tx ce que revient T, quand on y remplace u, ¢, w,

P,q, " respeclivement par Uk, Yy Wky Pky Gky Tk-

On trouve
IT o, 0Te 0T o 0T 0T N, 0T%
Ju i’ duy’ %_EE ovp’ ()7;_25 oy’
k=0 k=o k=0
T~ 0T, IT N 0T I~ 0T
d[) 41‘ € ,.'(71077 —d? —;E 07/;; —d_l —IZE ()I'/;’
=0 L =0 ' =0

(1) Voir, par exemple, E. LINDELOF, Démonstration de quelques théorémes sur les
équations différentielles (Journal de Mathématiques, 1gor).
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Subslituons maintenant les valeurs (12) de w, ¢, w, p, ¢, r dans (5) et (6).

Nous obtiendrons les équations (10) et (11) pour g, ¢o, Wy, Po, §o, 'y €t les

équations suivantes pour déterminer de proche en proche tous les wz, ¢z, wi,

Pks @k, Tr @ partir de k=<1,

fz—if =1y 9 — gowp+ X7,
(13) %‘%’ = pow— ro g+ X4,

dwy ,

—(ﬁ/l:qouk——po v -+ X

d

TE = A(gors+roqs) + Y,

dq LA
(14) 'd_t‘:B(rOPk_"Po"k)_"Yz ’

dry.

| 2 = CPugi+gop) + Y,

ot I'on a posé, pour abréger 'écriture,

k
FINI ’
X(l = Z (7sVi—s— GsWp_s)

s=1
k—1
4+ L E p Oimsos o OThmys  d (0Thy
M : 0951 1s Owg_y_s dt \duyy
s=0
et ainsi de suite pour X{, X{,
k—1
YR — AZ qsThs
s=1
hk—1

1 S 0T (7} P 0T is
+ = W —¢ +r -
a 2‘ [ 0V -1—s : Oy : 0G k15 7

§=0

et ainsi de suite pour Y, Y.

Il est aisé de voir que Xy") (j =1, 2, 3) ne dépendent que de

Usy, Vs W5 (s==o0,1,2, ..., k—1),

Pss qsy Ts (s=o0,1,2,..., k),
Y}-’” (j =1, 2,3) ne dépendent que de

ll.\" VS’ “’S

(k=o,1,2,..., k—1).

Psy qsy Ts

d
dt

(

Ty

Op s

)l

!

!
\
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Aprés avoir trouvé les fonctions uo, 9o, W, Poy Gos 70, DOUs déterminerons
Py q1, 1y par Uintégration des équations linéaires (14) (en y posant k =1), puis
nous trouverons iy, ¢y, %, en intégrant les équations (13), si Uon y fait A =1.

En général, aprés avoir trouvé

ug, v5, ws  (§=o,1,2,..., k—1),

Psy sy Ts (s=o,1,2,...,k),

nous obtiendrons uy, vk, Wi & I'aide des équations (13) et, aprés cela, pryi, Grprs
rigs par Uintégration des équations (14) (en y remplagant & par & -+ 1), et ainsi
de suite.

Chaque intégration introduira trois constantes arbitraires qui doivent étre
choisies sous la seule condition que les séries (12) soient convergentes.

Le choix de ces constantes comporte encore un large degré d’arbitraire, de
sorte que nous pouvons construire une infinité de séries (12), absolument conver-
gentes, représentant les solutions des équations (5) et (6) [ou (1) et (2)](*).

5. Cette méthode, dont nous venons d’exposer les principes, a été indiquée, il
y a 8 ans (en 1893), dans ma Thése Sur le mouvement d’un corps solide
dans un liquide indéfini, ou j’ai appelé pour la premiére fois I’attention sur les
équations (13) et (14) ().

6 ans aprés, M. G. Kobb a appliqué la méme méthode pour établir I'existence
des solutions périodiques du probléme de la rotation d’un corps autour d’un point
fixe dans son Mémoire, paru en 1899 dans les Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse (?).

Les équations (12) et (13) du Mémoire de M. G. Kobb (p. 10) sont identiques
avec celles (14) et (15) (p. 55) de ma These, citée plus haut [ou avec celles (13)
et (14) de ce Mémoire]; seulement, dans le cas de M. G. Kobb, 1, 13, 71 dépen-
dent de cosinus directeurs des axes mobiles avec la verticale, tandis que, dans
nos équations, ux, vk, W sont liés avec les composantes de la vitesse du centre de
gravité du corps plongé dans le liquide.

Pour intégrer les équations (13) et (14), je pourrais employer la méthode de

(1) Voir M. A. Lispouxorr, Probléme général de stabilité du mouvement. Edition de
la Société mathématique de Kharkow, 1892, p. 8.

(2) W. STERLOFF, Sur le mouvement d’un corps solide dans un liquide indéfini
(Annales de I’Université de Kharkow, 1893, p. 51 et suiv.).

(3) G. Koss, Sur les solutions périodiques du probléme de la rotation d’un corps
autour d’un point fixze (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série,

t. I, n° 1, 1899, p. 5 et suiv.).
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M. G. Kobb, en la modifiant convenablement, mais je préfére reproduire ici
une analyse différente en exposant en détail mes recherches antérieures sur ce
sujet, que j'ai indiquées seulement en termes généraux dans mon Ouvrage cité

plus haut.

6. Considérons d’abord les équations (10) et (11).

Ona
ap; + bql+ cri=n,

a*pl + b2q? +crl =02,

/i et [ étant des constantes arbitraires.
Posons avec M. Hermite

et supposons, pour fixer les idées, que

a<B<<i<y ou a>B>0>y.

On sait que

cnu dnwsnu snw dnu . —_—
(15) sf"’*““cnm’ W=P e 0 T g =V,
( w=n(t—t), n=(0—a)(y—_RB), -

ol w est un argument qu’on peut déterminer par les conditions

no=(/T=%  qnu— /122,
\/7—5’ ” 7—B

Pos Qos 7' sont les fonctions périodiques de ¢ avec la période réelle

T
4 ? do 4K
9;7 "‘—9‘.?2,_: _rl—’
nJ, \/I—k-smcp

pe— (B—a)(y—9)
(6—a)(y—PB)

ou

Quant aux équations (10), elles admettent un systéme des solutions indépen-
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dantes
| f___cnu s dnosnu ol — snwdnu
=T e’ C = T ~ icnow
o — 0,(0)H(u— w) eihu u" — 0,(0) H(« + ) i
T THw6w = TH(0) 0(a) ’
O)H, (. — o) . OO)H, (¢t +w) .
VT A i (/A 237
(16) CE T wewm O T T e ’
W//_Hl (O)@(ll —w) D ///_1{1(0)0(1‘_‘“(0) —ia
T iH(0)0(u) ’ T (H(0)0(u) ’
W la 0(w)
T TOK

A étant une constante réelle, H, H,, ©, 0, étant les fonctions de Jacobi (*).
Les intégrales générales des équations (10) se représenteront sous la forme
suivanle
uy =B u' +Byu" +Byu",
(17) “ vy =B, ¢ + Byo" 4 Byo”,
wo=B,w' -+ B,w"+ Byow” (?),

wy oy ..., @ étant les fonclions définies par les formules (16).

7. Le probléme se raméne a I'intégration des équations (13) et (14).
Les équations (13) dépourvues de seconds membres coincident avee (10); il ne

reste qu’a étudier les équations linéaires

dap
W — A(7R+1,Q),
d

18) W — B(r,P + p,R),
dR

21 = G Q+qP) (*),

c’est-a-dire les équations (14) sans seconds membres.
[l est aisé de s’assurer que ces équations admettent les solutions particuliéres

(1) Voir H. HernmitE, Sur quelques applications des fonctions elliptiques, p. 24 et
suiv. Paris; 1885.
(2) Voir les équations (18) de mon Ouvrage : Sur le mouvement, etc., p. 57. Kharkow;
1893.
(3) Voir les équations (16) du méme Quvrage, p. 56.
Fac.de T., 2 S., 1V. 26
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de la forme suivante

Pi=Agq,r, Q,=Brypo, Ry =Cpoqo,

(19)
Py=po+ Py, Q:=¢qo+tQy, Ry=r,+ tR;.

Posons
P =0C,P,+ C,P,,
(20) Q=0CQ,+GQ,,
! R=C, R+ CRy+ 3,

C,, C,, 5 étant les nouvelles inconnues.

On aura
dC dC
—d—[‘Pa—*‘*cT;Pa =Aqo3,
(21) _d?lQ1+TZQ2 =Bp,3,
dG, dC, ds
7[ R1+E Rg“i—m—o,

d’ott 'on tire immédiatement
dt

i

(P1Q,— Q,Py) =5(Aq,Q:—Bp,Ps),
(P1Q,—Q,Py) =3(B p, P, —AqQy).

Or, en vertu de (19),

P, Q,—Q, Py=ri(Ag; —Bp}), Aq; —Bpg z o,
Aq,Q.—Bp, P, = Aq: —Bp3, BPopx_AQOQx—':O-

On a donc

dC, dC, . \
L, =3 : = ‘est-a-dire G, = const.
di ry ) P o ces 2

La derni¢re des équations (21) devient

ds dr,
— 4+ — =0,
3 Ty
d’ou
C,
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C, étant une constante arbitraire, et

C,= Cgfif -+ const.

ry

Les intégrales générales des équations (18) se représenteront sous la forme
suivante

d
P—C,P,+ C2P2+CSP,f7§,

0

dt
(22) Q:QQﬁ4mx+mQJ}?
)

R:CIB,+CZR2+03<R1fdl +i>,

r; r,
Cj(j =1, 2, 3) étant des constantes arbitraires, ou

5 P=0CP,+ CyPy,+ C;Ps,
Q=10_(,Q,+ C;Q,+ C;Q;,
R =G, R, + C:R,+ C3R;,

(22y)

en posant, pour abréger,

| =P, =QK,  R=RK+

(23) <
| o
J To

8. Posons maintenant dans (14) A = 1.
Nous aurons

a d_d/)_; =(b—2¢)(qeri+roq1) “l'"aY(x“’

dq, _ ) . )

(26) b T = (c—a) (ropy+por) + DY,
dr,

¢ — =(a—0)(poqi+ qopy) +c Yy,

Y\ (j =1, 2, 3) étant les fonctions connues de ¢.
La méthode de variation des constantes arbitraires nous permet de représenter
les intégrales générales de ces équations sous la forme suivante

5 p1=C"P+ CJVP, + GV Py,

7= CP Qi+ G0 @+ B Qs
ry = CP R+ C{' R, + C{' Ry,

(25)
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ot C'(j=1,2,3) sont les fonctions de ¢ dont les dérivées satisfont aux équations

dc.p ALy dcyy

kel — v
a D g Bt P =Yi",
dc(ll) dclzl) dC(al) v
(26) dt Ql+ dt Q?+ d[ Q3~—Y2)
ac o dCY o dey o
SR, S Re o S Re=Y(
Il est aisé de voir que le déterminant
P, P, Ps
2 ,_ PP—hc
(27) A= Q Q, Q;|=Aq)—Bpi= 7 —=C,
R, R, R;

C étant une constante différente de zéro.
Les équations (26) donnent
2oV — po¥Y
oA

Ty

(28) C,=KS,+

+LR[, C;:'—Rl, C’a :—Sl,

ou l"on a posé
i Q1Y(;”_P|Y(z”
—=t7r 1tz ,

R, roA

S, = '; [Y;”(q‘oR;—-rle) + YO (roPy—poRy) + Y (poQi— q0Py)]-

Posons encore
HY =(c —a)r,e Y — (2 — b)q, Y5,
(29) { HP =(a—b)pyaY — (b—c)rycYy,
H = (b — )gob ¥y — (¢ — a)pya Yy,
On trouve, en tenant compte de (27) et de (19),

()
H T

(30) —RII m’ Sl’—_m

(ap B + by B+ erd HY).

Les équations (28) donnent

(1) __ 7 (1)
cgn:c;l>+f1<s, dt+f:R,dt+f"iY—'—ﬂ‘—ﬂ dt,
r,A
C;”:c;”—fﬂ,dt,
Cg”:cg“~fsldt,

CP(j=1,2, 3) étant des nouvelles constantes arbitraires.
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On trouve donc, en vertu de (25),

pi=c{"Py+M,;p,+N,Py,
gi=cP Qi+ M, q,+ N, Qy,

(31)
o)
ri=cR,+M,r,+ N, R+ c__ — ——fs dt,

ou 'on a posé, pour abréger,

M,:c;“_j R, dt,

Nl—:ftﬁidt—tledt—}—lc‘z“—i—c;”K

1) (1)
—Kdet+fKSdz+fq°Y PoY, dt.

R;:fmdz, s = (s, de.

Posons ensuite

Il viendra
M,=¢V-—-R],
(32) s/ Fo Y — p, YOO
N, —tc(“—i—K("“——fR dt — f 1dl f 0 ir APO LI
0

9. Les expressions de p,, ¢,, 7y étant trouvées, passons aux équations (13) en
y faisant £ =1.

On trouve
du,
ar ot = Qe+ X4,
. dy
(33) 7[1 = powy — o uy + X4,
dw
d_t1 = qouy — povr + Xi,

X (j =1, 2, 3) étant les fonctions connues de ¢.
On peut écrire
’ u,:B‘l”u’—i—B(.}’u”—-}—B‘;,,”u”',
(34) 5 N :B(l)‘./ —1—-B(”V” -1—B“)V’”,
{ w, =B+ B+ BV "

Bj"(j =1, 2,3) étant les fonctions de ¢ dont les dérivées satisfont aux équations
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linéaires
(1) D (1)
dABY L dBY L dBY L
dt dt dt ro
(1) 1) 1)
dBl V’ + ([B_; V” 6“3—3 ‘,I// :X(l)
dt dt dt 22
dB(li) , dB;” , dB“)
U ] V/— 1
a VY e =X,

d’out 'on tire aisément

dB{V , , W
J— ! ' ! 1
e = WX X 4w XY,

3"' dBEll) — 1 V4 (1) /4 (1) M (1)
(35) (—dt ~g(u X4 + " XG0+ " X)),

dByY 1 , o O
J— " /¢ i (
ma = 5 (XX wIXE.

On trouve donc

B(‘l): b(ll\,_l__ f(ll, X(11)+ ‘)I X(21)_|_ w! X%ﬂ)dt: b(‘l)_i_ q”(ll)(t)?
1 .
(36)  {BO= 0 1 [ (WX X XY de = 00+ 40 (),
1 .
B{Y = b 4 Ef( WX 4 o X @ XD de = b+ i (2),
b"(j =1,2,3) étant des nouvelles constantes arbitraires, () =1,2,3)

étant les fonctions connues de ¢.

Substituant ces expressions de B dans (3 nous trouverons u,, ¢,, w, en
P ' ) > Vi,
fonctions connues de ¢.

10. Apreés avoir trouvé
Ujpy Y Wi Pi 9 T (J=0,1),
nous obtiendrons ps, g», 72 & l'aide des équations (14) en y faisant & = o,
puis s, ¢2, s a l'aide des équations (13) en y posant & = 2, et ainsi de suite.

Supposons, en général, qu’on ait déja trouvé

Uiy ©js Wiy P i Ti (J=0,1,2, ..., k—1).
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Les équations (14) nous donneront ensuite
s Pr=—= C(lk)Pl —f—POM/,—!— PlN/L-
(37) gr=c" Qi+ .M+ Q; Ny,
(A)
, rp=c¢P Ry 4+ roM,+ RN, - E]*— — %fskdt,
0 0

\
o1 'on a posé
) '
1“/{._ 0(2 P Rlu’

, . . , Sy YF — p, YR
) l\k:[C;L)—F KC;M——'/‘de[——f;_—gdt—f—f@—'—'%*‘Lq‘—'—dt’
‘ 0

(38) v
( Ro— (= @) poaY{?— (b—c)q, bYP
e — he ’

(%9) Si= c—(ﬁ—i*;;) (apiHE 4+ bg HP 4 crtHYP),

(40) ;.:fl{,cdz, s;,:fskdt,

| HO= (e —@prae Vi — (@ = 0)go bV,
(41) {HP = (a—0)pyaYP — (b—c)roc Y,
HP = (b —¢)gobYP — (¢ —a)pya Y.

Moyennant ensuite les équations (13), nous obtiendrons

we= b+ O "+ B W [ P (8) - Y0 " ()],
(42) 1 o = BP0 6 07 4 [0 U (4) o () 4+ 0 YR ()],
W= B b O Wb B W [ U () - P (1) + w0 (0)],

ol L!J}-’”(t) sont les fonctions de ¢, définies par des quadratures
UR ()= f (0 X P4 of X9 XY di,
(43) Yoo =1 f ("X P - o7 X XY dlt,
\ VP (2) = é f («" XP 40" XP - 0" X)) dt.

11. Il ne reste qu’a substituer les valeurs trouvées de
q

Uy, ;W Pis Gi» Ty (j=o,1,2,...)

207

dans les séries (12) pour obtenir les solutions générales des équations du mouve-
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ment (1) et (2) sous la forme des séries ordonnées suivant les puissances du
parameétre .
Ces séries seront convergentes pour

t<T,

T étant une quantité positive, si nous choisissons convenablement les constantes

) k) J=1,2,3
bj, g <k:17273,49--'>’

qu’on doit assujettir, en général, & la condition que leurs modules ne surpassent
pas certains nombres fixes suffisamment petits.
Si nous posons, en particulier,

iy = o, v = B, Wy =1

S Y et

Po=—=0a&, go =0, I'o =7
pour  t=o,

u,=—o, P =0, W= 0

pk.zo, qk:O, ry=—0

o, 3, v; o, B/, ¥ étant les constantes données, nous trouverons les solutions des
équations du mouvement prenant les mémes valeurs initiales que uq, ¢y, v;
Pos 9oy Tos

On peut employer les séries obtenues pour calculer approximativement les

valeurs de variables
w, v, w, P G, T

pour toutes les valeurs de ¢ a partir de £ = ¢, jusqu'a t=TT.
Prenant ensuite pour les valeurs initiales de

(44) u, v, w, P g T

leurs valeurs pour ¢="T, nous pouvons construire les nouvelles séries de la
forme (12), qui nous donneront les valeurs des variables (44) pour toutes les
valeurs de ¢ & partir de t =T jusqu’a ¢ =T, > T, et ainsi de suite.

A chaque solution

Ugy Vo3 oy Pos Gos 7o

des équations (10) et (11), se réduisant a a, 3, v; ', ', ¥/ pour ¢ = ¢,, corres-
pond une solution déterminée des équations (1) et (2) prenant les mémes valeurs
initiales que g, ¥4, Wo; Poy Goy Fo-

Nous pouvons aussi obtenir une infinité d’autres solutions dont les valeurs
initiales (pour ¢ = ¢,) différent assez peu de «, 8, v; o/, B/, ¥/, en choisissant les
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constantes arbitraires dans les expressions de
uy, s Wl Pﬁ, q/f’ 'y (/‘ =1, 2, 3) .. )

d’une autre maniére quelconque, sous la seule condition que les séries (12) soient
convergentes.

Ces séries convergent, en général, pourva que

LIt=T
et |¢| soit assez petit.
Le nombre T sera d’autant plus grand que |¢| sera plus pelit, et inversement.
Le cas le plus intéressant est celut ol les séries dont il s’agit convergent pour
toutes les valeurs de ¢.
Cette circonstance peut avoir lieu, |¢| élant assez petit, quand Loutes les fonc-

tions
Ups Vi Wiy Pry i Tk (k=o,1,2,...)

deviennent périodiques en ¢.

Nous obtiendrons alors les solutions périodiques des équations du mouvement
d'un corps solide dans un liquide indéfini.

La démonstration de l'existence de ces solutions périodiques fera I'objet du
Chapitre suivant.

CHAPITRE TII.

EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATIONS DU MOUVEMENT
D’UN CORPS SOLIDE DANS UN LIQUIDE INDEFINI.

1. 1l est aisé de voir que les équations (1) et (2) du Chapitre précédent admet-
lent, pour ¢ = o, la solution périodique de la forme (voir n° 4 du Chapitre 11)

Pos  Gos  Tos u,—= AU, o= Ay, wo = Aw,

A étant une constante arbitraire.
Supposons maintenant que nous ayons Lrouvé les fonctions

Ujy Pjy W), Pis G5 Ty

a partir de j =1 jusqu'a j =4k — 1 sous la forme des fonciions périodiques du
lemps, avec la période réelle w.
Fac. de T., 2¢ S., 1V. 27
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Y- UUT . L .
Dans ce cas, Y{"(j =1, 2, 3) seront périodiques en ¢ avec la méme période w.
Démontrons qu’on peut toujours choisir les constantes e (j=1,2,3) de
telle maniére que px, g, 7'x seront aussi périodiques en ¢ avec la période w.
Multiplions les équations (4) successivement par po, go, I'o; nOUS avons, en
ajoulant,

: ’ o d
(1) ap Y 4+ bg Y +cr Y = = (apopi—+ bqoqr+Crori).

Multiplions les mémes équations par «/, ¢/, &'; on trouve, en ajoutant,

(2) a'YF + o' Y+ e’ Y = % (aw' p,—+ bV qr+cw'ry)
d
=Xdé (augpi—+ booqr—+ crori)s
puisque
) ) l
(3) ap, = lu' = 3 % bg,=1lv' = 300 cry = Iw' = 3 P

Considérons maintenant les intégrales (4) qu’on peut représenter sous la forme

suivante :
w4 02+ W+ ap*+ bg*+cr*+eT =k,

U+ oT 2—1— (v EE 2 0T 2—L
Eau \ -+ Jv -+ "V—l—cd‘v = L,

L ap + or + v+s-q! by +E(E + w—|—sﬁ cr—i—agT\—M
R PYAG ap o0 )\"1 q ow dr)v )

Substituons dans ces équations les séries (12) et comparens les coefficients de.

ki¢me puissance de ¢ de deux membres.

On trouve aisément
A , , op b U
(4) Uy U= o0k VoW APoPr== 0G0 Qi+ Crol' = Uy,

Uj étant une fonction ne dépendant que de

Ujs Vi Wi Pis 9js Tj (J:0’1)29--"k_1)7

¢’est-a-dire une fonction connue, périodique en ¢.
On a de méme

(3) Ui+ 9o+ o= V],

(6) At Pr—+ beoqr—+ CWor = apo =+ bqo 0= crow, = W,

", Wi élant les fonctions connues, périodiques en £.
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Des équations (4) et (5) on tire immédiatement
apypr—+ bqygr+erorp=U, = U, — V,

ou Uy est évidemment une fonction périodique de ¢.
L’équation (1) devient done

Uy

(7) apy Y+ b Vi -+ er, Y == =

D’autre part, les équations (5) et (6) donnent, en vertu de (3),

)
au,pi—+ booqr—+ cwyry -+ A V=W,
ou

VI\"

. l A
augpr—+0voqi+ cworp=—W 7

g J—
/‘_—K"‘_

V étant une fonction périodique du temps.

On a donc
dv,
dt

B

. 2 . 1
altlY(ll‘) -+ b("Y(zl‘)—F CW’YE;‘) = l—
LAY
d’ou, en vertu de (3),

Ve
e

(8) apeYP - b2q, YE +c2r Y =
Les équations (7) et (8) nous conduisent a 'équation suivante :

c(c—a)ryY¥ —b(a—b)g, Y =H{ = %(Vk—— aUy),

et de méme

d
HY? = 7 (Vi— 8U,),
] d
Hp = & (Vi—c Uy).
On trouve donc (voir n® 10 du Chapitre précédent)
= — ' (awg=Yr—cU
Rkﬂfﬂkdt_hc__ﬁfHa dr=YE— Lk,
ce qui montre que Rj est une fonction périodique de .

2. Considérons maintenant I'expression de S, [1'égalité (3g) du Chapitre pré-
cédent].
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On trouve, en tenant compte de (11) du Chapitre précédent,
c(i—he)S,=apH + bq? H"Z’” +cr?HP = apoY‘{”[b(a —b)gi+c(a—c)r;y]
+ bq,YP[e(b—c)ri +a(b—a)p;]

+crgYF[a(e—a)pi+b(c—b)gi ],
d’oti, en remarquant que

ap? + bgl -+ cr;=na,
@ Py Ui+ ry =L,
on tire aisément, en vertu de (7) et (8),

T

RGO

d ,
= Zi_[ (0!‘//,. -+ 5U[.~),

S ha — Yap, Y + (hb— 1) bqo Y+ (he — 8)er, Y3 ]

ou I'on a posé
. h 5— 2
T c(E=le)’ ~ c(he—E)

o
On a done

i ::fSL dt—=aV,+ SUM

d’oti 1] résulte que Sj est une fonction périodique de ¢.

3. Reprenons maintenant les équations (37) du Chapitre précédent.
11 est évident, en vertu de (38), que My est une fonction périodique de ¢.
Quant a Ny, on peut le représenter sous la forme suivante, en supposant, pour

plus de sumplicité, ¢, =o0:

w w w [O) R Py
: : " dt S 0o Y — po YU -
Np=t|cP+cP — — f R'L.dt—/ kde+ ToXi —PoXy gof 4Ny,
o 7o Y0 Joo 1o 0 7oA

ou N, est une fonction périodique de ¢.
(k>

Ny sera aussi périodique, si nous choisissons ¢ et ¢ de fagon que I'on ait

w w W o7 w s o
" de . , S Go Y — py YV
(9) c’+ef [ :D/r—‘—f Rides [ 5% f”—f T L2
[ e 0

0 0 /S 0 ryA

D, étant une conslante bien déterminée.

Ry R 4 e s L. LN .
P, el étant choisies de la maniére indiquée, pi, qx, r'x seront

Les constantes ¢

les fonctions périodiques du temps.
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4. Passons maintenant aux équations (43) du Chapitre précédent.
Il est évident que les fonctions X' (j =1, 2, 3) sont périodiques en ¢.
Multiplions les équations (13) successivement par u,, ¢,, W,; nous avons, en
ajoutant et en lenant compte de (5),
'

0 d .
XPug+ XPoy+ XPoy = 7i (Ut = 0 0p Wy 1) = dtk.

On a donc, en tenant compte de (43) (Chapitre précédent),
Aqllk)(_t) = Vi

ce qui montre que U¥'(¢) est une fonction périodique.
Formons maintenant ’expression de ' (¢).
Il est aisé de voir que

¥ = fermom @,

ol ¢ () est une fonction périodique du temps.

1l est évident qu’on peul trouver une fonclion périodique V;(¢) de facon que
I’on ait "
O (6) = e eV (2).

Nous trouverons de la méme maniére que
Y = e Vi) (),

V):(t) étant une nouvelle fonction périodique en ¢.

Nous aurons donc, en tenant comple des équations (16) du Chapitre pré-
cédent,

WP (0) 4 W YR (0) + w PP (o)

enuy (O)H(ll 0) O)H(u+w)

——’\ Vi (¢) (W + Vi(¢) “Hy(w) () =G (¢),

("L!J'lm(l) + V”q//”(t) 4 V”lk‘b;/")(l)

. dngmsnu - Mlt; " @(O)H (e+w) G F

= A cnw #(4) H, ()0 (u) (6 H (0)0(u) (&),
vaptl/.-)(t —!—W”&.}/’k)(l)—{~(V’”l,pr;;)(t)

— S"°’d£££ 7 Hi(0)0(n — oy Hi©0) O +w)

= ATV VIO SR VO S e = G0

G (j =1, 2, 3) étant des fonctions périodiques du temps.

(1y Compares G. Kosn, Sur les solutions périodiques, etc. (Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, 1899).
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Il suffit de poser

) ) —
U —=o, b —=o
pour obtenir ux, ¢4, wy en fonctions périodiques de ¢ :

enu
(k) Yok)
w,—— b — + G (¢
! cnw (6

o dnwsnu
hy 2

(10) = b +G(0),

Cliw

i SNO dnu

- + GW (1),
v ienw s (4)

W =

5. On peut exprimer le résultat obtenu comme il suit :
Si, pour une valeur quelconque de £, les fonctions

k) 23] &
Y(x ’ Yz ’ Ya’

sont périodiques en ¢ avec une période réelle w, on peut toujours disposer les
constantes arbitraires dans les expressions de

Pis qis Tk Upy, Yy Wi

de facon qu’ils deviennent aussi périodiques en ¢ avec la méme période .
Or, en prenant [les équations (15) du Chapitre précédent]

___onu 6dno) snu o, SRO dnu
- — — =5-—) _y —. —
Po cnw 7=""tne °=7 ienw
(11) ¢
cnu dnosnu snw dnu
Zo=—A—> Vo—A—-—> wWo—A ———
cno cnw ichw

nous obtiendrons Y'V, Y, YV en [onclions périodiques de ¢.
1 2 3
On peut donc déterminer

(12) Pis 9o T Uy, 1, W

comme des fonctions périodiques de t.

Les fonctions
(2) (2) (2)
Y, Y&, Y§

deviendront alors périodiques.
Nous obtiendrons donc

(13) P2 92 T2 Uy Vi, Wy

en fonclions périodiques de ¢.
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Les fonctions (11), (12) et (13) étant périodiques, il en scra de méme des

3) 3) (3)
Y@, Y@, Y.

fonctions

Nous pouvons, par conséquent, déterminer
Pss 93 T3 Uy V39 W3

en fonctions périodiques de ¢, et ainsi de suite.
Nous trouverons ainsi les séries périodiques de la forme (12) (Chapitre précé-
dent) qui satisfont formellement aux équations du mouvement.

6. Il ne reste qu’a prouver que ces séries peuvent donner effectivement une
solution périodique des équations dont il s'agit, c’est-a-dire que ces séries con-
vergent au moins pour certaines valeurs des constantes arbitraires

3 (A A
le ’ cj (./—'132’3);

choisies convenablement.

En suivant une voie, indiquée par M. G. Kobb dans son Mémoire déja cité,
cherchons d’abord la condition nécessaire et suffisante pour pouvoir déterminer
ces constantes de fagon que l'on ait

up—o, V=0, Wp=—0 pour t—o

(k=1,2,3,...).

Posons, A étant un indice quelconque,

((w; =BPu +BPu +BPuw =o e
(14) i v =BP¢ +BP o Bl =0 pour ¢=o,
) wi=BFw - BR o + BPw” =0
ol
B = ¢ +f(X‘l"') a +XP e - X P de,
- y I . i ,
(lt)) B;"): ;f(XY')u'”—l—X:ZMV”/%— X;}f)wﬂ) d[,

" 1 , :
B = ;f(x(lk) w + XP " 4 XE gt de.

Pour que les équations (14) aient lieu, il faut et il suffit que l'on ait

(16) B¥=o0, Bf=o, BF=o0 pour t=o,
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puisque, comme on sait, le déterminant

ne s’annule pas pour ¢t = o.

7. Considérons maintenant les expressions de X, X% X% du n° 4 du Cha-
pitre précédent.
On peut les écrire sous la forme suivante
15 N A
X = rpeo — qrwo+ I,
P . i
X = prwy— rru, +I',
b LTk
X =qruo— prvo + T4,
I'#"(j =1,2,3) étant des fonctions ne dépendant pas de px, ¢, 7'4-
On a donc, en tenant compte de (15) et des relations connues entre les fonc-
M ! ! U/
tions u', o'y ..., @,

., A , AL
B —= —2—L,f(pku” A g A rpw”) dt + ;;P;L ,

A Ao
B:&/‘): ; /‘([)/L»lt”/—hqu’”—i—l'A-WW)dl—i- 2_iP;M’

ot I'on a posé

A 1 . ! s
_2_iP\2/l)___ 5\[(I\ll.) lt”,—i— I‘é/.) V”/—i- [“;f'ﬂ«"”) d[,
A

27

P — ;f(r‘{” W TR TP w")dt.
PP, P sont les fonctions connues de ¢ ().
D’autre part, on a
part,

pr=CcPP;+ cP py+ c PP K, — p,R.+ P, Ly,

gr=cP Qi+ cP g+ P QK — g, R+ Q Ly,

1 1
4 A A - R S’
ry— C(lL)Rl‘i—C(.l )ru—}—C;l)(QiK]‘*' ;—> — ,ORI;+ RlLk— ;,_b[n
0 0

(1) Nous supposons qu’on ait déja trouvé les fonctions

wj, 9j, Wj, Pi» 9iv Ti (J=0,1,2,...,k—1).
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ot I'on a posé

w
Lk—_—f B’kdt—fR’kdt

k) __ o Yy ) )
+f Sl‘dt-—fsl”dt—f f]oY POY dt_'_f% Po g de.

Posons encore

P, Ly— pR,= Tm
Q,L,— %sz T;M,

’ I r k)
R‘Lk— roRk—"’—Sk:Tg s
0

[P+ Ry

= A, (%), f(Piu”’ + Q" + R, w")dt
f(pou" +qov"  +rew”)dt = A, (8),

f[P K, v+ Q,K, v +<Q1K1+ > ]

/'(p0 w4 g —+ row”) dt

[ Tw TP TPy der PP = sy,

f( T(‘k) u” + T<21r> o 4 T(3k> wm) dt + P(sl.-) —_—— M(sll)([)

On peut écrire

ZEBE = A, () + o Ay(£) -+ P Ag(1) — M (2),

A B =1c¥ B,(¢) + ¢ B,(t) + ¢ By(t) — M (¢).

Cela posé, on trouve, en vertu des deux derniéres des équations (16)

(17) [ i Ar(0) + e Ay (0) + ¢ Aa(0) = MP (o),
T el Bo) e Ba(o) + e By(0) =M o).
Ces équations, jointes & I'équation (voir n® 3)

w
(18) e [ S =,
0 0

montrent que la condition nécessaire et suffisante pour que I’

on puisse déter-
Fac.de T. 2°8S., IX,

28

2!7

=B, (¢),

=B, (¢),

=A;(¢), fI:P,Klu”’+ Q. K, v"+ <Q1K1+ Ti))w’”]dt:]}s(t),
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miner les constantes c;-’“ (j =1, 2, 3) de la maniére indiquée plus haut, consiste
en ce que le déterminant

Ai(0) A,(0) Aj(0)
Bi(o) Bi(o) Bs;(o)

. f“’dt
0 —_—
o TS

Cette condition étant remplie, nous tirerons de (17) et (18) les valeurs bien

déterminées de constantes c(j"’.

D=
soil différent de zéro.

En désignant ensuite par H(o) la valeur de
f( X# o'+ XP o'+ XPw'yde  pour t=o,

on lrouve, en tenanl compte de la premiére des équations (15),

[y
b(x '=—H (0)1
el les conditions
Up—o, Ve=— 0, Wrp=—0 pour ¢t—o
seront satisfaites.
Le déterminant D ne dépend pas de I'indice £.
On peut donc calculer successivement les constantes ¢}, b} pour toutes les

valeurs de l'indice s a partir de s =1 jusqu'a s =k, quel que soit le nombre £,
de fagon que P’on ait

Us—o, = 0, W= 0 pour ¢{=—o

(s==1,2,3,...).

8. Supposons, en effet, que le déterminant D soit différent de zéro, ce qui est
possible, comme il est aisé de s’en assurer.

Nous obtiendrons sous cette seule condition, & ’aide de {(12) du Chapitre pré-
cédent, les séries périodiques pour ’

i, ¢, (v, P 4, I,

satisfaisant formellement aux équations du mouvement [les équations (1) et (2)
du Chapitre précédent], et telles que I'on a '

U == u,, = @g, W= W, pour t¢=o.

Cette proposition étant démontrée, il ne reste qu’a employer la méthode de
M. G. Kobb (Mém. cité, p. 22-28), en la modifiant légérement, pour établir que’
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I'inégalité
Do

représente une condition nécessaire et suffisante pour que les équations du mou-
vemenl admettent la solution périodique, bien déterminée, et telle que u, ¢, v
se réduisent & u,, ¢y, w, pour { = o.

On en conclut aisément que les séries obtenues sont convergentes et repré-
sentent bien la solution périodique.

[ci nous ne reproduirons pas la démonstration détaillée, en renvoyant le lecteur

au Mémoire cité de M. G. Kobb.
9. Aulieude supposecr
U= u,, V=19, w— W, pour ¢=—o,
nous aurions pu poser
U= u,+ a, ¢ = 0o+ 3, w=w,+ 7y pour ¢=o,

@, 3, v étant des constantes arbitraires assez petites.

Remarquons que, dans le cas considéré, les trois quantités a, {3, y sont entiére-
ment arbitraires, de sorte que les équations du mouvement d’un corps solide
dans un liguide indéfini admettent une triple infinité de solutions périodiques
dont la période commune est la méme que dans la solution périodique

(19) Po’ 9os Tos Uy, Yoy Vo -

des équations (1) et (2) du Chapitre précédent pour ¢ = o.
Les valeurs initiales des variables

u, ¢, w, P q, T

dans les solutions périodiques dont nous venons de démontrer I'existence, dif-
Serent suffisamment peu de celles des variables (19).

Les solutions indiquées existent pour tout corps solide dont les coefficients
de la force vive (M, a, b, c) sont tels que le déterminant D soit différent de
3éro et le paramétre ¢ soit asses petit.



