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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES

DE L’UNIVERSITE DE TOULOUSE.

SUR LA STABILITE

DES FIGURES ELLIPSOIDALES D’EQUILIBRE

D'UN LIQUIDE ANIME D'UN MOUVEMENT DE ROTATION,

Par M. A. LIAPOUNOFF.

Traduit du russe par M. Edouard DAVAUX,

Ingénieur de la Marine, a Toulon (1!).

INTRODUCTION.

Dans ce travail, j’étudie la stabilité des figures ellipsoidales d’équilibre d’un
liquide animé d’un mouvement de rotation, dont les molécules s’atlirent mutuel-
lement suivant la loi de Newton, en partant d’un principe représentant une géné-
ralisation du principe connu de Lagrange, d'aprés lequel I’étude de la stabilité
se raméne a la recherche du minimum du potentiel.

Avant de parler de la méthode que j’ai suivie et des résultats auxquels je suis

(') M. Liapounoff a trés gracieusement autorisé la publication en langue francaise de sa
thése : O6B yCTOMUIBOCTI 9.LIMIICOUAATBHLIXE ®OPMB PABHOBBCISI BPALAIOI(ENCS
JKUJAKOCTH, 1884 ; pendant I'impression de cette traduction, Pauteur a modifi¢, en quelques
points, la rédaction primitive de son travail, et y a ajouté des notes qui seront signalées
parv la lettre L (mars 1904).
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arrivé, ce qui sera fait plus loin, je dois indiquer les recherches qui ont quelques
rapports avec les miennes.

Liouville s’est occupé de la question, il y a 30 ans. Malheureusement, il n’a
pas publié ses travaux. Tout ce que nous en connaissons est contenu dans un
Mémoire publié dans les Additions a la Connaissance des Temps de 1855, et
réimprimé ensuite dans le Tome XX (année 1855) de son journal, sous le¢ titre :
Formules générales relatives a la question de la stabilité de Uéquilibre
d’une masse liguide homogéne douée d’un mouvement de rotation autour
d’un axe. Dans ce Mémoire, Liouville donne des formules générales pour la
résolution de la question de la stabilité d’une figure d’équilibre quelconque d’un
liquide animé d’un mouvement de rotation, mais il ne les applique pas a des cas
particuliers. Il fait la remarque que son travail n'est qu’un extrait du premier
Paragraphe d’un Mémoire ayant pour titre : Sur la stabilité de Uéquilibre des
mers. Mais nous ne connaissons de ce dernier qu’un comple rendu succinct pré-
senté par Liouville a ’'Académie et inséré au Tome XV des Comptes rendus,
p. 9o3, et, d’aprés ce qu’y dit I'auteur, on ne peut pas juger des résullats qu’il a
obtenus; tout ce qui se rapporte a la question que nous considérons est contenu
seulement dans le passage suivant :

« ... Et... qu’arriverait-il & une masse liquide, homogéne, douée d’une quel-
conque des formes ellipsoidales d’équilibre, a deux ou méme a trois axes inégaux?
Ces questions intéressantes, et qui me semblent entiérement neuves, je les ai
aussi traitées; mais I'exposition de mes recherches exigerait de longs dévelop-
pemenls, que je remels a une aulre séance pour ne pas abuser des moments de
I’Académie. Toutefois, je dirai dés a présent que j’ai di avoir recours a certaines
fonctions heureusement introduites en analyse par M. Lamé, & I'occasion d’'un
probléme relatif au mouvement de la chalear. En complétant, a quelques égards,
les formules de cet habile géométre, et aussi en les combinant avec d’autres for-
mules qui m’appartiennent, j’ai réussi en quelque sorte a ajouter un nouveau
Chapitre a la Mécanique céleste, etc. ».

Du reste, dans le Tome XVI des Comptes rendus, p. 363, se trouve une courte
Note, dans laquelle il est parlé de I'un des résultats obtenus par Liouville. Nous
y rencontrons ce qui suit :

« M. Liouville Iit une Note ayant pour titre : Recherches sur la stabilité de
Uéquilibre des fluides. il a essayé de résoudre, pour le cas d’une figure ellip-
tique quelconque, les questions de stabilité que Laplace, en s’occupant de Péqui-
libre des mers, a résolues seulement pour des corps a trés peu prés sphériques.
Le théoréme le plus remarquable est relatif aux ellipsoides a trois axes inégaux
de M. Jacobi. L’élat d’équilibre de ces ellipsoides est toujours un état stable.
Nous reviendrons sur cette Communication quand M. Liouville aura présenté son

travail complet a I’Académie. »



LA STABILITE DES FIGURES ELLIPSOIDALES D,EQUILIBRE p’UN LIQUIDE, ETC. 7

Le résultat relatif aux ellipsoides de M. Jacobi a é1é obtenu par Liouville,
comme le lecteur le verra plus loin, probablement pour une hypothése parti-
culiére en ce qui concerne les troubles.

Je n’ai pu trouver aucune autre indication sur les recherches de Liouville
dans cctte voie, et, d’une facon générale, dans Dintervalle de temps entre
I'année 1855, ou parut le Mémoire de Liouville Formules générales, etc., et
I'année 1883, o fut publiée la nouvelle édition de la seconde Partie de la Na-
tural Philosoply de Thomson et Tait, je ne sache pas, a 'exception d’un travail
de Riemann, que 'on ait parlé quelque part de la stabilité des figures ellipsoidales
d’équilibre.

Dans son Mémoire connu ('), sur le cas du mouvement d’un ellipsoide liquide
découvert par Dirichlet, publié en 1861 au Tome 1X des Abhandl. der Kinig.
Gesellschaft der Wissenschaften zu Gdéttingen, Riemann résout entre autres
la question de la stabilité des ellipsoides de Maclaurin et de Jacobi relativement
@ des déplacements et des vitesses a [’instant initial, satisfaisant aux hypo-
theses de Dirichlet. Riemann trouve que les ellipsoides de Maclaurin sont stables
ou instables, selon que les rapports entre leurs axes sont supérieurs ou inférieurs
40,303327. .., et, par conséquent, suivant que leurs excentricités sont inférieures
ou supérieures 3 0,052886..., et que les ellipsoides de Jacobi sont loujours
stables. On ne trouve donc, relativement a des troubles arbitraires, qu’un résultat
dans le Mémoire de Riemann, savoir que les ellipsoides de révolution sont
instables, si les rapports entre leurs axes sont inférieurs 4 0,303327. ...

Dans la nouvelle édition de la Natural Philosophy de Thomson et Tait, dont
je n’ai pris connaissance qu’aprés que ce Mémoire étail écrit, on trouve (%) quel-
ques remarques assez intéressantes sur la question des figures d’équilibre d’un
liquide animé d'un mouvement de rotation, envisagée d'une maniére générale.
Suivant la remarque des auteurs, ils n’ont pas cessé de s’occuper de cette
question pendant les quinze années qui se sont écoulées a partir de la pre-
miére édition de leur livre, et sont arrivés i des résultats qui I’éclairent beaucoup ;
mais ilsn’en ont fait connaitre que quelques-uns, et en outre sans démonstration,
promettant de revenir sur ce sujet dans le second Volume de leur Ouvrage. De
ces résullats, je ne citerai que ceux qui se rapportent a la question de la stabilité
des figures d’équilibre ellipsoidales :

Si l'on impose la condition que la figure du liquide reste toujours un ellipsoide
de révolution, tous les ellipsoides de révolution planétlaires sont des figures
d’équilibre stables. Si I'on impose la condition que le liquide conserve toujours

(1) Ein Beitrag zu den Untersuchungen iiber die Bewegung eines flissigen gleich-
artigen Ellipsoides (B. Riemann’s Werke, herausg. v. Weber, 1856).

(?) Tuomsox et Tarr, Treatise on natural Philosophy, Vol. I, Part. II, 1883, § 778"
P 332-335.
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la forme d’un ellipsoide, les ellipsvides de révolution sont stables ou instables
suivant que leur excentricité est inférieure ou supérieure a 0,8126... (excen-
tricité de I'ellipsoide de révolution de Jacobi) ('), et les ellipsoides a trois axes
sont Loujours stables. S¢ enfin aucune condition n'est imposée, aussi bien les
ellipsoides de révolution que les ellipsoides & trois axes sont instables pour
des moments des quantités de mouvement suffisamment grands (?).

En ouatre, Thomson et Tait énoncent le principe, sur lequel ils ont basé leurs
recherches, sous la forme suivante :

« When the energy with given moment of momentum is either a minimum or
a maximum, lhe kinetic equilibrium is clearly stable, if the liquid is perfectly
inviscid. »

Ils ajoutent :

« It seems probable that itis essentially unstable, when the energy is a minimax;
but we do not know that this proposition has been ever proved. »

A ce qu’il parait, c’est d’aprés ce complément de leur principe que Thomson
et Tait donnent leur appréciation sur I'instabilité indiquée plus haut.

Conformément au principe de Thomson et Tait, je commence mon étude par
la recherche des conditions sous lesquelles, pour un moment donné des quan-
tités de mouvement, I'énergie totale d’un liquide, soumis & 'action de forces
newtoniennes entre ses molécules el & une pression constante sur sa surlace, est
minimum, maximum ou minimum-maximum. Aprés avoir démontré que ces con-
ditions sont remplies pour toute figure d’équilibre d’un liquide animé d’un mou-
vement de rotation, et qu’en outre un maximum pour I’énergie est en général
impossible, je raméne la question du minimum d’énergie a celle du mmimam
d’une certaine expression II, dépendant de la forme du liquide et du moment des
quantités de mouvement correspondant a la figure d’équilibre considérée. En
vertu du principe énoncé plus haut, la question de la stabilité se raméne donc &
un probléme du calcul des variations.

11 est & propos de remarquer ici que 'application de la méthode du calcul des
variations & la résolution des questions de stabilité d’équilibre pour un liquide
n'est pas nouvelle. Giesen (*) et Hagen (%), en se basant sur le principe de

(1) Ce résultat ne contredit pas Riemann, parce que Riemann fait certaines hypotheéses
particuliéres relativement aux vitesses.

(2) Thomson et Tait ne donnent pas de limite inférieure pour ces moments de quantités
de mouvement.

(3) A. GIESEN, Ueber die Stabilitit des Gleichgewichies einer nur der Gravitation un-
terworfenen Flissigkeit (Jahresbericht itber die hohere Schule in Opladen, f.1872-1873,
S. J.).

() J. Hagew, Ueber die Stabilitit des Gleichgewichtes einer auf einem dreiaxigen
Ellipsoid mit kleinen Excentricitiiten ausgebreiteten Flissigkeit... (O. Schlomilch’s
Zeitschrift fir Math. und Ph., Bd. XXII, 1877).
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lLagrange, se sont servis de cette méthode pour I'étude de la stabilité de
I'équilibre d’un liquide couvrant un noyau solide fixe de forme ellipsoidale avec
excentricités trés petites. Mais, avant eux, Liouville avait pensé a appliquer le
principe de Lagrange & la méme question, ainsi qu’a la question de la stabilité des
figures ellipsoidales (en considérant le mouvement comme un repos relatif). Du
moins, a 'endroit du Tome XV des Comptes rendus indiqué plus haut, il parle
des positions d’un systéme quelconque de points (sans exclure un liquide), dans
lesquelles la force vive du systéme prend les plus grandes valeurs, comme de
positions d’équilibre stable, et dans son Mémoire Formules générales, etc., on
trouve tout ce qui est nécessaire pour déterminer les conditions da maximum
de force vive, en vue de I’étude de la stabilité des deux cas considérés d’équi-
libre d’un liquide.

Aulant que je sache, le principe de Lagrange n’a été démontré nulle part d’une
maniére directe pour un liquide; on rencontre cependant pour cette démons-
tration les mémes difficultés que pour celle du principe de Thomson et Tait cité
plus haut, lequel représente une généralisation du principe de Lagrange.

Primitivement, en entreprenant I'étude du probléme que je m’étais posé, je
considérais la question au méme point de vue que Liouville, c’est-a-dire que je
la ramenais a la recherche de la stabilité d’un repos relatif du liquide. Quand,
cnsuite, j'ai pris connaissance de la nouvelle édition de la Natural Philosophy
de Thomson et Tait, j’ai remarqué que le principe énoncé par eux oflrait quelque
avantage sur celui de Lagrange, et, voulant le prendre pour point de départ, j’ai
entrepris la transformation du Chapitre I de mon Travail, o étaient exposés les
¢léments sur lesquels, @ mon avis, pouvait étre basée 'application du principe
de Lagrange a la résolution de mon probléme. Mais, par cela, seul, mon point de
vue était changé ; le fond méme de la question restail ce qu’il était primitive-
ment. D’ailleurs je ne regardais pas comme possible de prendre sans démonstra-
tion le principe de Thomson et Tait, que je voulais poser comme base de mes
recherches,

II fallait convenir avant tout de ce que I'on cntendait par figure d’équilibre
stable. Par analogie avec ce que 'on appelle, en mécanique, stabilité d’un systeme
de points isolés, on était porté a entendre, par figure d’équilibre stable, une
figure du liquide telle que, aprés que I'on a communiqué aux molécules des dépla-
cements et des vitesses suffisamment petits, elle reste, pendant toute la durée du
mouvement, aussi peu différente qu’on le veut de la figure d’équilibre. Mais
I’équation de la force vive, qui forme la base de I'étude de la stabilité de Iéqui-
libre des systemes conservatifs, dans la mécanique des systémes de points isolcs,
se lrouve en général insuffisante pour découvrir, dans un liquide, aprés que son
repos (absolu ou relatif) a été troublé, le caractére du mouvement choisi comme
signe de l’équilibre stable. Il me fallait donc, ou renoncer & la possibilité de

Fac. de T., 2¢ S., VL. 2
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résoudre le probléme que je m’étais posé, en m’appuyant sur le principe du mi-
nimam d’énergie, ou donner, pour un liquide, une définition plus générale de la
stabilité. C’est ce qu’il m’a paru possible de faire, pourvu que la nouvelle défini-
tion ne contredise pas I'idée existante sur la stabilité. Or un examen attentif de
la question me montra que toute difficulté disparaissait, 4 condition de définir
une figure stable d’équilibre comme une figure telle que, aprés communication
au mouvement dua liquide de troubles suffisamment petits, la figure du liquide
demeure aussi pea différente que I'on veut de la figure d’équilibre, au moins
tant qi’il ne se forme pas a la surface du liqguide des saillies en forme de fils
ou de feuillets assez minces. \

Cette définition, exprimée sous une forme précise, constitue la base de toutes
mes recherches. En 'adoptant, et en faisant certaines hypothéses relativement
ala continuité du mouvement, je me sers ensuite de la méthode de Lejeune-
Dirichlet pour la démonstration du théoréme fondamental. D’aprés ce théoréme,
toute figure d’équilibre, pour laquelle a lien un minimum de IT (sous certaines
conditions), est stable. Aprés cela, je passe a la recherche des formules servant
pour I'examen du signe d’un accroissement infiniment petit de II, et je me
borne al’expression de la variation seconde de II. Je termine le Chapitre I par
I’étude du signe de cette variation, dans deux hypothéses particuliéres relati-
vement aux déplacements : 1° quand le liquide se déplace comme un systéme
mvariable; 2° quand une figure donnée d’équilibre se change en une autre figure
d’équilibre qui en est infiniment voisine. Cette seconde étude conduit a un résultat
dans lequel est contenu, comme cas particulier, le premier des résultats de
Thomson et Tait énoncés plus haut, et qui, dans la suite, facilite considérable-
ment I'étude de la stabilité des ellipsoides, surtout des ellipsoides de Jacobi.

On doit remarquer ici que j’ai seulement en vue de trouver tous les ellipsoides
qui doivent étre appelés stables, d’aprés le théoréme fondamental indiqué plus
hauat, ne désirant nullement affirmer que tous les autres ellipsoides (c’est-a-dire
ceux pour lesquels II n’est pas minimum) sont instables, comme cela résulterait
du complément, cité plus haat, au principe de Thomson et Tait, lequel reste
sans démonstration. En parlant de limites, par exemple pour I'excentricité des
ellipsoides stables de révolution, j’entendrai donc par la simplement des nombres
tels que tout nombre intermédiaire est I'excentricité d'un ellipsoide sirement
stable.

Pour ce qui concerne la résolution compléte du probléme, on ne peut 'espérer
que du seul procédé général de recherche de la stabilité, qui consiste en une
étude effective du mouvement troublé. Cette étude n’entrait pas dans le plan de
mon travail, ot je désirais seulement montrer @ quels résultats, relativement a
la stabilité des ellipsoides de Maclaurin et de Jacobi, conduit la loi de la

conservation de Uénergie.
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J'indiquerai maintenant les points essentiels des autres parties de mon travail.

Dans le Chapitre I1, je transforme, pour la sphére, Uexpression générale de la va-
riation seconde de IT trouvée au Chapitre I, en me servant du développement de la
variation du déplacement normal d’un point de la surface du liquide en série de
fonctions sphériques. Giesen et Hagen se sont servis, avant moi, du méme pro-
cédé pour la transformation d’'une expression semblable, dans les recherches
mentionnées plus haut sur la stabilité de I'équilibre d’un liquide sur un noyau
solide de forme ellipsoidale, dont les excentricités sont trés petites. La trans-
formée de I'expression de la variation seconde de IT se présente sous la forme
d'une série donl lous les termes sont™positifs. J'obtiens ainsi le résultat, qui
du reste n’est pas nouvean, que la sphére est une figure d’équilibre stable.

Dans le Chapitre 1II, je me sers-du méme procédé de transformation de la
variation seconde de II, pour les ellipsoides de révolution. Mais I'expression que
j'obtiens ne donne pas (comme pour la sphére) la possibilité de dire, sans une
recherche préliminaire, quelque chose sur son signe : il m’a été pour cela néces-
saire de démontrer quelques propriétés de croissance el de décroissance d’expres-
sions dépendant de fonctions que je désigne par p?*(z) et g
aux fonctions sphériques ordinaires de premiére el de seconde espéce, de la méme
fagon que la fonction sinhypx est liée a sinz. En m’appuyant sur ces propriétés,
je démontre que les ellipsoides de révolution sont stables, tant que leur excen-
tricité reste inféricure a ’excentricité (0,8126...) de Uellipsoide de révolu-
tion avec lequel se confondent les ellipsoides de Jacobi pour la limite supé-
rieure de la vitesse angulaire. Puis jappelle I'attention sur ce fait que, dans le
cas particulier on la surface du liquide est supposée rester ellipsoidale pendant
toute la durée du mouvement, la limite supérieare de excentricité des ellipsoides

() et qui sont liées

de révolution stables demeure la méme, et par conséquent inférieure a celle que
trouve Riemann. La raison de cette diversité de résultats devient tout 4 fait claire,
si l'on tient compte de ce qui a été dit plus haut relativement 4 la signification des
limites que j’ai obtenues, et aussi de ce que Riemann n’étudie la stabilité que pour
des vitesses initiales satisfaisant aux hypothéses de Dirichlet. Je considére, en
outre, encore deux cas particuliers : celul ou Vellipsoide d'inertie de la masse
liquide demeure toujours un ellipsoide de révolution, et celui ou la surface du
liquide demeure toujours une surface de révolution. Dans le premier cas, on obtient
pour limite supérieure de 'excentricité des ellipsoides stables le nombre 0,8g. ..,

et, dans le second, le nombre 0,985....

Je consacre le Chapitre 1V a Uexposé des propriétés des fonctions de Lamé,
sur lesquelles est basée, dans le Chapitre suivant, la transformation de la variation
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seconde de Il et la recherche de son signe pour les ellipsoides a trois axes. Ici je

démontre, entre autres, un théoréme sur le nombre des racines de I’équation
E¥(zx)=o

comprises entre certaines limites. Ce théoréme compléte celui que Klein a
démontré dans son Mémoire Ueber Lamé’sche Functionen dans le Tome X VIII
des Mathematische Annalen. Puis jattire lattention sur quelques pro-
priétés des conslantes 5, qui entrent dans P’équation différentielle des fonc-
tions de L.amé, et qui sont définies par la condition que les fonctions d’un certain
type satisfassent a cette équation; en m’appuyant sur ces résultats, je démontre
quelques propriétés de croissance et de décroissance de certaines expressions
dépendant des fonctions de Lamé, ou de fonctions qui leur sont lides de la méme
facon que py*(z) el ¢;*(a) mentionnées plus hauat sont liées aux fonctions sphé-
riques ordinaires. J'introduis pour ces fonctions les notations E* (z) et F}* (), en
conservant pour les fonctions de Lamé ordinaires les notations habituellement

usitées B (z) et Fi' ().

Dans le Chapitre V, je me sers des propositions signalées au Chapitre précédent
pour transformer la variation seconde de II relative aux cllipsoides & trois axes.
L’examen de son signe, basé sur les propriétés trouvées des fonctions de Lamé,
montre que les ellipsoides a trois axes sont stables tant qu’ils restent sufi-
samment voisins des ellipsoides de révolution. On obtient toutefois des limites
asscz resserrées pour la vilesse angulaire relative aux ellipsoides stables; on
démontre qu’elle doit étre comprise entre des limites dont le rapport est égal
20,87....Jexpose ensuite avec quelque détail 'analyse d’aprés laquelle je résous
les équations déterminant les limites des ellipsoides stables. Je démontre aussi,
dans ce Chapitre, que, pour le cas particulier considéré par Riemann, mes for-
mules donnent le méme résultat que celui auquel arrive Riemann relativement
aux ellipsoides a trois axes de Jacobi.

Comme on le voit par ce qui précéde, je me borne partout & la recherche de la
variation seconde de IT. Dans mon étude subsiste donc une lacune : pour résoudre
la question de la stabilité des ellipsoides qui servent de limites aux ellipsoides
stables, il est nécessaire de tenir compte des termes de I'accroissement de II qui
suivent le terme relatif a la variation seconde. Mais la recherche de ces termes,
dans le cas général, offre d’assez grandes difficultés, et, pour les écarter, je n’al
pas encore trouvé jusqu'ici de procédé quelque peu rigoureux.

Ce que je dis ici ne s’applique pas & ellipsoide de révolution de Jacobi, servant
d’une des limites pour les ellipsoides stables & deux, aussi bien qu’a trois axes iné-
gaux. Pour I'étude de la stabilité de cet ellipsoide, on peut se servir d'un procédé



LA STABILITE DES FIGURES FELLIPSOIDALES D’F,QL'ILIBI‘\E D UN LIQUIDE, ETC. 13

particulier, au moyen duquel la question est ramenée a la recherche du signe
d’une certaine forme quadratique. La résolution de ce probléme fait I'objet du
Chapitce VI, dans lequel je démontre que 'ellipsoide de révolution de Jacobi
est une figure d’équilibre stable.

Je remarquerai en terminant que la question de la stabilité des ellipsoides
limites se trouve en relation étroite avec un probléme de Tchebychef, celui des
figures d’équilibre infiniment voisines des figures ellipsoidales (*). Les essais que
j’ai faits, pour arriver & quelque résultat touchant cette derniére question, m’ont

donné en partie la matiére du présent travail.

A. L.

Septembre 1883 — Octobre 1884,

CHAPITRE I.

CONSIDERATIONS GENERALES SUR LE PROBLEME DE LA STABILITE
DES FIGURES D’EQUILIBRE D'UN LIQUIDE EN ROTATION.

1. Considérons un liquide parfait homogéne, et supposons que les seules
forces qui agissent sur lui sont les attractions mutuelles des molécules, soumises’
a la loi newtonienne de la proportionnalité a I'inverse du carré des distances, et
une pression constante s’exercant a la surlace.

Supposons que le liquide, qui se trouve sous l'action de ces [orces, tourne
d’un mouvement uniforme, comme un corps solide, autour d’un axe qui se meut
d’un mouvement de translation rectiligne et uniforme. En introduisant un milieu

invariable animé d'un mouvement convenable, nous pouvons considérer ce cas

(1) Ce probléme fut proposé a I'auteur en 1882 par Tchebychef, et I'auteur a énoncé les
résultats auxquels il est arrivé en cherchant a le résoudre, en une thése, a la fin du présent
travail. Dans le Mémoire connu, qui parut en 1885 dans les Acta mathematica, M. Poin-
caré est arrivé aux mémes résultats, sans connaitre les recherches de I'auteur. Toutefois la
question des nouvelles figures d’équilibre, peu différentes des figures ellipsoidales, ne peut
encore étre considérée comme résolue; car le calcul n’a donné qu’une premiére approxima-
tion, et cela seulement au point de vue formel. Donc, rien ne prouve que les nouvelles
figures d’équilibre existent réellement. Aprés 20 années écoulées depuis 'époque ou le pré-
sent travail fut publié, 'auteur a repris la question, dont il s’occupe en ce moment. Il a
réussi a trouver une méthode qui permet de pousser I'approximation, dans cette question
difficile, aussi loin qu'on veut, et bientot il se propose de publier les résultats de ses
recherches. . L.
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du mouvement d’'un liquide comme un repos relatif résultant de I’équilibre entre
toutes les forces qui agissent sur lui et la force centrifuge. D’aprés cela, nous
appellerons, suivant I'usage, la figure que conserve le liquide dans ce mouvement,
sa figure d’équilibre. La stabilité de ce cas du mouvement d’un liquide, dans
un certain sens de ce mot, fera 'objet de nos recherches. Nous considérerons
aussi le cas particulier ou la vitesse angulaire de rotalion est nulle; mais, au
point de vue de I'étude de la stabilité, il faut distinguer ce cas particulier du
cas général. Nous distinguerons donc une figure d’équilibre du liguide animé
d’un mouvement de rotation, et une figure d’équilibre du liguide non animé
d’un mouvement de rotation.

Dans les travaux consacrés a la stabilité du mouvement, on distingue, comme
on sait, deux sortes de stabilité : la stabilité dans le temps et la stabilité dans
Uespace. Dans I'étude de la stabilité dans le temps, on compare, pour un seul et
méme instant, les coordonnées du systéme et leurs dérivées par rapport au temps,
dans le mouvement troublé et dans le mouvement non troublé. Au contraire,
dans I’étude de la stabilité dans I'espace, toutes les coordonnées et leurs dérivées
par rapport au temps sont supposées exprimées, par élimination du temps, en
fonction d’une des coordonnées, et I'on se contente ainsi de la comparaison des
coordonnées restantes et de leurs dérivées par rapport au temps, pour une seule
et méme valeur de la coordonnée prise pour variable indépendante.

Dans le cas d’'un mouvement du liquide tel que celui que nous avons défini plus
haut, la stabilité qui fera I'objet de notre étude n’appartiendra ni & 'un, nia
l'autre de ces deux cas de stabilité. En considérant une figure d’équilibre quel-
conque, nous comparerons la figure du liquide & un moment quelconque de son
mouvement troublé avec l‘a figure qu’il conserve dans le mouvement non troublé,
en faisant abstraction du mouvement des molécules. Si, de plus, la vitesse angu-
laire correspondant a la figure d’équilibre considérée n’est pas nulle, nous
tiendrons compte aussi de la position de la surface du liquide, dans le mou-
vement troublé, relativement & un axe passant par le centre d’inertie du liquide,
et paralléle & ’axe de rotation dans le mouvement non troublé. Nous envisa-
gerons en oulre également la force vive du mouvement du liquide.

Cest dans cet ordre d’idées que l'objet de nos recherches sera la stabilité de
la figure d’équilibre. La définition précise de ce que nous entendons par figure

stable d’équilibre sera donnée dans un des numéros suivants.

2." Dans tout mouvement d’un liquide, suivant les conditions ici considérées,
ont lieu la loi de la conservalion du mouvement du centre d'inertie et la loi de la
conservation des aires dans tout plan se mouvant d’un mouvement de translation
uniforme et rectiligne et pour tout point de ce plan.

La constance supposée de la pression sur la surface du liquide est une condi-
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tion essentielle pour que le mouvement du liquide satisfasse a ces lois. D’apres
cette condition, on démontre facilement que les équations différentielles du mou-
vement du liquide admettent aussi une intégrale cxprimant la loi de la conserva-
tion de I’énergie, pourvu que 'on fasse 'hypothése que les vitesses des points du
liquide sont des fonctions conlinues des coordonnées. Nous aurons toujours cette
hypothése en vue, et, d’une facon générale, nous supposerons que le mouvement
du liquide se fait d’une maniére continue, de sorte que les coordonnées de tout
point du liquide seront supposées des fonctions continues dc leurs valeurs
initiales et du temps, et le mouvement intérieur de chaque élément du liquide
sera supposé s'opérant suivant les lois d’une déformation homogeéne. Nous sup-
poserons d’ailleurs que tous les points de la surface du liquide restent toujours
a des distances finies du centre d’inertie du liquide.

Imaginons un milieu invariable en mouvement de translation, avec une vitesse
égale et paralléle a celle du centre d’inertie du liquide, et considérons le mouve-
ment relatif du liquide par rapport a ce milieu. En appelant o la densité du
liquide, nous désignerons par Jo le moment des quantités de mouvement du
liquide, pris par rapport & son centre d’inertie (). Nous prendrons ce dernier
point pour origine d’un systéme de coordonnées reclangulaires z, ¥, 5 dont les
axes seront supposés avoir des directions invariables, et nous prendrons pour
direction de l'axe des z celle du moment des quantités de mouvement Jp, de
sorte que, si «, ¢ et w sont les projections sur les axes des z, des y et des 5 de
la vitesse relative d’un point (z, y, 5) du liquide, nous aurons les équations

sulvantes :

(1) fxd‘r'::o, jyd‘::o, sdt —o,
(2) fudr——o, fvd: —=o, jwdr:o,

(3) f(wy—vs)d‘r:o, f(u:—w.r)d::o, [(vx—uy)dr:J,

ol d=est un élément de volume, et ou les intégrations s’étendent a tout le volume
du liquide.
D’une lacon générale, nons entendrons toujours par

[F(l‘, ¥, 3)dr ou fF(x’, ¥y sh)dd (?)

une intégrale s’étendant & tout le volume du liquide.

(1) Dans la suite, en parlant du moment des quantités de mouvement, nous sous-enten-
drons toujours qu’il doit étre pris par rapport au centre d’inertie.

(2) D’une facon générale, nous désignerons toutes les quantités se rapportant au point
(«', y', 3') par les mémes lettres que pour le point (z, y, 3), mais avec des accents.
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Désignons ensuite par To la force vive du mouvement relatif du liquide, de
sorle que

T:%f(u?—*— v+ w?) dr,

et par V la fonction potentielle de la masse liquide au point (z, y, z), de sorte
que si f est une certaine constante positive, dépendant de 'attraction de I'unité
de masse par l'unité de masse a l'unité de distance, et » la distance entre les

points (z, ¥, 5) et (z/,y', 5'), ce dernier appartenant a I’élément de volume du
liquide d<', on aura
dr’
V= .
JSe| —

Avec les notations adoptées, I’équation qui exprime la loi de la conservation de

I'énergie prend la forme suivante :

(4) T—%[V&:H,

ol H est une constante représentant la valeur initiale de I’énergie totale du
liquide rapportée & 'unité de densité, dans son mouvement par rapport au centre
d’inertie (1),

Comme; d’aprés la loi de conservation de I'énergie, cette derniére ne dépend
que de la figure et de la position du liquide, ainsi que des vitesses de ses points
a I'instant initial, on peut parler de la recherche des mouvements, c’est-a-dire
des données initiales, pour lesquels I’énergie totale, pour un moment donné des
quantit'és de mouvement, est minimum, maximum ou minimum-maximum (®).
Arrivons maintenant a la résolution de ce probléme, qui consistera, par consé-
quent, & rechercher parmi toutes les surfaces délimitant un volume donné et satis-
faisant aux conditions (1), et parmi tous les u«, ¢, w satisfaisant aux conditions (2)
et (3) et a I’équation

du oy dw

que 'on doit toujours avoir en vue, ceax pour lesquels la variation da premier

(1) En parlant, dans la suite, de I'énergie totale, nous supposerons toujours qu’il s’agit
de I'énergie dans ce mouvement relatif. D'une fagon générale, nous entendrons, par le mot
mouvement, ce mouvement relatif,

(2) Pour éviter tout malentendu, nous croyons nécessaire de faire remarquer que, quand
pour un systéme donné de valeurs des variables annulant la premiére différentielle d’une
fonction, cette derniére n’est ni minimum, ni maximum, nous dirons qu’elle est minimum-

maximum.
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ordre de I'expression H, définie par I'équation (4), s’annule pour toutes les défor-
mations infiniment petites possibles de la surface, dans lesquelles le volume déli-
mité ne change pas, et dans lesquelles les équations (1) ne sont pas troublées, et
pour toutes les variations infiniment petites possibles de u, ¢, @ ne troublant pas
les équations (2), (3) et (5).

En nous servant du procédé connu du calcul des varialions, nous trouvons les

équations suivanles, pour la détermination des données initiales cherchées :

_ do

U= 0,5 — 0y + 5L

99

v =0+ 0. — 05 + (F’

do

sv:clﬁ—wzy—wyx—ks‘f_

et

(6) V4 owz(wy —vz)+o,(us —we)+ o (vx—uy)

— (o) faqu+ b+ ewrar+ by +cs =1,

parmi lesquelles la derniére doit devenir une identité sur la surface cherchée.

Dans ces équations, wz, w,, w;, a, b, ¢, ay, by, ¢, et A sont des constantes, et
¢ une fonction de z, ), 5, assujettie & la condition de devenir constante sur la
surface. De cette condition et de I'équation (5), nous déduisons, en tenant compte
de la conlinuité supposée de u, ¢, w,

d9 _ 99 __ 99 -
ox ~ dy 09z’
dans tout le volume occupé par le liquide; les conditions (1) et (2) donnent donc
ay=b,=c¢,= o, et, par conséquenl, nous obtenons pour u, ¢, v les expressions
U= Wwys— 0, ¥ IZ W — Wy 5, =) — Wy,

dans lesquelles w;, w, et w;, en vertu des conditions (3), doivent salisfaire aux
relations

‘ Se 02— Ps wy— Pyw;=o,
(7) —P.w,+8,0,—Pr0.—o0,

? —Pyo,— Prwy,—+8; w;=],
ou

Sx::f(y‘-’—i—sz)d‘r, Sy:f(z"+:v'3)dr, S::f(x2+y2) 7,

Px:f}"" dr, Pg-:‘/‘zx dr, P;:fmy dz.

Fac. de T., > S., VI. 3
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L’équation (6) prend donc la forme suivante :
(8) V+i(w+ 2+ w?)+ax+ by +czs=A»A

Désignons par n la direction de la normale intérieure a la surface du liquide
en un des points de son élément ds, multiplions les deux membres de I’équa-
tion (8) par cos(nz)ds et intégrons sur toute la surface. En remarquant que

ov

—dr—o,

ox
nous trouvons, en vertu des conditions (1), @ =o0. On démontrerait de méme
que b=c =o. Si, d’autre part, nous multiplions les deux membres de I'équa-

tion (8) par [z cos(nz)— 5 cos(nx)|ds, et sinous intégrons sur toute la surface,

en remarquant que
f 2 VN —
05 ()m) T

nous obtenons I'équation .
wx(S;0;— Proy— Pyrwy) — w:(Sznz— Powy— P,w.)=o,

laquelle, en vertu des équations (7), donne wz=0, a moins que J ne soit nul.
On trouverait exactement de la méme maniére, pourJ non nul, w,= o, et les équa-

tions (7) donnent

—

P,—o, P,=o et 0=

t
o

u

Les valeurs trouvées pour wy, wy et v restent évidemment légitimes dans le cas

ot J = 0. L’équation (8) se raméne donc, dans tous les cas, a la forme

UI:—.

tre

(9) V+ (x +y)=h

(SRR

et cest 1a la condition connue, nécessaire et suffisante, pour que le liquide, sous

les forces considérées ici, puisse tourner comme un corps solide autour de 'axe

des z,

Dans ce mouvement du liquide, 'axe de rotation, comme on sait, est toujours
un des axes centraux principaux d’inertie du volume occupé par le liquide. Par
conséquent, les conditions P,=o et P,= o, obtenues plus haut, sont déja con-
tenues dans la condition () (bien entendu si J n’est pas nul).

En ce qui concerne la constante ), qui entre dans l'équation (9), on obtient
facilement pour elle, par le méme pr rocédé quia servi a démontrer plus haut les éga-
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lités @ = o et wy= o, I'expression suivante

5 o)J—f-de':
l:—g——Q—a

. J . . ,
Q étant le volume du liquide et o = g Nous désignerons d’une fagon générale
Vs

par v la vitesse angulaire correspondanl a une figure d’équilibre quelconque.
I 8 p q q
Nous pouvons exprimer le résullat que nous avons obtenu sous la forme sui-

vante :

Pour que la premiére variation de 'énergie totale sannule, pour un mo-
ment donné des quantités de mouvement Jo, il est nécessaire et suffisant de
donner au liqguide une figure telle qu’il puisse tourner, comme un corps
S
ment d’inertie du volume occupé par le liguide par rapport & Uaxe de rota-

solide, autour d’un certain axe, avec la vitesse angulaire > S étant le mo-
2 b

tion, et de lui communiquer effectivement ce mouvement.

Il est évident que, sans tenir compte des conditions (1), (2) et(5), nous obtien-
drions la méme solution pour le probléme que nous considérons.
3. En supposant la figure du liquide arbitraire, nous trouvons, par la résolution

des équations (7), les valeurs suivantes, pour wg, Wy, W,

P.P.+8S,P, P,P.4+S.P 29y — P2
(10)  wp=J—F—S =, wy=J=2 "-l*; £z, w;:J—“S SyD P:
ou
(11) D=$,8,8,—8,P:—§,P;—S.P:—3P,P, ..

Partout, dans la suite, nous entendrons par wz, wy, et w;, précisément ces
valeurs.

Posons, dans un mouvement quelconque du liquide satisfaisant aux condi-
tions (3),

U=Wy3— 0y + i, V=L — x5 0y, Y=gy — 0y + w,.
Nous aurons, d’aprés cela,

T:%Jm;—l—%f(uf—i— v+ w?)dr
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et’équation (4) prendra la forme suivante :
(12) —%f(u‘f-!—v'f—#—w‘;’)dr%—ﬂ:H,

ou IT est une expression dépendant seulement de la figure du liquide et de la posi-

tion qu’il occupe, savoir :

(13) H:é(Jz»sfyD“i—fvdf)

II est important, pour ce qui suit, d’appeler Iattention sur ce fait que cette
expression ne change pas de valeur pour une rotation du liquide autour de 'axe
des z, et quand J=o0, pour un déplacement d’ensemble arbitraire. Ce dernier
point est évident; pour ce qui concerne le premier, nous nous convainquons de son
exactitude en remarquant que l'expression (11), comme on le sait par la théorie des
moments d’inertie, conserve sa valeur aprés une rotation quelconque du liquide
autour de lorigine des coordonnées, et que Vexpression 5,5, — P} se comporte
de la méme maniére pour une rotation autour de I'axe des z. Ainsi Il n’a qu'une
seule’ valeur entiérement déterminée pour toute figure donnée du ligmde, pour
toute position donnée de celui-ci par rapport a 'axe des 3, et pour tout J donné.

Comme toutes les conditions auxquelles doivent satisfaire u,, ¢, et w, sonl
remplies, pour toute figure du liquide, par les valeurs uy = ¢, = w, == o, I'équa-
tion (12) conduit a la conclusion que, pour que I'on puisse communiquer au
liquide un mouvement annulant la premiére variation de H, pour un moment
donné des quantités de mouvement Jo, dont la direction est prise pouraxe des s,
il est nécessaire et suffisant de donner au liquide une figure et une position par
rapport a I'axe des 3, telles que la premiére variation de II s’annule, sous la con-
dition de l'invariabilité du volume (que nous sous-entendrons toujours) et sous
les conditions (1) (dont on peut d’ailleurs ne pas tenir compte). D’aprés cela,
I'équation

oll=o
est équivalente a celle (g).

Nous arrivons ainsi & cette conclusion que, pour Loute figure d'équilibre, cor-
respondant au moment des quantités du mouvement Jo, pour laquelle 'axe des =
sert d’axe de rotation au liquide, II, sous les conditions (1), est minimum,
maximum ou minimum-maximum; quand II est minimum, H ne peut étre
aussi que minimum; mais quand II n’est pas minimum, H ne peut éire que
minimum-maximum, le cas ot H est maximum étant évidemment impossible.

Dans les numéros suivants, nous nous proposons de montrer que le minimum
de II correspond & une figure d’équilibre stable, et dans ce qui précéde nous
avons voulu seulement montrer le lien qui existe entre notre recherche et la
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théorie générale de la stabilité du mouvément, dans laquelle on est conduit au
principe énoncé dans la nouvelle édition de la Natural Philosophy de Thomson
et Tait (*), pour le cas du mouvement d’'un liquide que nous considérons, sous
la forme suivante :

« When the energy with given moment of momentum is either a minimum or
a maximum, the kinetic equilibrium is clearly stable, if the liquid is perfectly
inviscid. It seems probable that itis essentially unstable, when the energy is a

minimax (%). »

4. 1 est nécessaire avant lout de donner une définition précise de ce que nous
entendrons par figure d’équilibre stable. Pour cela, nous devons convenir
d’abord des termes dont nous nous servirons et indiquer les hypothéses que nous
ferons.

Imaginons une surface, invariablement liée au centre d'inertie du liquide (ou,
ce qui est la méme chose, a ’origine des coordonnées z, y, 5), que nous suppo-
serons telle qu'elle puisse servir de surface au liquide, tournant comme un corps
solide autour de I'axe des z, avec une vitesse angulaire w. Nous supposerons
que cette surface peut tourner autour de I'origine des coordonnées, mais, pour o
non nul, nous ne considérerons comme possibles que des rotations autour de ’axe
des z, tandis que, pour w = o, toutes les rotations autour de l'origine seront
supposées possibles. Nous appellerons, dans la suite, cette surface invariable de
forme, mais variable en position, une surface d’équilibre.

Nous supposerons toujours la surface d’équilibre, que nous aurons a consi-
dérer, telle qu’en un quelconque de ses points Ja direction de la normale change
d’une maniére continue, pour un déplacement continu de ce point sur la surface,
et telle que les courbures de ses sections normales restent partout finies. En outre,
nous supposerons que celte surface n’ait pas de points a distance infinie du centre
d’inertie du liquide.

Supposons que l'on trouble le mouvement du liquide qui conservait une cer-
taine figure d’équilibre, et considérons la surface du liquide & un instant quelconque
du mouvement troublé. Envisageons les droites qui joignent un point quelconque
de cette surface a tous les points de la surface d’équilibre dans une quelconque
de ses positions possibles, et choisissons le plus petit de tous les segments de ces
droites entre le point pris sur la surface du liquide et un point quelconque de la

(") W. Tuousoxn and P. G. Tarr, Treatise on natural Philosophy. Vol. 1, Part. I,
1883, p. 335.

() « Quand l'énergie, pour un moment donné des quantités de mouvement, est minimum
ou maximum, I'équilibre cinétique d’un liquide parfait est évidemment stable. Il parait pro-
bable qu’il est cssentiellement instable, quand I'énergie est minimum-maximum. »
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surface d’équilibre. Ce segment représentera la normale la plus courte abaissée,
du point considéré de la surface du liquide, sor la surface d’équilibre. Nous
appellerons le point de la surface d’équilibre ol cette normale rencontre pour
la premiére fois cette surface, la base de la normale, et le poinl correspondant
pris sur la surface du liquide, le sommet de la normale. Nous désignerons
par n le segment considéré, et nous le regarderons comme positif, ou comme
négatif, selon que son sommet se trouve du coté intérieur ou du coté exlé-
rieur de la surface d’équilibre, en appelant, cela s’entend, c¢6té intérieur celui
ou se trouve le liquide dans le mouvement non troublé. En considérant tous les
points de la surface du liquide, nous trouverons la plus grande des valeurs numé-
riques de tous les n. Nous désignerouns cette quantité positive par N et nous 'appel-
lerons ’écart entre la surface du liguide et la surface d’équilibre pour une
position donnée de cette derniére. En général, N variera quand changera de
position la surface d’équilibre. En choisissant parmi toutes les valeurs de N,
correspondant & toutes les positions possibles de la surface d’équilibre, la plus
petite de toutes, nous aurons ce que nous nommerons plus loin I’écart entre la
surface du liguide et la surface d’équilibre et ce que nous désignerons par .

Nous considérerons encore une quantité caractérisant, jusqu’a un certain point,
la déviation que subit la figure du liquide & partir de la figure d’équilibre. Soit,
comme précédemment, Q le volume du liquide, et ¢ le plas grand volume dont
tous les points sont intérieurs tant & la surface du liquide qu’a la surface d’équi-
libre dans 'une de ses positions possibles. La différence Q — ¢ variera en général,
quand variera la position de la surface d’équilibre. La plus petite de toutes les
valeurs prises par elle, pour toutes les positions possibles de cetle surface, sera
appelée déviation de la figure du liquide a partir de la figure d’équilibre,
et nous la désignerons par A,

Sil'on considére Loutes les surfaces possibles du liquide, dont les écarts & partir
de la surface d'équilibre sont égaux & une quantité donnée ¢, il est évident que,
pour ces surfaces, A peut avoir Loules les valeurs comprises entre zéro et une cer-
taine limite, dépendant de ¢, qui s’annulera pour ¢ = o. Toute fonction continue
de ¢, n’admetlant que des valeurs que peut recevoir A pour le méme ¢, el s’annu-
lant seulement pour ¢ = o, sera appelée déviation possible, et nous la désigne-
rons par @ ().

1l est important, pour la suite, d’attirer 'attention sur la circonstance suivante.
En vertu des hypothéses faites sur la continuité du mouvement, la surface du
liquide variera d’une maniére continue avec le cours du temps et sera constituée
toujours des mémes points du liquide. Par conséquent, ¢ et A seront des fonc-
tions continues du temps.

11 est évident que, pour N suffisamment petit, & chaque point de la surface dua

liquide correspond seulement un point de la surface d’équilibre comme base de
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normale, et qu’en outre chaque point de la surface d’équilibre est la base d’une
normale correspondant & un certain point de la surface du liquide. Ceci résulte
directement des hypothéses énoncées plus haut, relativement a la surface d’équi-
libre. Donc, N étant assez pelit, n peut étre considéré comme une fonction des
points de la surface d’équilibre. En supposant toujours les troubles assez petits
pour que la condition ci-dessus soit satisfaite pour la position ot N =¢, nous ne
considérerons Lout mouvement troublé que tant qu’elle n’est pas dérangée.

Considérons une surface quelconque du liquide, pourlaquelle la condition que
nous venons d’énoncer est satisfaite pour une certaine position de la surface
d’équilibre, et supposons que cette surface varie de telle maniére que tous les »
varient en chaque point de la surface d’équilibre d’'une maniére continue selon
une loi quelconque, qui doit seulement satisfaire a la condition que N diminue
d’une maniére centinue, en tendant vers zéro. Nous appellerons une surface
variant ainsi, une surface tendant d’une maniére continue vers la surface
d’équilibre. Nous parlerons aussi des figures du liquide, tendant d’une facon
continue vers la figure d’équilibre.

En passant maintenant a la définition de la stabilité, nous devons préalablement
dire que lexpression force vive du mouvement relatif qui s’y rencontrera,
désigne la force vive dans le mouvement du liguide relativement au milieu inva-
riablement 1ié & son centre d’inertie et possédant une vitesse angulaire géométri-
quement égale a celle que possédait le liquide dans le mouvement non troublé.

Deriwtrion. — Communiquant aux molécules d’un liguide, qui conservait
une des figures d’équilibre, des déplacements et des vitesses quelconques,
considérons le mouvement troublé qui s'ensuit. Si l’écart initial entre la
surface du liquide et la surface d’équilibre et la valeur initiale de la force
vive du mouvement relatif, pour toutes les autres données initiales possibles (1),
peuvent étre choisis suffisamment petits pour que la force vive du mouvement
relatif du liquide et Uécart entre sasurface et la surface d’équilibre restent
inférieurs a certaines limites données a l'avance, quelque petites que soient
ces derniéres, pendant toute la durée du mouvement, ou aw moins tant que
la déviation de la figure du liquide a partir de la figure d’équilibre ne
devient pas inférieure a une certaine déviation possible donnée a Uavance,
quelque petites que soient toutes les valeurs de cette derniére, la igure
considérée sera dite sTavLE.

(1) Ces données initiales ne doivent pas étre entiérement arbitraires : elles doivent étre
telles que le mouvement qui s’ensuit posséde une certaine continuité, au moins tant que la
figure du liquide ne s’écarte pas trop de la figure d’équilibre. Cette condition doit étre tou-
jours sous-entendue.
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51, pour la figure d’équilibre considérée, le mouvement, du caractére qui vient
d’étre défini, ne se produit que pour des déplacements et des vitesses a instant
initial satisfaisant a certaines conditions, qui permeltent de les choisir arbitrai-
rement pelits, nous dirons que cette figure d’équilibre est stable relativement
aux données 1nitiales satisfaisant a ces conditions. Des exemples d’une telle stabi-
lité conditionnelle seront donnés au Chapitre III.

5. Nous passons maintenant & la démonstration du principe sur lequel sera basée
toute notre éiude, et nous nous servirons pour cela de la méthode & I'aide de
laquelle Lejeune-Dirichlet a démontré le principe de Lagrange ramenant la
recherche de la stabilité de Véquilibre d’un systéme conservatif quelconque de
points & la recherche d’un minimum du potentiel.

‘Le principe que nous avons l'intention de démontrer est le suivant :

Trtoriur ronpamENTAL. — Si, pour une figure d’équilibre correspondant
& un moment des quantités de mouvement Jo, a liew un minimum de 11 sous
les conditions (1), cette figure d’équilibre est stable.

Avant tout, on doit dire ce qu'il faut entendre ict par un minimam de II. Nous
avons vu que II ne change pas, pour une rotation d’ensemble du liquide autour
de I'axe des 5 quand J difféere de zéro, et pour toute rotation d’ensemble autour
de lorigine des coordonnées quand J = o. Donc, dans la recherche du minimum
de II, on doil éliminer les déplacements se réduisant & ces rotations; c’est ce que
V'on pourra faire en introduisant la condition que A ne soit pas nul. Par consé-
quent, si II,, est la valear de I pour la figure d’équilibre considérée, I'affirmation
que II, est un mivimum de Il indique que, pour toule figure du liquide tendant
d’une maniére continue vers la figure d'équilibre, el pour laquelle A s’annule
seulement pour N == o, on peut trouver une limite N, telle que toutes les valeurs
prises par la différence I — IT,,, pour les variations de ceite figure du liquide
de N =N, a N = o, resteront positives, en ne s'annulant que pour N=o.

Nous concluons de l1a que, ¢(¢) étant une fonction donnée représentant une
déviation possible, on peut, quelle que soit cette fonction, trouver une limite E
telle que, pour toute figure du liquide pour laquelle ¢ <TE et AZ¢(¢), la diffé-
rence Il — 1I1,, soit positive, en ne s’annulant que pour ¢ =o (*). Ce point consti-
tuera le fond de toule la démonstration (3).

(1) Il est évident que, pour toute valeur donnée de ¢, la différence T — 10, peut étre rendue
aussi petite qu’on veut, par lc choix d’une figure telle que A soit suffisamment petit. G'est
pour écarter cet inconvénient que I'on a introduit la condition A Z o (z).

(2) On voit que ce point n'est pas établi. L’auteur 'admet comme une conséquence de la
notion du minimum; mais on doit avouer que, dans la question considérée, cette notion est
assez obscure. L.
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En ce qui concerne les conditions (1) énoncées dans le théoréme, elles sont
q )
satisfaites d’elles-mémes, puisque nous ne considérons que le mouvement du
liquide relativement a son centre d’inertie. Ces conditions ne joueront aucun role
dans la démonstration, mais noas verrons dans la suite qu’elles sont nécessaires
pour la possibilité d’an minimum de II. A ces condilions, on doit d’ailleurs
ajouter la condition de I'invariabilité du volume, qui est toujours sous-entendue.
Désignons par @p la force vive du mouvement relatif du liquide, et par <0 et &
les valeurs initiales de ¢ et de &, en convenant, d’'une maniére générale, de
désigner les valeurs initiales de toutes les quantités considérées par les mémes
g q p
lettres avec I'indice o en haut. D’aprés notre définition de la stabilité, notre
théoréeme sera démontré si 'on prouve que, quelque petites que soient les quan-
tités positives e et & et quelle que soit la fonction o(e) donnée satisfaisant aux
q 7
conditions connues, la condition énoncée dans ce théoréme donne toajours la
possibilité de choisir les données initiales ¢° et @° assez petiles pour que, pour
toutes les autres données initiales possibles satisfaisant a la condition A9 (20
I =9 )
pendant toute la durée du mouvement du liquide qui s’ensuit, tant que la

condition
A

v

o(¢)

n’est pas troublée, les inégalités

e<e et CR-
restent salisfaites.
En désignant, comme précédemment, par v, la vitesse angulaire correspondant
a la figure d’équilibre considérée, nous poserons

U==u—uwy, =1 + 0,

de sorte qu’il viendra

G:%f(ug—l—ng-i—— w?ydr,
et nous introduirons de plus les notations suivantes :

f(wy——n:)dr:i, f(uz——wx)df:-n, f(v;r—uy)a’rzg.

En outre, nous poserons, comme aun’ 3,
U= Wy s — @) -+ Uy, P Wl — W3~ W=y — Wy L+ Wy,

mais actuellement, nous considérons des troubles arbitraires pour lesquels, en
général, le moment des quantités de mouvement doit varier. Par suite, u,, ¢, et o,
Fac. de T., 2*S., VL. 4
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doivent satfsfaire aux relations

/(ny—vas)drza, f(uls—-wlx)dr:ﬁ, f(v,x——u,y)dr:y,

ol z, B, v sont des constantes dépendant des données initiales.
Si nous posons maintenant

Tizgf(u‘f T ot 4 w) ds,

I’équation (4) donnera, au lieu de I'équation (12), la suivante :
(14) T+ M =T+ (0 — 0z) % + (0)—wy) 3 + (03— ws)y + Mo,
En remarquant que
a=t—wP,, B=n—wPy 7=(—J+ 0S8,
on obtient facilement les relations suivantes
(15) G:T,—l—mxa—i—wy@—i—(w;—w)y—i—%(cu"S;—l—Jm;—2Jm)
et
(16) T4+ (0f— wz)a+ () —0y)B + (07— 0:)7

30— [ 4 w0y 0+ (00— w):0]+m[mxpg+®ypg+(w;_ w)G) _ sg)]

— (@8 +Jwl—2Tn).

Posons maintenant

Voi+ol+(0;:—o)=190,

J 2
\/Pii—i— P2+ <—— — S;) =P,
[}

NS+ Jo;—2Jo) =1

et désignons par S le plus grand des moments centraux d'inertie du volume

occupé par le liquide & un instant quelconque. On voit facilement que

qj

HA

a+ B2+ 922 28T, et  £24-n2+ {2228,

et, par conséquent, en vertu de I'inégalité

5

(aa,+ bb,+ cc;)*S(a*+- 6>+ c)(a}+ b +cy),
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Pégalité (15) donne
(17) CXTy+ 0y2S YT+ i
ct I'égalité (14), en vertu de (16), conduit a I'inégalité suivante :
(18) T, 4+ <@ 0/280y/E° 4+ wfPo— {04 IT0

qui aura lieu pendant toute la durée du mouvement.

11 faut remarquer, relativement a toules les quantités qui entrent dans les iné-
galités (17) et (18), qu'elles ne dépendent pas de la direction qui peut éire prise
pour axe des z dans le plan perpendiculaire a I'axe des 5, et que d’ailleurs les
quantités 0, P’ et { peuvent étre rendues aussi pelites qu’on le veut, en choisissant ¢
suffisamment petit, car les quantités

J

p,, P,, o S: oy 0y et W, —
s'annulent, comme nous le savons, aussitot que le liquide prend la figure d'équi-
libre considérée.

En outre, on peut remarquer que, si ¢ est pris pour quantité infiniment petite
dua premier ordre, 6 et P seront des infiniment petits d’un ordre non inférieur au
premier, et £ un infiniment petit d’un ordre non inférieur au second. En effet,
les formules (10) et (11) donnent

J 8,Pi+8,P+2P,P,P,
D

w? [J >2 132 8, PL+8,Pj4-2P, P, P
2 D )

On voit aussi par la que ¢ est une quantilé positive.

¢/ étant une valeur quelconque de ¢ qui ne dépasse pas e et la limite E dont il
a é1é parlé au commencement de ce numéro, désignons par 8, i et S, les plus
grandes de toutes les valeurs que prennent §, ¢ et S, pour toutes les figures
possibles du liquide auxquelles correspond ¢<¢'. Puis désignons par Tl la plus
petite de toutes les valeurs prises par II, pour toutes les tigures possibles pour
lesquelles e =¢" et AZ¢(&’). D’aprés ce que 'on a remarqué plus haut, I, —1I,,
sera une quantité positive non nulle qui, pour ¢ suffisamment petit, peut étre
rendue aussi petite qu’on le veut.

Choisissons ¢ sullisamment petit pour que I'inégalité

(19) Hi' - an -+ 08' \/é-Sj \/HE’— ﬁ; -+ ia’< a3
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soit satisfaite, et ensuite, prenons pour figure initiale une figure quelconque pour

laquelle les inégalités
<, A°Z o (&%), IL > MI° + wi. P

soient satislaites. .
S1 maintenant on communique aux molécules du liquide des vitesses relatives
suffisamment petites pour que &° satisfasse a la condition

04 0.(/280/E < T — (II' + w5, P?),
I'inégalité (18) conduira & I'inégalité suivante
(20) T,+ T <1l

qui sera salisfaite au moins tant que < reste inférieur & ¢/. Mais la valeur initiale
de ¢ estinférieure a ¢/, d’aprés une de nos condilions, et, d’autre part, ¢ varie d'une
maniére conlinue dans le cours du temps (n° 4). Par conséquent, il ne peut
devenir supériear a ¢’ sans lui devenir préalablement égal. Or, I'égalité e =¢/,
en vertu de I'inégalité (20), tant que A2 (<), est évidemment impossible.

Nous arrivons ainsi a la conclusion qu’au moins tant que la condition AZ 5 (<)

est remplie, ¢ reste inférieur 4 ¢/, et 'inégalité (20) donne
Ti < Ha’_ H/n’

d’ol nous déduisons, en vertu des inégalités (15) el (19), la suivante :

¢ <ol

Notre théoréme est par la démontré.

Remarquons que notre démonstration suppose que J n’est pas nul. Mais il est
évident qu’il n’est pas besoin de s’arréter & part sur le cas o0 J = o et ou, par
conséquent, w == 0.

Si, dans I'étude d’une figure d’équilibre quelconque, correspondant & un mo-
ment des quantités de mouvement Ja, il est démontré que I est minimum pour
cette figure, sous les conditions (1), nous pouvons alors affirmer, d’aprés ce que
I'on vient de démontrer, que cette figure d’équilibre est stable. Dans le cas ot 11
n’est pas minimum, nous ne pouvons rien conclure.

On peut encore ajouter aux conditions (1) d’autres conditions, et, dans cer-
tains cas, II n’étant pas en général minimum, peut le devenir pour ces nouvelles
conditions. Si ces derniéres sont telles que, pour certaines données initiales,
elles peuvent étre conservées pendant toute la durée du mouvement, nous
pouvons en conclure qu'il y a stabilité de la figure d’équilibre relativement

a ces données initiales.
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6. Nous devons maintenant donner des formules pour I'examen du signe de
Paccroissement que recoit 11, quand on passe de la figure d’équilibre considérée
a une figure quelconque du liquide qui en est infiniment voisine. Mais nous nous
bornerons i la recherche de I'expression et du signe de la variation seconde de I,
car la recherche des variations d’ordre supérieur, nécessaire dans le cas ou la
variation seconde s’annule, présente, en général, d’assez grandes difficuliés.

Nous ne considérerons maintenant que des figures du liquide tendant d’une
maniére continue vers la figure d’équilibre, pour lesquelles n n’a qu’une seule
valeur en tout point de la surface d’équilibre. D’ailleurs nous pouvons supposer
que N reste toujours inférieur au plus petit de tous les rayons de courbure des
sections normales principales de la surface d’équilibre. Dans ces conditions, si
nous désignons par R, et R, les rayons de courbure des sections normales
principales de cette surface, en un des points (z, ¥, ) de son élément ds, ces
rayons élant considérés comme positifs, si la surface est convexe du c6té extérienr
dans le voisinage de ce point, et comme négatifs, dans le cas contraire, la condi-
tion de l'invariabilité du volume du liquide s’exprimera de la facon suivante :

' " o \/ o 1 1\ n? 1 nd
(21) fdsf <' N RT)(" - W) d“ _f[n_ <E ™ l_> 2 TRR, »3_](1.9_0,

en convenant d’entendre par U'intégrale

fF(x,y,Z)dS ou fF(x’,y’, ') ds'

une intégrale s’étendant & toute la surface d’équilibre. De méme, les condi-

tions (1) conduiront aux égalités

fds n[x—i—acos(nx)](x—ﬁ'—()(r—l%)doz:o,
(22) /fds n[y—%—occos(ny)](r—1%><1—%>doc:o,

‘fds 0 ”[z—l—occos(n :,)]<1—1%><1—I%> do = o.

Pour toute loi donnée suivant laquelle la surface considérée doit tendre vers
la surface d’équilibre, n sera une certaine fonction de N, et, pour fixer les idées,
1ous pouvons convenir ici, en considérant toute expression dépendant de la
figure du liquide, comme une fonction de N, d’entendre, par sa variation d’un
ordre quelconque m le terme en N multiplié¢ par1.2.3...m, dans son dévelop-
pement suivant les puissances de N, arrété & un terme complémentaire d’un ordre
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plus élevé. Si, dans cet ordre d’idées, nous désignons par 6 la premiére variation
de n, et si nous posons
n=20on+ n,,

n, représentera une quantité infiniment petite d’un ordre supérieur au premier,
en convenant toujours de prendre N pour infiniment petit du premier ordre. Les
égalités (21) el (22) permettent de trouver les équations conditionnelles auxquelles
doivent sauisfaire les variations d’ordre quelconque de n considérées comme
fonctions d’un point de la surface d’équilibre. Mais il nous suffira davoir
seulement les équations auxquelles doit satisfaire la variation du premier ordre

de n, savoir

(23) _ f6na’s:0,
(24) fxana's::o, fy&nds:o, f;énds:o.

L’expression (13) peut étre représentée sous la forme suivante

II=A-+8B

ou
J* 8, PL+8,PI+ 2P, P, P,

!
2 S; b

- —I—<&)ZS;+[VCIIT>.
2 7/

En ce qui concerne le premier terme A, la recherche de sa variation d’un

et

=
I

ordre quelconque ne présente aucune difficalté. En remarquant que, pour la

figure d’équilibre considérée,
;= w?, P,=o et P,=o,

. o “ . ve
nous trouvons immédiatement 6A = o. Si nous supposons encore la surface d’équi-

libre amenée a une position pour laquelle ;= o0, nous trouvons

52 __("2 2 -2 ._2 (‘)_2 rz o 2-f’“‘_2 =0 ’
0°A = s [f(r + )Snds- +Sx<f£~/'0’tds> —1—Sy<fy‘.onds> .

En ce qui concerne le second terme B, nous y rencontrons une inlégrale dans

laquelle la fonction a intégrer devient infinie dans les limites de I'intégration, et,
bien que la recherche de sa premiére variation ne présente pas de dilficultés,
pour le calcul de la seconde, il est nécessaire de recourir a son accroissement.

Comme on aura évidemment 8B = o, notre probl¢me consisteraici a trouver pour
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cet accroissement une expression de la forme

AB = 15N+ BN?,

ol b est une quaniité indépendante de N, et 3 une quantité a I'égard de laquclle
il nous suffira de montrer qu’elle tend vers zéro en méme temps que N; quand
ceci sera établi, ON2 représentera la seconde variation cherchée de B, dont le signe
déterminera le signe de 'accroissement infiniment petit de B.

Soient (z, y, 5) et (2, ', 5) deux points de la surface d’équilibre, et dési-

guons par r(«, «') la distance entre les points dont les coordonnées sont

x +acos(nx), y-+acos{ny), s+ acos{ns)
et
'+ o’ cos(n'x), y'+a cos(n'y), '+ o' cos(n's),

en convenant de désigner r(a, o) et r(o, o) respectivement par r(«) et r. Puls
désignons par U(a) la valeur, pour le premier de ces points, de la fonction

a laquelle se réduit 'expression

v+ %—-(w?—i—y?),

quand la surface du liquide se confond avec la surface d’équilibre. D’aprés cela,
U(o) représentera la constante A qui figure dans I'équation (g).
Avec les notations adoplécs, nous trouvons, pour laccroissement de B,

Pexpression suivante :

AB=C—1foD

Vel n a “
C_jdsfo U(a)(\l——h—l><1—-ﬁ;>a’a
n o o n' 0(' a’ da'
oo o) k) () )
fsj(: <1 K/ TR )T o ' R ' R,/ r(a,a)

dU(a)

On sait, par la théorie de la fonction potentielle, que U(a) et —ga sont
a
?U(a)

———" reste aussi une fonction continue,

ES
tant que 2 ne passe pas par zéro, mais que, bien qu’elle éprouve & ce passage

et

des fonctions continues de 2, et que

une discontinuité, cependant, pour les conditions indiquées plus haut relative-
ment & la surface d’équilibre, elle ne devient pas infinie. Par suite, nous pouvons
ordonner la fonction de n, entrant sous le signe de 'intégrale dans I'expression

de C, en série de puissances entiéres positives de n, au moins jusqu'au lerme
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. . . i oU 1 ,
en n? inclusivement. Si donc nous représentons par — la valeur de la dé-

an
n)

., 0U( .o
rivee —5 — pour 1= o, nous obtenons ainsi

. ! o 718} 1 1 n?
(25) U( U(oc)(l—l{—)(l R)da 7n+[[)n—)\<R—1+E>]?+Kn3,

ol K est une quantité a I’égard de laquelle il nous suffit de savoir que c’est une
fonclion de n restant finie pour toute valeur de n quelque petite qu’elle soit. En
nous servant de U'égalité (21), nous lirons de (25) I'expression suivante pour C :

au R
f~—n ds—i—/( — 31{ R >n ds,
92C __f——(r.m) ds.

Arrivons maintenant & la transformation de expression de D.

d'ot

a élant une constante donnée, décrivons du point (z, y, 3) de la surface d’équi-

2
libre une sphére de rayon aN?, et de tous les points de sa ligne d’intersection
avec celte surface, menons les normales jusqu’a leur intersection la plus proche
avec la surface daliquide. Nous détacherons ainsi de I'espace compris entre la sur-
face du liquide et la surface d’équilibre un volume dont la plus grande dimen-
sion sera évidemment une quantité infiniment petite d’ordre 3. Nous désignerons

cetle plus grande dimension par HNE‘:, ou H, par conséquent, restera fini pour
tous les points de la surface d’équilibre, quelque petit que soit N. En outre, on
voit facilement que la plus courte des distances entre un point quelconque
du volume considéré, qui se trouve sur la normale au point (z, y, 5), el un point
quelconque d’une des normales relatives & la ligne d'intersection de la sphére
avec la surface d’équilibre, est également une quantité infiniment petite d’ordre 3.

2
Nous désignerons cette plus courte distance par AN?, ot %, pour N=o, ne
s'annulera pas (il est évident que limh = a).

0
f F(x', y', s) ds

est une intégrale qui s’étend a toute la surface d’équilibre, a I'exception de la

Si nous convenons que

partie qui se trouve a l'intérieur de la sphére considérée, nous pouvons pré-
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senter I'expression de D sous la forme de la somme suivante :
[ n' I IR do’
o= [ [ ) (=) e o [ (=) (=) oo
LVUTR 5)) ) U RN TR (e o)
4 > _ =
—y—/ds/o‘ G(I——- Rl><1 R0> do,

ot G est la fonction potentielle, au point dont les coordonnées sont 2+« cos(nz),
¥ +acos(ny), s+ acos(nz), de la masse remplissant le volume défini plus
haut avec la densité +1 ou —1. En,‘ tout cas c’est une quantiié dont la valeur
numérique ne peut dépasser a=H2N3. On voit par la que le second terme de
I'expression de D représente une quantité infiniment petite d’un ordre supérieur
au second, et que nous devons par conséquent nous adresser au premier terme.
Or, il suffit évidemment, pour cela, de considérer expression '

n'ds'
fndsf r(Gn, 0'n")

ou § et & sont des fractions positives, et cette expression peut étre présentée

sous la forme :

*n' ds' r—r(fn,9n"y n'ds
(26) fndsf r +fndsf r{fn, 6'n") r

Mais, d’aprés ce que 'on a remarqué plus haut,

2
3

r{dn, n'y > AN
et, d'autre part, il est évident qu’en valeur numérique,
[r—r(tn, 9 n")]<2aN.

Par conséquent, la valeur numérique du second terme de I'expression (26) est

1 rd ds’'
21\3th -;—7

et le probléme se raméne 4 I'examen du premier terme qui, comme on sait,

inférieure a

différe, par un infiniment petit d'ordre supérieur, de I'expression

f nn'ds ds’
—

iy 14 14
32D — o ff on Snrds ds ,

Fac.de T., 2¢S., VL. 5

Nous Lrouvons ainsi
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et nous obtenons, pour la seconde variation cherchée de I, I'éxpression suivante :
P 3 P

(27) &H:f%%%ym—jﬂﬁ[%ﬁ¥&ﬁ+ﬂ+w,

[f(x“-‘+y2)6/zds]2
2 2 2 . 2
V‘V:S—<fx58nds> +9—<ff55nds> .
S, s, \J"’

7. Il est assez difficile de dire quelque chose de général au sujet de I'expres-

()

)

(28) 9:;

oy

sion (27). En nous appuyant sur ce qui a été dit 4 'égard de ITau n° 3, nous pou-
vons seulement affirmer que cetle expression s’annulera toujours, quand la

variation on se raménera, pour o différent de zéro, a la forme
(29) on=[xcos(ny)—ycos(nz)]b,,
et pour w = o 4 la forme

(30) dn= [ycos(nz)—scos(ny)]l,

+[s cos(nz) —xcos(n 3)|d,+[xcos(ny) —ycos(nx)if,,

ot Bz, 0y, b; sont des quantités indépendantes de z, y, 5. Dans le numéro suivant,
nous rechercherons le signe de I'expression (27) dans certaines hypothéses par-
ticuliéres relativement & la variation &n, et actuellement nous remarquerons
seulement que, dans lous les cas auxquels nous aurons affaire, son premier

terme sera posilif et le second bnégatif.

v . . v
,,> qui se trouve sous le signe de l'intégrale dans le

A légard de I'expression 9

premier terme, on doit remarquer qu’elle représente [accélération de la pesanteur

observée a la surface du liquide, au point (z, ¥, ), et que sa valeur numérique

V@) - (&)~ (%)

Nous pouvons maintenant tirer de tout ce qui précede le criterium suivant de

est égale A

la stabilité (il ne renferme, cela s’entend, que des conditions suffisantes, mais non

nécessaires) :

Si, pour une figure d’équilibre correspondant a la vitesse angulaire v,
Uexpression (27) reste positive pour toutes les valeurs possibles de on satisfai-
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sant auzx équations(23)et (24), ens’annulant seulement quand dn se raméne,
pour o différent de zéro, a la forme (29), et, pour w=o, a la forme (30),
cette figure d’équilibre sera stable.

Il faul remarquer que, dans la suite, nous appellerons souvent 3n dépla-
cement normal du point (z, ¥, 5) de la surface du liquide, parce que le

on ..
rapport ~ @ pour limite 1.

L’expression (27) ne différe que par le terme W et par un facteur constant de
I’expression qu’a trouvée Liouville (') pour I'accroissement de la force vive du
mouvement du liquide, en supposant que la figure d’équilibre qu’il conservait
subit des troubles infiniment petits, et en considérant le mouvement du liquide

relativement & un milieu invariable qui tourne autour de ’axe des z avec une

J .
5 Dans le premier de

vitesse angulaire constante w ou avec une vitesse variable

ces cas, le terme Q disparait dans la formule (27).

Quant au terme W, il ne jouera, comme nous le verrons, aucun réle dans la
recherche de la stabilité des ellipsoides, qui constitue notre probléme principal.
Le terme Q aura, au contraire, une grande importance, surtout pour les ellipsoides

de Jacobi.

8. Nous rechercherons maintenant le signe de I’expression (27) dans deux hypo-
théses particuliéres relativement aux déplacements (pour parler rigoureusement,
relativement aux variations des déplacements).

Nous supposerons d’abord que tous les déplacements des points du liquide
sont des déplacementls qu'admet un systéme invariable. Mais nous ne suppo-
serons pas actuellement que I'on ait les équations (24), et nous poserons

on =cos(nx)ox + cos(ny)dy -+ cos(nz) 9z,
ou

(31) dxr=¢,+0,5—0,y, oy =éey+ 0,2 — 0,3, 05 = e,+ ﬁ'xy—-eyw,
¢zy Oz, ... étant des quantités qui ne dépendent pas de z, ¥, 3.

En remarquant que

U, _oU, oU, oU,

(1) Formules générales relatives a la question de la stabilité de I'équilibre d’une masse
liquide homogéne douée d’un mouvement de rotation autour d’un axe (Journal de Liouville,
t. 20, 1853).
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et qu’en vertu des expressions (31),

ov

oy A% on' ds'
(Eax—i—d—yéy—l—?ﬁ&z—fpf =o,

r

nous trouvons

azn;wf(xax+yay)ands L QEW,

ce qui, d’aprés les conditions (1) et les égalités Py=0, Py=o0, P;=0, se raméne
a la forme suivante :

(32) O+ 02 Q2+ e2) = w(S:— 8,) 03+ 0*(8:— 8;) 0} + W

‘)S; 2 ‘)Sz 2
:&)‘S‘y(sz—sy)eir“‘ (')‘S_I(SV_S“')Q;’

On voit par la que la seconde variation de II est égale a zéro pour tous les
déplacements hélicoidaux autour de I'axe des 3, qu’elle est négative pour des
déplacements de translation perpendiculaires a cet axe, et que, pour des
rotations autour d’axes perpendiculaires a I'axe des sz, elle peut étre aussi bien
positive que négalive, mais qu’elle sera toujours positive, si aze de rotation du
liquide est Uaze du plus grand moment d’inertie du volume qu’il occupe,
ce qui, comme on sait, a lieu pour toutes les figures ellipsoidales d’équilibre.

L’égalité (32) montre que les inégalités

(33) $.>8, et S:>8,

sont des conditions nécessaires pour que 821II reste positif, pour tous les &n salis-
faisant aux conditions (23) et (24). En s’appuyant sur cela, on peut démontrer
gue pour que 3211, sous les conditions indiquées au numéro précédent, reste
toujours positif, il est nécessaire que, sous ces memes conditions, 6211 — W reste
positif.

En effet, 3n étant une variation quelconque satisfaisant aux équations (23)
et (24), posons

(34) On=[ycos(ns)—zcos(ny)]fz+ [scos(nz)— zcos(nz)] b, dn,

et remarquons que, les différences S;— Sz, S;— S, n’étant pas nulles, nous pou-
vons disposer du choix des constantes 0 et fy, de telle fagon que dn, satisfasse

aux équations

_fxz&nlds:o et /yz&nids:o.

En le faisant, substituons dans la formule (27), a la place de 3n, son expres-
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sion (34). Aprés certaines transformations, nous aurons

oIl = ¢2II, + o211,

ou 62II, est ce que devient 8211, quand on y remplace dn par on,, et 331, est le
second membre de I'égalité (32). Or, de cette expression de 21T il résulte que les
inégalités (33) et l'inégalité o2II, > o, qui sont nécessaires pour que l'inéga-
lit¢ 3211 > o ait lieu, sont en méme temps suffisantes pour que la condi-
tion ¢2IT — W > o soit satisfaite; d’ou ce que 'on a énoncé plus haut.

Par suite de ce qui vient d’étre démontré, le terme W dans I’expression (27)
n’aura pour nous aucune importance.

Considérons une autre hypothése particuliére relativement aux déplacements.

Supposons que la figure d’équilibre considérée appartienne a une série de
figures d’équilibre, ayant un centre d’inertie commun el un axe de rotation
commun, et passant d’une facon continue de I'une a P'autre par une variation
de la vitesse angulaire. Alors, si 6w est l'accroissement infiniment petit de la
vitesse angulaire correspondant au passage de la figure d’équilibre considérée
a une figure infiniment voisine de cette série, il est facile, d’aprés I’équation (g),
de trouver que la variation &r, correspondant & ce passage, doil satisfaire
a 'équation

. 09U | on' ds' , . 5
(33) %(m—fpf —|—m(x-+y-)3w:§

r

En outre, nous savons qu’elle doit également satisfaire aux équations
(36) ‘/x:Bnds:o, fyz&nds:o.

En supposant maintenant que tous les déplacements se raménent a des dépla-
cements tels qu’ils changent la figure d’équilibre considérée dans cette nouvelle
figure d’équilibre, I'expression (27), a l'aide des équations (35) et (36), se

réduira a celle-ci :
Ol = Q + wow 0S..

Or, pour une série donnée de figures d’équilibre, nous pouvons considérer deux
des trois quantités S;, w, J comme fonctions de la troisiéme. Par conséquent,
cette formule peut éire présentée sous la forme

ds;

(37) Bl —Q=w =% (dw).

Si nous nous servons de la formule (28), et si nous prenons J pour variable
indépendante, en désignant par 3J son accroissement infiniment petit corres-
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pondant au passage a la nouvelle figure d’équilibre, nous obtiendrons encore

o dS; R
(38) 62“‘5;};?(6‘])'

On voit par la que si, dans le passage de la figure d’équilibre considérée
une figure infiniment voisine, le moment d’inertie relatif a l’axe de rotation
et le moment des quantilés de mouvement varient dans un méme sens, la
seconde variation de 1l sera positive pour les déplacements considérés.

On sait que, pour les ellipsoides de révolution dont I'excentricité ne dépasse
pas une certaine limite 0,93..., le moment d’inertie, et par conséquent aussi le
moment des quantités de mouvement, croissent quand la vitesse angulaire croft,
et que, pour des excentricités supérieures, ils décroissent tous les deux quand cette
vitesse croit. On sait aussi que, pour les ellipsoides & trois axes, le moment des
quantités de mouvement, et par conséquent aussi le moment d’inertie, décroissent
constamment, quand la vitesse angulaire croit. On voit par la que, pour tous les
ellipsoides qui peuvent étre des figures d’équilibre, la seconde variation de II est
positive pour les déplacements considérés.

D’aprés ce que I'on vient de dire, on voit déja la portée du terme Q dans la
formule (27) : le second membre de I'égalité (37) est négatif pour tous les ellip-
soides & trois axes et pour les ellipsoides de révolution dont les excentricités
sont supérieures 4 0,93 ..., tandis que la formule (38) est toujours positive.

En ce qui concerne le terme W, qui, comme nous I'avons vu, ne peut avoir
pour nous aucune utilité, nous le laisserons de coté, et partout nous considérerons

seulement l'expression
(39) o2l = ol — W,

dans laquelle le premier membre représente la seconde variation de

I, — ; <J§ —der> M.

En terminant remarquons que le théoréme démontré, relativement & la possi-
bilité de remplacer la recherche du signe de 8*II par la recherche du signe de 3*11,,
est contenu, comme cas particulier, dans un autre plus général, sur lequel nous
désirons maintenant appeler 'attention.

De I'égalité

2 2 )2
HZH;—%é I SIPx+SyIl)),+2P1PyP:’

(1) Comme plus loin S, et S, ne se rencontreront point dans nos formules, nous écri-

rons S au lieu de S;.
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il résulte que, pour que II soit minimum, sous les conditions (1), il est su/fisant
que II, soit minimum sous ces conditions, et nécessaire que II, solt minimum
sous les conditions P,= o0 et P,= o. Mais, d’autre part, on s’assure facilement
que, si pour la figure d’équilibre considérée les conditions

S:>8, et 8:>8,,

sont remplies (ce qui est nécessaire, comme nous savons, pour la possibilité
du minimum de II ou II,), II, ne peut étre minimum sous les conditions Py= 0
et P, = o, ne I'élant pas sans ces conditions-la. Pour s’en convaincre, il suffit
seulement de remarquer que 'on peut passer de chaque figure d’équilibre a toute
autre figure du liquide, satisfaisant aux conditions (1), au moyen des deux pro-
cédés suivants : 1° déformation de la surface du liquide sous les conditions Py = o
et P,=o0; et 2° rotation de toute la masse liquide, comme un corps solide, autour
d’un axe perpendiculaire a I'axe des z.

En vertu de ce que I'on vient de démontrer, dans tous les cas o ne sera donnée
aucune dépendance entre la déformation de la surface du liquide sous les con-
ditions P,= o0 et P, = o0 et sa rotalion autour d’un axe perpendiculaire a I'axe
des z, la recherche des conditions de minimum de II sera équivalente a celle de »
minimum de I, (').

Nous finissons par la les raisonnements généraux et nous arrivons a I'étude de
la stabilité des figures ellipsoidales d’équilibre. Nous commencerons par le cas le
plus simple, celut de la sphére considérée comme figure d’équilibre. Bien que,
dans ce cas, le probléme ne présente rien de nouveau, et qu’il ne soit d’ailleurs
qu’un cas particulier du probléme de la stabilité des ellipsoides de révolution, il
n’est pas moins opportun de commencer par le résoudre d’une maniére indépen-
dante, en vue de montrer comment le probléme se complique, quand on passe de
la sphére aux ellipsoides de révolation, et de ces derniers aux ellipsoides 4 trois
axes.

CHAPITRE II.

LA STABILITE DE LA SPHERE.

9. Le seul cas connu jusqu’a présent, dans lequel un liquide, sous Iaction des
attractions mutuelles entre ses éléments, peut se trouver en équilibre, est celui

(1) En utilisant cette remarque, on pourrait simplifier considérablement la démonstration
du théoréme fondamental.
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ou il conserve la figure d’une sphére. Examinons la stabilité de cette figure
d’équilibre.
Soit R le rayon de la sphére.
Comme dans le cas considéré w = o, et par conséquent
U 9V

d*ll- — d_n :%ﬁfPR’

la formule (27) se réduit a la suivante

(1) 5"'11:]{0 [%ﬁRf(Sn)‘-’ds—ff‘M].

Introduisons, pour les points de la surface de la sphére, les coordonnées sphé-
riques, en posant

z =Rsinfcosy,  y=Rsinfsiny, z=Rcosh.

En considérant ensuite 57 comme une fonction de f et §, supposons-la telle que
I'on ait le développement

m=w

dn="¥ Yu(6, 1),

m=90

ot Y, (8, ) est une fonction sphérique de § et & d'ordre m, la série du second

membre étant uniformément convergente pour Loutes les valeurs de § comprises

entre les limites o et =, et pour toutes les valeurs de 4 comprises entre o et 2 ().
Or, en tenant compte des conditions (23) et (24), on trouve

Yo(8,¢)=0 et Y, (9,¢)=o.

(1) C’est une restriction dont on peut anjourd’hui s’affranchir; car, d’aprés une proposi-
tion générale sur les fonctions sphériques que 'auteur a obtenue il y a sept ans, la formule
définitive, celle (2), si on entend par les Y, leurs expressions connues au moyen des inté-
grales définics renfermant la fonction 8n, ne dépend nullement de la possibilité du dévelop-
pement de cette fonction en une série de la forme considérée. Pour la validité de cette
formule, il suffit que 87 soit une fonction intégrable sur la surface de la sphére. La méme
remarque s’applique a des formules analogues que 'on rencontrera plus loin, dans P'étude
de la stabilité des ellipsoides. Pour ce qui concerne les détails. nous renverrons au Mémoire
de M. Stekloff : Sur certaines égalités générales communes a plusieurs séries de fonc-
tions employées dans I’ Analyse (Mémoires de I’ Académie des Sciences de Saint-Péters-
bourg, 8¢ série, t. XV). L’avant-dernier numéro de ce Mémoire est consacré précisément
au probléme dont il s’agit ici. L.
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Nous aurons donc

"M = ®o

o= E Y, (6, ),

et a I'aide de cette expression de dn, nous trouvons

m = ®

f(an)‘-' ds = 2 f(Y,,,)‘zds.

Si nous nous servons ensuite de la formule connue

'y Aot
/‘Ym(e,ry)da _ 4R Y,.(6,0),

2m +1

nous parviendrons a celle-ci :

m—owo

on on'ds ds' < I
ORox &4 __ 4 2 _r 2
ff = =47R Y™ I‘f(Y,,,) ds.

m=2

Par suite, la formule (1) prend finalement la forme suivante :

(2) 62H: i— 2m+1f(Y'") ds.

Or cette expression ne peut prendre de valeurs négatives et ne peut évidem-
ment s’annuler, si tous les 3n ne sont pas simultanément nuls.

Nous voyons donc que la sphére est une figure d’équilibre stable (*).

(1) Ce résultat a été trouvé, entre autres, par A. Giesen, dans son Mémoire Ueber die
Stabilitit des Gleichgewichtes einer nur der Gravitation unterworfenen Fliissigkeit,
inséré dans le Jahresbericht iiber die hihere Schule in Opladen de 1872-1873. Il Pobtient
comme cas particulier de Ia solution du probléme de la stabilité de I’équilibre d’un liquide
sur un noyau solide de forme sphérique.

Fac. de T., 2 S., VI 6
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CHAPITRE H1.

LA STABILITE DES ELLIPSOIDES DE REVOLUTION.

10. C'est Newton qui énonca, dans ses Philosophiae naturalis prircipia ma-
thematica, le théoréme qu’un liquide animé d’un mouvement de rotation, dontles
molécules s’altirent réciproquement en raison inverse du carré des distances, peut
conserver la forme d'un ellipsoide de révolution. Ce théoréme fut ensuite démon-
tré par Clairaut (') et par Maclaurin (?). Mais I'étude détaillée de ce cas d’équi-
libre n’a été faite que par Laplace (®), et ensuite par Meyer (*). Les résultats de
ces recherches sont, comme on sait, les suivants :

Les ellipsoides de révolution allongés ne peuvent étre des figures d’équilibre.
Au contraire, tout ellipsoide de révolution planétaire peut éire une figure d’équi-
libre d’un liquide tournant autour de son axe de révolution. D'ailleurs, & chaque
moment des quantités de mouvement correspond toujours un ellipsoide de révolu-

tion et un seul. D’autre part, a toute vitesse angulaire inférieure a une certaine

limite /27 fo \/0,2246. .., correspondent deux ellipsoides, I'excentricité de I'un
d’eux étant inférieure, et 'excentricité de 'autre supérieure & 0,93.... Quand la
vitesse angulaire est égale a cette limite, les deux ellipsoides se confondent, et,
pour des vitesses angulaires supérieures, les figures ellipsoidales d’équilibre ne
sont pas possibles. Si 'on fait croitre le moment des quantités de mouvement de
zéro & P'infini, Pexcentricité croit de zéro & 1, et la vitesse angulaire d’abord croit
de zéro & son maximum, puis diminue pour redevenir nulle.

Comme nous verrons plus loin, 'excentricité 0,8126... aura pour nous une
importance particuliére; c¢’est pour elle, comme l'on sait, que les ellipsoides de
révolution passent aux figures ellipsoidales d’équilibre a trois axes inégaux décou-
vertes par Jacobi.

Nous prendrons 1'équation de I'ellipsoide sous la forme

22 4 )2 . 52 R
—_— — = Q-
K41 A2 ’

(V) Phil. Trans., 1737. — Cramavr, Théorie de la figure de la terre. Paris, 1743 ou

1808.
(2) Mactauvriy, Traité des fluxions, liv. I, chap. X1V,
(3) Lavrace, Traité de Mécanique céleste, liv. 111, chap. I1L
(*) G.-O. MeyEr, De Aequilibrii formis Ellipsoidicis [ Crelle’s J., Bd. 24 (1842)].
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en supposant A el @ positifs. Alors la condition pour que cet ellipsoide soit une
figure d’équilibre, correspondant a une vilesse angulaire w ou & un moment des
quantités de mouvement J5, s'exprimera de la maniére suivante
9 & .1; 2 :
(1) 2:}.9: 2‘—‘:)7: J-i A i:(S)ﬁ—i—x)Xarccoll—3).2,
2*.3% foQ3 (R+1)?

olt arc coth est suppose¢ ne pas sortir des limites o et 5, ce que nous supposerons

toujours dans la suite, en nous servant du symbole arc cot: pour X positif, L’étude
de I'équation (1) conduit a tous les résultats énoncés plus haut.
Avant de passer a la recherche de la stabilité de ces ellipsoides, nous croyons

nécessaire d’attirer P'attention suar certaines propriéiés des fonctions sphériques,
dont nous nous servirons.

11. Nous nous servirons des notations Py'(z), Qy(z) de Heine, pour ce qu’il
appelle Zugeordnete Kugelfunctionen de premiére et de seconde espéce. Mais

nous aurons aussi allairve & des fonctions & argument imaginaire de la forme z =3,

ot { =\/— 1, et, pour plus de commodité, nous introduirons encore les notations :
(_ L‘)m le(l')k) :P;.n()‘) et (l‘)uH—l Qzl (l)\) — q;:z ()‘)’

en faisant des conventions relatives aux signes, comme on le verra d’aprés les
formules citées ci-dessous.
Avant tout, nous allons indiquer quelques expressions de ces fonctions.

En supposant toujours k< m, nous pouvons les exprimer a 'aide d’intégrales
définies de la maniére suivante :

.  T(m+k+0)T(m—k+1) 7, —— m
sp,c N = — T(zm—{(—l) fo (\/}.*—Hcosq—f—)\) coskody (1),
(2) r( ) arc col A
m 1 2m -+ 2 ) = m 2
\ gr (M) = 27 [T 0] i (ViT1cosp —1) coskodo (?).

Puis, d’aprés la formule connue,

T(m—Fk+1)

gdm-kk(l-‘.’__ |)m
T(2m+1)

(3) Py (z) = (z2—1) g (%)

(') HENE, Handbuch der Kugelfunctionen, 1. Bd. (2¢ édition, 1878), p. 207.
(2) 1bid., p. 224.
(3) 1bid., p. 202, 206.
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nous aurons
- T n — k —+ 1 4. d/u+l; )\2+ 1)ym
(4) p;n(/):—(——_—‘__)()\._‘_l)a _f(’___)_
F(Z m -+ I) dpm+k
En remarquant ensuile que les fonctions py (%) et qr () sont des solutions

particuliéres de I’équation différentielle

3 ii_ 22 a'_u ’ k2 — 1
(9) o [(l —|—I)d)\] [m(m—i—l)——)ﬁ_*_l]u_.o ),

nous obtenons, pour la fonction qr()), Vexpression suivante :

® 1}
6 m}y = (am -+ Q) f ——’(f\—,——*
( ) (]I»k ) ( ? I)P/ ( ) N [[J;sl()\)]L(/“+])

Nous appellerons I’attention sur cette circonstance qu'indiquent les for-
mules (4) et (6) que, pour %> 0, ce que nous supposerons partout dansla suite,
les fonctions pj'(}) et g (1) conservent des valeurs positives, la premiére ne
s'annulant, en oulre, jamais et la seconde s’annulant seulement pour k=0 .

Nous indiquerons encore les expressions des fonclions p}' et g’ sous forme de

séries hypergéométriques. Si nous introduisons I'excentricité de Iellipsoide (A),

nous obtiendrons

> y T T

m -+ k m—k om—1 )
2 2 2 ’

prny=s F(—

mak+1 m—k-=+1 am—+3
".l ). = 8”"‘{71 l: —_—y 2 —_—) E‘) .
g ("= . -
On peut tirer de 1a le produit pi’ i’ sous forme de série hypergéométrique du se-
cond ordre. Pour cela, nous nous servirons d’un résultat des recherches de Clau-
. . ’ , . 1
sen (*), qui a démontré que, St Y =2 4+ P+, ot d=1 p+p=3 et

~r ) —

Yy =2, 0na
F(“’f’sva)P‘(“I’kel:7,1x):F('!z’1E+“—’@"12"—0:4_@;"’2‘_%‘7;)-

Nous trouvons ainsi

(7) pr(N)qrM)=eF (L3 —ki+ky—m §-+m,e).
(1) HEINE, Handbuch der Kugelfunctionen, 1. Bd. (2° édition, 1878), p. 216.
(2) Ibid., p. 218.
(3) CLAUSEN, Beitrag zur Theorie der Reihen (Crelle’s, J., Bd. III).
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Si nous introduisons, a la place des variables z, y, 5, les variables 2, § et J, &

I'aide des équations
(8) x=ayi?+1sinfcosy, y=ayrtrsinfsing, s=alcosf

( nous supposerons toujours que § est compris entre les limites o et =, el 4 entre

o et ax), Péquation de Laplace

(9) u u ()2”“0
9 x> Rl s

se transforme dans la suivante

0) _‘)_( +I)()u 1 0 ’. ()u + cos®f ()“’u___o
(ro DY) +§mﬁ< 00)+('+) ntg gLt — &

En tenant compte de I'équation différentielle connue des fonctions sphériques,
on démontre facilement que I'équation (10) est satisfaite par les fonctions

I)l ) ) LCIII CIIL(@ ‘-IJ) + szl SIII ]’

(Il) z /IL(,)L(,ZZC”L 6 (-H)_i_snlb'”(g,q))],

m

ol ¢j' el 53" sont des constantes et C*(0,4), S{'(0, §) les notalions ahrégées, dont

nous nous servirons dans la suite pour désigner les fonctions
w(cosh)cosky, P(cosl)sinkd.

Nous voyons ainsi que les transformées des fonctions (11) pour les variables «,
Y 5 satisfont al’équation (g). _

On peut démontrer que la transformée de la premiére des fonctions (1 1) est
ane fonction entiére de degré m de z, y, 5. Pour cela, il suffit évidemment de
montrer que la transforméc de 'expression

F=pp(h)[CF.¥) + iS4, W] =pi(A) P (cosd) (cos + isind)*

est une telle fonction. Or, en posant cos = iy, nous trouvons, d’apreés les for-

mules (3), (4) et (8),

o I‘(”Z_A+I) 2 m dm+k()\2_|_ )m d"H"k(p. +I)'"
F__[ T(am+1) ] i )t ANk A

En supposant d’abord que m + £ est un nombre pair, on voit que

dnz+k()\2 . I)m dnm—k(p} -+ [)m
d)m+k d[i"H'k

(12)
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est une fonction entiére symétrique de degré m — k de 12 et w32, racines de I'équa-
tion quadratique en §

1o

)

2+ y < R
- + = =a,

£+

. . . ,m—k -, , , .
et, en outre, une fonction enti¢re de degré ——- de %2; par conséquent, d’aprés
2

. ) \ . . , m—k
un théoréme connu d’Algébre, une fonction entiére de degré " de z2+ )2
2
et 5% Si, au contraire, m —+ & est un nombre impair, Pexpression (12) est égale

au produit de 7\3 = a:i par une fonction enliére symétrique de degré m — k — 1

. ,m—k—1 A .
de 2% et p2, et de degré ———,— par rapport & 2*; ce sera donc le produit de =
. . . ,m—k— N
par une fonction entiére de degré ——, —en x4yt et 5%

Dans les deux cas, on trouve que F est une fonction entiére de degré m
de z, y, =, et, par suite, la proposition est démontrée.

En considérant z, y, z comme des coordonnées rectangulaires, el en nous ba-
sant sur ce qui vient d'étre démontré, nous pouavons établir les formules sui-
vantes :

(13) \/Hzt(el’qu)dsr __[lﬂ'a\/)_‘g_f‘le(g 4)) ‘]Zl()xo)[);f"(l)- 7\27\0)
Vigreost0r  amer CERT TN gy gmy, a2,

ol I'intégration s’élend & toute la surface de D'ellipsoide auquel correspond
r=

)o, et ott 'on a posé
(14) H(6,9) = e C (6, ) + sk i (9, ).

Nous remarquons, pour cela, que le premier membre de I'égalité (13) est la
fonction potentielle d’une couche répandue surla surface de I'ellipsoide (2,) avec

la densité
CHEG, )
V22 4 cos?l

Par suite, d’aprés un théoréme bien connu, il nous suffit de démontrer que le
second membre de 1’égalité (13), que nous désignerons par u, satisfait aux condi-
tions suivantes :

1° u resle partout une fonction continue et uniforme de z, y, 5;

2° Tant que le point(z, y, ) ne se trouve pas sur la surface de I'ellipsoide (%),
du du du :
oz’ 9y’ 9%
al’équation de Laplace;

sont des fonctions continues et uniformes de x, y, 3, et w satisfait
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. Jdu . ., .
3° Au passage a lravers celle surface, In éprouve unc discontinuité déterminée
n

par I'équation
du;  Jdu,  LmHP(6,d)

on; " One /i cos?0

dans laquelle n; el n. sont les directions de la normale intérieure et de la normale

extérieure, et u;, i, désignent les expressions de « correspondant respectivement
Ah<<hget A >hy;
Jdu du Jdu .
0 9 DY
ru u, su, x*-—, ) *—, 52— reslent partout finis.
4 PRI el i P p

D’aprés ce qui a été démontré, nous concluons tout de suite que, pour A<,

2

les conditions 1°, 2° et 4° sont satisfaites, et qu’elles le sont aussi pour 2> %,;
ceci résulte de la formule (6) qui montre qu’en premier lieu les fonctions
dqglr(})
Agr(d) et p2—tAST
g% (1) 4
tendent, pour A = oo, vers des limites délerminées, et qu’en second lieu w, est le

produit d’une fonction entiére de z, ¥, s par la fonction

j‘” do
NIAINCED)

laquelle, aussi bien que ses dérivées par rapport & z, ¥, 5, sont des fonctions
continues et uniformes de z, y, s.

Enfin, & l'aide de la méme formule (6), on démontre facilement que u satis-
fait & la condition 3°.

Les formules (13) ne présentent, d’ailleurs, rien de nouveau; on peut trouver,
par exemple, dans Liouville, des formules semblables, dans lesquelles entrent des
fonctions sphériques & arguments réels (1).

Tout ce qui a été exposé jusqu'ici nous servira pour obtenir I'expression défi-
nitive de la variation seconde de II,, et nous démontrerons, dans le numéro sui-
vant, les théorémes sur lesquels sera basée la recherehe du signe de celte varia-
tion. '

12. Nous allons démontrer maintenant les propriétés suivantes des fonctions
pi(d) et g (h).

Levme. — Si, pour n2m, les nombres n — s et m — k sont de méme parité,

() LiovviLLg, Lettres sur diverses questions d’Analyse et de Physique mathématique
(deuxiéme Lettre) (J. de Liouville, t. XI, 1846, p. 261).
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et si, en outre, n® 4+ n —+ k*2m?* + m + s, le rapport

croit, quand ) croit.

Il se comprend de soi-méme que le cas de n = m el s = £ doit étre exclu.

Pour la démonstration, remarquons, en premier lieu, que le signe de la dérivée

d ])"())

est le méme que celui de 'expression

) d])m())

pr ) 222 o ) L2E)
et, en second lieu, que celle expression s’annule toujours pour A = o, aussilot
que n —s et m — k sont des nombres de méme parité. Or, par suite de celte
derniére circonstance, I’équation (5) conduit a I’égalité suivante

pe(d)

d
e [ ) 2 —pr

dpnz()\):l
7' k52
:fo [(n—m)(n—*—m—i-l)—}--mJ BN plr(h) di,

dont le second membre est positif dans les conditions énoncées.

Notre lemme est ainsi démontré.

m(
Corollaire I. — Si k — s est un nombre pair positif, le rapporl [[)7“,”&)\)) croit,
kA
quand X croit.
. .. (X R
Corollaire Il. — Si n — m est un nombre pair posilif, le rapport;),f‘l(()))croxt,
kA
quand X croit.
. pn '}'()
Corollaire ITI. — Pour n > m, le rapport Y croit, quand A croit.
m—a
D’aprés cela, nous pouvons démontrer les théorémes suivants :
Tuatorive [. — Le pr odmt p}{’()) qi(\) croit, quand k croit de deux

unités, et décroit quand m croit de deux unités.

Tutorkeve II. — Le produzt piil_q() Y qm_s (%) décroit, qumzd m crolt.
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Il suffit, pour démontrer ces théorémes, de remarquer que la formule (6) con-

duit & I'égalité suivante :

(15) IR g () — ——— p (2) ¢ (3)

2mMm + 1 2n +1

-f [p;:’ 28[/)(’(0&)]? ['1_>] o
S VACIRRIVAT) IR

car cette égalité, en vertu des corollaires I et Il de notre lemme, conduit immé-

diatement au théoréme I et, en vertu du corollaire I1I, au théoréme II.

Nous appellerons encore 'attention sur le théoréme suivant :

Tutoriwe . — Sin — s est un nombre impair, pour n >, la différence

EPL) gy (1) — ———pl (W) g2 (})

reste toujours positive (en ne s’annulant que pour h=o0 et h=x).

in remarquant que toutes les conditions qui ont été énoncées pour formuler
le lemme sont satisfaites dans le cas considéré, I'égalité (15) démontre ce théoréme.

Revenons maintenant a notre probléme.

13. Pour les points de la surface de I'ellipsoide (1)), qui représente une tigure
d"équilibre donnée, introduisons les coordonnées § et § a I'aide des équations (8).
Avec ces coordonnées, I'élément de surface de Pellipsoide s’exprime, comme

on sait, de la maniére suivante :

ds = a® 1+ 1 \/ 1+ cos?0sinb db d.

Donc, si I'on représente I'expression ‘/7\'-’+c0526 on sous forme de série de
fonctions sphériques de § et ¢, pour que les conditions (23) et (24) du Cha-
pitre [ puissent étre satisfaites, cette série ne doit pas conlenir de fonction sphé-
rique d’ordre nul, ni du premier ordre.

Posons, par suite,

g\/;\l+ 0s*Gon —:Eyln(%u )s

(I()) 1 l.'::u:
Y. (6, 4) = X H(0,4),

\ k=0

ot H3' (6, 4) est défini par la formule (14).
Fac. de T., 2¢S.; VI.

~J
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On sait qu’en vertu de la condition d’équilibre

aU

Y AV
on AVt + cos?g,

olt A est une quantité ne dépendant ni de f, ni de 4. Pour la déterminer, nous

oU
poserons § = o, par suite de quoi =— deviendra "accélération de la pesantenr

on
observée sur la surface de I'ellipsoide au pole. Cette accélération étant, comme
on sait, égale a

4rfoa (R2+1)k (1 — harccotd),

nous trouvons ainsi

JU
on

| ]

érfoa\/)\ +12(1—harccoth) A+ cos?f.

Nous obtenons par suite, d’aprés les formules (16),

m=—ow hk==m

]
/‘%(Sn ds=4rfoa*()? +l))(l—AdlC(’Ol7)V 2‘/“’”

m=2 h—=

ot ds = sinfl dfi ¥ est 'élément de surface de la sphére de rayon 1, sur laquelle
est effectuée I'intégration.

Puis, d’aprés les formules (16) et (13), nous lrouvons

m=—=w=n k=
onon d?ds . P/ (M) g () m
ff r @ (K1) 2& Z 2m + 1 () da.
m=2 k=0

A l'aide de ces expressions, les formules (27) et (39) du Chapitre I donnent

m=w k=m

(r7) otll, == foa (l”—l-I)E ZT”’f(H’”) do + Q,
ol
(18) ”;j.’:7.(1——7\.arccot1)——M~(n—(—)7

21 —+ 1

ce qui, comme on le voit d’apres les formules (2), peut étre également présenté
sous la forme
”l

o — P (7)f/o“> _ P (M) g3
(19) 2m +1
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En remal‘quant en oulre que

. 3
/(x“-}-y‘-’)&nds — o —=a*(R+1)i el
45

et
S=F&rat (12 +1)),

nous trouvons, d’aprés la formule (28) du Chapitre I,

6

fda&() +1)

20 Q= co )t
(20) fp)\( o)

La formule (17) montre que le signe de la variation seconde de II, dépend
essentiellement des signes des expressions T}”, a la recherche desquels nous

devons par CO[]SL([HGI]L en venir mamlenant.

Comme les expressions des T? renfermées dans la formule (1~) correspon-
p k /
dent & m > 1, on voit, par la formule (19), que, pour k et m de parité diflé-

rente, tous ces T}

représentent, d’aprés le Théoréme IlII, des quantités qui
restent loujours p051t1\-es. Par conséquent, en supposant dans la suite m >1,
nous supposerons que & et m sont des nombres de méme parité.

Les Théorémes [ et II conduisent aux inégalités suivantes
Tm 'F;.Ivz—z et mm \2 Tg R

ot le signe de I'égalité ne se rapporte qu'au cas de m = 2. On voit par la que
tant que T;Zo, lous les T} conservent des valeurs positives. Toul aboutit
ainsi & la recherche de I'expression de T:.

Nous trouvons facilement, par les formules (2),

(21) T3 =3 [2(13 +33%) — (3 4+ 1422+ 34*) arc col 2. ].

Pour obtenir I'allure générale de cette fonction, posons

h— STE a3y
S 14K - 30 34 a4ri4-3ar recoths
d’oti
du (3 22) (1 —2?)
dh (14 32) (3 + 1407+ 3h4)?

On voit par 1a que « croit quand % varie de o a 1, que cette fonclion atteint

} K ) 5 . . .
son maximum pour )~ —=1I, et qll elle dlﬂlll) ue constamment par un accroissement
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ultérieur de A. D’ailleurs, pour k =o et pour k= =, on a respectivement
7
U == — — et u=—=o.
2

Tout ceci conduit a la conclusion que I'équation

(22) T

—-o

Wiy

n’a qu’unc seule racinc positive, qui est inférieure a 1; quand A est supérieur
a cette racine, T3 > o, et quand X lui est inférieur, T3 < o.

Il est a remarquer que 'équation (22) est une équation connue, qui définit un
ellipsoide de révolution avec lequel se confond Uellipsoide a trois axes de Jacobi,
pour la limite supérieure de la vitessc angulaive. L’excentricité de cet ellipsoide est
¢gale, comme on sait, 40,8126, . ., etlaracine de 'équation (22) esto,517... ().

Nous voyons ainsi que lant que A > 0,717. .., la variation seconde de II, reste
positive, et ne peut s’annuler si tous les 6n ne sont pas nuls & la fois.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Dans le cas général (c’est-a-dire si Uon n’impose aucune condition pour
les troubles), les ellipsoides de révolution sont des figures d’équilibre stables,
tant que leurs excentricités sont inférieures  celle de Uellipsoide de révo-
lution de Jacobi, c’est-a-dire a 0,8126.. ..

En ce qui concerne ce dernier ellipsoide de révolution, il est nécessaire, pour
Pétude de sa stabilité, de recourir aux variations d’ordres supérieurs de II

(voir Chap. VI).

15. A chaque couple de valeurs de m et & correspond un systélﬁe de déplace-

m nm

ments dépendant de deux constantes arbitraires ¢;" et s;* si £ > o, et d’une seule
si k= o0.Si’on parvenait a exclure ceux de ces déplacements qui correspondent

ak=m,k=m—o2, ..., k=m— 2/, ou bien ceux qui correspondent a m = 1,

m=3, ..., m=M, les limites des ellipsoides stables s’élargiraient, et nous
verrons en eflet plus loin qu’on peut exclure certains systémes de déplacements.
La question se pose d’ailleurs de savoir s’il est possible, par élimination succes-
sive d’un nombre fini de syst¢tmes de déplacements, d’arriver & ce que lous les

ellipsoides de révolution deviennent des figures d’équilibre stables.

2z
A

sion (21) fait voir que 0,717 < A < 0,7171. Il faut remarquer qu’en s’arrétant, dans la valeur

(1) Meyer trouve 5 =1,3946 (Crelle’s J., Bd. XXIV). Du reste la substitution dans 'expres-

de 'excentricité, a la quatriéme décimale, on doit prendre ¢ = 0,8127.
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Dans cette vue, nous en venons maintenant & une étude plus détaillée des
expressions que nous avons désignées par T;". Cette étude est également impor-
tante sous cet autre rapport, que les expressions T}* se rencontrent dans le pro-
bleme des figures d’équilibre différant infiniment peu des formes ellipsoidales,
question qui présente un Lrés grand intérét, non seulement a cause de son impor-
tance physique, mais aussi en raison de la difficult¢ de son analyse (').

Nous avons va que la fonction T3 s’annule seulement pour une seule valcur
finie positive de A. Nous allons montrer maintenant que la méme chose a lieu pour

rm

chaque T}, si m > 1 et si m — k est un nombre pair.
Nous commencerons par la recherche de T}, que 'on peut effectuer par le
méme procédé qui a servi a la recherche de T3.

Posons

1 1 ' S Ve
{23) t_—_/—)(’—()l%q“(ﬁ:?.(l——M\rccol)\):\/I8 ¢ <1—“€ : arcsins),

. . . ™ . . L, e . .
ou arcsine est compris entre o et —, et introduisons Uabréviation suivante :
2

ala+1)...(a+m—1)=[a,m],

cn convenant que [ @, o] représente 1.
Nous trouvons par suite, d’aprés les formules (7) et (18),
n=o

—— AN
r!ll_l__5>

m

n] E'ZII
] w+m+ LY’

Ll
PR
[I’
ce qui peut étre présenté aussi sous la forme
- : J‘zmd.L'

(2%) Iy =t—em S

Jo \/1 — x?

En posant maintenant

mm — -2
‘[ m 3 mn SIII’

(') Sous une forme particuliére, cette question a été traitée par Legendre, qui a montré
qu’un ellipsoide de révolution trés peu comprimé est la seule figure d’équilibre qui différe
trés peu de la sphére. [Voir Luenore, Recherches sur la figure des Planétes (Histoive de
I’Académie royale des Sciences, An. MDCCLXXXIV.)] — Sous une autre forme particuliére,
se rapportant & la vitesse angulaire limite pour les ellipsoides, la question a été soulevée
par Tchebychef. Bien qu’clle ait un lien trés étroit avec le probléme que nous étudions, il
nous est néanmoins impossible d’entrer dans aucun détail & son sujet, parce que cela nous
entrainerait trop loin.
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nous oblenons

dS m—1 13
L —ammd ([ ——— 2 ———— —arcsine .
de m Vi—e?

Comme la fonction

€

\/I—E'2

reste positive pour toute valeur positive de ¢ ne dépassant pas 1, on voit

— arc sine

. . m—1 . .
par la que tant que ¢ croit de o a ——> la fonctlion S,, croit aussi; pour
m

m—1 . . . ,
\/ —> elle atteint son maximum, et, pour un accroissement ultérieur

de < jusqu’a 1, elle décroit constamment. En remarquant en outre que, pour

I

oet e= I,ona respeclivement

1.3.5...(2m—1) =

S,—o et S, —=—
" " 2.4.6...2m o’

nous arrivons a la conclusion suivante : si T” est considéré comme une fonctlion

de ¢, I'équation

S0 mm_——
(q,)) -l/n—o

m —i1

a loujours une racine entre les limites \/——— et 1, et, & parl zéro, c’est sa

m

racine unique entre o et 1. Tant que ¢ est compris entre o et cette racine, T2 > o

et, quand ¢ est compris entre cette racine et 1, T << 0. Le théoréme II conduit
b b

m

ensuile a la conclusion cue celte racine est une fonclion croissante de m
[ )

et 'on voit qu’elle a pour limite 1, pour m — o.

q )
Si T7; est exprimé en fonction de ), I'équation (25) n’a qu’une seule racine finie
positive, qui est comprise entre 0 et ————; quand X positif lui est inférieur,
Vm—1

T% < o el, quand ) fini lui est supérieur, T > 0. On voit que cela renferme,

m m
comme cas particulier, le résultat obtenu au n® 14 a 'égard de T3.
Revenons maintenant & I’étude de I'expression générale de T7".

En posant
[{—A,n]i+kn]  [k—n—+1,2n]
[L—m,n][i+myn] " [m—n+1%2n]

—
— %ny

(26)

nous trouvons, d’aprés la formule (7),

n=w

n (5 m5 2m 41 [%’IZ] 22n
3 . . V)= 2 Xy
Pie (1) 4 (1) 522m+2n+1[1,n] ne

n=0
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d'ou, d’aprés la formule (19),

(3(2m +1 ,n] | (2n+1)(2n 4 3) 2R+ 2m +1

o a(m-—1) ey on 20 —1 oy anl
(27) l‘/..:s«* ( )—E%' ][ ~+ }: i
n=1

On peat montrer que @, est une quantité qui ne dépasse pas 1 en valeur

numérique et que, en oulre,

2n —1
aui“ —
20 + 1
ou le signe de I'égalité convient au cas de m =1 et £ =o0, ou au cas de n = o.

Nous devons pour cela considérer trois cas : 1° n<k, 2° k<<n<m et 3° n>m.
Dans le premier cas, la formule (26) doune

<
o] a,21,

ol le signe de I'égalité ne peut avoir lieu que pour k = m.

Dans le second cas, on peut donner a la formule (26) la forme suivante :

[+, n—k] L+ k]
[m—n+Ln—Fk][m—k+4in+k]

o, = (_ l)n—la

d’ou

1 k]
__y\n—k e 1 \n—k < [2’ nA K] .

Comme, dans le cas considéré, le second membre de la seconde inégalité est

une fonction croissante de %, sa plus grande valeur pour n — £ positif et impair

est ———, ce qui, pour n > o, represente une quarmLe positive, ne depassanl

dn —1
2n —1
pas ———. On a donc, dans ce cas,
2n +1
2n—1
<
—_—1=Ca,<I
an 1= "7

ol le signe de I'égalité répond au cas ot m =n =1, k = o.

Enfin, dans le troisiéme cas, en présentant la formule (26) sous la forme

i L= =3+ k]
[n—k+Lm+k]’

oz,;:(—r)

nous concluons
o < (“ ])m‘kani I
el

ch—m+i
—,s— "2

17
=y
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ou, sauf le cas de m =o,

n—m -+
n o~ m—

<2H*l

s e s

Tan 41

Or, pour m=o0, 0n a k=0 et par conséquent a,=1. Donc, dans ce troi-
siéme cas nous obtenons
2n—1

S <
o T =%azl,

an-—+ir-

ot les signes d'égalité se rapportent, soit au cas de m =1, k= o, soit au cas
de k= m. |

La proposition est done démontrée.

Nous concluons de 1a

20— 1 N oy, S 2n—1 2(m —1)
(2n+1)(2n+3)  a2n+tam—+1 2n41 (2n+3)(2rn +2m +1)

Nous remarquons en oulre que, pour m = o,

an —1 4 oy )
(e2rn+1)(2n+3)  2n+o2m—+1  o2n-4+3

On voit par la que la somme figurant dans la formule (25) ne renferme point de

lermes négatifs. Par suite, ET,’f est une fonction décroissante de ¢. Mais, pour

m

rr (o) git (o)
am—+1

a(m—1)

¢ = o, elle devient ———~
? 3(am +1)’

et pourc=1 elle se réduit & — ce

(ui est une quantité négative, si m — & est un nombre pair, et zéro, si m — & est
impair (').
Nous déduisons de la que, pour m >t et m — k pair, I’équation

TV =o

a toujours une racine différente de zéro comprise entre o et 1, et d'ailleurs une
seule; que, pour e compris entre zéro et celte racine, T} > o et, pour ¢ compris
i

entre celte racine et 1, T< o. En vertu du théoréme 1, cette racine croit,

k étant constant, lorsque m croit de deux unités, et, pour m constant, lorsque

(1) Nous trouvons, d’aprés les formules du n° 11,

Pi{o)gii(o) _ [ (—1)m+k 'im-—+hk+10)T'(m—k+1)

B . 92m+1 A \ —k 2
2m -1 2 2 [1‘<m+l+1)1‘<m{)l‘+1)]
2 2
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A diminue de deux unités. En outre, en remarquant que
Hm (T? e = ¢,

nous concluons que cette racine a pour limite 1, pour m = o. Nous ajouterons

que, en vertu da théoréme II, pour ¢ pair, la racine de I'équalion

Th s=

est une fonclion croissante de m, qui a pour limite 1, pour m = c.

En ce qui concerne le cas de m — k impair, nous retrouvons le théoréme III.

Remarquons que les théorémes I et 11 du n° 12 ne sont que des cas particu-
liers d’un théoréme plus général, que nous n’avons pas indiqué, d’abord parce
qu'il ne se distingue pas par la méme simplicité et, en second lieu, parce qu’il
n’a pas, pour notre objet principal, de I'importance. Maintenant, pour compléter
Pétude des fonctions T, nous allons 'énoncer sous une forme géométrique.

En prenant m pour I'abscisse et & pour I'ordonnée d’un point du plan, dans un
systéme de coordonnées rectangulaires, considérons I’ensemble des points définis
par les conditions ‘

m— k2o, kZo,

m et k étant des nombres entiers toujours de méme parité, ou toujours de parités
différentes.

Menons, par I'origine des coordonnées, la bissectrice de I'angle compris entre
les directions positives des axes des abscisses el des ordonnées, et appelons la
partie de la bissectrice, dont les points ont des abscisses positives, sa partie posi-
tive. Cela posé, les points considérés ne pourront éfre situés que sar la partie
positive de I'axe des abscisses, sur la partie positive de la bissectrice et dans la
partie du plan comprise entre elles. Par 'un quelconque de ces points (m,, k),
menons une droite paralléle a axe des ordonnées, jusqu’a I'intersection avec l’axe
des abscisses d'un cdté, et avec la bissectrice de 'autre, et une branche d’hyper-
bole équilatére, dont 'axe réel coincide avec I'axe des abscisses et le centre
soit an point (— g, v). Par cette construction, la partie considérée du plan se
partagera, en général, en quatre parlies : en trois parties enliérement délimitées,
et une partie qui s’étend 4 Pinfini. Nous désignerons cette derniére par A, et la
parlie entiérement délimitée qui ne lui est pas contigué par B. Si alors, le
point (my, k,) étant exclu, tous les autres points des contours de A et B sont
censés appartenant a ces parties du plan, on pourra affirmer que tous les T}
correspondant aux points de la partie A sont supérieurs a T7, et tous les T cor-
respondant aux points de la partie B sont inférieurs a T7. Quant aux T qui

" correspondent aux autres points, on ne peut rien dire en général.
Fac. de T. 2= 8., VL. 8
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L’étude précédente fait voir que, par exclusion d’un nombre fini de systémes
de déplacements, nous pouvons étendre, autant que nous voulons, les limites des
excentricités des ellipsoides pour lesquels la variation seconde de II; reste posi-
tive, mais que nous ne pouvons jamais arriver, par cette voie, a ce qu’elle reste
positive, pour tous les ellipsoides de révolution qui peuvent étre des figures

d’équilibre.

16. Considérons maintenant la signification géométrique de quelques systémes
de déplacements.

En premier lieu, il est évident que, pour les systémes de déplacements cor-
respoudant a A = o, la surface du liquide reste une surface de révolution autour
de I'axe des 5.

Puis on voit facilement que 'ensemble des systémes de déplacements, qui
correspondent & m = 2, transforme la surface de I'ellipsoide de révolution donné
dans la surface d’un ellipsoide concentrique, ayant le méme volume el soumis
seulement, en outre, & la condition d’étre infiniment peu différent de Uellipsoide

donné.
En effet, si tous les déplacements se réduisent & ceux que nous venons d’indi-

quer, on a

VAr - cos?ldn =2 P2 (cosh) + ciPi(cosf) cosd + c2P3(cosd) cosad

-+ s P?(cosfd) siny +s; Pi(cosd)sinay,

ce qui, d’aprés les équations (8), peut étre présenté sous la forme

(28) \/:—

ottn, I, a, B et y représentent des quantilés infiniment petites qui ne dépendent

pas de x, y, 5.
Nous remarquons ensuite que, en général, si

J(x,y,5)=0

est I'équation d’une surface donnée,

Sz, yy5) + \/(%)l + <(()—)'—§>2—|— <g{>26n =o0

est (4 une premiére approximation) I'équation d’une surface infiniment voisine,
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définie par la distance én d’un quelconque de ses points (z, ¥, 5) a la surface
donnée, celte distance étant considérée comme positive, si le point (z, y, z) se
trouve du c6té de la surface donnée ou la fonction f décroit.

Dans la formule (28), z, y, 5 sont supposés étre les coordonnées d’un point de
la surface de I'ellipsoide

mais nous pouvons les considérer aussi comme les coordonnées d’un point de la
surface infiniment voisine en laquelle la surface de D'ellipsoide se transforme
aprés les déplacements considérés. Par suite, d’aprés ce que I'on vient de remar-
quer, I'équation de cette surface sera

I+n—S , 1—Nn—% 1423 R
— a? — 24 IRt ays+ Brsx+yxy =a
CEra R i ys+ P 1R =%

ce qui démontre ce que I'on a énoncé plus haut.

Les déplacements considérés consistent en trois systémes de déplacements :
1° le systéme, auquel correspond k& = o, et qui transforme Dellipsoide de révo-
lution donné en un nouvel ellipsoide de révolution autour du méme axe; 2° le
systéme, auquel correspond & =1, et qui se raméne & une rotation de I'ellipsoide
donné autour d’un axe perpendiculaire i 'axe des 5; 3° le systéme, auquel cor-
respond &k = 2, et qui transforme I'ellipsoide donné en un ellipsoide a trois axes,
dont le plus petit axe reste ce qu’il était en grandeur et en direction.

17. Nous avons vu que, dans I'étude générale de la stabilité des ellipsoides de
vévolution, qui a fait 'objet dun®14, le lerme complémentaire Q ne jouait aucun
role. Nous allons considérer maintenant un cas particulier, ayant une assez grande
généralité, dans lequel, grice i la présence de ce terme dans la formule (17), les
limites des ellipsoides stables s’élargissent. ,

Si les déplacements et les vitesses relatifs, communiqués a I'instant initial aux
molécules d’un liquide qui conservait la figure d’un ellipsoide de révolution, sont
tels que leurs projections sur I'axe des 5, sur la direction du rayon vecteur, et sur
la direction de la tangente & un paralléle, ne dépendent pas de la longitude (¥),
ces projections jouiront évidemment de la méme propriété dans tout le cours du
mouvement troublé du liquide. De ceci résulte la possibilité d’exclure tous les
déplacements qui correspondent & k> o. C’est dans cette hypothése particuliére,
ol la surlace du liquide restera toujours une surface de révolution autour de 'axe

des 5, que nous rechercherons maintenant la stabilité des ellipsoides de revo-
lution.
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Dans le cas considéré, la formule (17) prend la forme suivante :

m=oe

(29) ol =4mfoad (R +1) 2 T'g‘f(Hg”)zda—i— Q,

m=2

HHZ — clll PII‘L ( CcoS 9)

En nous basant sur ce quiprécéde, nous pouvons affirmer que le terme de cette
expression, qui dépend de cj, reste toujours positif. En effet, quand ce terme
demeure seul, tous les déplacements se réduisent a ceux qui transforment Peilip-
soide de révolution donné en une nouvelle figure d’équilibre infiniment peu
différente et correspondant & un nouveau moment des quantités de mouvement
différant infiniment peu de Iancien. Par suite, d’aprés la formule (38) du Cha-
pitre I, nous trouvons que le terme considéré prend la forme

(30) < o+ (o)

On vérifie facilement ce résultat par un calcul immédiat, si U'on se sert de
expression (20) pour Q, et aussi de 'expression

=1%(7 +g) — 1+ 2?) (1+9gA?)arc cold,

qui, d’aprés Péquation (1), peut étre présentée sous la forme

To — 1+2 d w?
T 4 di\enfp)’

L’expression (50) représente, comme nous le savons, une quantité g aeneralement

positive. Mais il lmporte également que nous attirions ’attention sur ce fait
qu’elle ne peat s’annuler pour aucune valeur finie positive de A. En effet, elle
est égale a

—

(O]
S G 7 o
et ici les facteurs "
0 o Y
S dn’

comme on le 3ait par la théorie des ellipsoides de Maclaurin, ne peuvent s’an-
nuler que pour A = o0 et A = . Quant a

dS'_  r(4Q\' 1
o= 5w ) 3oy
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ce facteur ne peut s'annuler que pour k= (c’est-a-dire quand Dellipsoide
devient ane sphére).

La formule (29) conduit donc ala conclusion que, dans I'hypothése parti-
culi¢re considérée, les ellipsoides de révolution sont stables, tant que A sur-

passe la racine unique p051L1ve de I'équation

a la résolution de laquelle notre probléme est ainsi ramené.
Nous trouvons (*) a 'aide des formules (2) :

192 T¢ = 21(3675 28 + 5073 )% + 19654+ 357)
— 3 (122528 - 2100A% + 11102 + 24422+ g)arc col?,

et, d'aprés ce qui précéde, nous savons que cette expression reste positive, pour
toute valeur finie de A supérieure & la racine cherchée de ’équation considérée,
et négative, pour toute valeur positive de A qui lui est inférieure. On résout faci-
Iement, d’aprés cela, 'équation considérée, avec une approximation Vouluc En
désignant par A la racine cherchée, nous trouvons

P

0,173830 << A <C 0,173 831
et, par suite,
g=0,985225....

La vitesse angulaire correspondante est donnée par 1’équation :
8

Nous arrivons ainsi au résultat suivant :

Pour les déplacements et les vitesses a instant initial, pour lesquels, pen-
dant toute ladurée du mouvement du liguide, la surface de celui-ci reste une
surface de révolution, les ellipsoides de révolution sont des figures d’équi-
libre stables, si leurs excentricités sont inféricures a 0,985223 . ...

18. Dirichlet a montré que, pour certaines données initiales, un liquide, soumis
aux attractions newloniennes entre ses éléments, peut se mouvoir de telle facon
que sa surface, pendant toute la durée du mouvement, reste une surface ellip-
soidale dont les axes, dans le cours du temps, changent en général de grandeur et
de direction. 1l résulte de li que nous pouvons exclure tous les déplacements

(1) Cetendroit contenait une erreur de calcul que Pauteur a découverte pendant 'impres-
sion de cette traduction, et qui est & présent corrigée. L.



62 A. LIAPOUNOFF.

auxquels correspond m > 2. Mais si nous appliquions notre formule a Iétude de
la stabilité des ellipsoides de révolution, dans cette hypothése particuliére relative
aux déplacements, nous obtiendrions évidemment, pour limite supérieure des
cxcentricités des ellipsoides stables, 'ancienne valeur 0,8126.... Cependant
Riemann a démontré qu’en réalité cette limite est beaucoup plus grande (*).
En étudiant le cas du mouvement découvert par Dirichlet, il s’occupe, entre autres,
du probléeme de la stabilité des figures ellipsoidales d’équilibre, par rapport aux
déplacements initiaux pour lesquels la surface du liquide reste toujours un ellip-
soide. Ep remarquant I'analogie qui existe entre les équations différentielles défi-
nissant, dans une certaine hypothése particuliére, les axes de lellipsoide liquide
en fonction du temps, et les équations différentielles du mouvement d’un point
matériel sur une surface, Riemann arrive a un criterium de la stabilité, par lequel
on obtient non seulement les conditions suffisantes, mais aussi les conditions
nécessaires pour la stabilité. Au moyen de ce criterium, Riemann trouve, entre
autres, que les ellipsoides de Maclaurin sont stables, tant que les rapports entre
leurs axes dépassent 0,303 327..., et instables dans le cas contraire. On déduit
de la, pour limite supérieure des excentricités des ellipsoides stables, un nombre
compris entre 0,9528862 et 0,0528866. Pour les ellipsoides avec des excentri-
cités plus grandes, I'instabilité se manifeste par les déplacements qui transforment
["équateur en ellipse (2).
Remarquons qu’on peat envisager 'étade de Riemann a un point de vue plus
général. Le nombre 0,95... obtenu par lui représente une limite supérieure des
“excentricités des ellipsoides de révolution stables, mais dans un autre sens du
mot que le nombre 0,81... trouvé plus haut : le nombre de Riemann représente
une limite que ne peuvent dépasser les excentricités des ellipsoides stables, tandis

que le nombre 0,81... représente une limite supérieure des excentricités des
ellipsoides siirement stables.

19. Considérons encore une hypothése partiduliére.

Silon exclut les déplacements correspondant & & — m — 2, ’'étude de la stabi-
p p ’

(1) Ein Beitrag su den Untersuchungen iiber die Bewegung eines fliissigen gleichar-
tigen Ellipsoides [ B. Riemann’s mathem. Werke, herausg.v. Weber, 1876, S. 190].

(2) Autant que je sache, il n’a pas encore été démontré jusqu’ici, que le cas, découvert
par Dirichlet, du mouvement d’un ellipsoide liquide fut le seul cas ou un liquide, sous les
mémes conditions relativement aux forces agissantes, puisse se mouvoir en conservant la
forme d'un ellipsoide. Nous n’avons donc pas encore le droit de considérer la valeur obtenue
par Riemann (0,95...), comme la limite supéricure effective des excentricités des ellipsoides
de révolution stables relativement a tous les déplacements et toutes les vitesses a I'instant

initial, aprés lesquels la surface du liquide demeure un ellipsoide pendant toute la durée du
mouvement.
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lité, par rapport aux déplacements restants, conduit a la résolution de‘l’équalion
T:=o,
laquelle, au moyen des formules (23) et (24), se réduit a la forme
e/ 1— e (13 + 106+ 56¢*) — 3 (5 + 166 — 16¢%)arc sine = o.

Laracine unique positive de cette équation est comprise entre les limites 0,893
et 0,9, de sorte que dans le cas particulier considéré, comme dans le cas général,
la limite supérieure des excentricités des ellipsoides stables de révolution esl
inférieure a la limite de Riemann.

Quant a la possibilité de I'hypothése considérée, on peut remarquer que
I'exclusion des déplacements qui correspondent & A = m = 2 est équivalente a
I’hypothése que, pendant toute la durée du mouvement du liquide, I'ellipsoide
d’inertie de sa masse reste un ellipsoide de révolution, et un tel mouvement du
liquide exige une certaine symétrie dans la distribution des déplacements et des
vitesses a l'instant initial (!).

Nous finirons par la étude de la stabilité des ellipsoides de révolution.

CHAPITRE IV.

SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS DE LAME.

20. Nous considérerons ici les propriétés des fonctions de Lamé sur lesquelles
sera basée la résolution du probléme de la stabilité des ellipsoides de Jacobi. Ces
propriétés, comme nous le verrons. seront analogues, sous plusieurs rapports,
aux propriélés des fonctions sphériques considérées dans le Chapitre précédent.

Par fonction de Lamé de premiére espéce Ef* (), on désigne, comme on sait,

une fonction enti¢re de degré m des quantités

(1) z, \Vxr— b, zi—a?,

(1) On parle icid'un genre de symétrie tel que, aprés une rotation autour de Paxe des 5 d’un
certain angle inférieur a w, la surface du liquide se superpose a sa surface dans l'ancienne
position, et la vitesse, en chaque point de I'espace occupé par le liquide, demeure ce qu'elle
€tait auparavant en grandeur et en direction.
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satisfaisant a 'équation différentielle

—o,

a . . _ . du (a*+ b”")r}".’—m(m—!—l)xgu
(2) d [\(x-_aﬂﬂx‘_b_)%] V(z*—a*) (x*— b%)

ou a, b et <% sont des constantes. Nous supposerons partout dans la suite « et
b positifs, et en outre @ > b. Quant 3 7}’ c’esL une constante qu’on doit déter-
miner par cetle condition que I’équation (2) admette effectivement une solution
particuliére qui soit une fonction entiére des quantités (1).

On sait que toute fonction entiére des‘.‘quanti[és (1), satisfaisant a I’équation (2)
pour une valeur positive enti¢re donnée de m, ne peut étre que d'une des quatre

formes suivantes : ou une fonction entiére de degré m de z, ou un produit d’une

fonction enti¢re de degré m — 1 de z par /22— b* ou \Jz*—a*, ou enfin un

produit d’une fonction enti¢re de degré m — 2 de z par /(2> — a?) (22— b2).
Daprés cela, les fonctions E}* se divisent en quatre classes : 4 la premiére classe

se rattachent toules les fonctions entiéres de z; a la seconde, les fonctions ayant
y/@* — b* en facteur; i la troisiéme, les fonctions ayant V22— a? en facteur; et
a la quatrieme, les fonctions ayant /(22— a?) (22 — b%) en facteur. Toules les
fonctions entiéres de z, 4 I'aide desquelles s’expriment les fonctions EY, contien-
nent d’ailleurs ou seulement des puissances paires de z, ou seulement des puissances
impaires (*). Les fonctions d’une seule el méme classe se distinguent 'une de I'autre

par des valeurs différentes des constantes <}, dont dépendent les coefficients des dif-

férentes puissances de 2. On détermine ces coefficients, par des équations linéaires
aux diflérences finies du second ordre, et les constantes ", par des équations algé-

briques. Si 2 ou 7T (selon que m est pair ou im air) est désigné par o, le
briques. > s q p P signe p ’

degré de 'équation algébrique, pour les fonctions de la premiére classe, est égal
a5+ 1; pourles fonctions dela deuxiéme et de la troisieme classes a m — o3 et pour
les fonclions de la quatriéme classe, a 5. On sait, relativement a ces équations, que
toutes leurs racines sont réelles et distinctes (2). Parmi les coefficients, il n'en reste
qu’un d’arbitraire, que nous déterminerons par la condition que le coefficient de
la plus haute puissance de z soit égal a 1. Alors, tous les coefficients seront réels.

Il correspondra donc en tout, a chaque valeur donnée de m, am +1 fonc-
tions E}* distinctes.

En nous servant de la notation E}’(z) pour les fonctions des quatre classes,
nous donnerons & & les valeurs : 1, 2,3, ..., 2m +1. La loi, d’aprés laquelle

les nombres de cette suite doivent correspondre a des fonctions des diverses

(1) HEIE, Handb. d. Kugelf., 1 Bd., 1858, p. 359, 360.
(%) Ibid., p. 362-368, 371-375. Voir la fin de ce numéro.
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classes, sera définie plus tard, et a présent nous nous bornerons & supposer que,
pour une seule et méme classe, <;* soit une fonction décroissante de k.

Nous ne rencontrerons que des cas olt 2 ne sort pas des limites — b el + 0,
ou beta,ouaetcw, et enfin ot z est une variable purement imaginaire. Dans le
premier cas, nous remplacerons x par p; dans le deuxiéme, pary; et dans le troi-

sitme, par A. Pour éviler les quanlités imaginaires, nous prendrons, au lieu

de (x2—a? et /x*— b2, respectivement \a* — w2 et /b2 — 2 ou'ar— 2

ety/v2— b2 Parmi ces derniers radicaux, Vo 2, \ar —v2 et \/v: — b2 peuvent

s’annuler, et les signes de ces radicaux resteront indéterminés, 1a ot 'on n’en

dira rien. Quant aux radicaux y/a? — u2, \/h*— a2 et \/2* — b2, nous les suppo-
serons toujours positifs.

On sait que la fonction EJ*(z) ne peut s’annaler, quand ona 2 >« ('). Par
suite, pour ces valeurs de z, la seconde solution particuli¢re de I'équation (2)

peut élre exprimée par la formule :

dx .
By (2)] V(@ —a*) (25— b7

(3) Fr0) = (am+0 B [
L
C’est une fonction de Lamé de seconde espéce. Nous nous bornerons a sa déli-
nition par la formule (3), car nous ne la rencontrerons plus loin que pour des
arguments dépassant a.
On peut remarquer que, d’aprés ce qui vient d’étre dit, la fonction E} (z) con-
serve des valeurs positives pour toute valeur de x>a,cel que par conséqucnt
F}' (%) reste Loujours aussi positif. D’ailleurs, on a

lim | 22+ F () o =1.

Les fonctions de Lamé & argument purement imaginaire auront pour nous une
1mportance toute spéciale. A la place des fonctions de Lamé elles-mémes, nous

introduirons, dans ce cas, les fonctions définies par ’égalité
E¥ (2) = (= 0™ Ey (i),

avec cette détermination des radicaux :

VIR —@*=+iyR+a, VJir) ==+ l'\/l!.—{— b*.

D’aprés certaines propriétés de la fonction E}(«), dont il sera parlé plus
loin (n° 22), la fonction E}* (%) ne peut s’annuler pour aucune valeur réelle de 2.,
excepté L ==o, et, pour A>>o0, ce que nous supposerons toujours en consi-

23

dérant la fonction E}* (%), elle conserve des valeurs pcesitives.

(1) Ibid., p. 381.

Fac. de T., 2 S., VL. 9
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La fonction E;* () est une solution particuliére de P'équation

i == 0.

d - e — du (@ DY+ m(m =+ 1) 32
N w] -
@ [w . Yo VO a?) (14 5F)

Nous définirons une autre solution particuliére de cette équation, correspon-
dant & unefonction de Lamé de seconde espéce, et que nous rencontrerons égale-
ment dans la suite pour % > o, par la formule

/‘” dx
y [EF PV @) (@ + b

(4) Fy' (W) = (2m +1) Ef ()

La fonction F}*(}) conserve encore des valeurs positives pour toute valeur posi-
uve de A, et d'ailleurs '
lm | 7 FE (M cw=1.

Posons maintenant

h dr a /“A dx .
— — Y1
./0 Vier+ a?) (224 b?) L V@r—a?) (22— b%)

/“ dw -5 /'b dx .
, Vi@e—w (=2 7 , V@e—a)(r—a)

f” dx . /” dx _¢
L, V(@ —x?) (22— b?) 7 J, V(@ — ) (2 — %) ’

et introduisons, au lieu des variables w, v, %, les variables B, v, @y ou «. Alors
les équations différentielles auxquelles satisfont EJ* (@), EY (v), Eff (1) et Ef' (%)

prendront la forme suivante (") :

(5) CHEL o ps = m(m ) B = o,
(6) EE) =m0 #1BG) =0,
(7) %0_) + [pr—m(m + 1) 1]E(R) = o,
(8) CEL) _[pz+mim+n) RIEQ) =0,

ot 'on a posé p = a*- b2 Nous emploierons aussi Pabréviation g = a?b?, qui

sera rencontrée plus loin.

(1) Nous n’écrirons pas d’indices 1a ot il n’en résultera aucun inconvénient.
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Indiquons maintenant les formules pour le calcul des fonctions EY (%) (') :

Premiére clusse.

Bl (X)) =2 A2 ey k=" 4, .,

20(2am 41— 2i)c;+ p[t"— (m ~+2—20)2] ¢c,_,

(9) / —qg(m+4—20)(m+3—20)c,_y=o0,
¢c_,=o, Co=1,
Co+1= O.

Deuxieme classe.

Ezl ()\) — V/)‘2+ b2 ()\m—-l 4+ cl)\”l—li_'_ Crhm=8 4 . ),

20i(2m +1— 27) ¢;+ jp[':"‘— (m+r1—a2i)]—a?(2m—+3 —4[);0,;,

(ro) / —qg(m—+2—2i)(m-+3—2i)c,_,—o,
C_1=—0, Coy =1,
Cm—g= 0.

Troisieme classe.

EZ'(}) — V/)‘Z —}—(l? ()\m——l_*_ ¢, )‘m—:i_*_ 02)\’”-5 4. .. )’

2i(2m +1—20) ¢;+ | p[e"—(m+1—20) ] — b (2am + 3 —4i) ¢,
(r1) ¢ —q(m+2—2i)(m-+3— 2i)c;_y—o,
c_;=o, Co=1,
Cpg=0
Quatrieme classe.
{ EF(h) =V 4+ a? R4 b2 (A= ¢, b=t e =0 ),
20(2m +1—20)c;+pl[t"— (m 41— 26)] ¢,y
(12) —q(m—+1—27)(m—+2—20)c,_y—o,
c_,—o, Co=1,
cz=o.

Nous indiquerons encore des formules pour le calcul des fonctions de Lamé

(en les considérant comme des fonctions de v) exprimées au moyen de I'angle (?)

/a2 — h2
¢ = am [a(c — ), V“__b]

a

(') HEINE, p. 362-368.
(%) Ibid., p. 371-375.
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~ . . , 1 . (Y
Conservons les notations de Heine K, L, M, N pour les fonctions des premictre,
deuxiéme, troisi¢me et quatriéme classes.
Posons

N}
)
l
o
o

27— m(m +1)=3,

%
+
S

o

et déterminons 2; et o) & I'aide des conditions

(i41)(2m —20i—1) gaj— [(m—2i0)*+ 5] it (m4+1—60)(2(—1) g1 =0,

(a‘z_be)_r
Oy — — zuz—i_’ o_y = O.
(13) {
(i+1){em—2i—1)gdy, — [(m—1—20)*+ 5] 2;+ (m—1) (2i+1)go;_ =0,
m—t
(a>— b%) 2
OCE): ——2—,”?27——7 0(’__1 — 0.

Si nous introduisons maintenant I’angle o, a I'aide des équations

V= =\ — b cosy,  \Jar—P=\a*— b*sing,

nous obtiendrons, pour le calcul des fonctions de Lamé des différentes classes et

des constantes qui leur correspondent, les formules et les équations suivantes :

m pair.
LK) — 2, COSMQ + 2, COS (M — 2) @ 4.~ § dg,
|
|

Sog— (m—+2)(m—1)gas_4=0;

N(v) = gosinmo + o, sin(m —2) o 4.4 d54 sin2o,

(m—3)(m+4)
(44 5) ooy - S g% 3= 03

I
(1)

/ ’
1 L(v) =v[a, cos(m—1)9+ 0o, cos(m —3)9 ...+ a5_1C089],

m(m —+1) m—1)(m-+2)
[H— o mim ) g] oy (m—1)lm=+2) §Az-27= 03

2 4 2

M (v) =v[e), sin(m —1) o+, sin(m —3)9 +...+ oy sino],

1 ) n —1) (m -+ 2
11 [1+;+'7l('n+]c Ja, (7 ) ( )

’
P S S S 1 S 0
G -1 S 4o—2 .
2

o
o 2
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m impair.

| K(v) =v[agcos(m—1)o+ajcos(m—3)o+...+2as],

soz—m(m-—+1)gos_—O0;

N(v) =v[a,sin(m—1)o+ o\ sin(m—3)o+...+ a;_,sin20],
o, m—oa)(m—+3)
(“’4‘*‘5)“771—( )2 S%s—2==0;5

/’
V L(v) =apcosmo+ o cos(m—2)0+...4 a; €080,

[,_{_5_ ﬂ’_’;_“"_'lg] sty — (m——Z)?(m—i—3)ga

5-1— 03

M(v) =a,sinmo +a;sin(m —2)o+...+ a5sino,

m(m—+1 m—2)(m-+3)
‘[I+:+(4)5r]aq—( )

T Ay = O.
5 &

I3

Laméthode de Sturm s’applique facilement a I'étude des équations définissant s.

21. En entendant par .z, y, 5 les coordonnées rectangulaires d’on point, intro-
duisons les coordonnées elliptiques A, u, v et les coordonnées X, 6, & a 'aide des

équations

( Vi — i Va— v? _
.t:\/lzﬂ—az\/u pyae —y =¥+ a*sinfcosy,
ayar—b?
(16) y = \/A+ b"\/b-_‘w_\/_v;__l)-:Wﬁ—;—/ﬂsin@singb,
' by\a*—b?
=1 3 coss
a

lei 22, — u2 et —v? sont les racines de équation du troisiéme degré en £ :

(]-1) __f_+_}/2_+i——]
/ E+at  E+b? ¢

2

d’ailleurs 2, 1, v sont compris entre les limites indiquées plus haut (o et oo, — b
et + b, b et a), et B, 4 respectivement entre les limites o et =, o et 2.
D’aprés cela, les formules (16), pour § donné, définissent entiérement les signes
de \/az — vz et de /b — u2y/v* — b . »

Les coordonnées X, i, v sont, comme on sait, orthogonales.

Par la substitution (16), 'équation aux dérivées partielles de Laplace prend a
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forme

(18) (e ) O () O

oy 2 =
g ) g =

et Uon peut se convaincre facilement, a I'aide des équations (3), (6) et (8) que
les fonctions

(19) Ill(})E”l ) IIL(\)) et Ill()\) IIZ(H) E"l(\))

sont des solutions particuliéres de I'équation (18). Nous arrivons ainsi a la conclu-
sion que les transformées des fonctions (19), pour les variables x, y, =, satisfont
a équation de Laplace.

On peut se convaincre facilement aussi que la transformée de la premiére des
fonctions (19) est une fonction enti¢re de degré m de z, y, 5. En effet, si nous
désignons par c?,l(x) une fonction entiére de degré n de z, et si nous entendons
par Gy, G2, o3, 0 ou 1, la premiére des fonctions (19), en vertu des équations (16),

pourra loujours étre présentée sous la forme

A 2% y%:5% o,,, <(22?) o,,,,r(— 2) Oy (— V2),

2 2

oll T = &, + &3 + o3, M — < est Loujours un nombre pair et A une constante. Mais

(20) (?M_ff()‘ﬂ)‘?{tj('—[ﬂ)?i—_r(_ v?)

Z

est une fonclion enti¢re syméirique des racines de 'équation (17), fonction dont

, . . m— -
le degré par rapport a chaque racine est - Donc, en remarquant que, si 'on

présente cette équation sous la forme B4 p 82+ p.k+py—o, les coeffi-
cients py, pa, ps seront du second degré par rapport & x, y, 5, nous concluons
que la transformée de la fonction (20) est une fonclion entiére de x, y, z, de
degré m — =, ce qui démontre ce que l'ona énoncé plus haut.

On peut, a 'aide de ceci, démontrer les formules suivantes :

o[ BEEOERG) A AR g pe ()’E’”(?)F’"(R), 2<R,
A /\/(Iﬂ+p’2)(ﬂ‘l+v’?) rooamel Fr(M)EF(R), 2ZR,

dans lesquelles U'intégrale est supposée étendue a toute la surface de lellipsoide,
défini par I’équation % =R. Il nous parait superflu de nous arréter & la démons-
tration, car elle serait entiérement semblable a celle des formules (13) du Chapitre

précédent ().

(1) Les formules {21), ou, plus exactement, des formules semblables ne contenant que
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Les fonclions de Lamé jouissent de celte propriété que le produit Ef* (w) EF*(v),
transformé en fonction des variables § el 4, représente une fonction sphérique
d’ordre m, et inversement, toute fonction sphérique de § et & d’ordre m, trans-
formée, par introduction des variables w et v, peut toujours étre présentée, et

d’une seule maniére, sous la forme

k=2m+1
Y e EF(mERQ),
k=

ot les ¢4 sonl des constantes (').
Rappelons ensuite que, si nous désignons par do P'élément de surface de la
sphére de rayon 1, en considérant § et ¢ comme les coordonnées polaires d'un

des points de cet élément, nous aurons
(22) fEZl(H)EZ’(V)E?(H)Ef(‘))dGZO,

si, pour m = n, k s, et si U'intégrale est étendue a toute la surface de la sphére.

D’aprés ce qui vient d’étre ditau sujet du produit Ef* () EF*(v), la formule (22)
est évidente pour m 3£ n, et, d’aprés les formules (16), elle est également évi-
dente pour m = n, siles fonctions E* et E* appartiennent a des classes diflérentes.
Quant au cas ot E}* et EJ* appartiennent a la méme classe, on se rend compte faci-

lement de I'exactitude de la formule (22), en remarquant que

r

o0 0

Yk
wld

x

Z n
F(9,¢)sineded¢:f d«/f(*ﬂ—p*)F[p., v]dB,
0 0

ot F[ u,v] est la transformée de la fonction F(9,4), et en se servant de 1'égalité
connue (?)

Z N
[ dvf (v — ) B () B () BY () Ef (v) dB = o
“0 0

qui suppose que m — n est un nombre pair, que E} et I} apparliennent a la

méme classe, et que, pour m = n, k n’est pas égal & s.

des fonctions de Lamé a argument réel, ont été encore découvertes par Liouville, il y a
4o ans. Voir LiouviLLe, Lettres sur diverses questions d’Analyse et de Plysique mathéma-
tique concernant Uellipsoide (J. de Liouville, t. X1, 1846, p. 217, 261), ol il les démontre
a Vaide du théoréme de Green.

(1) HEIxE, Hanb. d. Kugelf., 1. Band, 1878, p. 358, 368-371.

(2)-Tbid., p. 379-380.
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Ce que U'on vient de dire suffit pour transformer I'expression de la variation
seconde de II, pour les ellipsoides a trois axes. Dans les numéros qui suivent,
nous exposerons les propriétés des fonctions de Lamé qui nous servirent pour la

recherche de son signe.

22. On sait que toules les racines de U'équation

()

xzyxt—a® V/;‘z—— b?

sont véelles, distincles el comprises entre les limites — a et + «, n’élant ni

(23)

nulles, ni égales a & ou & @, et en outre étant telles qu'a chaque racine z, cor-
respond une racine — , (')

Klein a complété ce théoréme en montrant comment ces racines sonl réparlics
dans les intervalles (0,0)et (b, a), ou (o, — b)et(— b, — a) (). Enremarquant
que ’équation (23) se réduit & une équation de degré n en z2, st n—+1 estle

m
ko

Klein démontre que chacun des cas possibles de répartition des n racines de

nombre de toutes les fonctions de Lamé apparienant & la classe de la fonction I

cetie équation dans les intervalles (o, 62) et (b2, a?) se rencontre ellectivement
pour une, et cela s’entend, seulement pour une des n 4-1 fonctions de Lamé
apparlenant & la classe considérée. Pour cela, il considere la question sous une
forme géoméirique, mais le point essentiel de sa démonstration consiste dans le
passage ala limite pour b = a.

Klein se borne & démontrer ce qu'on vient d’¢noncer; cependant sa méthode
permet de résoudre également la question de savoir a quel indice A correspond
un nombre donné s de racines, dans Uintervalle entre o et 42. Comme celte ques-
tion a pour nous une grande importance, nous allons maintenant démontrer un
théoréme qui en donne la solution et qui doit éire considéré comme un complé-
ment du théoréme de Klein.

Tuiorimr 1. — Si indice (k), susceptible des valeurs (1), (2),(3), -. .,

n

caractérise les fonctions Bl appartenant i une seule et méme classe, et cela

de telle maniére que

poyy ﬂ_Hl He
T Ty s T

soit une suite décroissante, Uéquation
?:Ilf-‘, (x)=o0

a k —1 racines entre les limites a et b non égales a ces {imites.

(1) Ibid., p- 382-38]. »
(2) FeLix Keei, Ueber Lamé’'sche Functionen (Mathem. Ann., Bd. XVIII, 1881},
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Si nous faisons la transformation antérieure

Vvi—br=\a*— b coso, Var—v:=\/a®>— b* sing,

el si nous posons
: cos?o —=¢,
: .

nous aurons, d’aprés les formules (14) et (15)
’ P 3

m

1 (5) = 9% costg sinig G2 (2,

oli 5y, 53, 3, comme précédemment, représentent des nombres égaux a o ou 1,
et oit G} (&) est une fonction entiére de degré n relativement a §, n —+ 1 étant le
nombre des fonctions de Lamé qui appartiennent & la classe considérée. D’ail-

leurs I’équation

—
N

L~

~

G (§)=o

aautant de racines, entre les limites o et 1, que I’équation
(25) Ef(x)=o0

a de racines, entre leslimites b et @, non égales & ces derniéres.

Remarquons maintenant que les racines de I'équation (24) dépendent seulement

a2

b . .
du rapport —, et que nous pouvons les considérer comme des fonctions de g
e

(voir la fin du n° 20). Donc tout ce que I'on sait relativement a I'équation (25)
peut étre exprimé de la facon suivante :

Tant que g est compris entre o et 1, toutes les racines de I'équation (24)

sont comprises entre les limites — et 1, et restent distinctes, dillérentes de

o

o
zéro et différentes de ces limites.

Puis, on peat démontrer que, tant que g n’atteint pas o, chaque racine

demeure une fonction continue de g. D’aprés ce qu’on vient de dire au sujet
des racines de I'équation (24), il suffit pour cela de démontrer que <} est une
fonction continue de g, car, comme le montrent les formules (13), (14) et (13),
I’équation (24) peut Loujours étre mise sous une forme telle que ses coefficients
soient des fonctions entiéres de g et de 5y, si

e 27— m(m+1).

Quant a la continuité de z4, et par conséquent de 77, elle résulte, pour les

valeurs considérées de g, des propriétés connues des racines de I'équation qui
Fac. de T., 2¢S., VL. 10
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sertd déterminer 3, el de ce que celte équation se met sous la forme
(26) (5—0—6’)(:4— (e + 2)2>...(:—|—(e+ 211)‘-‘)—|—glfJ(;) = o,

ot (s) représente, d’une maniére générale, une fonction entiére de sz, d’un
degré ne dépassant pas n, dont tous les coefficients sont des fonctions entiéres
de g, et ¢ un des nombres o, 1, 2; o correspondant toujours & des fonctions K
(pour lesquelles n=g), 1 & des fonctions L et M (pour lesquelles n=m —s— 1),
et 2 & des fonclions N (pour lesquelles n = —1).

De tout ce qui précéde, nous tirons la conclusion suivante : si, en supposant &
une quantité infiniment petite, nous trouvons que I'équation (24) n’a pas de
racines tendant vers zéro, le nombre de ses racines, tendant vers des limites com-
prises entre o et 1, esl égal au nombre des racines de Péquation (23) comprises
entre b et a, et différentes de ces derniéres.

Or I'équation (26) donne, pour g = o,

(27) lims,=— (e + 2k —2)2,

et, par suile, les équations (13), (14), (13) conduisent aux égalités suivantes :

. A . o Lo Oy

lim —"— =lim —— =...=lim—=* —o pour 12 h<<n—+tr,
Lp—fe+1 Akt An—h+1

. o . Oy - . Ay letn

lim —2— = lim —=L — | —lim 222 —, pour  1<<AZ n-1,
In—Ie+1 A f+1 Lp—rkt1

auxquelles il faut ajouter des égalités semblables, aprés avoir remplacé dans celles-
ci o; par ;.
On voit par la que I'équation (24) peul étre présentée sous l'une des formes

cos(2k —2)9 +¥(5) = o,

cos(2hk —1)o

CR=12 4y =o,
coso

sin(2k—1)o .

Sing b(c)=o,
sinako
T2 () =o,
sin2¢ ’

ol Y(E) désigne, d’'une maniére générale, une fonction entiére de degré n de &,
dont tous les coefficients peavent étre rendus aussi petits que 'on veat, par un
choix de g suffisamment petit; et ceci fait voir que, quand g tend vers zéro,
n — k + 1 racines de I’équation (24) demeurent supérieures en valeur numé-

rique & une quantité croissant indéfiniment. Quant a ses & — 1 autres racines,
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elles tendent vers & — i racines dislincles, non nulles et comprises entre o et 1,
de I’équation B
cos[(2k — 2)arccosyE] =o,
ou, ecte,
Tout ceci établit 'exactitude du théoréme que nous voulions démontrer.

Corollaire. — Si k a la plus grande de toutes les valeurs correspondant a la
classe & laquelle appartient la fonction E} (z), cette derniére ne change pas de
signe, quand z croit de 0 & &; si, au conlraire, & a la plus petite de ces valeurs,
cetle fonction ne change pas de signe quand z croit de b a a (voir n° 20).

!

23. Nous savons que, pour m donné, lous les <}* appartenant & une méme

classe sont différents. Mais on peut se convaincre aussi que, si les deux inégalités
b>o et b<<a

sont satisfaites, deux <}, appartenant a des classes différentes, ne peuvent non

plus éire égaux entre eux pour une méme valeur de m.

En effet, si I'on admet I'égalité 3" = <7, I’équation (2) conduit a la suivante :

"l{x)

E”l( ) )

T dx )

(8) V@ =5 ) B ) DR o) TR oy

ot A est une conslante. Or, en examinant tous les cas possibles qui peuvent ici
se présenter, on lrouve que le premier membre s’annule certainement ou bien
pour & = 0, ou pour £ =0, ou pour x = a. Nous devons donc poser A =o; et
alors I’équation (28) conduira a D'égalité

Ei(2)

S5 — ¢const,
Es(x) ’

dont I'impossibilité est évidente, E; el E, apparlenant & des classes différentes.

Par suite, sachant que <" est une fouclion continue de b, nous pouvons

ranger tous les 1}’, correspondant & un m donné, dans un ordre décroissant ou
croissant. Pour cela, nous nous servirons de la méme méthode que celle que nous
avons employée pour démontrer le théoréme du numéro précédent, et qui con-
siste dans I’examen des cas limites b — a el b = o.

En entendant par ¢ un des nombres 1, 2, 3, 4, convenons de représenter <™
par (k, ), si celle conslante est la ki“me de 1oules les conslantes <™ qui appar-
liennent, pour un m donné, a la /™ classe et sont rangécs dans un ordre
décroissant. Alors, en placant les quantités égales dans une méme colonne verti-

cale, nous aurons pour b= a, d’aprés la formule (27), la suite décroissante de
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(quantités suivante :

( (1,2)’ (I)!l>’ (212)9 (2)«/1)9 (372)9 (31-/1)9 ey

(29)
L), (5L3), (2,0, (23), (3,0, (33) (h1)y o

dont les termes se succédent suivant une loi évidente.

Pour arriver & P'autre cas limite, il est plus commode de se servir des for-
mules (g), (10), (11) et (12), dans lesquelles, pour b = o, il faut poser g =o ct
p =a*. D’aprés cela, on trouve que les limites de =}, pour les (onctions des

deux premiéres classes, satisfont a I’équation
(r—m?) (t—(m—2))...(r —&*)=o,
ct, pour les fonctions des deux autres classes, a 'équation
(r——(m—x)‘-’) (r—(m— 3)‘3).. (t—e)=o,

ot ¢ représente, comme précédemment, un des nombreso, 1, 2. On obtient ainsi,

pour b = o, la suite décroissante de quantités suivante, analogue a celle (29) :

g(I,'Z), (L,4), (2,2), (2,4), (3,2), (3,4), L e
I(Ivl)7 (1,3), (2,1), (2,3), (3,1), (3,3), (4,1),

La comparaison des séries (29) et (30) montre que, pour b positif et infériear

A a, les nombres <, rangés dans I'ordre décroissant, forment la suite

(3[) (1,1), (1,2), (1’3)’ (114)’ (2,1), (2,2), (2’3')’ (2,4)’ (3,1) ...,

dont les quatre derniers Lermes sonl : pour m pair,

m m m n
(2 (23 (29 (2on),

el pour m impair,

I)Z—.I m -1 m -1 m-+1
> 4 s ) I lu — 2, LI
2 2 2 2

La suite (31) met en évidence une loi trés simple d’alternance des classes dans

la série de tous les 7, rangés dans P'ordre décroissant.

Partout dans la suite, ot nous aurons a considérer les fonctions E* et E}', nous
donnerons a A les valeurs 1, 2, ..., 2m -4 1, en supposanl qu'un accroissement
de k corresponde & une diminution de }'. Avec celle convention, la loi trouvée

pourra étre exprimée de la maniére sulvante :
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Si lon désigne par o la quatrieme classe des fonctions de Lamé, la fonc-
tion E* appartiendra a la classe ¢, quand le nombre k, aprés division par g,
donne pour reste le nombre i.

Cest ainsi que la fonction EZ

2m+t appartmndra a la prcmlcre ou a I(l lroisieme

classe, selon que m est pair ou impair.
Jusqu’ici, nous n’avons considéré z}* que comme une fonction de &. En le consi-
déranl maintenant comme une fonction de m et de A, nous pourrons démontrer

les théorémes suivants :

Tutorime Il. — 8¢ f(m) désigne une des fonctions 2m — 2, am — 1, 2m

ouw2m-—+1,o0n a
0%
N1 Py N
rime) — Tpom — 2 (m 1) @+ b? ’

ot § est une fraction positive.

Remarquons, en effet, que si 77, appartient a la 1™, 2°, 3°ou 4° classe, 77},

appartiendra respectivement a la 3¢, 4¢, 17 ou 2° classe, et que par conséquent

I'expression

m d E”! t;ll ( \ m d E”.l mn ( )
S om (AU”) _L(‘d‘éi‘i - 3/'(;11“‘;(}}') _j;i—ﬁ)i

s’annulera aussi bien pour s = o que pour u = b. Par suite, ’équation (3) con-

duit a Pégalité
|
f [2 (’n -+ I)[J‘g"' /)(T}I(J;L[+1) - "Jf"l\m) )] E}l(lll)(H)E%;zl+1) (H) dis = 0.
0

Or chacune des fonctions Ex( ), qui figurent sous le signe de I'intégrale, corres-
pond a la plus grande de toutes les valeurs que peut prendre % pour la classe de
cette fonction et, par conséquent, cn vertu du corollaire du théoréme I, aucune
d’clles ne change de signe entre les limites de I'intégration. L’égalité obtlenue

n’est donc possible que si la fonction
b3 1 -
2(m 1)’ — p(TFoten = Thm)

change de signe entre ces limites; d’ou résulte 'exactitude de notre théoréme.
Il faut remarquer que, tant que b n’est pas nul, § ne peut ni s’annuler, ni

devenir égal a 'unité.
Corollaire I. — Quel que soit 'entier posilif n, on a

024
@+ 0¥

Thomy — Ty = (M — n) (m + n +1)

ol § est unc fraction positive.
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Les formules (g) et (12) montrent que =} =<} =1. En posant dans I'égalité

précédente f(m)=2m et n = 2, nous obtenons donc encore ce qui suit :

Corollaire II. — Pour m > 1 et k<<2m 41, 0on a 7)'2<! =1, ol le signe de

I’égalité se rapporte seulement ap cas de m = 2, k = 4.
Tutorime Hl. — Sii est un des nombres 1, 2, 3, 4, on «

a0 + b2 (1 — )

,_I_Il+1_ m ~
oo it =2(m-+1) TR

ot § est une fraction positive.

Comme, dans le cas considéré, les deux = appartiennent & la méme classe,
'expression
d B2 (v) dEP(v)
S0 gy L)

B () -

s’annule, tant pour v = b que pour v = a, et par conséquent ’équation () con-
duit a I'égalité

f [p(z' —z) —2(m 1) ]E} (») Eft1(v) dy =o.
0

En remarquant que, en vertu du corollaire du théoréme I, les fonctions 1
et E7**' ne changent pas de signe entre les limites d’intégration, nous concluons,
cn nous appuyant sur cette égalité, comme précédemment, a I'exactitude du théo-
réme proposé.

Dans le cas considéré, § ne peut devenir égal ni a o, ni &1, lant que b << a.

Corollaire I. — Si § est une fraction posilive, on a

f}”—t}":(m—n)(m+n+l)w-

a—+ b2
Corollaire 1I. — Pour m > o0, on a
b
leil—i—(m—l)(m—}—z)q—a-— M,
- a’+ b*

ou le signe d’égalité se rapporte seulement au cas de m =k =1.

(1) Cette inégalité donne une valeur plus faible, pour la limite supérieure de <}*, que celle

qu’a trouvée Liouville, savoir m(m 1) - Voir LiouviLLE, Letires sur diverses ques-

a
at—+ b2
tions d’Analyse et de Physique mathématique, etc. (J. de Liouville, t.XI, 1846, p. 262-263).
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2%. Nous allons maintenant démontrer ce qui suit :

Lesvie 1. — Sé, pour n>m, on a = 25 (ou les signes d’égalité ne doivent

o
pas avoir liew simultanément), et si le plus petit résidu positif du nombre
s —k suivant le module 4 est égal a 1 —(—1)"""ou a 2 — (— )"k e
rapport

E!(})
croit quand ) croit.

Remarquons, en eflet, que la condition énoncée ici relativement & s — Kk est
équivalente a celle-ci : pour n — m pair, les fonctions E* et E* ou bien appar-
tiennent & la méme classe, ou 'une a la premiére, 'autre a la quatriéme, ou enfin
I'une a la seconde, Pautre 4 la troisiéme, et, pour n — m impair, l'une a la pre-
miére ou & la quatri¢me classe, I'autre a la seconde ou 4 la troisiéme. Or, dans
ces conditions, la fonction
dEX(})

dh

dE}())

E;(3) —E ()=

s’annule pour A = o, et, par suite, 'équation (8) conduit a I'égalité

m5 dE('(;) n dE:’:l()‘)

o4
:f [p(fé’—r}j‘)ﬂ—(n‘——ﬂl)(rl—l—ﬂl+I)}.2] TN EN(W)da,
0

de laquelle résulte exactitude du lemme.

Corollaire I. — Si, pour s > k, la différence s—/k, aprés division par 4, donne
un reste égal & zéro ou d 2 — (— 1)k, le rapport
E"(2)
EZ()

décroit quand X croit.

Corollaire Il. — Si f(m) désigne une des fonctions 2 m — 2, 2 —1, 2/ ou

2am 1, le rapport
E7in ()
E7.. (%)

croit quand X croit (théoréme IT).
Corollaire I1I. — Si i est un des nombres 1, 2, 3, 4, le rapport

Ey2(3)
Er(h)

croit quand X croit (théoréme III).
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Corollaire IV. — Si, pour m > 1, le nombre k, aprés division par 4, donne
pour reste 1 4- (—1)” ou 2 —+ (—1)™, le rapport

EX ()
EL(2)

croit quand X croit (corollaire II du théoréme I1).
Tuéorivwr IV, — Le produit

1
——— B FE (0
e o1 e () Fi( )
croit, quand k augmente de 2 — (— 1)k, et, pour k égal & 'un des nombres
1, 2, 3, 4, décroit, quand m augmente de deux unités.

Tatorkme V. — Si f(m) représente {'une des fonctions am — 2, om —1,
amouw 2m -1, Lexpression

I
am 41

,]i”(m, () ) F/(m) () )
décrolt quand m croit.

Tntoriwe VI — St, pour m > 1, le reste obtenu, aprés division de k par 4,
est égal a v+ (— 1) ou & 2 4 (—1)™, la fonction

B} (M)FL () — ==~ Bf (WL ()

=X

conserve des valeurs positives pour toutes les valeurs positives finies de h.

Nous nous servirons, pour démontrer ces théorémes, de la formule (4), qui
donne
I
am + 1

pAEENE Il il Rt

el cetle égalité, en vertu des corollaires T et TII du femme I, conduit au théo-

/)L())FIIL(A)__ZI E”())F”())

réme IV, en vertu du corollaire 1T au théoréme V, et en vertn du corollaire IV
au théoréme V1.

1l faut remarquer que dans les cas limites, b = o et b= a, I'accroissement ct
le décroissement peuvent se changer en invariabilité.

Nous pourrions terminer par 1a le Chapitre des fonctions de Lamé, car les pro-

priétés énoncées suffisent pour résoudre la question de la slabilité des ellipsoides
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4 trois axes. Mais il nous parait opportun d’appeler ict l'attention sur les pro-
priéiés analogues des fonctions de Lamé & argument réel dépassant a. C'est pour-
quoi, avant de passer au Chapilre suivant, nous nous arréterons sur ces propriétés,
d’autant qu’elles peuvent jouer un rdle semblable pour la résolution de notre

probléme.

25. Nous supposerons dans ce numéro A > «.
Dans cette hypothése, on peut démontrer les propositions suivantes :

Levwme . — 8¢, pour nzZm,

—(n—m)(n+m+1)——0;
5 Ck _( ) ( )CZ“)—F b?

(ot les signes d’égalité ne doivent pas avoir licu simultanément), et si le plus
petit résidu positif du nombre s — k suivant le module 4 est égal a o ou

a2+ (— 1)k le rapport
Er (1)
Ei (%)

croit quand h croit.

Les conditions énoncées ici sont équivalentes aux suivantes : les fonctions
E? et E}* appartiennent ou bien a la méme classe, ou 'une a la premiére, 'autre
a la deuxiéme, ou enfin I'une 4 la troisi¢éme, 'autre & la quatriéme. Comme, dans

ces conditions, la fonctlion

dE)IL(})

Ex () ———

dEX(}) o,
—a T EM

s'annule pour A = a, 'équation (7) conduit & I'égalité

dhll()\) ”l()\)

EI}I(}) dal

E?(l)
:f 1[(n—m)(n—i—m-l—l))."’—p(z';‘ T ER (M) Er QL) dat,,

et de 1a résulte exactitude du lemme.
Corollaire 1. — Si, pour s > £, la différence s — £, aprés division par 4, donne
pour reste o ou 2 —+ (— 1)%, le rapport

Er(2)
EF (%)

croit quand A croit.
Fac. de T., 2° S., VL. i1
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Corollaire 1l. — Si i est un des nombres 1, 2, 3, 4, le rapport
“:;}Hl ())
E7 (%)
croit quand A croit (théoréme I1I).

Corollaire 11I. — Si f(m) désigne une des fonctions 2am— 2, am —1, 2m

ou 2m + 1, le rapport

L2 b
\m+7,(/‘)

‘/]l 5
E7on (1)

croit quand A croit (théoréme 11).

Corollaire 1V. — Si, pour m > 1, le nombre X, aprés division par 4, donne
< 2 .
pour reste o ou 3, le rapport
]‘lll( )
E{ (%)

croit quand A croit (corollaire I du théoréme ILI).

En s’appuyant sur ces résultats, on peut démontrer les théorémes suivants :

Triorime VII. — Le produdt

”’(A) ]“Hl (l)

2 —+

décroit quand k croit de 2 + (— 1)k, et, pour k égala Uun des nombres v, ».
3, 4, décroit quand m croit.

Tutorime VL. — S¢ f(m) désigne une des fonctions 2m — 2, 2m — 1.

am ow am —+1, Uexpression

l

21)L 41 ‘juln(/ ‘;”(/n)()‘)

déeroit quand m croit de deur unités.

Tarorive 1X. — Si, pour m > 1, le nombre k, apres division par {, donne

pour reste o ou 3, la fonction

_]:1(/‘)15( )_ }m(’)l‘m(l)

2M +1
conserve des valeurs positives pour toute valeur finic de i dépassant «.

Pour démontrer ces théorémes, on peul se servir de la' formule (3).
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Relativement aux cas limites, b = o et b = a, on doit faire la remarque anté-

rieure (n° 24).

R Ge

CHAPITRE V.

LA STABILITE DES ELLIPSOIDES A TROIS AXES INEGAUX.

26. D’aprés les recherches de Meyer (1) et de Liouville (2) sur les figures ellip-

soidales d’équilibre A trois axes inégaux, découvertes par Jacobt (*), on sait que,

i chaque vitesse angulaire ne dépassant pas y/amfo o,18511..., correspond
toujours un ellipsoide & trois axes et, d’ailleurs, un seul, dont le plus petit axe
sert d’axe de rotation au lignide; au contraire, pour des vitesses angulaires supé-
rieures, les ellipsoides & trois axes ne peuvent éire des figures d’équilibre. L'ellip-
sotde, corre‘spondant a la valeur la plus grande de la vitesse angulaire, est
Pellipsoide planétaive de révolution, dont P'excentricité est égale a 0,8126....
Pour une diminution continue de la vitesse angulaive & partir de son maximum,
cet ellipsoide de révolution se transforme d’une facon continue en un ellipsoide
a trois axes, dont le plus pelit axe diminue constamment, dont I'axe moyen
diminue encore plus vite, et dont le plus grand axe croil constamment, et quand
la vitesse angulaire tend vers zéro, 'axe moyen tend aussi vers zéro et son rapport
au plus petit tend vers la limite 1. Le liquide prend donc alors la forme d’un
fuseau infiniment effilé. Quant au moment des quantités de mouvement, quand
la vitesse angulaire décroit depuis son maximum jusqu’a zéro, il croit constam-
ment depuis un certain minimum jusqu’a Vinfini.

Nous prendrons I’équation de I'ellipsoide sous la forme

R?*+ a

en supposant @ > b > o0 et R> 0. Alors, si nous posons

D =V @) (5 07,

(1) C.~O. MEyER, De equilibrii formis ellipsoidicis (Crelle’s J., BA. 2k, 1842).

(%) Journ. de I’Ecole Polytechnigue, XXIII* Cahier. — Journ. de Liouville, t. XVI,
1851.

(3) €C.-G.-J. Jacowt, Ueber die Figur des Gleichgewichts (Jacobi's Werke, herausge-
veben von Weierstrass, Bd. I, 1882).
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les conditions d’équilibre s’exprimeront, comme on sait, par le systéme des deux

équations suivantes :

- REOTeanD T Rir e, B oD’

' o® a’ f” x2-—Rydr b2 (02— R’) d}
StV eyl o Rral, Jy 72

et, pour ce qui suit, il importe d’attirer Pattention sur ce fait que le résullat de
Pélimination de w? cntre ces équations, pour des ellipsoides a trois axes, peut

. .
étre mis sous la forme

L {7 dh ) AN ) “dh
(2) ]{f“ Fﬁ—'(ﬂ—*—(l)(lﬁﬁb)/nl Fs——O.
Les égalités (1) définissent les rapports 12) et li; en fonction de w. St 'on intro-
L

duit, comme le font Meyer et Liouville, les rapports s et ¢ des carrés des axes, en

posant
_ 1 P—s
(3) a— = Rz,
-8
et si 'on pose en outre
n?
g 4
2T fp ’
les équations (1) prendront la forme suivante :
u du
(%) om0 0 [ 4
et
. “u du “wrdu
(5) (x—s—t)j —st [ 5 =o,
[} 1]
ou

A= \(1+ ) (L4 su) (1 + tu).

Aprés avoir délerminé s et ¢, d’aprés ces équations, pour une valeur donnée

de ¢, on trouve R par la formule

l

1/

(6) V

dans laquelle, comme précédemment, Q représente le volame du liquide.
Comme le montrent les formules (3), s et ¢ sonl des fractions positives, véri-

fiant Pinégalité s > ¢. D’ailleurs, d’aprés I'équation (5), elles doivent satisfaire &

Q (st)®

g

wo

=
=
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la condition
s+tlr,

ou le signe d’égalité ne peut se rapporter qu’au cas de ¢ = o.

Dans son second Mémoire sur les ellipsoides de Jacobi, Liouville (') démontre
que, quant ¢ croit de o jusqu’d un certain maximum (0,18711...), ¢ et s¢
croissent constamment depuis o, et s décroit depuis 1, et, quand ¢ atteint'sa plus
grande valeur, s devient égal a ¢. Il vésulte de la que, quand v croit depais o,

b . . . a
R et 7t croissent aussi constamment a partir de o, et m

Aprés ces remarques préliminaires, revenons a notre probléme, élude de la

et @ décroissent depuis .
stabilité des ellipsoides de Jacobi.

27. Exprimons les coordonnées rectangulaires du point z, y, 5, au moyen des
coordonnées A, 8, 4 ou A, u, v, par les formules (16) du Chapitre précédent. I.’équa-
19 Y b H l P p q

tion de l'ellipsoide considéré se raménera a la forme A = R, et si nous posons

x= V(R p?) (R2 4 92)

=V(R*+ a?) (R* + b?)cos? 0 + R*(R? + a?)sin? G sin*§ + (R*+4- 0% ) R?sin* G cos* ¢,
I’élément de surface de cet ellipsoide s’exprimera de la maniére suivanle :
ds = (v*— ) d3 dy =z sinf dj d.

Nous concluons de 13, comme dans 'étude des ellipsoides de révolution, que,
si on développe la fonction % Gn en série de fonctions sphériques de § et g, pour
que les conditions (23) et (24) du premier Chapitre soient satlisfaites, cclle série
ne doit pas renfermer de fonctions sphériques d’ordre nul et du premier ordre.

Nous poserons par suite

(7) XBIZ‘—‘ZYm(@,‘-P):ZYm[H, .)]9
m=2 m=2

ot Y[, v] est la transformée, pour les variables w et v, de la fonction sphérique

de § et & dordre m, Y, (6, ¢). Nous développerons cette fonction en série

i

(1) Mémoire sur les figures ellipsoidales & trois axes inégaux, qui peuvent convenir
a Uéquilibre d’une masse liqguide homogéne, douée d’un mouvement de rolation
(Journ. de Liouville, t. XVI, 1851).
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ordonnée suivant les produits de fonctions de Lamé (n° 21)

1=2m 41

(8) Yo [pv]= 2 e B (p) EF (v),
i=1

ol = sont des conslantes.

Nous remarquons ensuite que, en vertu de la condition d’équilibre,

du
O —Ax
dan ’

ol A est une constanle que nous pourrons déterminer en faisant dans cetle équa-
tion § = o. Nous aurons alors

r= V(R4 a?) (R24- %),

dU . e R T
et 5~ deviendra l'accélération de la pesanteur au pdle, c’est-a-dire

" .
22D

hrfoVRE+ aVRE+ 02 R?

I’

Nous trouvons atnsi

ou L[
e =4r/oR fR L%
Par suite, en posant
Hy = P B (p) 2 (9),
nous aurons, d’aprés la formule (22) du Chapitre 1V,

‘mz=w i=am+1

Jos oy a=sesore [N fuyas

m=2 i=1

ol dz, comme précédemment, représente un élément de la surface de la sphére
de rayon 1, sur laquelle s’effectue l'intégration.
Puis, d’aprés les formules (21) et (22) du Chapitre précédent, il viendra

m=w {=2m+
dnon'dsds' N\ E”‘ (RYF(R) e
J/Fr =y 3RS [y,
m=2 i=1

et, par conséquent, les formules (27) et (39) du Chapitre I donneront

m=w {=2m+1

(9) el=4rfo ¥ N l""f(H'")dr—x—.-,

m=2 i=1
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ot
d)

™" .— R2 N eI ! m m
(10) =k [ S BRI,

ce qui, d’aprés les formules (9) et (4) du Chapitre précédent, peut étre aussi

présenté sous la forme

mm I ! m . m

Quant au terme Q, nous remarquons que

B (m)=pi—k,  Elp)=pt -k,

(P VPP —3q o VP —3q
vy = 3 ’ 5— 5

et que par suile, d’aprés les formules (16) du Chapitre précédent,

(13) w4yt = g+ S EN () ET(v) + & ES (1) ES (v),
ou
L 2RE+p w3 RAk+q w3 Rhi+q
R Y
Par conséquent, en posant
(14) f[E?(y)E%(v)]ﬂdazul, f[Ezw)Ezw)]wa:us,

nous trouverons, d’aprés la formule (28) du Chapitre 1,
- 0 - < ave
(1) Q= —b,—(g,(;,s;—i- gsG;521 )%

La formule (9) montre que I’étude de la stabilité aboutit a la recherche des cx~
pressions 17", analogues a celles auxquelles nous avons eu affaire dans le Chapitre
sur les ellipsoides de révolution. Mais, avant de procéder i cette recherche, nous
croyons nécessaire de montrer la signification géométrique des déplacements

définis par les formules (7) et (8)

28. On voit facilement que les déplacements correspondant & une valeur quel-
conque de m changent la surface de Pellipsoide en une surface algébrique
d'ordre m, différant infiniment peu de la premiére. Ceci résulte de ce que la



33 A. LIAPOUNOFF.

fonction sphérique d’ordre m, Y, (4, &), peut toujours étre mise sous la forme
d’une fonction entiére de degré m, de cosf, sinlcosd et sinfisind, et de ce que
son degré ne peut étre abaissé & 'aide de la relation liant ces trois quantités.
On voit par 1a que si tous les déplacements se réduisent & ceux qui correspondent
a une valeur donnée de m, % on pourra loujours étre mis sous la forme d’une
fonction entiere de degré m, de x, y, = (coordonnées d'un point de la surface de
ellipsoide), et son degré ne pourra pas étre abaissé 2 'aide de 'équation de Pellip-
soide, d’ot résulte, en vertu des considérations développées au n° 16, ce qui a é1é
énoncé plus haut.

Nous allons considérer maintenant les déplacements correspondant & m = 2,
aprés lesquels Dellipsoide demeure encore un ellipsoide. Ce nouvel ellipsoide
aura le méme volume et le méme centre que ellipsoide primitif, et 4 ces condi-
tions prés, ce sera un ellipsoide arbitraire dont la surface différe infiniment peu
de celle de I'ellipsoide primitif.

A laide des formules (g}, (10), (11), (12) du Chapiue 1V, on trouve facilement

B (p) = — ks,

Hp =Vi—pp,

B (p)=Va— 2y,
B (p) = Vo — @i VI — s,
Ej(p) =w—k;,

ol k, el k; sont les quantités définies par les formules (12).
D’aprés cela, les formules (16) du Chapitre IV, ot Uon posera 2. =R, donnent

E; El(v) =ab? Ja* — b
() B) =TT s

E$(;L)E3(*))‘(l b\/a-—b l{m
z Y
?
VR a? yR2 - b2

E2(p) E2(v) = ab(a*— b*)

s) -2
EX()Ei(v) = (ki— 0 ki B ~,*i—lt (ky— —i—(kl—af)(kl—bz)ﬁ,

o) 12
R+ b2

— + ks (hy— @ )R 7 (ks — a?) (ky— b?) -

E:(p) E2(v) = (ks— 0) =

E)I{)

On voit par la que les déplacements, qui correspondent a I'indice inférieur égal
a 2, 3 ou 4, peuvent toujours étre considérés (si b£o et b%£a) comme consistant
en des rotations d’ensemble de toute la masse liquide respectivement autour des
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axes des z, des y et des z, et inversement, si tousles déplacements du liquide se
réduisent a une rolation autour d’un axe quelconque, passant par l'origine des
coordonnées, il n'y aura pas, dans les formules (7) et (8), d’autres termes en
dehors de ceux que I'on obtient pour m=2 et i=9, 3, 4. Ainsi, par exemple,
si tous les e, @ Pexception de <2, sont nuls, tous les deplacements, tant que &
n’est pas égal & @, peuvent éire considérés comme résultant d’une rotation de la
masse liquide autour de I'axe des 3, et inversement (?).

Puis, on voit que les déplacements correspondant & =1 et =25 changent
I'ellipsoide donné en un ellipsoide concentrique, sans changer les directions de
ses axes (2). On peut d’ailleurs trouver entre ¢ et ¢2 une dépendance telle que le
nouvel ellipsoide représentera encore une figure d’équilibre. Comme, pour ce qui
suit, il nous est nécessaire de connaitre cette dépendance, nous nous occuperons
maintenant de sa recherche. Mais, si nous procédions par voie directe, nous
serions conduits, pour Pobtenir dans la forme sous laquelle nous aurons a nous
en servir, a effectuer beaucoup de calculs. C’est pourquoi nous procéderons
autrement, savoir, comme nous devrions opérer pour résoudre d’une facon géné-
rale la question des figures d’équilibre différant infiniment peu des figures ellip-
soidales.

Nous nous servirons de I'équation (35) du Chapitre I, dans laquelle 6w est un
accroissement infiniment petit de la vitesse angulaire, définissant le passage de la
figure d’équilibre considérée a la figure infiniment voisine cherchée. En rempla-
cant, dans cette équation, x*-+ y* par son expression (13), et xGn par le dé-
veloppement défini dans les formules (7) et (8), nous la mettrons facilement
sous la forme

m=w i=2m+1

hrfe Y, X TrerEF(p)EP()

4
m=2 i=1

+&)‘OO+OIE (W) E}(v) + gs B} (1) E} (*))’5

o 0w ;

WIUY
ol wn

et de 13 on tire, entre autres,

2300

s 8106 _
(]6) &1 = w&nfp'l’g’

infeTy’

(1) Pour &= a, les déplacements correspondant a 7 =4 ont une autre signification.
(Voir n° 16.)

(2) On peut remarquer que, entre les déplacements correspondant a4 7 =1 et ceux qui
correspondent 4 =35, il y a une différence essentielle : Ies' premiers changent dans le méme
sens le grand axe et I'axe moyen de I'ellipsoide, et les seconds le petlt et le moyen.
(Voir corollaire du théoréme I, n° 22.)

Fac. de T., 2* S., VL. 12
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ce qui donne la dépendance cherchée
(17) o =T
Revenons maintenant & la recherche du signe de I'expression (g).

29. En vertu du théoréme VI (Chap. IV), 'expression (11) montre que T},
pour m > 1, demeure positive pour toute valeur de b non nulle, si ¢, aprés divi-

sion par 4, donne pour reste 1 +(— 1) ou 2 +(—1)™. Nous en concluons les
inégalités suivantes :
T2>o0, Ti>o.

De plus, nous savons, d’aprés le théoréme IV, que T7* décroit quand ¢ croit de
5 —(—1)i, et ceci conduit aux inégalités suivantes :

T:>T2>T2.

Or, d’aprés la formule (10) et a I'aide des formules (4) et (12) du Chapitre pré-
cédent, on trouve

* dh “dA
2 9 2 2 2 2 .
T_an 5 — (Re-at) (RE+- 0 )fR &

Donc, en vertu de I’équation (2), on aura

(18) T?=o

4

et, par conséquent ('),

T?>o0 et Ti<o.

Nous allons maintenant montrer que, bien que T3 soit une quantité négative,
’ensemble des termes de I'expression (9), dépendant de ¢} et ¢3, ne peut prendre
de valeurs négalives, et que, en outre, si 'on exclut les cas limites des ellipsoides
de Jacobi, il ne peut s’annuler, ¢} et ¢} n’étant pas nuls simultanément.

Admettons, pour cela, que tous les ¢, a 'exception de ¢? et de ¢}, soient nuls.
La formule (g), si l'on se sert de la formule (15), prendra alors la forme

(19) I = A, (e2)?— A;(e2)2+- Q= A (e2)>— As(e?)?+ (Byef + Byel)?,

Iy

ou

A,:f;ﬁpr?G“ Asz—ﬁﬂfPTinw

Al I Y
BI:‘ \/I"—g(l.)gj(](’ B5: ;/‘g&)gstl's,

(1) En excluant b = a, quand T = o.
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de sorte que, d’aprés ce que 'on a démontré plus haut, A, et A5 seront des quan-
tités positives.

Nous remarquons maintenant que la formule (19) peut étre mise sous la
forme

(20) a‘zm:—.A‘Bg_AsB‘_A’AS(e§)2+

[(A+B})el+ B,Bse‘é]?_
A+ B3

A+ B}

Or, nous savons, d’aprés la recherche du n°8, que, si tous les déplacements se
réduisent a des déplacements qui changent P'ellipsoide en un autre ellipsoide, re-
présentant une nouvelle figure d’équilibre, 'expression 6211, — Q prend la forme
définie par la formule (37) du Chapitre I. Par suite, en posant dans’égalité (19),
conformément aux formules (16),

|F

sf:—\/g]iléw, e2 =S 2 dw,
Ay

>

nous pouvous en conclure
2 2
ABI— AR
d’ol

ABI—ABI—AA 1 dl
AA, T S de’

J, comme précédemment, représentant Sw. La formule (20) se réduit donc i

o MAsdd L (A B e+ BBl 2
ol = S(Al-i—Bf’) dw (e5)"+ A;—*—Bf .

Mais, comme on I'a déja remarqué plus haut, A, et A; sont des quantités posi-
tives; d’ailleurs, si 'on exclut les cas limites, ni A,, ni A;, ni B,, ni B; ne

peuvent s’annuler. On sait, en outre, d’aprés les recherches de Liouville, que
N est une quantité négalive qui ne peut s’annuler, quand s >¢>o0 ('). Nous
[a)

arrivons donc & cette conclusion que 3211, ne peut prendre de valeurs négatives,
et que, d’aillears, si I'on exclut les cas limites, I’égalité

o1, =

a comme conséquence nécessaire les égalités : e] = o et e} = o.

De ce que nous venons de montrer, il résulte que I'’ensemble des termes de
Pexpression (g), dépendant des coefficients ¢}, ne peut prendre, pour a>b > o,

(1) Mémoire sur les figures ellipsoidales, etc. (J. de Liouville, t. XVI, 1851).
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2

1
: 2 ’ ’ M ’ ’ :
coefficient ¢}, demeurant en général différent de o, définit, comme nous I’avons

vu, seulement une rotation de la masse liquide autour de I'axe des z. Nous en
concluons donc que, pour les déplacements et vitesses a Uinstant initial,
aprés lesquels la surface du liquide demeure ellipsoidale pendant toute la
durée du mouvement, tous les ellipsoides a trois axes de Jacobi sont des
figures d’équilibre stable; ce qui est conforme au résultat de Riemann, dans ses
recherches sur la stabilité relativement a des déplacefnents et des vitesses salis-
faisant aux hypothéses de Dirichlet (*).

de valeurs négatives et s’annule seulement pour ¢ =c}=%¢}=c}=o0. Or, le

30. L’analyse du Chapitre1V conduit a la conclusion que T}, si I'on a simulta-
nément m > 2 et { < 2m -+ 1, demeure toujours positive. En effet, Iégalité (18),
en vertu du théoréme V, donne

i T’z'lm >o0

pour toute valeur de m dépassant 2, et nous en déduisons, en vertu du théo-

réme 1V,
mn mm
T}):>o0 et 2ir1 > 0,

si ¢ est de'méme parité que m et, pour la seconde inégalité, ne dépasse pas m —2.
En rapprochant ceci de laremarque faite au commencement du numéro précédent,
nous arrivons a la conclusion ci-dessus.
Il ne nous reste donc plus qu'a rechercher T3, ;. :
Les formules (4) et {11) du Chapitre précédent donnent l'expression suivante
pour T3 :
L T dh

s = R? T—(Rwaz)(ﬂuh)?f
D ‘ A

dh
(32 a*) (i =+ h)*'D’

ol /v est la plus grande des racines de I’équation
5ht—a(a?+20*)h+ a*b*=o,

laquelle, comme nous le savons, est comprise entre b* et a®. Si, ensuite, on se
sert de 1'équation (18), cette expression se met facilement sous la forme

(21)

L T RY[(R2+ 00 (— R?) + (R4 h) (R2+-2 02— )] d)
T?,:(R-+a—)f (2—R) [(R*~+ b%) ( ()\_z+>h)2D3 ) 1d3.
R

On voit par 13 que, tant que la condition

(22) R2+42b%2h

(1) B. Riemann’s mathem. Werke herausgegeben von Weber, 1876 (p. 196, 197).
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est satisfaite, on a certainement T3> o. Or, celte condition sera toujours. satis-
faite pour b suffisamment voisin de a. Par conséquent, nous pouvons affirmer
que T} demeure positif, tant que le rapport du plus grand axe de Pellipsoide au
moyen ne dépasse pas une certaine limite [en réalité supérieure a celle qui est
donnée par la condition (22), conjointement avec I'équation (2)]. Pour montrer
que I'inégalité T} > o n’a lieu que sous cette condition, nous allons maintenant
établir que, si I'on considére T3, en vertu des équations (3), (5) et (6), comme
une fonction de s, I'équation

(23) T:=o

a une racine, et n’en a qu’une seule, entre la plus petite valeur de s (quand

s=t=o0,3...) et 1, différente de ces limites, et que, pour sbdépass‘ant'celte

racine, T3Z o, le signe d’égalité se rapportant seulement au cas limite s =1 ().
En posant '

u

U = 1 r b

1 3
R*\? R+ a?\?/ R4 0 RE+ \?
U+ — U+ ——— (u ——) u—i——2>
a a a? a

0 2 @
X:f (1¢+R;IL>Udu,- Y:f Udu,
0 0

nous pouvons mettre ’égalité (21) (en faisant la substitution 22= R2 + a2u) sous
p 3

[

la forme suivante

(24) 208 T; X hA—=0* R*+h
N (RP+a?) (RP+05) Y — Y a* R b
Rz b . .
Nous savons que o7 ¢t —; sont des fonctions décroissantes de s (n° 26). En
. . h oo, h— b2
nous appuyant sur cela, nous pouvons démontrer que = décroit, et que —;
a

(1) Comme®

Byt 2,
. rTdi
]xm<'£ T)_)¢=o=0

Lm(T?) =g = 0. -

on voit facilement que

et que, par conséquent,
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croit, quand s croit. A cet effet, il suffit de remarquer que

bo

/) b? \/
VD— =1+2— + I —
a* a*

+{l—57

a

o h—D? 3b"+ _|_/b*
9 =1—90— I — - h —
a* a? tat’

1—;—2x-1—\/1—x+4x3

AR

"

S
o

ol

Q

car

est une fonction croissante de z, et

1—3z +\Vi—x+ fa?

une fonction décroissante.
h— 02 R24-1

Il en résulte que 2 Ra croit, quand s croit, car
R2+ A . h—0* a
R+ 0t a* R0

“«

. , X . L.
Nous allons maintenant démontrer que ¥ est une fonction décroissante de :

En posant
R*+/4

a‘_’

LdK 1 Tt d (U ,
lﬁ—Y--l—gfofo U£<U>(Lt—u)dudlt,

ot U’ est ce que devient U, aprés qu’on y a remplacé u par «’. Or, on a

=K et

|

nous trouvons

3
2

.,
1ol

3
2

g R+ a2 R2+ 02

U’ u' o a® “ a? “ a? u 4+ o\?

T u v I I s <u’+oc> :
aE a2 a‘Z

Donc, en vertu de ce que 'on a démontré plus haut, on peut concl%rc que, pour
I

{ . . ,
> u, T ¢st une fonction croissante de 2, et, par conséquent, que

()

Nous voyons ainsi que K est une fonction croissante de 2, d’oti résulte ce que

ne peut étre négatif.

nous avions en vue de démontrer.
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Ce que nous venons de montrer conduit a la conclusion que le second membre
del’égalité (24) est une fonction décroissante de s. Mais nous avons vu que, pours

suffisamment voisin de son minimum, il est positif; et, d’autre part, comme

h—b* R+ h
@ R

croit indéfiniment, quand s tend vers 1, on voit que, pour s suffisamment voisin
de 1, il sera négatif. Par conséquent, T} étant une fonction continue de s,
nous reconnaissons lexactitude de ce qui a été dit relativement a I'équa-
tion (23).

Nous savons, d’aprés le théor¢me V, que T7,

1 i
oy (en excluant, bien entendo,

le cas limile s==1) est unme fonction croissante de m. Par conséquent, tant
que T} > o, tous les T, ,, qui correspondent a des valeurs de m dépassant 3,
conserveront des valenrs positives, et, en vertu de tout ce qui précéde, 5211,
ne pourra prendre de valeurs négatives; d’ailleurs, si tous les ¢}*, autres que 3,
ne sont pas nuls simullanément, cette seconde variation ne pourra s’annuler
(en excluant le cas limite s == ¢). ll résulte de la que la résolution de I'équation (23)
doit donner une limite supérieure de s, ou une limite inférieure de ¢, pour tous
les ellipsoides de Jacobi que nous avons le droit de regarder comme stables. Nous
devons donc en venir maintenant & la résolution de cette équation ().

31. En entendant par T? Pexpression (21), et eu nous servant de I'égalité iden-
tique (?)

di

hia?— 2
ah(a Ry (b h)fR (A a?) (B + 4D

:(zbﬂ—S/z)/'”_L+bgf” b R
R (A2+a®)D n (A2 6%)D R+ A \/m[{iggy

(1) Les calculs qui constituent 'objet du numéro suivant ont été refaits, dans ces der-
niers temps, par M. Darwin. Voir son Mémoire : On the pear-shaped figure of equili-
brium of a rotating mass of liquid (Phil. Trans., A, vol. GXCVIII, 1902). Sans doute,
M. Darwin n’avait pas connaissance du présent travail, car il ne le cite pas. D’ailleurs,
aux pages 321, 327 et 331 de son Mémoire, le savant anglais dit qu’il lui semble probable
que I'équation dont il s'occupe n’a qu'une seule solution, mais qu’il ne 'a pas pu prouver;
et cependant cette proposition se trouve établie dans ce travail, car ’équation dont parle
M. Darwin n’est autre chose que I'équation (23). L.

(2) Par égalité identique, nous entendons ici, et partout dans la suite, toute égalité, entre
des quantités dépendant de s et de ¢, qui ne suppose aucune dépendance entre ces derniéres.
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nous obtenons 1'égalité identique suivante :

- f”_dk_;_
r (B+01)D R (P—|—a2)l)l

(a*— ) (R2+h)y, = dk
zh(aﬁ—h)(bz—h)}(zb—M)fn (24 a®)D

a—b* . )
mT7_(R + b*)

h— b R

Si nous posons maintenant

ho_ @—0 ., a
&= & = e e

. s . . . .
en supposant ¢ compris entre o et 5’ et st nous introduisons les notations de
Legendre pour les intégrales elliptiques de premitre et seconde espéces, avec

module £ el amplitude o, cette égalité prendra la forme suivante

(s—0*a,, o —k? ’ o R k2 \/S(I—[)
st a2 "—2(1——/{2)E(A’C‘D) Fkse) 1— A? 2

POy —1+ kst (14 x)? 3y—14-2k2 kJi—¢

® dh
—4—b2f o :
r (R2=6H)D 0 RE-h V(Ri+ a®) (R~ bz)s

T A=y (y—it /fz)(l——t)[F(k’cP‘)—mE(k’?)
ol k et o sont l1és a s et ¢ par les équations

. Ss—t
T s(i—1z)

t—cos?o,

ou y est la plus grande racine de I’équation

5y? —2(3—2k)y+1—k*=o,
et ol
(25) z=ylang’g =y -

On obtient de plus facilement I'égalité identique suivante :

(s——t)‘ﬂ/r—tf‘”(l—s—t—stu)udu
hey's ; A?
_(s—t)y s+t —o2s

= 2t(1—>) "Bk g)—Flk ) —

(s—t)(2as—t)Y1—¢
26(1——3)\/.?

Nous remarquons maintenant que l'intégrale, qui figure dans le premier

+
By—1+ k) (14-2)\/s

|
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membre de cette €galité, représente le premier membre de I'équation (35). Si

donc nous posons

22—k ) k? s(1—1¢)
ME(A,?)—F(A,‘P)—I_M—T
.2 _ 2 PRY . 2 o /1 — ¢
_ kQy I-!—k)st(.)l—f x) F(k,(o)——g"y l—|—-2/:) E(k, o) -+ A1 _t
by(t—y) (y—1+4k*) (1—1) 3y —1-+ A By —1+k)\s(1+x)

(s—t)2+s+t—ast
2L(1—35)

(s—1¢t)(2s —HV1—¢

E(k,0) —F(k,9)— 2t(1—s)\/s

notre probléme consistera dans la résolution des deux équations

(26) AZO;
(27) B=o

avec deux inconnues s et ¢. La question se réduira donc a la recherche et au
rapprochement successif des limites entre lesquelles sont comprises les racines
de ces ¢quations, et ce procédé reposera sur les considérations suivantes.

La fonction A conserve toujours le méme signe que 'expression (24), et B le
méme signe que la fonction représentant le premier membre de I'équation.(3).
Quant a expression (24), on a démontré dans le numéro précédent que, si s et ¢

sonl liés entre eux par ’équalion (5), c¢’est une fonction décroissante de s et
p q ) ,

par conséquent, une fonction croissante de ¢. Or, cette démonstration était basée
2 . . b? .

seulement sur ce que —; est une fonction croissante de ¢, et —; une fonction

a a

2

décroissante de s et une fonction croissante de ¢ (). Nous pourrions donc démon-
trer, par le méme procédé, que, si 'on considére s et ¢ comme des variables indé-
pendantes, Iexpression (24) est une fonction décroissante de s et une fonction
croissante de ¢. D’autre part, Liouville a démontré que la fonction représentant le
premier membre de I'équation (5) décroit quand s et ¢ croissent, et que, si I'on
désigne par = le nombre (0,3...), qui satisfait a cette équation dans I'hypo-
thése s = ¢, pour toute valeur de ¢ ne dépassant pas =, on peut trouver une valeur
de s telle que cette équation se trouve satisfaite, ainsi que, pour toute valeur de s
dépassant 7, on peut trouver une valeur de ¢ telle qu’il en soit de méme (2).

De ce qu'on vient de dire au sujet de A il résulte que, si la fonction A prend le
signe -+, pour des valeurs quelconques de s et ¢, elle le conservera, ¢ élant

invariable, pour toute valeur inférieure de s, et, s étant invariable, pour toute

(1) Nous conviendrons une fois pour toutes d’entendre par s et ¢ des fractions positives,
en supposant s 2 ¢.
(2) Mémoire sur les figures ellipsoidales, ctc. (J. de Liouville, 1851, t. XVI).
Fac.de T., »*S., VI. 13

|



08 A. LIAPOUNOFF.

valeur supérieure de ¢. Si, au contraire, la fonction A a le signe —, pour des
valeurs données de s et ¢, elle le conservera, ¢ étant fixé, pour toute valeur supé-
rieure de s, et, s étant fixé, pour toute valeur inférieure de ¢.

Soient s, et ¢, les valeurs de s et ¢ satisfaisant simullanément aux équa-
tions (26) et (27), et soient s, et £, des valeurs quelconques de s et ¢ satisfaisant
a la condition s, >z et ¢, < 5. Supposons que la substitution de ces valeurs, a la
place de s et ¢, dans les fonctions A et B, donne pour les deux des résultats posi-
tifs. Dans ce cas, la fraction positive ¢} qui, pour s=s,, satisfaita I’équation (27),
dépasse ¢, et, par conséquent, si la substitution de s, et ¢, dans la fonction A
donne un résultat positif, la substitution de s, et ¢, donnera encore un résultat
positif, et nous en concluons, en vertu de ce que 'on a démontré au numéro pré-
cédent, que s, <sy et ¢, >¢t,. En raisonnant d’une maniére semblable, dans
chacun des trois autres cas qui peuvent se présenter pour la substitution consi-
dérée, nous formerons le Tableau suivant :

Signe de A. Signe de B. Limites des racines.
- - S0 > Sy
- - So < S1
— -+ thy> 1t
-+ — ty < 1

A T'aide de ce Tableau nous pouvons, par une série de substitutions successives,
rapprocher autant que nous voulons les limites entre lesquelles sont comprises s,
et ¢y. Mais chaque substitution ne donne qu’une seule limite, et cela seulement
pour une des inconnues; d’ailleurs nous ne pouvons dire par avance pour quelle
inconnue on obtiendra une des limites par substitution des quantités données s,
et ¢,. Si donc on peut regarder, au point de vue théorique, ce procédé comme
satisiaisant, on doit cependant avouer qu’il présente en pratique certains incon-
vénients. :

Quant aux valeurs substituées de s et ¢, elles doivent satisfaire & certaines condi-

e

tions, Les formules (3) et (25) donnent z = e

- La condition (22) prend donc la
forme :
22—

>
s zz,

el nous savons que, tant que cette condition est satisfaite, on a cerlainement A > o.
Il résulte de la que les valeurs de s et ¢, suffisamment voisines de s, et ¢,, salis-

font a I'inégalité

(28) ' x>
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QO
O

ou, en tenant compte de ce que z est la plus grande racine de I'équation

(29) S5stx*—2(s+2t—3st)x+(1—s)(1—t)=o,

a l'inégalité
< s(3 —s)

A
12 —5s

En outre, on doit avoir en vae, qu’en général, les valeurs de s et ¢ annulant B

satisfont & I"inégalité
s+ t<1.

En employant le procédé qui vient d’éire indiqué, et en nous servant de la Table
des valeurs des intégrales elliptiques donnée par Legendre, nous avons obtenu
ces inégalités :

0,637 << s5,<< 0,638,

0,119 < ;<< o0,120.

Si nous désignons par ¢ et ¢, la plus petite et la plus grande des excentricités
des ellipses obtenues dans les sections de I'ellipsoide par des plans passant par le
plus petit axe, nous en déduirons

0,6016 << ¢;<< 0,6025,
0,9380 << g,<C 0,9387.

Maintenant, nous devons en venir au calcul de la vitesse angulaire.
En entendant par ¢ son expression (4), nous trouvons I’égalité identique sui-

vante :

:2t(2——s—-t) s S(I—l—s)(l—i—t)(s—i—t)—S

st
(s—1¢)* 1—¢ | t(1—s)(2—s—1¢) E(%,9)

(30)

(as—t—st)(s—t) [i—1]
t(il—s)(2—s—1t) s )

Comme l'expression (4) représente une fonction décroissante de s et ¢, en
substituant dans la formule (30) des limites inférieures ou supérieures de s, et ¢,
nous obtiendrons respectivement une limite supérieure ou inférieure de ¢.

On obtient une formule plus commode pour les calculs, en faisant disparaitre
de I'égalité (30) les intégrales elliptiques a I'aide des équations (26) et (27). Nous
trouvons ainsi :

b

v:4x+(l+x)(l+3x)(l+s+t);

(3n)
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mais, pour le calcul avec cette formule, on doit opérer autrement que pour le
calcul avec la formule (30) : si nous voulons obtenir une limile supérieure de ¢,
nous devons y substituer une limite inférieure de s, et une limite supérieare de ¢,,
et, pour obtenir une limite inférieure de ¢, nous devons substituer une limite
supérieure de s, et une limite inlérieure de ¢, car nous allons démontrer tout
a I'heure que, pour s et ¢ suffisamment voisins de s, et ¢y, le second membre de
Pégalité (31) est une fonction décroissante de s et une fonction croissante de ¢.
Considérons, dans ce but, la fonction

1+x2)(1+3x

VI

Nous démontrerons qu’au moins tant que s et ¢ satisfont a la condition (28),

= est une fonction décroissante de ¢, et si, en outre, s demeure supérieur a 0,6,
clle est une fonction croissante de s.

En différentiant I’équation (29) et en éliminant ensuite £, on trouve

dxr 3x?

Jds 2[(dx*+dx +2)s— (Do +4§)s + 2]’
()x__ . [(Bx?+6x+1)s — fhax—1]?
ot T al(bat+bxr+2)s8—(Bx+4)s +2]

et 'on peut remarquer que le dénominateur commun de ces expressions conserve
des valeurs positives non seulement pour les valeurs considérées de z et s, mais
en général pour toutes les valeurs réelles de z et s.

A l'aide de ces expressions on trouve

Jdi _ (1+x)(1+32) 14+s+1¢ 3(3x*—1)
Jds x 2 Gat+sr+2)s*— (bx+4)s+2

d:  (1+2)(1+3x) 14s+t3x°—1 [(32*+6x+1)s— fhax—1]?

ot x 2 xt (DX 4dx+2)s'— (Dx+4)s+2

ou les seconds termes sont négaltifs, car I'inégalité (28) montre que z > 1.

Remarquons maintenant que, sous les conditions considérées,

(1+m)(x+3x)<8x’ 1+s+£>—r_, 3x-z—1>2,
@ 7 2 2 x

cl, par conséquent,

ds [(Bx*+62+1)s —hax—1]?
—<8x— = )
, (bx*+bx+2)s?— (dx+4)s+ 2

ot
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ou bien
ds (252 + 202 + 62 — fr +1)s2— 2(2023 + g2 — 62 +1)s + (fa — n*
DI Pz +5x+2)s— (bx+4)s+ 2

Or, en vertu de I'inégalité (28), on a

2x(a:—1)2(5x+1).

(252" + 202+ 62— fz +1)s — 2(2023 + 92— 62 + 1) >

z +1
Donc il vient
03 2z(x—1)* 5z +1)s+ (z+1) (fo —1)?
o = (z+1)[(B2*+ 5z +2)8— Bz +b)s + 2]

et I'on voit ainsi que, sous les conditions considérées, z est une fonction décrois-
sante de ¢.

. ds A . .
D’autre part, I’expression obtenue plus haut pour 55 Peut ére présentée de la

maniére suivante :

ds (+2)(+32)[52*°+ 52 +2)s— 52 —4]s — 9P+ 622+ 112 +2
ds 2[(5&*+5x+2)s*— 5z +4)s+ 2]
1T—s—¢ 3(3z2—1)
2 (5245 +2)s'— (br+4)s+ 2

et comme, d’aprés I'inégalité (28)
(1+2)[(52*+52 +2)s — 5z — 4] > 522+ z,
nous en concluons I'inégalité suivante :

93 3(53—3)x’+z(l;s+3)x2+(s+n)x+z
as z[(5;c'2—|—;')x—i—z)sz—(f)x—i—[;)s—i—z]

>

laquelle montre que, pour s >2, = est une fonction croissante de s.
En prenant pour limites de s, les nombres 0,637 et 0,638, et pour limites de ¢,
les nombres 0,119 et 0,120, nous trouvons, d’aprés la formule (30),

0,1403 < v << 0,1423
et, d’aprés la formule (31), .
0,1419 < v < 0,1427.

On voit par 13 que, dans le cas considéré, la formule (31) a donné des limites
plus étroites que celle (30). Mais cette derniére a donné une limite supérieure
plus petite, et la premiére une limite inférieure plus grande. Si donc on veut
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obtenir pour ¢ des limites plus resserrées, on doit se servir des deux formules
a la fois. Nous trouvons ainsi

0,141g << ¢ << 0,1423.

32. Les recherches précédentes conduisent au résultat suivant :

Les ellipsoides de Jacobi auxquels correspondent des vitesses angulaires

supérieures & une certaine limite, savoir /2= fo\/0,14. .., sont stables.

Nous savons que, pour les ellipsoides de Jacobi, la vitesse angulaire ne dépasse

pas \/QRf \/o 18 .., et nous avons vun que la méme quantlte reprebente la
limite supérieure de la vitesse angulaire, pour les ellipsoides de révolution stables.

Donc, tant que la vitesse angulaire se trouve entre les limites /2w fp\/0,14...

et y/2mfp/0,187..., il y aura deux figures d’équilibre stables : un elhpsmde de
révolution et un ellipsoide a trois axes inégaux.

Ono voit que la stabilité des ellipsoides a trois axes n’est établie que dans des
limites assez étroites de la vitesse angulaire.

Nous devons maintenant en venir i la résolution de celte question : peut-on,
en excluant les déplacements, correspondant & des valeurs de m, qui ne dépassent
pas une certaine limite, arriver & ce que la variation seconde de II, reste positive,
pour tous les ellipsoides a trois axes; nous allons démontrer que la réponse est
négative, comme pour les ellipsoides de révolation.

La formule (10) donne

=K -0 [ Rl

E,Z'll)l+1 (} )

R

ol K peut étre présenté de la maniére suivante :

i uzdu‘
R? . 1—|—b2 >
/ (E“L” g
RGBT du

m R R b*
J E)m+1<u) \/((l —|—‘u><l+R‘, )

D’ailleurs, selon que m est pair ou impair, on a

R m ¢, R m-—2 Co
n umn — + =\ — did —-
E«zm+1 (R) —— L a a \a a
R - R\ ™ ¢ Ry\m—2 Co
Ba(y) (2) ~2(@) o
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ou

R2 \ ; R\ m—1 ¢ R\ ™3 Cs
— +1 — + == +.. .+ —n—i
a

E:_)nnu-l (R) —ym a* a a\a .
R - R2 R\ m—1 c R\ m—3 Cox
E” - = 4+ u? — + = (= ..+ um-!
2m+1 u . 2 ? a az a am—l

. , . b
NOUS savons que IOI‘SqUe 1A teﬂd vers zero, ct par Coﬂsequent svers 1, — et —
’ a R

tendent vers o. On voit d’ailleurs par les formules (9) et (11) du Chapitre précé-
dent que les rapports —- tendent alors vers des limites déterminées qui ne sont
a 12

nulles pour aucune valeur de ¢ dans la suite 1, 2, ..., o (car T a pour limite o dans
le cas considéré). On voit donc que pour toute valeur donnée non nulle de w

Efner (R)

lim m E =1,
2m+1 u =0

et, d’aprés cela, il est aisé de prouver quele dénominateur de I’expression K croit
indéfiniment quand ¢ tend vers o. Quant au numérateur, il tend évidemment

vers 3. Nous trouvons donc
limK,—,= o,

d’ou il résulte que, pour ¢ suffisamment voisin de o, la fonction T” demeure
négative.

De ce que l'on vient de démontrer, et des propriétés connues de I'expres-
sion TY,, .., on déduit que, si 'on considére T?, ,, en vertu de 'équation (3),

comme une fonction de s, I'équation
m —
T?I}l+l - 0’

dans le cas de m >> 3, aura au moins une racine comprise entre 0,637..., c’est-

a-dire la racine de I'équation
T3=o,

et 1, non égale & ces limites, et, s'il y a un plus grand nombre de racines, la

plus petite d’entre elles sera une fonction croissante de 7.

33. Nous remarquerons, en terminant, que c’est seulement pour conserver une
plus grande symétrie dans les formules que nous avons introduit, dans notre
calcul, les fonctions de Lamé a argument imaginaire ; mais on pourrait conduire
tout le calcul de maniére a n’avoir affaire partout qu’a des fonctions de Lamé a
argument réel. Pour cela, nous aurions dd prendre I'équation de I'ellipsoide sous
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la forme

en supposant R > @ > b, et exprimer les coordonnées rectangulaires d’un point
de sa surface de la maniére suivante
v
z=Reosf =R,
ba

b2 — p2\/vi— b*
by\a*— b*

: =y/R*—a¥sinf siny =/R*— @? M2;

ava®— b?

y =VR*—b*sin6 cosy = yR*— b2 Vv

>

ot G et Y sont respectivement compris entre les limites o et =, o et 2w, 1 entre les
limites — b et + b, etv entre les limites @ et b. En posant ensuite

x=\(R*—p2) (R* — ),
nous aurions exprimé I'élément de surface de notre ellipsoide de cette maniére :
ds = %(v*— p2)dB dy = xsinf di di,
ou B et y ont les significations antérieures (n® 20), et nous aurions trouvé

9U ' S
- — A 2___ 42 A
on —Anfe(lE—a )/R F—a)D "™

D=yRE—ah) (P—b).

Par conséquent, si nous avions développé x 6n en série de produits de fonctions
de Lamé

m=ow i(=2m+1

20N = z 2 e EF () EP (v),

m=2 i=1

nous aurions trouvé, par le méme procédé qu’au n° 27,

m=w i=2m-+1

slL=irfp 3 O T;"f(H;-")?do-—i—Q,

m=2 i=1

ou

= d Ef(R)FF(R)
o 2_ q? -
Tr=(R*—a )fB F—ahD am +1
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ou bien

E{(R)Fi(R) _ E(R)F/'(R)

T’.":
¢ 3 am —+1

et ou H;" a la signification antérieure. La discussion du signe de 8211, serait basée

ensuite sur les théorémes du n° 23.

CHAPITRE VL

LA STABILITE DE I’ELLIPSOIDE DE REVOLUTION DE JACOBI.

34. Dans I'étude précédente nous n’avons considéré que les variations secondes
de II,. Par suite, nous n’avons pu résoudre les questions de stabilité des ellipsoides
qui servent de /imites aux ellipsoides stables. Ainsi, nous avons trouvé, par
exemple, que les ellipsoides de révolution, dans I’hypothése générale relative aux
déplacements, sont stables, tant que leurs excentricités sont inférieures a’excen-
tricité de l'ellipsoide de révolution de Jacobi (0,8126....). Quant a ce dernier,
nous n’avons pu rien dire sur sa stabilité. Puis, nous avons trouvé que les
ellipsoides de révolution sont stables, sous la condition que la surface du
liquide reste toujours une surface de révolution, si leurs excentricités sont infé-
rieures a la racine d’une certaine équation transcendante (0,985 225...); mais
nous n’avons pu résoudre la question de la stabilité de I'ellipsoide dont 'excen-
tricité est égale & cette racine; etc.

La résolution de toutes ces questions dépend de I’étude des termes de I’accrois-
sement de II, qui ont été laissés de cHté au n° 6, dans la recherche de la variation
seconde de II, comme étant des infiniment petits par rapport & cette derniére,
et présente d’assez grandes difficultés. A vrai dire, pour résoudre les questions
considérées, il n’est pas besoin d’avoir des expressions générales de ces termes:
il suffit d’étudier seulement les expressions que I'on obtient dans I’hypothése ou
les variations &n satisfont a I'équation

qui détermine des figures du liquide, infiniment voisines de la figure d’équilibre

considérée, pour lesquelles, & wune premiére approximation, la condition

d’équilibre est satisfaite [n° 8, form. (35)]. Le probleme est par la considéra-

blement simplifié ; mais il demeure encore trés difficile. Toutefois, dans un cas
Fac. de T., 2¢ S., V1. 14
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particulier, savoir pour I'ellipsoide de révolution de Jacobi, on peut se servir,
pour le résoudre, d’un procédé particulier, qui ne présente aucune difficulté
théorique et demande seulement des calculs assez compliqués. Clest ce cas que
nous avons 'intention’de traiter maintenant.

Nous avons va (n° 14 et n° 16) que, pour I'ellipsoide de révolution de Jacobi,
la variation seconde de II; reste en général positive, et ne s’annule que quand
la surface du liquide se change (a une premiére approximation) en une surface
d’ellipsoide a trois axes, ayant méme axe minimum. Or, si nous prenons I'écart,
entre celte surface et la surface de lellipsoide de révolution de Jacobi, pour
quantité infiniment petite du premier ordre, dans la série des figures ellip-
soidales d’équilibre a trois axes inégaux, on pourra toujours en trouver une dont
Pécart, a partir de la surface de 'ellipsoide a trois axes mentionné a I'instant, soit
une quantité infiniment petite d’ordre supérieur. Il suffit donc, pour résoudre
notre probléme, de rechercher le signe de 'accroissement de II;, dans I’hypo-
thése ot la surface du liquide se change en une surface infiniment voisine dont
I’écart & partir de la surface d’un ellipsoide a trois axes, représentant une figure
d’équilibre, soit une quantité infiniment pelite d’ordre supérieur. Quant a cet
accroissement, il peut éire considéré comme la somme : 1° de I'accroissement
de II, dans le passage de lellipsoide de révolution a l'ellipsoide a trois axes;
2° de l'accroissement de I1, dans le passage de ce dernier & la surface considérée.

Le probléme de la recherche de’accroissement de II, se parlage donc en deux,
dont ’un consiste dans la recherche de I'accroissement d’une certaine fonction,

et l'autre peut étre résolu en s’appuyant sur ce qui a été montré au n° 27.

33. Si nous posons, avec les notations du n° 26,

5]

(. a* T b
Z,,l—i—ﬁ__x, 3—:_1—|—B2~‘y,

nous aurons, pour un ellipsoide gquelconque de Jacobi,

Q/30Q §x+y ” _ 3 5 3//7: 1
s=2(32) I [Var=2re@t /A )i h,
| SNER) oyt j 5 V 30
ou
* du
H = .
) f Vit o) (@+u)(y+a)

En portant ces valeurs de S et de fV dz dans la formule

n;;%(i’si ———deT)



LA STABILITE DES FIGURES ELLIPSOIDALES D’l'iQUILIBI‘\E D’UN LIQUIDE, ETC. 107

du n° 8, et en y remplacant ensuite J par sa valeur J, correspondant a Uellipsoide

de révolution de Jacobi, nous désignerons le résultat par (I1;). Nous aurons donc

(=) Lreery/ i ( k- (xy)“H)

ou
25J:

On trouve en outre facilement, d’aprés les formules (4) et (5) du Chapitre

précédent, qu’en général, pour un ellipsoide quelconque de Jacobi,

t—oam fpSist : udu )
J, (1—|—u)§(1+su) (14 tu)?

ce qui se raméne &

e

, o 5Q3 -1 L[oH oH o*H ]
(4 IP= \/ (xy (z+y) [dx +5}—+2( +‘y)drdy

Quant aux variables x et y, qui entrent dans ces formules, elles sont liées

par I'équation
dH o o*H -1
5 — —|— 22y —— + (xy) *=o0

que 'on déduit facilement de I'équation (5) du Chapitre précédent. En y fai-
santy =z, nous obtiendrons une équation qui détermine la valeur de 2 pour Uellip-
soide de révolution de Jacobi. Nous désignerons par § celte valeur de z. Sachant
que I'excentricité de cet ellipsoide est comprise entre les limites 0,8126 et 0,8127,

on trouve facilement que
(6) 2,94 <£<2,95.

Dans la suite nous allons considérer y comme une fonction de z, définie par
I'équation (5), et il est important de remarquer que pour z =25 ona ' = —1.

Si I'on fait z =& dans la formule (4), cette formule donnera J,, dont une des
expressions, sous forme de fonction algébrique de &, sera obtenue au numéro
suivant.

Désignons par a l'accroissement infiniment petit qu'on doit donner a z,
a partir de 2 =§, pour obtenir I'ellipsoide de Jacobi ('), par lequel, conformé-
ment a ce qui précéde, on doit passer de 'ellipsoide de révolution a la figure du

(1) Nous désignerons cet ellipsoide, pour abréger, par ellipsoide (2).
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liquide considérée, et par I'¥] I'expression II, dans laquelle J a la valeur corres-
pondant & cet ellipsoide de Jacobi. Puis, convenons d’entendre par A, F et A, F
les accroissements d’une expression quelconque F, dépendant de la figure du
liquide, respectivement pour le premier et le second des deux passages dont il a
été parlé a la fin du numéro précédent. Avec ces notations, l'accroissement

de I1,, dont nous devons rechercher le signe, se présentera sous la forme :

- 1 A J2A,S ”
AHl'_‘A.i(Hi) -+ ; S(S +A2S) +A2H1 ’
ou S est le moment d’inertie de Pellipsoide (a).
Ici A(IT;) et Ay J2 sont les accroissements des fonctions (2) et (4) de z, lors du

passage de z = § & x = § 4 a, Comme J2 ¢st une fonction symétrique de z el y,

ladérivée(ﬁj d’aprés ce qu’on a remarqué jet d ’annul =k

T dap qu’on a remarqué au sujet de y, s’annulera pour 2 =:<.

) & (1) ' dazJ:  d+ (1)

Or, nous verrons dans la suite qu’on aura alors ——* = o, et que —— et ——*
, 4 da PO AUe T O T

ne s’annuleront pas. Par suite, A, (1) et A, J? différeront, par des quantités infi-

niment pelites d’ordre supérieur, respectivement des valeurs de

a1, )

! et
— ——a
24 dx*

pour z = §.

En ce qui concerne les expressions A,S et 4,II'®, nous supposerons, pour les
évaluer, comme au n° 27, que le segment de la normale a la surface de lellip-
soide (o), découpé par la surface considérée du liquide, différe, par une quantité
infiniment petite d’ordre supérieur, de 'expression

n—ow {=2n+1 n=ow (=2n+1

(7) S Y m=-¥ ¥ aEE),

n=2 i=1 n=2 i=1

dans laquelle tous les termes seront supposés infiniment petits par rapporta 2. On
doitappelerici I'attention sur ce fait que, poura = o, les variables . et v perdent
la signification de coordonnées d’un point de la surface de I'ellipsoide. Nous
considérerons donc 'expression (7) comme une fonction de 0 et & d’aprés les
formules (16) du Chapitre IV. La plas grande de toutes les valeurs numériques
de cette fonction sera désignée par {. Ce sera une quantité infiniment petite par
rapport & «, dont nous laisserons I'ordre indéterminé.

Nous remarquons ensuile que, pour o infiniment petit, tous les produits
E! (1) EZ(v), a Uexception de ceux qui correspondent a =1, deviennent égale-
ment des quantités infiniment petiles, pour Loules les valeurs de 0§ et 4. Ainsi,
E2(p) E2(v) est en général (c’est-a-dire pour § et ¥ arbitraires) une quantité
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infiniment petite de méme ordre que a, tandis que E{ (@) Ej(v) n’est pas en gé-
néral une quantité infiniment petite.

Nous supposerons que tous les termes de 'expression (7) (dans laquelleil peut
ne pas se trouver de Lermes correspondant & certaines combinaisons de r et 7) sont
en général des infiniment petits de méme ordre que {. Donc, d’aprés ce que 'on

vient de remarquer, €5 sera une quantite infiniment petite de méme ordre que =’

et ¢} de méme ordre que {. Il résulte de la que, dans 'expression (13) du Cha-
pitre précédent, le terme g5 Gjy<} sera une quantité infiniment petite par rapport
au terme g; G, ¢}, car Gj, défini par la formule (14) du méme Chapitre, est une
quantité infiniment petile de méme ordre que a2, et gy, Gy, g5, pour a=o,
tendent vers des limites finies différentes de zéro.

Nous arrivons donc & cette conclusion que A,S différe, par une quantité infini-
ment petite d’ordre supérieur, de gy G,¢}. Nous désignerons, pour abréger, cette
derniére quantité par {3.

Enfin, on s'assure facilement que T} est une quantité infiniment petite de
méme ordre que a2, et que tous les autres T}, a 'exception de T? qui est toujours
nul, ne sont pas des quantités infiniment petites. Nous en concluons que A,IT'

différe, par une quantité infiniment petite d’ordre supérieur, de Pexpression

+ 1) anse [T;f(H;)?dwTi[(H%)?da]

n=w {(=2n+1

+onfp X, X T [(I)rds,

n=3 i=1

Y2
1

<2rfp

dont tous les termes sont de méme ordre que {2.
Tout ce qui précede fait voir que la question al)oum a la recherche du signe de

Pexpression

1 odv(Iny) o : T2 1 J2 \
(5) A= et G B (oo e+ ) 8

n—=owi=2n+1

wanfo| T3 [(Hdo T3 [(Hipds+ Y Y T [y ds |+,

n=3 =1

dans laquelle = est une quantité infiniment petite par rapport a celui des deux
infiniment petits a* et {2 dont l'ordre est le plus has.

On voit d’ailleurs que, dans les trois premiers termes, on peut poser z = .

La formule (8) montre que, si a2 n’est pas une quantité infiniment petite par
rapport & §, la question se réduit a la recherche du signe de la forme quadratique

en aet B3,
Aot + Ba’B + Cp2,
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[

UDI -
@

4 [a(Iy) )
(9) A—Eﬂ[———dx* ]I:E, B= (%

Ay

(RS
.>x:2, C= (2Tffp “ ( +“‘ g})x——’

Nous avons donc maintenant & former les coefficients de cetle forme quadra-
lique.

En ce qui concerne le cas out «* est une quanlité infiniment peLiLe par rapport
a {, nous en parlerons plus lard.

36. Avant tout, nous allons chercher les valeurs, pour z =§, des dérivées
partielles par rapport a z et y de la fonction H, définie par la formule (1).

On peut facilement se convaincre que cetle fonction satisfait & I’équation aux
dérivées partielles suivante :

(10) (x»—x)% —}—()f—l)(-);—héH::(.r‘y)

Puis, en posant

on trouve facilement

(11)

om+n H 13 . (em—1).1.3.. (20 —1)
<dxmdyn M 1.3...(2m+2n—1)

ll,,,+,l.
Par suite. ’équation (10) donne, pour «,, I’éguation suivante aux différences
) b )

finies
(12) 2 n (i —1) U+ 2" (20 — 1)Uy = (— )" 3 (2 —1) 7",

dans laquelle n peut avoir toutes les valeurs entiéres positives. On doit ajouter

a cette équation la condition
(13) 2fu,— 38 u,+1=o0

qui découle de 1'¢ quauon (5).

Il n’est assurément pas difficile de trouver, pour I'équation linéaire du premier
ordre (12), une intégrale générale, dans laquelle la constante arbitraire sera déter-
minée par la condition (13). Mais, comme nous n’avons pas hesoin de I'expression
générale de u,, nous ne I'indiquerons pas.

Nous trouvons, par la résolution successive des équations (13) et (12) pour
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n—i,2,3et4:
[ 132 — 10 y— 56 —4
h=23prsr—8 T EBE+8E—8)
, ) 3 3E— 2 " 3 682 — gt + 4 ,
(14) "“’_'_9:}:2(353—1—85—--8)’ 3— 453(5—1)(3£2+8£—8)

__ 33 33— 7882+ 768 — 24
YT 8L B (E— ) (384 8E —8)

A l'aide de ces formules, nous obtiendrons, d’aprés (3) et (4), Pexpression

suivante pour K,

: At
(15) K=8 smrsr—s"

Pour former les dérivées de y par rapport a x, nous remarquerons que, si
F(z,y) est une fonction symétrique quelconque de z et y, et si F', F”, etc.
représenlent ses dérivées par rapport a z, prises dans hypothése ot » est une
fonction de x, définie par 'équation (3), on aura, pour z =&,

0*F 0*F oF
r— r— g . Y
F=o, F <dx2 oz Jdy 0z7"’
»F  O°F ) oF

- T " 4
ox2 ~ dzay)” R A

F"—_3 < b

4 + b
F“,:2<0F_4 OF . O'F )

ozt dz3dy dx?dy?
‘3F  @F \ , @*F  @F\ , .0F . oF ,
+6( 9 ~ 70y — (G~ Gy )7 e e

En substituant a la place de F le premier membre de I’équation (5) et en nous
servant des formules (11) et (14), nous trouvons, pour z =,

398 — 13082+ 1088 — 24
6 M — 0% > , M — 2 e
(0) T RE—nGE=str g VT

Nous ne formerons pas 'expression trés compliquée de »", parce que le besoin
ne s’en présentera pas.

Remarquons qu’il résulte déja de ces formules 'exactitude de ce qui_a été dit
d* (I, )
dz?
et ces formules montrent que F”= o, chaque fois que F"= o.

plus haut, relativement a

» car (II,) est une fonction symétrique de z et y,

Nous remarquons ensuile que si

1
L
F(x,y) - -(;%,
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on aura, pour z = &,

et que si
1
F(x,y) = (zy)"H,

les formules (11) et (14) donneront, pour z = E,

QE,__gE—% £—1 *F _ 1,3 7i—10
dr 3% 3p24+8:—8 gx* 55 3248 -8’

»PF  F 43 I @*F  #F 1% 355 —96f+ 3o
0 TOzdy 3% 3B48E—8 Ja® 0a'dy g9°> (E—1)(30-+8E—8)’
'K - 0*F . o*F ___I_g 113678 — 112282+ g72f — 280
Jx dz*dy = " dxrdy* T 24 (E—1)2(382+8E—8)

S1 donc nous posons

ol

.o (zy)? 1

G=K 2 _ (ay)'H,

et si nous tenons comple de expression (15), nous verrons que, pour zr=E,

oG . . o .

d—I = o. Il se trouve par suite qu’il est suffisant d’avoir les expressions (16) pour
7

former G'. Ainsi les formules obtenues donneront

G'=o0, G'=o, G"=o,

5 3(£)

le:_l_a_ . =5
48 (E—13e+8—8)(38—8E+4)

ou

I(z) = (5ax —8) (39x* — 1302 + 108z — 24)*
—8(72?— 202+ 4) (32— 8z +§) (392* — 13022+ 1082 — 24)
+ 4(3a2— 8z + 4)*(2392® — 73822 + 5882 —152)

= 965727 — 77292 2° 4 233548 2°
— 444480 2% 4 452976 23 — 268608 2% -+ 85568 x — 11264,



LA STABILITE DES FIGURES ELLIPSOIDALES D’EQUILIBRE D'UN LIQUIDE, ETC. 113

ct I'on aura pour A [formules (2) et (9)] I'expression suivante :

“]_

__1 2 3/AT é (&) )
A=g /P \/3(3 = BE+8i—8) 3P —8i+ 4

Quant au coefficicnt B, en remarquant que, pour z = §,

g 5 <30> 2

nous déduisons de I’égalité (4), a 'aide des formules trouvées,

ho

T s FE—0) (88— 8)3E—8E+4)
ol
o(x)=1112*— 498 x%+ 7802 — 5362 + 128.

Enfin, pour former le coefficient C, nous remarquons que, pour .z = &,

5
J2 . G\ -4 E—1
e = 1D — 55 o o
R fp(sQ, S 3py8i—¢
et que, d’aprés les formules du n° 27,

G, gt = 16ﬁ<3Q> £

41) 47’

«ho

En remarquant ensuite que, dans le cas considéré, a'T; se réduit & ’expres-
sion T§ du n® 17, ot I'on doit poser
o
TVE=T

et tenant compte de I'égalité
Vi—1 (135 —10) — (3824 8% —8) arctang/Z —1 — o,

qui découle de celle (5) et n’est autre chose que I'équation (22) du Chapitre III,

nous trouvons

Par suite, la troisi¢éme des formules (9) donne

C:mfp<47r>§.£——'3— H3E—8

4 \30 32 8E—8
Fac.deT., 2¢S., V1. 10
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37. Comme C représente évidemment une quantité positive, la condition né-
cessaire et suffisante pour que la fonction

Aat+Ba?B + CB?

reste positive, pour toutes les valeurs réelles de o et 3, en s’annulant seulement
quand on a simultanément « = o et 3 = o, est donnée, comme on sait, par I'iné-
galité

qui, en vertu des expressions trouvées pour A, B, C, prend la forme
(17) (5E—=8)3(8) —[9(&)F>o.

Nous allons démontrer que cette inégalité a effectivement lieu.
En remarquant que

Y(x-+2) =96572"+ 579062+ 1372322°

~+ 157440 2 + 80256 2% + 4992 2 — 64002 + 512,

, 25 . .
nous concluons que, pour z dépassant 2 + 39’ J(z) est une fonction croissante

de z. Puis, en remarquant que
o(x+2)=1112*+ 3gox®+ 456 2%+ 1602 — 32,

nous voyons que, pour z dépassant 2, o(x) est une fonction croissante, et qu'en
outre 9(2,5)>o.

Nous en déduisons, en tenant compte des inégalités (6), I'inégalité suivante :
(56—8)F(8) —[2(D*>55(2,9) —[2(3)],
et de 1a on conclut 'inégalité (17), car, en faisant le calcul, on trouve
53 (2,9) — [ (3)]*> 207g00.

Si nous revenons maintenant a la formule (8), nous voyons que, d’aprés ce que
I'on vient de démontrer, AIl, — t est une quantité positive qui, pour « non nul,
ne peut s’annuler, et cela suffit, & condition que o* ne soit pas une quantité infi-
niment petite par rapport & €, pour que All, reste positif pour toutes les valeurs
suffisamment petites de o.

Nous ne pouvons pas affirmer ce dernier fait, quand «* est une quantité infini-
ment petite par rapport & {, car alors < peut contenir des termes par rapport
auxquels a* sera une quant‘ité infiniment petite. Donc All; — 7 ne déterminera pas
le signe de AlIl; quand, dans I'expression (7), tous les ¢} sont nuls, a Iexception

de 2 (nous pouvons toujours supposer ¢7 égal a zéro). Mais on peut se convaincre
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facilement que ce cas ne présente aucune difficulté sérieuse. En effet, si lous
les ¢, & 'exceplion de ¢}, sont nuls, alors, comme on le voit par la formule (1)
du Chapitre précédent, on peut trouver un ellipsoide de Jacobi, pour lequel
I’écart entre la surface du liquide et sa surface soit une quantité infiniment petite
par rapport a {, et, au lieu de Pellipsoide («), on pourrait prendre cet ellipsoide
pour passer de l'ellipsoide de révolution a la surface du liquide. On voit par 13
que le cas considéré ne peut se présenter, si « est déterminé par la condition que
Iécart, entre la surface du liquide et la surface de I'ellipsoide («), soit le plus petit
possible.

Nous arrivons donc définitivement a la conclusion que V'ellipsoide de révolu-
tion de Jacobi est une figure d’équilibre stable.

Par suite, le résultat essentiel du Chapitre III (n° 14) peut étre énoncé main-

tenant comme il suit :

Tous les ellipsoides de révolution planétaires, dont les excentricités ne dé-
passent pas Uexcentricité de Uellipsoide de révolution de Jacobi, sont des
Sigures d’équilibre stables.

THESES .

L 1l n’existe aucune figure d’équilibre, pour laquelle I'énergie totale puisse
atteindre sa plus petite valeur possible pour une valeur donnée non nulle du
moment des quantités de mouvement.

Il. La vitesse angulaire étant nulle, s’il existe une figure d’équilibre, pour
laquelle I’énergie potentielle des forces newtoniennes atteint sa plus petite valeur
possible, cette figure est stable en ce sens que, aprés que 'on a communiqué aux
molécules du liquide des déplacements et des vitesses sulfisamment petits, la
déviation de la figure du liquide a partir de la figure d’équilibre et la force

() D’aprés I'usage adopté dans les Universités russes, tout travail qui représente ce que
Pon appelle en France Thése, et ce que 'on appelle en Russie Dissertation, doit étre accom-
pagné d’un certain nombre de propositions énoncées sans démonstration. Ces propositions,
qui constituent ce que 'on appelle en Russie Théses, ne sont le plus souvent que des com-
pléments & ce qui a été développé dans la Dissertation. Mais elles peuvent se rapporter aussi
a une tout autre branche de la Science. L.
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vive du mouvemenl qui s'ensuit ne surpasseront pas des limiles assignées

a I'avance et aussi petites qu’on veut, pendant toute la durée du mouvement ().

HI. En entendant par J, le minimum du moment des quantités de mouvement
pour les ellipsoides de Jacobi, désignons par J; le produit de J, par le
nombre 1,2...(1,28). Cela posé, & loute valeur du moment des quantités de
mouvement, qui est inférieure a J, il correspondra une figure ellipsoidale d’équi-
libre stable, et cette figure sera celle a trois axes inégaux, dés qu’une telle figure
d’équilibre est possible,

IV. Etant donné un entier n quelconque, surpassant 2, on peul trouver
. n . P . .
-+ surfaces algébriques d’ordre n infiniment voisines de celles des figures

ellipsoidales d’équilibre et vérifiant, & une premiére approximation, la condition

d’équilibre. Parmi les figures délimitées par ces surfaces, wne est infiniment voi-

. . . n . . ..
sine d’un ellipsoide de Jacobi, et les E — -1 autres sont infiniment voisines des
2

ellipsoides de Maclaurin.

(1) L’auteur a établi depuis que le minimum de I'énergie potentielle ne peut avoir lieu
que pour la sphére (Commaunications de la Société mathématique de Kharkow, 1*® série,
1886). Il en résulte que, s’il existe une figure pour laquelle l’énergie poltentielle atteint
su plus petite valeur possible (valeur dont 'existence est évidente), cette figure ne peut
¢tre que sphérique. Voir, a ce sujet, une Note de M. Poincaré, insérée dans les Comptes
rendus pour 1887 (t. GIV). M. Poincaré donne i cette proposition un autre énoncé. Mais
auteur croit que I'énoncé précédent est plus conforme & ce qui est établi. L.



