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SUR LES

ÉQUATIONS DE LA GÉOMÉTRIE
ET LA

THÉORIE DES SUBSTITUTIONS ENTRE n LETTRES,

PAR M. EDMOND MAILLET.

INTRODUCTION.

M. Jordan a montré, dans son Traité des Substitutions ( Livre III, Chap. III ),
que l’on pouvait former pour un grand nombre d’équations, qui interviennent
dans la détermination de points, courbes ou surfaces remarquables en Géométrie,
un groupe r de substitutions contenant le groupe G de ces équations.

I. D’autre part nous avons fait voir (Assoc. franç. pour l’avancement des
Sciences, Mémoires du Congrès de Saint-Étienne, I897, p. Igo) que, si une équa-
tion à coefficients réels possède 2k racines imaginaires exactement, son groupe
contient une substitution d’ordre 2 à k cycles permutant deux à deux les racines
imaginaires conjuguées; nous avons indiqué (’ ) plusieurs applications de ce théo-
rème.

Le présent Mémoire a pour objet : i° des perfectionnements ou des complé-
ments à apporter aux théories de M. Jordan sur les équations de la Géométrie;
2° l’application de notre théorème ci-dessus, principalement à ces équations.
En particulier, nous obtenons les résultats suivants :

II. Soient les congruences

(1) Association française, loc. cit.; Comptes rendus, décembre 18g8, et Journal de

Mathématiques, 18gg, p. 205-2I6.



278
. (p=i, 2, ...,~ /’, /’~ donnés, /~>a), et /~ lettres caractérisées par les q in-
dices .r~ ~2? ... , ~ Soit C un système quelconque de /’j de ces lettres,
distinctes ou non, dont les indices forment une solution de ces congruences :

Quand r est exacte d’un nombre l’ensemble des
substitutions entre les rq lettres qui permutent entre elles toutes ces 

est le groupe r dérivé du G" des substitutions linéaires

gènes

et du groupe G’ des substitutions

où a, , ..., aq prennent (mod r) toutes les valeurs possibles multiples de 
o étant le plus grand commun diviseur de r et r1 .

Ce théorème comprend, comme cas particuliers, plusieurs théorèmes de

M. Jordan (~). Il est encore exact quand r~~ = 3, c~ = 2, r~ = 6.

III. Notre propriété 1 pose la question de la détermination de la classe des
substitutions d’ordre 2, ou même de la classe d’un groupe quelconque, en vue
des applications à la théorie des équations et à la Géométrie. Aux résultats déjà
connus nous en ajoutons quelques-uns relatifs à la classe des substitutions des
groupes linéaires, abéliens, etc. Ainsi, le groupe linéaire génér°al de degré
à n indices (mod ~p premier quelconque ) est de classe - 

.

Nous indiquons une méthode générale pour la détermination de la classe des
substitutions d’un groupe et de la classe de ce groupe; nous en faisons applica-
tion au groupe de l’équation aux 27 droites des surfaces du troisième degré, dont
les substitutions d’ordre 2 déplacent 24, 20 ou 12 lettres; au groupe de l’équation
aux 28 tangentes doubles des quartiques générales; au groupe de l’équation aux
2~ points, autres que les points d’inflexion, où une cubique générale a, avec une
conique, un contact du cinquième ordre : les substitutions de ce groupe déplacent
27, 26, 24 ou 18 lettres.

IV. Ce qui précède, joint à I, nous donne un certain nombre d’applications
géométriques immédiates aux points d’inflexion des cubiques, aux cubiques
ayant un contact du troisième ordre en 3 points avec une quartique générale, aux

(1) ) Traité des Substitutions, Li~~re III, Chap. III.



63 coniques (~ ~ tangentes en 4 points (dont un réel choisi arbitrairement) à une
quartique générale réelle, aux 16 plans stationnaires d’une courbe gauche du

quatrième ordre, aux plans tangents et aux points singuliers de la surface de
Kummer, aux 27 droites des surfaces du troisième degré, aux 28 tangentes
doubles d’une quartique, etc.
Nous disons quelques mots des applications de la théorie des groupes de substi-

tutions aux constructions par la règle ou la règle et le compas.

V. Nous sommes conduit incidemment à revenir sur les substitutions opérées
par les substitutions d’un groupe G de degré d entre les combinaisons ’1 à v de
ses lettres :

10 Si d .- v’lz - I (h entier > o), et si G est transitif entre les combinai-

sons v à v de ses d lettres (03BD ~ d 2), il est transitif entre les combinaisons v’ à v’

de ses d lettres quand v’ v; il en est de même pour d quelconque quand v’~ r,

2° Soient G, de degré d quelconque, transitif en tre les combinaisons v à v de ses

d lettres 2 ~ v ~ ~ ~ le plus grand nombre premier inférieur à d -- 2 et > ~ : :
on a forcément v ~ d - . P Quand d >_ 40, v Cà ~; quand d  4o ~ v ~ 8; quand
1 1  d  g. v ~ ~ (log d~= (~’~.. "

3° Si G, de degré d quelconque, est transitif entre les combinaisons v à v de

ses lettres 2 ~ v ~ - , il est primitif.
Il existe des groupes transitifs entre les combinaisons v à v (v = 2 ou 3 ) de

leurs lettres et qui ne sont pas v fois transitifs.

VI. En terminant, nous indiquons un certain nombre de sujets à traiter,
comme suite de notre Mémoire (3~.

(1) Parmi ces coniques, s’il y en a une d’imaginaire, il y en a 32, 48 ou 56.
(-’) Cette formule a été obtenue à l’aide des Tables de nombres premiers. Le logarithme

est un logarithme ordinaire. 
(3) Sa lecture exige des connaissances assez étendues : : Traité des Substitutions de

M. Jordan premières pages), Fonctions algébriques de MM. Appell et Goursat ou
Fonctions abéliennes de Briot, un Mémoire de Clebsch (J, de Crelle, t. 63, p. I89) ou
les Leçons sur la Géométrie de Clebsch et Lindemann, traduction Benoist (passim),
Algèbre supérieure de Serret (passim); enfin un coup d’0153il au moins sur les Mémoires
de M. Jordan ou de nous, que nous citons.
Un résumé de ce Mémoire a été communiqué à l’Académie des Sciences de Paris (Comptes

rendus, m avril I904, p. 8gi et I0I2).



I.

Nous avons obtenu antérieurement le théorème suivant ( ~ ~ :

THÉORÈME I. - Si une équation irréductible de degré n à coefficients réels
a exactement av racines imaginaires x, ... ,X2V conjuguées), son
groupe contient la substitution (x, .Z’2 ) ... (,Z’~y_~ 

En effet, soit f (x) = o une équation algébrique à coefficients rationnels réels,
ces coefficients pouvant dépendre rationnellement d’un certain nombre de para-
mètres k2, ... arbitraires. D’après un théorème connu (2), il existe entre

les racines de l’équation un groupe G de substitutions tel que tonte fonction F
rationnelle des racines et des paramètres dont les substitutions de ce groupe
n’altèrent pas la valeur numérique (3) soit rationnellement exprimable en fonc-
tion des paramètres; et, réciproquement, que toute fonction rationnelle des ra-
cines et des paramètres, rationnellement exprimable en fonction des paramètres,
ait sa valeur numérique inaltérée par les substitutions de G. Or on sait qu’on
peut toujours former une fonction rationnelle des racines de l’équation proposée,
dont la valeur numérique soit invariable par les substitutions d’un groupe quel-
conque r entre les racines, et variable par toute substitution n’appartenant pas
à r. On dit que cette fonction appartient au groupe r. Une fonction apparte-
nant à G est rationnellement exprimable.

Ceci posé, n’attribuons k2, ... que des valeurs réelles; ~"2? ..., xn)
une fonction rationnelle des racines et des paramètres rationnellement expri-
mable et appartenant à G : la valeur numérique de 03C6 est réelle et reste invariable

quand on change i = ~/- I en - i dans celle des racines , x~ ..., Xn qui sont
imaginaires. Soient x,, x~, ..., x2V (v  o) les 2’1 racines imaginaires de

f (x) = o que l’on suppose ne pas avoir toutes ses racines réelles, et X2k

étant conjuguées. Le changement de i en - i X2, ... , , xn) revient à y
opérer la substitution

(1) Association française pour l’avancement des Sciences, Mémoires du Congrès de

Saint-Étienne, 1897, p. ig5. Pour la clarté, nous reproduisons ici la démonstration, sous
une forme toutefois un peu plus générale. Dans cette première démonstration, il faut sup-
primer l’avant-dernière ligne de la page 195 : « et le groupe de etc. ».

(2 ) JORDAN, Traité des Substitutions, p. 257 et 

(3) La valeur numérique de F est la fonction de ki, k2, ... à coefficients numériques, que
l’on obtient quand on substitue aux racines leurs expressions en fonction de kt, k2, ....



en sorte que S laisse la valeur numérique de 03C6 invariable, et appartient à G.

C.Q.F.D.

Nous avons fait connaître (i) une série d’applications de ce théorème à la

théorie des équations algébriques. Nous nous proposons, dans ce qui suit, d’en

indiquer de nouvelles, en nous occupant principalement d’équations que l’on ren-
contre en Géométrie ( 2 ).

II.

Rappelons d’abord quel est le principe des applications faites par M. Jordan
de la théorie des substitutions à un certain nombre d’équations de la Géométrie.

Supposons que des points, lignes, surfaces, etc. en nombre fini d soient déter-
minés par une équation X = o de degré d et de racines inégales, à laquelle satis-
feront, par exemple, les coordonnées x des points, ou un des paramètres des
lignes ou surfaces, les autres coordonnées ou paramètres s’exprimant rationnelle-
ment en fonction des racines. L’équation X = o pourra d’ai lleurs contenir un cer-
tain nombre d’arbitraires k. , k2, ... que nous adjoindrons au domaine de ratio-
nalité en les supposant réelles.
Admettons que les solutions (points, lignes on surfaces) soient liées entre elles

par certaines relations géométriques, c’est-à-dire, par exemple, que la connais-
sance de k d’entre elles entraîne, grâce à une propriété géométrique connue, la
connaissance d’une (k + au moins. Exemple : si l’on se donne deux points
d’inflexion d’une cubique plane, on sait que la droite qui les joint coupe la cu-
bique en un troisième point, qui est d’inflexion. Cette propriété se traduit entre
les coordonnées x ou les diverses valeurs d’un paramètre par une ou plusieurs
relations R = o, que nous supposons toujours rationnelles, par suite, si l’on veut,
entières. Les fonctions R des racines de X = o et des arbitraires réelles k~, ...
ont une valenr numérique rationnelle, puisque cette valeur est o. Le groupe G de
l’équation X = o doit donc laisser numériquement invariable la valeur de R :

autrement dit, le groupe de X= o est contenu dans le faisceau. ou ensemble r

commun aux fonctions R, c’est-à-dire l’ensemble des substitutions laissant inva-
riables simultanément les valeurs numériques de ces fonctions.
La considération de toutes les relations R = o connues dans le problème pourra

nous donner ainsi un faisceau T’ > G et contenant G. Si tous les coefficients de

( 1 ) Association loc. cit.

( 9 ) JORDAN, Traité des Substitutions, Chap. III, p. 3o t . Il y a quelques années Jordan,
à qui nous avions communiqué le théorème I, nous avait engagé à en chercher des applica-
tions géométriques.



X = o, ainsi que ~~,,, ... ° sont réels, il suffira que r (i) ne contienne pas le
groupe alterné de degré d pour que notre théorème 1 puisse donner une propriété
géométrique intéressante ou remarquable des points, lignes ou surfaces au point
de vue de la réalité : si ces points ne sont pas tous réels, il y en aura au moins
n imaginaires, n étant la classe de r (c’est-à-dire le nombre minimum de lettres
que déplace une substitution de r).
Supposons que l’équation X = o (rencontrée en Géométrie ou ailleurs) ait

( 1 ) Ou même le faisceau r1 d’une des équations R = o, qui contient r, par suite G.
Ce faisceau l’1 n’est pas forcément un groupe : ainsi, soient trois points d’inflexion en ligne

droite ri, x2, x3 d’une cubique générale R == ~(xl, x?; x3) = o, la relation exprimant que
ces points sont en ligne droite; R est invariable par les substitutions du groupe linéaire
( mod 3) à deux indices, et par les substitutions du groupe symétrique entre x~, ..., x9. Le

groupe dérivé est le groupe symétrique de 9 éléments entre xi, ..., x9, qui ne laisse pas
invariable la valeur numérique de R = o, car la substitution donne R ~ o.

Ceci pose ainsi ce problème général très intéressant : :
Quelles conditions doivent remplir plusieurs fonctions R = o pour que le faisceau

comniun r forme un groupe (comp. Teoria delle Sostituzioni, 1885,
p. 220, ou NETTO, Substitutionentheorie, Tripelnsysteme).
Nous nous contenterons de quelques indications à ce sujet.
Soient k relations R = o, R’ = o, , .., formant un système E, entre les racines d’une équa-

tion X== o, à racines distinctes, de groupe G, F le faisceau des substitutions entre ces ra-
cines laissant numériquement invariable chaque fonction de E : F contient G.

Soit S une substitution de F : en l’opérant sur E, on obtient un nouveau système de .

relations qu’on peut représenter par ES; le faisceau ~ correspondant à ES n’est autre que
le faisceau S-1F formé du produit de S- 1 par les substitutions de F; car S-l F appartient
à ~, et, si E est une substitution de ~, SX laisse chaque fonction de E numériquement inva-
riable et appartient à F, par suite S à S-l F ; S-1F contient G.

Soient i, S, S’, ... les substitutions de F : l’ensemble des systèmes E, ES, ES’, ... forme
un nouveau système dont chaque fonction est numériquement invariable par les substi-
tutions d’un faisceau ce faisceau est évidemment formé des substitutions communes à

F, S-l F. S’-lF, ... ; Fi contient G.
On opérera sur Ei et Fi comme on l’a fait sur E et F, et ainsi de suite. Le nombre des

fonctions algébriquement distinctes de E, Ei, ..., Ej ne pouvant augmenter indéfiniment

avec j, on finira par obtenir un système E~ et un faisceau F j de substitutions 1, Sy, S~, ...

tel que EjS’j = Ej, ..., S-1j Fj = Fj, S’-1 j Fj = Fj, ...; Fj est alors évidemment
un groupe dont les substitutions permutent entre elles les valeurs algébriques des fonctions
de Fy contient G. Ej sera alors ce qu’on peut appeler un système complet, c’est-à-dire
un système de fonctions tel que les substitutions du faisceau laissant numériquement
invariable chaque fonction du système permutent exclusivement entre elles les valeurs

algébriques de ces fonctions. 
Un système complet qui ne contient aucun système complet plus petit sera dit irréduc-

tible.

Tout système de relations conduit, par le procédé ci-dessus, à un système complet dérivé
et à un groupe corrélatif.



exactement 2v racines imaginaires, x,, ..., x~v ~x.~k_~ et étant conju-
guées); G contient (théorème 1)

Pour savoir combien X = o peut avoir- de racines imaginaires, il suffira de

connaître la classe [c’est-à-dire le nombre de lettres déplacées ( ’ )] des substitutions
d’ordre 2 de G.

Soient 2~,,, 2À2, ..., 2~~a ces. diverses classes; il n’en résultera pas forcément

que X =o peut avoir, suivant la valeur des coefficients, supposés racines

imaginaires (i == 1, 2, ..., x); mais il en résultera forcément que, si ~X = o a

2 j racines imaginaires, y est lln des nombres o, 03BB1, ..., , i,a. Autrement dit,

parmi les points, courbes, etc., en question, il y en aura d, d - 2~,,, ..., ou

réels, quelques-uns de ces x + r cas pouvant d’ailleurs ne pas se présenter.
A défaut de la connaissance du groupe G, on pourra résoudre le même pro-

blème pour un faisceau ou un groupe r contenant G.

Enfin, la détermination de la classe de G ou f donnera une limite inférieure
des )Bj.
Les applications algébriques et géométriques du théorème 1 nous conduisent

ainsi à ces deux vastes problèmes dont le second a déjà fait l’objet de travaux de
11I. Jordan et des nôtres : :

i ° Déterminer les classes des substitutions d’ordre 2 d’un groupe G; ;
2° A défaut, pour avoir une limite inférieure de ces classes, trouver la

classe de G ou une limite inférieure de cette classe.

III.

REMARQUES GÉNÉRALES SUR LES GROUPES G.

On peut établir, dans des cas étendus, que le groupe G ou le faisceau r n’est
ni symétrique ni alterné.
En effet :

1° Supposons que l’une des relations R==o exprime que trois points x.~, x~

sont en ligne droite, sans que les d points y soient : on aura une certaine relation
x_~, X3) = o. Une substitution S du groupe G ou de r, opérée snr cette

équation, donne la nouvelle relation x’2, x’3) = o exprimant que les trois

points x:~, sont en ligne droite. Le groupe G ou r ne pourra contenir
toutes les substitutions circulaires d’ordre 2 on 3, car il contiendrait ou

(1) NETTO, J. für lYlath., t. 



(i ~ 1, 2, 3) permettant de faire succéder à x3 me autre quelconque
des racines, et tous les points Xf, ..., Xd seraient sur une même ligne droite.
Même, le sous-groupe de G on le sous-faisceau de r, qui laisse x, et X2 immo-
biles, ne peut être transitif sans que les d points soient en ligne droite.

Si trois des points déterminés par X .- u sont en. ligne droite, ces d points
n’étant pas tous en. ligne droite, le groupe de X = o n’est pas plus de

, 

deux fois transiti f.
Ou encore : :

Si l’on peut trouver sur une courbe algébrique C = o d points dont les
abscisses sont distinctes et sont les racines d’une équation algébrique X = o
de degré d à coefficients rationnels par rapport aux coefficients de C supposés
réels et si trois de ces points sont en ligne droite, sans que les d points y soient,
le groupe de X = u n’est pas plus de deux fois transitif.

Si le groupe de X = o est deux fois transitif la droite menée par deux quel-
conques des points en question passe par un troisième.

20 Supposons que ). des points déterminés par X = o doivent être sur une
même courbe de degré , avec (1) 1 = (  + 3)  03BB; x1, x2, ’.’? par

exemple, sont liés par une relation f (x f, x2, ..., x03BB) = o ; G n’est pas plus de
u, fois transitif à moins que les d points soient sur cette courbe.

Si À des d points sont sur une même courbe de de g ré N~ î,> ~~f 2 + 3) = , ~, , ,
sans que (=) les d points y soient, le groupe de X == 0 n’est pas plus de 1 fois
transitif; même le sous-groupe des substitutions de X = o qui laissent u, de ces
points immobiles ne peut être transitif entre les autres (v).

Ainsi, quand N.= 2, ~,, = 5 : si six des points sont sur une conique, sans que
les d y soient tous, le groupe de X = o n’est pas plus de cinq fois transitif.

( 1 ) Une courbe algébrique de degré  est déterminée par Il’

aura ici de relation entre les ri, ..., Xd que si 
0 (  + 3) 2  03BB.

(2) Cette restriction est essentielle, car le problème de l’intersection de deux courbes de

degrés m et n conduit, en général, à une équation de degré mn. Pour n =1, cette équation
peut donner une équation X = o de degré ni dont le groupe est symétrique; exemple :
intersection d’une courbe générale de degré in avec x = o. L’équation est

équation générale de degré m.

(s) C’est-à-dire entre les abscisses des autres.



Voici des applications à des cas connus :
La droite qui passe par deux points d’inflexion arbitrairement choisis d’une

cubique passe par un troisième; le groupe ( ~ ) de l’équation X = o aux abscisses
de ces points d’inflexion n’est pas plus de deux fois transitif.

Soit une quartique générale C~ : on sait (2) qu’il y a 63 systèmes distincts de

coniques tangentes en quatre points à la quartique (en laissant de côté les droites
du plan). Un point de contact M, pour ces coniques étant choisi arbitrairement

(l’abscisse de ce point jouera dans X = o le rôle d’un paramètre ki ), les trois

autres points de contact d’une conique forment 63 systèmes distincts; un des

paramètres de la conique dépend d’une équation de degré 63.

Or, pour trois valeurs de k. , ces coniques forment trois ensembles de 63 sys-
tèmes ; en prenant une conique au hasard dans les deux premiers ensembles, et
une convenablement choisie dans le troisième, on obtient douze points de contact

qui sont sur une cubique.
On peut aussi considérer trois valeurs de k, identiques : les trois ensembles de

63 systèmes se réduisent à un seul et la cubique a trois points confondus en Mi
avec la quartique. Ainsi, soient les 63 coniques distinctes qui touchent la quar-
tique en quatre points, dont un M1 choisi arbitrairement; on peut prendre au
hasard deux de ces coniques, faire passer par leurs points de contact et par M~
une cubique ayant un contact du deuxième ordre en M~ avec la quartique; cette

cubique coupe la quartique en trois autres points qui sont les points de contact
autres que Mi d’une autre des 63 coniques.

Soit alors X = o l’équation qui détermine ces 63 coniques (l’inconnue étant,
par exemple, un des paramètres) : la propriété ci-dessus se traduira entre trois ra-
cines a2, a3 de X = o, par une condition û(a,, a~, a3) = o, où ai et a2 sont
arbitraires. Donc le groupe de X = o est au plus deux fois transitif.

IV.

LE GROUPE LINÉAIRE DANS LES ÉQUATIONS DE LA GÉOMÉTRIE.

Dans un grand nombre de théorèmes relatifs à l’application des fonctions ellip-
tiques ou abéliennes à la Géométrie, en particulier dans plusieurs de ceux ind{-

qués par Clebsch ( 3 ), l’équation algébrique X = o dont dépend le problème est

( 1 ) JORDAN, Traité des subst., p. 30~.

(2) Voir HESSE, .%Ll1’n. de Crelle, t. 49; CLEBSCH, id., t. 63, p. 2Iu; APPELL et GOURSAT,
Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales, 1895, p. 497.

(3) Journ. de Crelle, t. 63 ; voir aussi JORDAN, Traité des subst., p. 302 et suive



déterminée par des relations ( 1 ~

Le problème de l’inversion de Jacobi détermine p des points, courbes, etc. en
fonction des 03B42014p autres choisis arbitrairement, par une équation de degré r2p,
irréductible ou non. On en conclut, si l’on représente par (2) ..., 

(modr) les racines, que le groupe G de X ‘ o laisse invariable l’ensemble des
solutions des congruences

où les x/1 peuvent être tous identiques aux ( j ~ j’) quel que soit p.
Pour plus de généralité, nous supposerons p = i, ~, ..., ~, où q est pair ou

impair, et nous déterminerons le groupe r des substitutions laissant invariable
l’ensemble des solutions du système de congruences

quand c~ = Zp, Il contient G.

Soit Xi’ ..., ..., ..., une solution : si nous ajoutons simul-
tanément à x’1, ..., un même nombre rl..j, à x’2, ..., un même nombre

dès que r, o o (mod r), en particulier, quel que soit ap, si r, - o (mod r).
r contient alors toutes les substitutions

telles que a,, ..., aq soient des multiples de ’-, ~ , , étant le plus grand commun
diviseur de n et de ri . Ces substitutions forment un groupe G’, d’ordre 

Considérons, de même, la substitution linéaire homogène

( 1 ) Pour les notations, voir le Mémoire de Clebsch ou la Théorie des fonctions algé-
briques de Appell et Goursat, p. 497, par exemple.

(2) x1= î,l, > ..., ~,~,~ xp+1= li, > ..., x~~ = 



et opérons-la dans le premier membre de la congruence (i), on obtient

qui, d’après (i), esL quel que soit p. Le groupe F contient, donc

toutes les substitutions du groupe linéaire (mod/’) à ~ indices non homogène
quand et, quand toutes les substitutions du groupe
linéaire homogène G~, qui ne déplacent pas la racine dont tous les indices sont
zéro.

Désignons par ~, ..., ~ les lettres (i, o, ..., o), (o, i~ o, ...y o)~ ...,

(o, ...,o, t) (pour quand y ~~)~ premier),

Les transformations (2) qui laissent ~ ~~ ..., ~ immobiles sont de la forme

On le voit en remarquant que cette forme est vraie pour i = 0, et que, si on la

regarde comme exacte sans spécifier la valeur de i, les substitutions qui laissent
~3,, , Il .., i.mmobiles sont comprises parmi les substitutions ~3), et, pour elles
évidemment,

Soit S une substitution de f qui laisse immobile (o, o, ..., o) = ~o. Le groupe
des substitutions (2) contient la substitution

où rJ..j, ..., aq sont arbitraires, pourvu que l’un d’eux soit premier à r; car si, par
exemple, est premier à r, iJ suffit de considérer la substitution qui laisse inva-
riable x2, ..., Xi-t, ..., xq, et qui remplace xi par x,. C’est une substitu-
tion, car le déterminant est égal à ± ai premier à r.



Je dis, d’autre part, que S doit substituer à l’une des lettres ~, == (1, o, ..., o),
... une lettre A dont un indice est premier à r (c’est-à-dire à p,).

En effet, ceci est évident si r est premier, puisque [3o est la seule racine dont
tous les indices sont (modr). Supposons r non premier.

Considérons les congruences (i) : ces congruences admettent, en particulier,
des solutions telles que

tous les 2) étant nuls (modr). S laissant fin invariable permutera entre
elles les solutions de ces congruences (5); supposons que S substitue à ~, une
lettre dont les indices sont tous non premiers à r: (1,0, ..., o) et (l’-I, o, ..., o)
étant solutions simultanées de (5) (ici n? 4), (r - t, o, ..., o) _ (-1, u, ..., o)
est aussi remplacée par une lettre jouissant de la même propriété : si S remplace
(t, o, ..., o) par (ç 1, ..., ~~), elle remplace (- t, o, ..., o), par (- ~,, , ..., 

- 

.

Nous supposons n, > 3.’ Les congruences (i ) admettent encore des solutions
telles que

ces congruences sont t satisfaiLes pour

Donc (- 2, o, ..., o) est remplacé par une lettre ayant tous ses facteurs non pre-
miers à r ; par suite aussi (2, o, ..., o), d’après (5). Si l’on prend

on voit qu’il en est de même de (- 3, o, ..., o) et (3, o, ..., o), etc. Donc, ceci i
a lieu o, ..., o) quel que soit Xt. De plus, d’après le même raisonnement,
les lettres ~x,, o, ..., o) sont remplacées par des lettres dont le indice a avec r

un plus grand commun diviseur, qui est une puissance de p,.
Si la même chose n’avait pas lieu pour (o, 1,0, ..., o), c’est-à-dire si

(o, i, o, ...,0) = ~2 était remplacée dans S par une lettre d’indices non tous divi-
sibles par Pi’ S substituerait à ~~ une lettre dont un indice est premier à r la per-
mutation des indices X2 et x~ i nous permettrait de raisonner comme dans le cas
où S substitue A (p. 28g) à ~,, etc. Finalement, les indices étant convenablement

choisis, si S ne substitue pas à ~, une lettre A, on peut admettre que

sont remplacées par des lettres à indices tous non premiers à r~.


