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COURBES TRACEES SUR LES SURFACES,

Psr K.-M. PETERSON.

Traduit du russe par MM. Eugéne COSSERAT et Henri FRENKEL,

Professeurs a 1’Université de Toulouse ().

1. — Svur LES cOuURBEs CONIQUES ET CYLINDRIQUES TRACEES SUR LES SURFACES.

Par chaque courbe tracée sur une surface donnée, nous pouvons faire passer
une surface développable de telle sorte qu’elle touche la surface donnée suivant
la courbe donnée. De la forme de la courbe dépend évidemment la forme de la
surface développable circonscrite ; nous donnerons a la courbe le nom de courbe
conigque si cette surface circonscrite est un cone, de courbe cylindrique si c’est
un cylindre. N

Par conséquent, une courbe conique tracée sur une surface est évidemment le
Lieu géoméirique des points de contact des tangenles menées a la surface d'un
point (du sommet du c6ne). Des tangentes paralléles entre elles touchent la sur-
face suivant une courbe cylindrique.

La surface développable circonscrite a la surface donnée suivant une courbe
donnée est I'enveloppe d’un plan qui glisse le long de la courbe donnée en tou-
chant la surface donnée.

Si le plan glisse ainsi sur une courbe conique, il passe constamment par un
point fixe (le sommet du céne); dans son mouvement le long de la courbe cylin-
drique, le plan reste dans Loutes ses positions parall¢le & une droite fixe.

(1) Le Mémoire original intitul¢ : O KpPUBLIXD Ha IOBEPXHOCTAX®H a paru dans le
Tome II (p. 17-44) du Recueil mathématique (MATEMATUYECKIH CBOPHHEKT) publié par la
Société mathématique de Moscou;; il est formé de deux Parties qui, d’aprés des indications
adjointes a leurs titres, ont été lues respectivement le 19 novembre 1866 et le 18 mars 1867.
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Il en résulte que les nornales d’une surface le long d’une courbe cylindrique
sont paralléles 4 un plan parce que ces normales élant perpendiculaires au plan
glissant sont en méme temps perpendiculaires a la droite fixe a laquelle le plan
glissant reste paralleéle.

Equations générales des courbes coniques et des courbes
qui leur sont conjugudées.

Supposons que les coordonnées z, y, s des points de la surface soient expri-
mées en fonction de deux variables p et g telles que, aux valeurs constantes de la
variable ¢, correspondent des courbes coniques g = const. et aux valeurs con-
stantes de la variable p des courbes p == const. qui leur sont conjuguées. D’aprés
la définition des courbes conjuguées p = const. et ¢ = const., le plan tangent de
la surface, qui glisse suivant une courbe quelconque ¢ = const., doit, dans deux
positions successives, se couper suivant la tangente & la courbe p = const., dont

les cosinus sont proportionnels a

dz  dy 93
dg° g’ Iq

Daprés la définition des courbes coniques, le plan glissant enveloppe un cone
et, par conséquent, dans deux positions successives, il se coupe suivant la géné-
ratrice du cone; d’olt nous concluons que les cosinus de la génératrice du cone
sont proportionnels a

dx Jdy 0Oz
dg’ 9q’ g

Désignons par o, 3, v les coordonnées du sommet du cdne circonscrit a la sur-
face suivant la courbe ¢ = const.; les grandeurs «, 3, v seront constantes pour
des valeurs constantes de la variable ¢, c’est-a-dire ce seront des fonctions arbi-
traires de ¢. Les cosinus de la génératrice du cone passant par le sommet «, 8, y
et par le point 2, y, 5 considéré sur la surface seront proportionnels & o — z,
8 —y, 7 — 3, dolt nous concluons que :

Jz 9y 93
d9 _ dq _ g
a—z Py y—s

L. 1 du . , S 7 17
Demgnant ce rapport par P 5;; ou u <e|:, par consequent, aussi 7 @> est



SUR LES COURBES TRACEES SUR LES SURFACES. []7

une fonction absolument arbitraire des variables p et ¢, nous avons

dyq 1 du Jdu dr _ du

— = - = ou o

ao—x  udqg x%—i—ua;_ 97’
ou, en intégrant par rapp(l)rt agq,

xlt:faz—;dq + a,

ol @ est'une fonction arbitraire de la variable p. De cetle facon, nous avons les

équations générales suivantes des courbes conigues :

a—+ oc;lcqu

r q9

u

T ou
(1) ,_b+./*35'dq
)= u ’

* du
7= ,

ou 2, (3, v sont des fonclions arbilraires de ¢; a, b, ¢ des fonctions arbitraires
de p el u une lonction arbitraire de p et ¢.

Les courbes ¢ = const. seront ici coniques, les courbes p = const. leur seront
conjuguées.

Donnons, dans les équations (1), a la fonction arbitraire = f(p, ¢) la valeur

particuliére

u=J(p)+9(q)
ou, pour abréger,
u—e-+e,

et remarquons que
du , de
aa'q-d(] _fad—qdq,

par suite de la fonction arbitraire «, sera une fonction arbitraire de ¢; en dési-

., . . , . "~ de
gnant cette intégrale simplement par o et de méme en désignant j ‘Sd_qdq par B3,

de , . .
YZ{}dq par ¥, nous obtenons les équations suivantes :

a-+ o b
(2) o=t L _b+B oty
e+¢ e—+¢ e+
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qui renferment huit fonctions arbitraires : a, b, c, e de la variable p et «, B, Yy e
de la variable ¢g. De la symétrie de ces équations par rapport aux fonctions des
deux variables, il résulte que non seulement les courbes ¢ = const., mais encore
les courbes p = const. seront coniques et il n’est pas difficile de s’assurer que
celte symétrie ne peut étre oblenue que par la substitution de v = f(p) + o(q)
el que, par conséquent, les équations (2) seront les équations générales des sur-
faces sur lesquelles deux systémes de courbes coniques sont mutuellement con-
juguées.

Equations générales des courbes cylindrigues et des courbes
qui leur sont conjugudes.

Les courbes cylindriques constituent un cas particulier des courbes coniques.
Rappelons que, dans les équations (1), «, B3, y désignent les coordonnées du
sommet du cone circonscrit, lequel doit s’éloigner a 'infini lorsque le cone se

transforme en cylindre. Remplacant, dans 'équation (1), o, 8, y par k2, k8, kv,

et la fonction arbitraire u par 7 +1, nous obtenons

du
a -+ ad—(]a’q

Z 4+
— 41
k
En supposant maintenant infinie la constante &k, nous obtenons les équations

générales suivantes des courbes cylindriques :
T du du du
; = — =1 —_— 5= —
(3) x a+focdq dq, y )+f@dq dg, C-i—fydq e,

ou, comme auparavant, @, b, ¢ sont des fonctions arbitraires de p, 2, B, v des
fonctions arbitraires de ¢, et « une fonction arbitraire des deux variables p et ¢.
Les courbes ¢ = const. sonl cylindriques, les courbes p — const. sont leurs
conjuguées.

Les équations (3) ne se transforment en équations symétriques par rapport
aux fonctions de p etde ¢ que lorsque u, comme dans le cas des courbes coniques,

aura la forme
u=f(p)+o(q).

du du du .
Dans ce cas, fv.@a’q, fﬁ;{;dq, f*{ g dgq se transforment en fonctions ar-

bitraires de ¢ que nous désignerons par a, (3, v. De cette facon, on obtient les
équations générales suivantes des surfaces sur lesquelles deux systémes de courbes
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cylindriques sont conjugués :

(4) r—=a+oa, y=b+p, s=c+y;

ici @, b, ¢ sont des fonclions arbitraires de p, et o, 3, v des fonctions arbitraires
de ¢. Les courbes p = const. et ¢ = const. seront cylindriques et conjuguées.

Pour obtenir les équations générales des surfaces sur lesquelles les courbes
cylindriques sont conjuguées aux courbes coniques, considérons les équations (2)
des surfaces qui renferment deux systémes de courbes coniques conjuguées et
éloignons a l'infini les sommets d’un systémé. Rappelons que, d’aprés ce qui a é1é
dit & propos des équations (2), d—a : %> £ZE: Qﬁ, 4y : Ju représentent les coor-

- dq°dq” dq9dq dq° dq
données du sommet du cone passant par la courbe ¢ = const. Pour que ces
. . . . o ) . ou , g
expressions deviennent infinies, il est nécessaire que 9 s’annule, c’est-a-dire
que la fonction
u=f(p)+9(q)=e+zs

se réduise a Ja fonction e de p.
De cette facon, les équations de telles surfaces seront
a-+a b+ S o+ Y

) v)’ _- > et

€ € ¢

(3) @€ =

Ici les courbes ¢ = const. sont cylindriques, les courbes p = const. sont co-
niques et les deux systémes sont conjugués.

Courbes coniques et cylindriques tracées sur des surfaces du second ordre.

_ Toutes les tangentes menées d’un point a la surface donnée touchent cette sur-
face le long d’une courbe conique; dans le cas de la courbe cylindrique, toutes
les tangentes sont paralléles entre elles. Il n’est pas difficile d’en déduire : 1° que
toutes les courbes coniques sur des surfaces du second ordre seront des courbes
planes; 2° que toutes les courbes cylindriques seront des courbes planes dont les
plans passent par le centre.

En effet, le point 2, y, 5 de contact des droites passant par le point u, ¢, @ et
tangentes a la surface du second ordre az?—+ by?+ c32=1 satisfont-a I’équation

a

ar(x—u)+by(y —v)+cs(s—w)=o,
¢’est-a-dire a
t=axu—+byv -+ csw,
et ceci est I’équation d’un plan.

Fac. de 7., 2¢ 8., VII.

S |
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Inversement, nous trouvons, pour le sommet du cdne circonscrit & la surface
axr*+by*+cs*=1,
suivant la courbe d’intersection avec le plan

axr +By+ys—¢,
les coordonnées

o B _ ¥

T ea’ gb ec
ce sommet s’¢loigne indéfiniment lorsque ¢ = o et, en méme temps, le plan

ax+ﬁy+yz::e

passe par le centre.

Supposons les points X, Y, Z et 2, y, z de deux surfaces dans une liaison telle
qu’a chaque point z, y, 5 d’'une surface correspond sur P’autre surface un point
déterminé X = Az, Y=1py, Z=v3, ol A, 1, v sont constants; pour une telle
liaison, nous aurons les théorémes suivants :

1° Aux courbes planes d’une surface correspondent des courbes planes de
Uautre surface parce que de Uéquation du plan

ax+by+cs+e=o

résulte U'équation du plan

%X-ﬁ— £Y+ gZ—i—e:o.

2° Auzx courbes conjuguées d’une surface correspondent des courbes conju~
guées de Uautre surface. En effet, supposons que les coordonnées x, y, s
solent exprimées en fonction des variables p et q et désignons par z', z,, x',
2", zyy, ... les dérivées de x par rapporta p, aq,apetaqg, apetap,aq
et & q, ..., alors la condition d’aprés laquelle les courbes p = const. et
- g = const. sur la surface x,y,s sont conjugudes, sera

(_y’z1—y1z’)x’t+(z’a‘1—zlx’)y’l+(x’_yl'— zy')d,=o0;

en y substituant

nous obtenons la méme condition pour les coordonnées X, Y, Z.
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30 A des lignes asymptotiques d’une surface correspondent des lignes
asymptotiques sur Uautre surface. En effet, de la condition d’aprés laquelle
les courbes q = const. sur la surface z, y, 5 sont asymplotiques

(/a1 —y13) 2"+ (32— 5@ )y + (2lyy— 2 y') " =0,

J

on déduit la méme condition pour les coordonnées X, Y, 7 par la substitu-
tion
XYz
=3 ) Yy i,}., P
Rappelons que, dans une ligne asymptotique, le rayon de la section normale
est infini; son plan osculateur coincide avec le plan tangent de la surface.
Suivant chaque ligne asymptotique, deux courbes conjuguées se confondent;
l’angle de conjugaison est nul; une ligne asymptotique est conjuguée d’elle-
méme.
4° Aui courbes coniques d’une surface correspondent des courbes coniques
de l’autre surface.
5° Aux courbes cylindriques correspondent des courbes cylindrigues.

Ces deux théorémes résultent de ce que, en remplagant, dans les équations
générales des courbes coniques (1) ou cylindriques (3), les fonctions arbitraires @
et o par Aa el hx, les fonctions b et § par pb et uf3, les fonctions ¢ et y par ve
et vy, nous obtenons les mémes équations pour les coordonnées X, Y, Z que pour
les coordonnées z, y, 5.

Ces cinq théorémes peuvent encore élre rigoureusement démontrés pour la
relation entre les points z, y, s et X, Y, Z de deux surfaces qui est définie par les
équations suivantes :

_aqx+ by +cs+e
T ar+by—+cs+e

_ @x by 4 Ci5 e
T ax+by+cs+e

(6)

_azx+byy +c35+ ey
T ax+by+cs+e

ou a, a,, as, as, b, by, ... sont des constantes.

~ Ces équations représentent ’expression générale de la relation dans laquelle
a toutes les courbes planes d’une surface correspondent des courbes planes de
P'autre surface, parce que chaque équation linéaire

AX+BY+CZ+E=o,

par la substitution des expressions (6), se transforme de nouveau en une équa-
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tion également linéaire

axr +By+ys+d=—o.

Pour une telle relation, sont complétement valables les trois premiers théorémes
sur les courbes correspondantes planes, conjuguées et asymploliques; quant aux
quatriéme et cinqui¢me théorémes sur les courbes correspondantes coniques et
cylindriques, ils se confondent en un seul, parce que, dans la relation considérée,
aux courbes coniques peuvent correspondre des courbes cylindriques et inverse-
ment.

Daos le Mémoire Sur les relations et les affinités ('), nous avons mentionné
cette liaison sous le nom d'affinité des plans correspondants, et nous y avons
démontré les deux premiers théorémes pour le cas particulier ou le dénominateur
ax + by + cz 4 e devient égal 4 'unilé.

Si nous connaissons les équations des courbes conjuguées, asymptotiques,
coniques ou cylindriques sur une surface quelconque z, y, z, alors, a l'aide des
cing théorémes que nous avons démontrés, nous obtenons directement les équa-
tions de ces courbes pour les surfaces X, Y, Z, en mettant,  la place de z, ¥, s,
les expressions -J}a X, Z

. i H v

De cette facon, au moyen des équations des courbes conjuguées sur la sphére
x* 4 y*+ 32=1, nous obtiendrons les équalions des courbes conjuguées sur I’el-
lipsoide

ou bien en général sur des surfaces du second ordre, si nous donnons aux fonc-
lions et aux constantes qui entrent dans I'expression des coordonnées z, y, 5 en
fonction de p et ¢ des valeurs telles que X, Y, Z deviennent finis et réels pour des
valeurs infinies ou négatives des expressions A2, u2 ou y2.

Deux systémes de courbes qui se coupent & angles droits sur une sphére sont
conjugués et, inversement, les courbes conjuguées se coupent ici sous des angles
droits. En effet, la condition de la conjugaison des courbes p = const. et ¢ = const.
pour une surface quelconque z, y, z est

Exi+nyi+8s1=o,

.

ol §, n, { représentent les cosinus de la normale de celte surface et ol Ty, ¥y 3,

représentent les dérivées des coordonnées par rapport & p et a ¢. Celte condi-

)

(1) Recueil mathématique, t. 1 (la traduction de ce Mémoire a paru pages 5-43 du
Tome VII de ces Annales).
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tion, pour la sphére 2 4 y2+352=1, devient la suivante :

x|+ yyi+ 33, =0;
mais, en différentiant I'équation 2?4 »* 4 52=1 par rapport a p et a ¢, nous
obtenons

x4+ y'y+ 55 x|+~ yy|+s3i=0;

il en résulte que la condition de la conjugaison

ari+rvy\+z3=o0
est identique a la condilion

’ .1 e —
XXy ) Y+ 3 35=0,

dans laquelle les courbes p = const. et ¢ = const. se coupent & angle droit.

Si donc ,
r=f(p,q), y=¢e¢(rq) s=Up,q)

sont les équations générales des courbes p = const. et ¢ = const. se coupant sur
une sphére a angles droits, alors

X=Af(p,q), Y=po(p,q), Z=vy4(p,q)

seront les équations générales des courbes conjuguées sur la surface du second
ordre

A

2 Y2
72+—7+ =1,

N
)

w
<
19

—_—

Soient a, 3, v, «, B, v/, 2", 8", ¥ neuf fonctions d’une variable ¢ satisfaisant
aux équations

ol 0By =a, 2 4y =, A By
alall_*_ ﬁl@"_‘; 7/7”: O’ aﬁa _|_ 5//5 + '/”7 — O, ax,—l_ 53[+ 77/_:_ 0.
Ces fonctions, si elles sont réelles, désignent les cosinus de trois droites per-
pendiculaires deux a deux.

Posons
a" dal _+_ r@l/ d@’ + 7!7 d_/! —) dq’

a do"+ 3 di'+y dy'=w' dgq,
o' do + B d3 +y' dy = w"dy,

et désignons sous le nom de rotations les trois fonctions nouvelles v, o, 0;

alors les différentielles des fonctions o, o/, o, 8, ... prendront la forme sui-
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vante :

doc:(oz’m”—cx"’m’)dq, dac’:(ot”cu—aco")dl],

Parmi loutes ces fonctions, trois seulement sont arbitraires. En annulant la
rolation o’ et en prenanl o et B comme fonctions arbitraires, toutes les autres
fonctions seront complétement définies. En effet, Y sera définie par I'équation

a‘.’ + 52+ Y?: l;
en remplagant ' dq par ds, o dg par ds’, nous trouverons ensuite

do? + dB? + dy* = de?, do’? 4+ dB3" + dy"* = ds"?,

do d3 dy
n_. % n. ¢ N
(7) ] YT A’ P ~ do’ =4’
a’:lBy”___ ﬁl/y’ ﬁ/:,Ya”__ yf/a, y': aﬁfl’_ a”l3’
\ da/:a/l da,/, dBI: @” do_/, d?’— 7” dgl'

Nous prenons pour o et 3 des fonclions arbitraires, mais réelles, qui peuvent
étre supérieures a 'unité. Si a2+ (32 est supérieur a I'unité, v devient imaginaire
et, par conséquent, v/, «' et ' prennent aussi des valeurs imaginaires. En rem-
placant dans ce cas ces quatre fonctions Y, Y, & et B par v, ¥'i, o/i et B'7, nous
obtenons neuf fonctions réelles qui satisfont aux équations

2

a? 4 32 -y =1, a'? (31 -y =—1, oc”2—|—@”2-—~7”2:1,

a”a’+ Bl,5’+yl/7/:0, a”“"‘@”ﬁ +7//7__0’ az/_‘_ﬁﬁl_’_yyf_o’
o' do+B'dB +y' dy =o,
dans lesquelles « et (3 sont seules arbitraires, mais a2+ B2 doit ¢tre supérieur a
P'unité.
Les courbes cylindriques sur une sphére sont des grands cercles; ces courbes
et leurs conjuguées se définissent par les équations suivantes :

x = a cosp + o' sinp,
(8) v ¢ y=_Rcosp+ B'sinp,
( z =y cosp +y' sinp,
ou
a?++ B2,

En effet, nous en déduisons les équations suivantes :

‘r2+y2+52:I’ 0(’/.12+ﬁ”‘}’-+-y”520,

0 g0y 0y 00 _
dp dg  dp dq " dp g —
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qui montrent que la courbe ¢ = const. est un grand cercle arbitraire sur la sphére
et que les courbes p = const. et ¢ = const. se coupent a angles droits. De ce qui
précéde résulte que les équations (8) seront les équations générales des courbes
cylindriques ¢ = const. et de leurs courbes conjuguées p = const. sur la sphére.
Les équations générales de Lelles courbes sur Iellipsoide

X2 y: 22

el -+ l:’-—: -+ vy =1
seront donc

‘ X =2A(acosp + o sinp),
(9) ¢ Y =p(Bcosp+ ['sinp),
( Z =v (y cosp + y' sinp).

En remplagant ici o/, f', v, v et p par — o', — £'d, — v, vi et pi, nous oble-
nons pour '’hyperboloide

X2 Y: 72

Ty

=1,
les équations suivantes :

= A(acoshp + &' sinhp),

X
(10) Y — (B coshp + B'sinhp),
Z

|
|

avec la condition a2+ 82> 1. En remplacant, dans les équations (9), «/, #, RS

= (y coshp — ¥ sinhp),

wetppar —a'd, — 3, —vi, — ki, —uietpi— 5 pour I'hyperboloide

X y: 7
e +E—‘;§:”—I’

nous obtenons

‘ X =2A(asinhp + «' coshp),
(11) < Y = p(Bsinhp + B’ coshp),
’ Z =»v (y sinhp —y' coshp),

ol de nouveau 22+ 32> 1.

Dans toutes ces équations a et 3 sont deux fonctions réelles arbitraires assujet-
ties seulement dans les équations (8) et (9) alacondition a2+ 32<C1, et dans les
équations (10) et (11) ala condition o2 4 B2>1; les autres fonctions sont définies
par les équations (7).

On peut appliquer le méme procédé aux paraboloides en assujettissant « et
a la condition que la somme a2 (32 se rapproche indéfiniment de I'unité.

Dans ce cas, nous remplagons, dans les équations (7), 22, B2 et y2 par (1 + k2a)2,
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k232 et =42y En annulant %, au lieu de I'équation o2 - B4 +y2=1, nous
obtenons

20+ 32 2=o,

. . . o o 22 2 v? ;
En remplacant, dans les équations (g), 22, ®2, v? et p? par 7 (/\,; += — 7= et = A2 p?
nous obtenons pour les courbes cylindriques ¢ = const. et les courbes qui leur

sont conjuguées p = const. sur le paraboloide

2X
+

~|

les équations suivantes :
(12) X:).<a+a’p¢%>, Y=p(3+3p) L=v(y+7y'p)

ol les fonctions B et Y peuvent étre prises arbitraires et ou les autres fonctions 2,

I , gy . . . .
', 3" et ¥/ sont déterminées par les équations suivantes :

5 dy L = xdB
T VdpEdy Vd3i= dy?
20+ 32k y?—o, o' --BR Eyy =o.

Lignes de courbure cylindriques et coniques.

Une ligne de courbure cylindrique est toujours une ligne plane courbe et géo-
désique. En effet, une ligne de courbure coupe les courbes qui lui sont conjuguées
a angle droit; par conséquent, la ligne de courbure cylindrique coupe les généra-
trices du cylindre circonscrit a angle droit. Sur le cylindre, une telle courbe est
nécessairement une ligne plane et géodésique; par conséquent, elle jouit des
mémes propriétés aussi pour la surface a laquelle le cylindre est circonscrit. Le
plan de celte courbe est normal au cylindre et a la surface.

Une ligne de courbure conique est toujours une courbe sphérique dont la
sphére coupe la surface & angle droit. En effet, de ce-que la ligne de courbure
coupe a angle droit les courbes qui lui sont conjuguées, nous concluons que la
ligne de courbure conique coupe a angle droit les génératrices du cone circonscrit.
Une telle courbe sur le cone n’est autre chose que I'intersection de ce cone avec
une sphére dont le centre coincide avec le sommet du cone; cette sphére coupe a
angle droit le cdne et, par conséquent aussi, la surface a laquelle le cone est cir-
conscril,

Les équations des lignes de courbure cylindriques et coniques ou, comme on
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dit habituellement, I’équation des surfaces pour lesquelles les lignes de courbure
d’un systéme sont des courbes coniques ou cylindriques, s’obtiennent a l'aide de
considérations plus générales exposées dans la seconde Partie de ce Mémoire.

II. — Str LES LIGNES DE COURBURE (PARALLELISME SUR UNE BASE RECTANGULAIRE).

Entre les points de deux surfaces complétement arbitraires f(z, ¥, 5)=o0
et F(X,Y, Z)=o, est toujours possible une relation telle que les plans tangents
des deux surfaces aux points correspondants sont paralléles. Dans le Mémoire
Sur les relations et les affinités entre les surfaces (') nous avons appelé celle

relation parallélisme et nous avons exposé les propositions suivantes :

Dans une telle relation, a chaque point et a chaque courbe d’une surface
correspondent un point et une courbe déterminés de ’autre surface. Parmi
toutes les courbes qui passent par un point d’une surface, deux courbes ont
des tangentes paralléles a celles des courbes correspondantes de Uautre sur-
Jace; ces courbes sont conjuguées sur les deux surfaces.

En exprimant les coordonnées z, y, s et X, Y, Z de deux surfaces en fonction
des variables p et ¢, aux valeurs conslantes desquelles correspondent ces courbes,

nous avons les équations
X Y 7 X, Y, 17

;= = = —

— —_——
€ Y 3 Z, Y1 =z

qui expriment la condition que les tangentes aux courbes p = const. et ¢ = const.
sur les surfaces z, y, z et X, Y, Z sont paralléles.

Nous appelons paralléles les surfaces X, Y, Z et z, y, 5 et nous appelons base
de parallélisme le réseau des courbes p = const. et ¢ = const.

Si les coordonnées z, ¥, 5 d’une surface arbitraire sont données en fonctions
de deux variables conjuguées p et ¢ (c’est-a-dire telles que les courbes p = const.
et ¢ = const. sont conjuguées), alors les ¢quations

X:f(ex’dp—i—sxldq),
(13) Y :f(e)'/ dp + ey, dq),

7 :f(es’ dp + ¢35, dq)

(') Recueil mathématique, t. 1. (La traduction de ce Mémoire a paru pages 5-43 du
Tome VII de ces Annales.)

Fac. de T., 2° S., VIL. 3
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seront les équations générales des surfaces X, Y, Z paralléles & la surface donnée
sur la base des courbes p = const. et ¢ = const. lci, les deux fonctions e et ¢
doivent satisfaire aux conditions d’intégrabilité des expressions X, Y, Z, a savoir:

()(ex’): d(ex,) d(ey’):d(sy,) d(es’)  d(es),

Jq ap dq ap dq ap ’

(14)

par suite de la condition

Ex\+ny|+Cs,=o,

qui exprime que les courbes p = const. et ¢ = const. sont conjuguées sur la sur-
face z, y, 3, les lrois équations (14) se raménent a deux équations linéaires
simultanées dont l'intégration détermine e et ¢ avec deux fonctions arbitraires.
Pour ramener ces équations linéaires a la plus simple expression, remarquons
qu’on peut toujours délerminer deux fonctions m et n telles qu’elles salisferont

aux équalions
(15) x\=mx' + na,, yy=my'+ny, dy=ms3' + nz,
parce que, par suite, des conditiops

x|, +ny,+ (5, =o, (' +ny'+¢5=o, Cxy+ny +C5=o0,

chacune de ces équations sera la conséquence des deux aulres. Ayant déterminé

de cette facon m et n, nous réduirons les trois équations (14) aux deux suivantes

; de _ de
(16) j‘}—km(e-—e)_o, p

+n(e—e)=o.

Les plans langents aux points p, ¢ a toutes les surfaces X, Y, Z définies par les
équations (13), y compris la surface donnée z, y, 3, seront paralléles. Les tan-
gentes aux courbes p = const. et ¢ = const. seront ¢galement paralléles. Il en
résulte que les angles finis et infiniment petits, qui dépendent de la direction des
tangentes ou de la situation du plan tangent, seront les mémes pour toutes ces
surfaces. Si donc une des courbes p = const. ou ¢ = const., sur la surface
donnée z, y, 5, est plane ou géodésique, ou ligne de courbure, ou ligne de
déformation, ou ligne asymptotique, ou courbe cylindrique, alors les courbes qui
lui correspondent sur toutes les surfaces X, Y, Z seront également des courbes
planes, ou géodésiques, etc., parce que les caractéres distinctifs de toutes ces
courbes ne dépendent, comme on sait, que de la direction des tangentes.

Appliquons ces proposilions générales au parallélisme sur base rectangulaire.
Considérons une surface arbitraire X, Y, Z se trouvant en relation de parallélisme

avec la sphére 22+ y?—+ z2=1; dans ce cas, la base du parallélisme doit étre
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rectangulaire, parce que, sur une sphére, toutes les courbes conjuguées se coupent
a angles droits. Les courbes correspondantes de base sur la surface X,Y, 7Z se
coupent sous les mémes angles; elles seront, par conséquent, des courbes conju-
guées se coupant a angles droits, c’est-a-dive des lignes de courbure.
Si donc
w=f(p),  y=9(p9),  F=0(pq)

sont les équations générales des courbes p = const. et ¢ = consL., se coupant sur

la sphére 22+ y?+ 3>=1 a angles droits, alors les équations
f X :f(ex’ dp +ex, dq),

(13) ‘Y :f(e}*’d/)—l—sy, dq),
! Y/ :f(e:.’ dp +¢3, dq)

représentent toutes les surfaces paralléles i la sphére; par conséquent, toutes les
surfaces sans exception. Les courbes p = const. el ¢ = const. seront des lignes
de courbure sur ces surfaces; donc les équations (13) seront les équatlions géné-
rales des lignes de courbure sur toutes les surfaces.

Les fonctions e et ¢ doivent satisfaire aux conditions d’intégrabilité des expres-
sions (13) de X, Y, Z, savoir :

Jd(er') _ d(ex,) d(ev') _ d(eyy)

d(es") __ d(es))
aq Jap dq ap o

9q ap

(14) J 5
nous avons montré plus haut que deux de ces équations servent a déterminer les
fonctions e et ¢ et que la troisi¢me en est une conséquence. Dans le cas examiné,

1 . . .
e cl ¢ se déterminent aisément de la facon suivante :

Désignons
x4+ y'?+ 35" par i?,
xy -yl 437 par ¢
d’olt
x’x’—ky’)"—i—""—udu X,z + '-{-’"—vl)v
~ o~ —_— <5 PR IR p— -~
1 1 1 0q 14 Y1V 1~1 (),0’

el remarquons que

'z, +y'y,+55=o0,

parce que le réseau des courbes p = const. el g = const. sur la sphére est sup-
posé rectangulaire; en additionnant les conditions (14) aprés les avoir multipliées
d’abord par z', 5’ et &', ensuite par zy, ¥y, et z,, nous obtenons les deux équations
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suivanles

(17) @—i-( '_@:0’ ﬁ+(5__e)f£:
dy u dq dp v dp
a Paide desquelles on détermine e et ¢
Si I'on a besoin de I'équation des surfaces dont les lignes de courbure se
distinguent par une propriété qui dépend des angles, alors, d’aprés ce qui pré-
céde, il suffit pour cela de délerminer sur la s| hére le réseau rectangulaire ayant

celte propriété et de déduire I’équation des surfaces paralleles sur la base de ces
réseaux.

Equations générales des lignes de courbure cylindriques.

Nous avons les équations générales (8) des courbes cylindriques ¢ = const. sur
la sphére

(8) x=uacosp+ a'sinp, y=_Bcosp+ B'sinp,

7' sinp.

Le réseau sphérique étant ici reclangulaire, les équations générales des lignes
de courbure cylindriques ¢ = const. ou des surfaces dans lesquelles un systéme
de lignes de courbure se compose de courbes cylindriques seront

X :f(ez’ dp + ex, dy), Y= / (ey'dp +cey,dq), s'dp ez dg),

ol e cl e se déterminent par les équations

0 _('Q£>2+ (0_‘ L !’E)‘L,
Ao JIp (01) 7

pe (02 2—{— (9y 2-*— pp. coe)d—a—l—sin)gj‘: :
“=\o7) T\og 9g) T\ P%q)°

nous obtenons

—f(p)y o= 3—;ff<p>dcosp + ?,%/}‘(p)dsillp+ 2(9),

ou f(p) et o(q) sont deux fonclions arbitraires. Nous pouvons considérer les

intégrales jf(p)dcosp el ff p)dsinp comme des fonctions parfaitement
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arbitraires de p, parce que, d’une part, f(p) est arbitraire et, d’autre part, la
variable p elle-méme peut éire remplacée par telle fonction que I'on veut de p.
En désignant ces intégrales par X et @ et en remarquant que

., _dcosp ,dsinp o, ds . ooda'\
=aa ocT, = cosp(flq-i—smpdq =a'e, cevy
nous obtenons
. L A de ds’
dX:=ex'dp +cx,dg = f(p) (adcosp + a'dsinp) + a )'d—// —-}-p.@ -+ @(q)]dyg.

En posant

3

(18) fa”no((l)df/:a, fﬁ”@(q)dq:b, f‘/”%”(q)dq'—“c’

ct intégrant, nous oblenons
/ X=oak+oa'p+a,

\ et, de la méme facon,
(19) (
Y=0r+(3'p+0,

L=yh~+yp+e

Ce sont les ¢quations générales des surfaces dont les lignes de courbure d'un
systéme ¢ = const. sont des courbes cylindriques. Ces équations renferment cing
fonctions arbitraires 2 et ude p; a, B et @ de g; toutes les autres sont définies par
les équalions (7) et (18).

Equations générales des lignes de courbure coniques.
Dans le Tome I du Recueil mathématique, nous avons examiné sous le nom

de perspective graphigue une liaison entre les points z, ¥, s et X, Y, Z de deux
surfaces qui est déterminée par les équations

> Y= 7= s

. &£
X= o =3 PR PRy S
e 22+ yi 4 52 2+ yi 4 3t

o

Cette affinité (') est caractérisée par les propriélés suivantes :

(') Nous appelons relation une liaison entre les points de deux surfaces dans laquelle ces
surfaces peuvent étre prises arbitrairement; et agfnité une liaison dans laquelle la forme
d'une surface détermine la forme de I'autre.
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1° Les points correspondants de deux surfaces sont situés sur une méme
droite avec le point de vue (avec l’origine des coordonnées);

2" Toutes les courbes d’une surface se coupent sous les mémes angles que
les courbes correspondantes de Uautre surface.

Ces deux propriétés prises ensemble déterminent affinité graphico-perspec-
tive; et prises isolément elles déterminent deux relations : la perspective et la
relation graphique.

De ces deux propriétés nous avons encore déduit les propriétés suivantes :

3° Auzx lignes de courbure d’une surface correspondent les lignes de cour-
bure de Uautre;

4° Auz courbes sphériques d’une surface correspondent les courbes sphé-
riques de Uautre. En méme temps, si la sphere de la courbe sphérique sur
une surface passe par le point de vue, alors la sphére de la courbe correspon-
dante de Uaulre surface devient un plan, et inversement & une courbe plane
d’une surface correspond une courbe sphérique de Uautre surface dont la
sphére passe par le point de vue. Les sphéres de deux courbes sphériques
correspondantes sur les deux surfaces coupent ces surfaces sous des angles
égaux.

Suapposons que X, Y, Z désignent les coordonnées des surfaces (19). En dési-
gnant

X+ Y+ 2= (ad+a'p+a)+ (Bh+ B4+ b))+ (yh+y'p+c)

par r, nous obtenons les équations suivantes des surfaces graphico-perspectives,

X Y 7
X T — Y= 5= -
r I 7
ou
_ah+ap+a
= - ,
Bh+ B+ 0
(20) y=PhEPprl

r

_yhy e
- r

0

En nous basant sur ce qui précéde, nous déduisons les propriétés suivantes de
ces surfaces :

1° Les courbes p = const. et ¢ = const. sont des lignes de courbure, parce
que les courbes qui leur correspondent p = consl. et q = const. sur les sur-
Jaces (19) sont des lignes de courbure;
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2° Les courbes q = const. sont des courbes sphériques dont les sphcres
passent par le point de vue, parce que les courbes ¢ = const. qui leur corres-
pondent dans les équations (19) sont planes.

3% Les sphéres des courbes sphériques q = const. coupent les surfaces (20)
a angle droit, parce que les plans des courbes planes q = const. coupent les
surfaces (19) a angle drott.

Les équations (20) seront de cette facon les équations générales des lignes de
courbure sphériques dont les sphéres passent par un point et coupent la surface
a angle droit. Ces équations renferment, de méme que les équations (19), cing
fonctions arbitraires.

Nous avons démontré que les lignes de courbure cylindriques sont des courbes
planes dont les plans coupent la surface a angle droit, que les lignes de courbure
coniques sont des courbes sphériques dont les sphéres coupent la surface a angle
droit. Il en résulte que les équations (20) présentent un cas particulier des lignes
de courbure coniques. Pour la généralité, il leur manque évidemment une fonc-
tion arbitraire supprimant Ja condition qui consiste en ce que les sphéres ¢ = const.
dans les équations (20) passent par un méme point. Nous déterminerons celle
fonction arbitraire a 'aide du parallélisme.

A T'aide des équations (13) du parallélisme nous pouvons, au moyen des coor-
données données x, y, s des surfaces (20), déduire les coordonnées X, Y, 7 des
surfaces qui leur sont paralléles.

Posant

(21) f((])_*—f]‘d{(]))d]): R’ a@”_*_ b@!/_*_cy”:___(:,

oh f(p) et 4(p) sont deux fonclions arbitraires nouvelles [la signification des
autres lettres a été expliquée dans I'exposé des équations (19) et (20)], on peut,
en intégrant les équations (13) et (17) du parallélisme, déduire les équations des
surfaces paralléles aux surfaces z, ¥, 5 (20) sous la forme suivante

-

a” JR

/ - —_— —_— —
X=aR G adq

dq,

~RI
(22) Y:yﬂ—/%ﬁd(],

—sn— [ ‘R
Z—AR fC ()(]dq..

Mais, méme sans intégrer, nous ponvons nous assurer de I'exactitude de ces
équations en vérifiant, & aide de la différentiation, les conditions
X Y 7 X, Y, 7

== et l=-lo

ay Y1 3y
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Démontrons que les équations (22) renferment comme cas particuliers : 1° les
équations générales des lignes de courbure coniques et 2° les équations générales
des lignes de courbure planes.

En annulant §(p), ce qui fait que

R=7() + [ r4(p)dp

se transforme en f(q), et posant
a/’ , 5” "77/ .,
3) [Trmdg=a,  [Trmd=o.  [Lr@d=e,

les équations (22) deviennent les suivantes

ol +oa'p+a
7

S)+@u+/)

[ X= f((/)'—al’

S(q) — by,

7= LITEEC pyy oy

ici ket w désignent des fonctions arbitraires de p; a, 3, @ et f(q) désignent des
fonctions arbitraires de ¢; les autres fonctions sont données i l'aide des équa-
tions (7), (18), (23); et

r=(ah+a'p+a)P+ (Bh+3p+ 012+ (yh + 7 p+c)h

0!/

Si nous additionnons les équations (24) aprés multiplication par 2, et v,

nous obtenons

(x-f—al)a”-i—(Y-I—bl)@"-i—(Zﬂ—c,)y” ao —i—[)p —i—C“/ f( )__( f((])

Iin additionnant les mémes équations, aprés élévation au carré, nous trouvons

(X + @)+ (Y 4+ 0,) + (£ + ¢, = [f(,q_»)]”: [f(,’.])]?;

d’ott

(X @)+ (Vo by)t o (L4 0)2= f<‘i>

(X +ape’+ (Y + )5+ (2 +c)y')

Celte équation, ¢ étant constant, représente une sphére arbitraire, parce qu’elle
renferme quatre fonctions arbitraires de ¢ : a, 2, @ et f(g). Les coordonnées du
centre de cette sphére seront

«flgy . BS __,  V9)
2C 1 2( v 2(

— €13
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par conséquent, les cosinus du rayon mené au point X, Y, Z de la surface sont
proportionnels a

[x+al_°%fé—’7)], [Y+b,—%’LE—‘7)-J, [Z+cl_ﬂ%],

Par suite des équations (24), f(g) sera ici en facleur et pourra se supprimer,
et nous en concluons que, pour les surfaces paralléles (24) qui se distinguent
entre elles par les valeurs différentes de la fonction arbitraire f(g), les sphéres
des lignes de courbure sphériques, dans les points correspondants X, Y, Z, seront
paralléles, parce que leurs rayons seront paralléles en ces points.

Remarquons que parmi les surfaces (24), X, Y, Z est conlenue aussi, comme cas
particulier, correspondant & f(¢) =1, la surface donnée (20), et, comme les sur-
faces X, Y, Z et z, y, z sont paralléles dans les points correspondants, et, comme,
en outre, la surface z, y, 5 est coupée par les sphéres ¢ = const. a angles droits,
nous en concluons que les surfaces X, Y, Z sont coupées par les sphéres corres-
pondantes ¢ == const. également a angles droits. Les équations (24) seront donc
les équations générales des lignes de courbure sphériques dont les sphéres coupent
les surfaces a angles droits, c’est-a-dire qu’elles seront, comme nous 'avons dé-
montré, les équations générales des lignes de courbure coniques; elles renferment
six fonctions arbitraires : A, u, a, B, @ et f(q).

Equations générales des lignes de courbure planes.

Les équations générales des lignes de courbure planes renferment également
six fonctions arbitraires, parce que la condition, d’aprés laquelle I'inclinaison des
sphéres sur les surfaces est égale a go°, est remplacée ici par la condition que les
rayons des sphéres sont infinis; nous verrons que, pour ce second cas particulier,
il faut annuler la fonction u (ou 1) dans les équations (22), de méme que, dans le
premier cas précédent, il fallait annuler ¢ (p). Les équations (20) avec =0 devien-
nent les suivantes

ok +a Br+b

(25) L= = y=— s=—

ou
r=(ak+a)>+ (BA+ b)2+ (yA+ c)

Additionnant ces équations aprés multiplication par o/, 2/, y' et &”, ', v, nous

obtenons
aoa' + b8+ cy'
dax +PBy+ys= ___7]?_/4,
, ao"+ bB"+ cy”
O(Jl‘-I-ﬁ”)’—i—Y"Z: ].ﬁ / ;

Fac. de T., 2 S., VII. 9
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(alx_i_ﬁly_*_yls)(aaﬂ_*_ bﬁl/_i_C}lll):‘(allx_{_@”‘y_*_y”;)(aal_‘_ bﬁl’_{__c}/l).

Cette équation avec ¢ = const. sera I’équation d’un plan; donc les courbes
q = const., dans les équations (25) ou dans les équations (20) avec = o seront
planes.

Les équations (22) représentent les surfaces paralléles aux surfaces des équa-
tions (20) sur la base des courbes p = const. et q = const.; nous avons démontré
quaux courbes planes de la base dans le parallélisme correspondent des courbes
planes, par conséquent les courbes g = const. dans ’équation (22) avec w=0
seront planes.

En annulant . dans les équations (22) et en substituant

r=(ah+ a)*+ (B + b)*+ (yh + ¢)?,

R:f(q)+fl'k'e(p)dp,
nous obtenons les équations générales des lignes de courbure planes ¢ = const.

4
’ X:(a)x—’r—a)g—f%— 2L{a'(],

dq
. B R 6" R
(26) Y_((i)\—i—b)T——fE%dq,
L R 7" OR
Z __(/?\—0—0)7——./’6 quq'

Monge, Joachimsthal et d’autres géométres ont également obtenu des équations
générales des lignes de courbure planes, mais dans une forme telle que les fonc-
tions arbitraires y sont liées avec les autres a I'aide d'équations différentielles qui
ne sauraient étre intégrées sous une forme générale ou ne sont intégrées que dans
le cas de certaines intégrales particuliéres. Dans les équations (24), de méme que
dans toutes les précédentes, toutes les fonctions non arbitraires s’expriment par
des quadratures mécaniques. En effet, dans les équations (26), a et B sont deux
fonctions arbitraires de ¢ a I’aide desquelles dans I’équation (7) sont déterminées
les fonctions v, o/, &', v/, 2", B, ¥" a I'aide de la différentiation; de la on obtient

ensuite

(18) a:foc”q(q)df/» b—‘—'f@”@(q)dq, c:f}'”@(q)df/,

ou ©(q) est une nouvelle fonction arbitraire; ensuite

C:aall+ bgll_*_cyfl;
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en introduisant ensuite la fonction arbitraire X de p, nous avons obtenu
r=(ah+a)-+ (B + b))+ (yA+c)%

R=s(q)+ | r¥(p)dp,

ott f(q) et $(p) sont de nouvelles fonctions arbitraires.

Nous pouvons simplifier les équations (26) des lignes de courbure planes de la
facon suivante :

En désignant aa+ bB3 + cy par A, ad'+ bB' + cy' par B, ad + b3 +cy'
par C, a2~ b2+ ¢? par E, nous obtenons

r=(oh+a)+ (BA+ b))+ (yA+¢)*=A1+2A1 +E,
R:f(Q)-’f'—/"“l-'(P)dP:f(q)—r— l+2Am+En,
ou ’

=24, m= 140 dp n=[4p)dp.

En se rappellant que, d’aprés les équations (18),
da=a"9(q)dg, db=pR"o(q)dy, de=y"9(q)dq,
nous obtenons

dA = (ao"+ bp"+cy")do = Cdo, dE=12C9(q)dg;
d’ou

" n
% %?dq:f%f’(g)dq—i—zocm—i—zan.

/A " 4
En désignantf%f’(q) dg, f%f’(q)dq,f%f’(q)df/ par 2y, 2by, 264,

nous obtenons les équations suivantes

!

X:(oc)—l—a)%—z(ozm-{—an—i—al),

(27) Y:(ﬁ7\+b)§—2(ﬁm+bn+bl),

| Z :(yl+c)l—:—2(ym+0n+cl).

Les courbes ¢ = const. seront des lignes de courbure planes.



68 K.-M. PETERSON, — SUR LES COURBES TRACEKES SUR LES SURFACES.

Sur les lignes de courbure sphériques.

Les lignes de courbure coniques (24) présentent ce cas particulier des lignes
de courbure sphériques dans lequel les sphéres de ces courbes coupent la surface
a angles droits.

Les lignes de courbure planes (26) présentent le cas dans lequel les rayons des
sphéres deviennent infinis.

Nous obtenons un troisiéeme cas particulier des lignes de courbure sphériques
tiré des équations (26), a I'aide de la perspective graphique, lorsque toutes les
sphéres de ces courbes passent par un point. En nous rappelant que dans cette
affinité aux courbes planes d’une surface correspondent sur l'aatre surface des
courbes sphériques dont les sphéres passent par le point de vue, et qu'aux lignes
de courbure d’une surface correspondent les lignes de courbure de I'autre surface,
nous obtenans les équations des courbes cherchées sous la forme suivante

(28) x:—x——r*a )”T:——.Y—,.a 5= ——Z————’
X4 Y2472 X2 Y24 22 X2+ Y24 22
ou X, Y, Z désignent les coordonnées des surfaces (26) ou (27).

Les constantes que nous aurions di ajouter aux coordonnées X, Y, Z, pour que
la position du point de vue puisse étre arbitraire, sont contenues déja dans la
forme générale de ces coordonnées (27).

Les ¢équations (28) seront de cetle facon les équations générales des lignes de

courbure sphériques dont les sphéres passent par le méme point.



