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SUR L INTEGRATION

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES,

Psx K. M. PETERSON.

PREMIER MEMOIRE.

Traduit du russe par M. Edouard DAVAUX,

Ingénieur de la Marine, & Toulon (!).

Intégrer une équation aux dérivées partielles signifie, d’une fagon générale,
éliminer de cette équation toutes les dérivées partielles au moyen de leurs valeurs.
Les valeurs des dérivées sont déterminées par des équations différentielles et,
dans le cas ol ces derniéres sont intégrables, leur élimination peut étre faite
effectivement. Mais ces équations différentielles se distinguent par ce fait que,
dans leurs intégrales, au lieu de constantes arbitraires entrent des fonctions arbi-
traires. Cette propriété résulte de la forme particuliére de ces équations, que nous
allons considérer tout d’abord.

I. — EQuATIONS DIFFERENTIELLES CONDITIONNELLES.

Si, entre des variables quelconques z, ¥, s, p, ..., est donnée une équa-
tion f=o, dans laquelle entre une constante arbitraire ¢, alors en éliminant ¢

(1) Le premier Mémoire de K. M. Peterson, OFb HMHTEPHPOBAHIN YPABHEHIA Cb
JACTHBIMM ITPOU3BOAHBIMHU, a paru dans le Tome VIII (p. 291-361) du Recueil mathéma-
tique (MATEMATMYECKIH CBOPHMKB) publié par la Société mathématique de Moscou;
il a été lu le 18 septembre 1876.
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entre les équations f=o0 et df=o0, nous obtiendrons I'équation différen-
tielle D = o, dont f= o sera 'intégrale. Mais si, dans I’équation donnée f=o,
au lieu d’une constante arbitraire ¢, entre une fonction arbitraire ©a, nous ne
pourrons éliminer cette fonclion entre les équations f= o el df =0 que si nous
considérons son argument @ comme une constante. Mais I'équation différen-
telle D =o ainsi obtenue ne sera plus absolument légilime; son existence
dépendra de I'hypothése que @ ne varie pas ou que da = o.

Comme «a est une foncltion donnée des variables z,y, z, p, ..., ou, plus
généralement, est définie par une équation quelconque, la condition da=o a,
en général, la forme d'une équation différentielle A =o entre les variables
Z,¥, 5, p,.... Nous en concluons que I'équation donnée f=o0, qui contient
une fonction arbitraire, représente 'intégrale d’une certaine équation différen-
tielle D = o, exislant seulement sous une condition exprimée par une aulre
équation différentielle A = o. Nous appellerons conditionnelle une équalion telle
que D = o, et condition I'équation A = o.

Une équation conditionnelle exprime donc une dépendance entre deux expres-
sions différentielles D et A telle que 'une des expressions s’annule, si I'on égale
autre a zéro. L'intégrale d'une équation conditionnelle se présente sous la forme
de deux équations finies f= o et = o, contenant deux nouvelles variables b et a,
dont I'une est une fonclion arbitraire de 'autre. Les équations f—=o0 et o =0
sont les intégrales compatibles des équations D = o et A = o; les variables b et @
sont les constantes d'intégration.

Une équation conditionnelle peut aussi éire donnée sous plusieurs condilions.

Si, entre des varviables quelconques #, y, 5, p, ..., est donnée une équation
différentielle non conditionnelle D = o, la constante d’intégration k ne change
pas. Mais si I'équation D =o est donnée sous condition, c’est seulement sous
cette méme condition que & ne changera pas. Si cette condilion est exprimée par
I’équation différentielle A = o, dans I'intégrale de laquelle entre une constante
arbitraire @, alors k& et @ seront des variables, mais & ne changera pas quand @ ne
change pas, ce qui signifie que A& dépend seulement de «, c’est-a-dire sera une
fonction arbitraire ¢a. Si I'équation différentielle D = o est donnée sous deux
conditions, exprimées par deux équations différentielles A =o et B = o dans les
intégrales desquelles entrent les constantes d’intégration @ et b, la conslante d’in-
tégration k& de 'équation D = o ne changera pas, quand @ et b ne changeront pas;
par conséquent A sera une fonction arbitraire des deux variables a et b, que nous
appellerons les arguments des conditions A = o et B=o.

Nous conclurons de méme, d'une facon générale, que la constante d’inlégra-
tion %, dans I'intégrale de toute équation différecticlle conditionnelle donnée D=o,
sera une fonction arbitraire de tous les arguments des conditions sous lesquelles

elle est donnée.
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II. — INTEGRATION DFS EQUATIONS DIFFERENTIELLES CONDITIONNELLES.

Si, entre des variables quelconques z, ¥, 5, p, ..., sont données plusieurs
équations différentielles conditionnclles, les constantes d'inlégration, dans les
intégrales des conditions, seront, d’aprés ce qui précéde, les variables dont
dépendront les constantes d'intégration dans les intégrales des équations condi-
tionnelles. Mais toutes ces intégrales s’obtiennent rarement par I'intégration isolée
de chaque ¢équation; en général, on les trouve par une intégration d’ensemble,
dans laquelle elles sont obtenues toules en méme temps, ou par une intégration
successive, dans laquelle I'intégrale d’une équation s’oblient au moyen des inté-
grales déja trouvées des aulres équations.

Chaque intégrale trouvée est une équation finie, au moyen de laquelle une
variable est éliminée, et chaque équation différentielle D = o, qui ne s’intégre pas
d’elle-méme, peut étre intégrée parsuite d'une élimination de variables, parce que
le nombre des conditions d’intégrabilité de 'équation D = o diminue avec le
nombre des variables. ’

Nous considérerons ici U'intégration successive des équations différentielles dont
chacune cst donnée sans condition ou sous une condition seulement, mais qui,
étant lides entre elles, conduisent, en général, & des équations assujetties a plu-
sieurs condilions. A

Si plusieurs équations conditionnelles sont données sous une seule et méme
condition, nous les appellerons équations conditionnelles d’un seul et méme
systeme.

Supposons que nous ayons, entre les variables z, y, 3, p, ..., outre des équa-
tious différentielles non conditionnelles, encore des systémes différents d’équations

conditionnelles.
B =o, C=o, cees sous la condition A=o,
W =o, e =o, caey » A =o,
B—=o, C—=o, v » A=o,

cee e ey cees » : ceeeey

nous appellerons compatibles toutes ces équations différentielles. Les équations
différentielles, au moyen desquelles sont intégrées les équations aux dérivées
partielles, et que nous considérerons au paragraphe IV, ont précisément cette
forme.

Nous examinerons deux procédés d'intégration successive d’'équations différen-
tielles compatibles.

1. Dans lc premier procédé, nous intégrerons chaque équation différentielle
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strictement telle qu’elle est donnée, par conséquent sans lier U'intégration aux
équations conditionnelles des différents systémes, attendu que cela nous condui-
rait & des équations assujetties a plusieurs conditions qui ne figurent pas dans les
données par hypothése. Suivant ce procédé, nous déterminerons d’abord P'argu-
ment de la condition d’un systéme d’équations conditionnelles, et pour cela nous
pourrons transformer la condition donnée A = o, & volonté au moyen d'équations
non conditionnelles ou d’équations conditionnelles du systéme lui-méme.

Toute équation différentielle D = o0 que nous obtenons de cette maniére a
lieu sous la condition A = o; elle exprime cette condition elle-méme et, dans le
cas ou elle est intégrable, nous pouvons considérer la constante @ de son intégra-
tion comme 'argument de la condition A = o.

En considérant @ comme une constante, nous pourrons déji, au moyen de
I'intégrale trouvée, éliminer une variable dans les équations conditionnelles B=o
el G=o0 du systéme, et, si nous obtenons par cetie voie une seconde équation
qui peut étre intégrée, la constante d’intégration b dans I'intégrale obtenue sera
ane fonction arbitraire de Pargument @. Au moyen de celte seconde intégrale,
nous pourrons, pour a et b constants, éliminer encore une variable, et la con-
stante d’'intégration ¢ dans la troisiéme Intégrale sera une seconde fonction arbi-
traire de a.

Si, dans ce premier systéme, outre B = o0 et C=o sous la condition A=o,
nous n’avons plus d’équations conditionnelles, toutes les équations différentielles
restantes ont lieu non seulement sous la condition A = o, c’est-a-dire pour a
conslant, mais aussi pour a variable, et par conséquent, pour leur intégralion,
nous devons considérer @ comme variable. Aumoyen des trois intégrales trouvées,
nous pourrons éliminer, de toutes les équations différentielles restantes, trois va-
riables, en y introduisant seulement une nouvelle variable a. Par une telle trans-
formation, chacune des équations différentielles qui y sont soumises, sans rien
changer a sa signification primitive, prend la forme D 4+ Gda=o0, 00 D estla
partie qui contient les différentielles des variables principales et ot G contient, en
général, les dérivées &' et ¢’ des fonctions arbitraires b et c¢. Si une telle équa-
tion D + G da = o peut éire intégrée sous cette forme, les fonctions arbitraires 6
et ¢ dans lintégrale trouvée prendront toujours de nouvelles formes sous le

signef, parce que la quadrature mécanique ne s’effectue pas sur elles. La con-

stante d’intégration dans cette intégrale dépend de la signification qu’a I'équation
intégrée D 4+ G da=o. Si cette équation est non conditionnelle, la constante

d’intégration sera une quantité constante et n’apparaitra pas du tout, étant
renfermée dans le signe indéﬁnif. Mais si I'équation intégrée D + G da = o est

assujeltie & une condition, la constante sera, dans son intégrale, ou 'argument de
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celte condition, ou une fonction arbitraire de cet argument, si ce dernier est déja
défini par une autre intégrale du systéme.

De la méme maniére, toute intégrale d’une équation conditionnelle ou non con-
ditionnelle peut servir a I'intégration des équations restantes, conditionnelles el
non conditionnelles. Pour obtenir I'intégrale d’une équation non conditionnelle,
nous pouvons, dans lintégration, lier entre elles seulement les équations non
conditionnelles, et, pour la transformation au moyen des intégrales déja trouvées,
nous devons considérer tous les arguments comme des variables. Pour obtenir
I'intégrale d'une équation conditionnelle ou d’une condition d’un systéme quel-
conque, nous pouvons, dans P'intégration, lier entre elles la condition et les équa-
tions conditionnelles de ce systéme, ainsi que toutes les équations non condition-
nelles, et, pour la transformation au moyen des intégrales déja trouvées, nous
pouvons prendre simplement comme constant un argument du systéme.

La constante d’intégration d’une condition sera ’argument de cette condition;
la constante d’intégration d'une équation conditionnelle sera une fonction arbi-
traire de 'argument de sa condition, et la constante d’intégration d’une équation
non conditionnelle n’apparait pas explicitement, si nous supposons que ’équation
ne s’intégre pas d’elle-méme; les équations non conditionnelles qui se présentent
au paragraphe IV possédent, en eflet, cette propriété.

2. Pour I'intégration d’équations différentielles compatibles, d’aprés le second
procédé, nous pouvons prendre les arguments que nous voulons pour constantes,
et, dans I'intégration, lier les équations différentielles que nous voulons, en défi-
nissant seulement ensuite les constantes d’intégration dans les intégrales ainsi
obtenues. Si, par exemple, au moyen des équations différentielles de deux
systémes : B=o si A=—o0 et ¥ =0 st & =0, nous formons, dans le cours de I'in-
Légration, une équation différentielle D = o qui peut éire intégrée, celte équation
différentielle ne sera exacte que sous les deux conditions A = o et & = o, et par
conséquent la constante d’intégration £ dans P'intégrale trouvée sera une fonction
des deux arguments de ces conditions. Nous devons considérer cette fonction
non comme arbitraire, mais comme une fonction indéterminée dont la forme doit
étre délinie de fagcon que les équations données soienl satisfaites. L'équa-
tion D == o0 a une signification plus générale que les équations données et, par
conséquent, une forme particuliére seulement de son intégrale satisfera & ces
dernitres. Si méme cette intégrale est en outre obtenue pour des valeurs constantes
d’autres arguments encore, & sera ainsi une fonction indéterminée de ces argu-
ments, dont il est nécessaire de définir d’abord la forme de fagon que 'équation D
soit salisfaite.

Soit f= o l'intégrale de I’équation non conditionnelle donnée D = o obtenue
par le second procédé; la constante d’intégration k& qui y entre sera une fonclion
indéterminée des arguments des équations conditionnelles avec lesquelles on a lié
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Uéquation D = o dans le cours de I'intégration, et aussi des arguments que 'on a
pris comme constants pour l'intégration.

En différentiant f=o0 par rapport a toutes les variables qoi y entrent, nous
obtiendrons I'équation df = o, dans laquelle, en verta de D = o, disparaissent les
différentielles de toutes les variables dont 4 ne dépend pas et qui, par conséquent,

prend la forme
Lda+~Mda+Nda+...—o,

ou «, @, a, ... sont les arguments dont & dépend, et ot L, M, N, ... sont des
expressions conlenant en général, outre les variables principales, les dérivées de &
par rapport aux arguments a, o, a, ....

Comme D’équation donnée D =0 est non conditionnelle, 'intégrale trouvée
doit lui satisfaire pour da, dx, da, ..., arbitraires. Nous déduirons de 1a les nou-
velles équations finies

LL=o, M=o, N=o, cedy

qui, pour la forme cherchée de la fonction %, se transforment dans les intégrales
des équations compatibles, parce qu’il n’y a pas d’équations finies en dehors des
intégrales. Il est évident que ce sont ces intégrales qui servent uniquement
découvrir, par le premier procédé, I'intégrale f=o de 'équation non condition-
nelle D = o. Si ces intégrales sont déja trouvées, les variables principales peuvent
étre par elles éliminées des équations L=o0,M =0, N=o, ..., et les dérivées
partielles de & par rapport a tous les arguments dont il dépend sont déterminées;
par conséquent & est, dans ce cas, obtenu par une quadrature mécanique. Il en
sera de méme si I'équation donnée D = o, dont U'intégrale f= o est obtenue par
le second procédé, est une équation conditionnelle d’un systéme quelconque, dont
I'argument est @, par exemple. En considérant alors @ comme une constante dans

I'équation df = o, nous délerminerons £, par la méme voie, comme fonction des
arguments reslants, el nous ajouterons une constante au signe indéﬁnif par

lequel est exprimé &, qui, ou bien sera @, si nous n’avons pas encore @, ou bien
sera une fonction arbitraire de @, si @ est déja déterminé par une autre intégrale.
Mais, en général, on n’a pas toutes les intégrales a l'aide desquelles les

inconnues principales sont éliminées des équations
L=o, M=o, N=o, ceey
celte élimination doit alors étre effectuée dans les équations différentielles
dL = o, dM = o, dN —o, cees

a Paide des équations différentielles données, et la détermination de A se raméne
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a l'intégration d’équations aux dérivées partielles. Nous ne considérerons pas ici
ce cas.

Nous pourrons quelquefois, ayant obtenu par le second procédé I'intégrale f=o
d’une équation conditionnelle ou non conditionnelle, trouver la constante & par
des considérations étrangéres, et, dans un tel cas, nous n’avons pas seulement cette
intégrale f== o, mais aussi en méme temps toutes les intégrales

L=o, M=o, N=o, ceny

a I'aide desquelles est oblenue, par le premier procédé, l'intégrale f=o.

Si k dépend d’un seul argument a, la détermination de £ est alors trés simple.
Dans ce cas, pour obtenir P'intégrale f= o, par le premier procédé, une seule
intégrale L= o0 est nécessaire, dans laquelle entre une fonction arbitraire b de a. Si

nous avons celte intégrale L = o, & est déterminé comme une nouvelle forme de la
fonction b sous le signe f‘, mais si nous n’avons pas celte intégrale, cela signifie

que nous n'avons pas une seule fonction arbitraire; nous pouvons alors consi-

dérer & comme une nouvelle fonction arbitraire de @, et Ia dérivée & de & par
)

rapport & @, qui entre dans l'intégrale L = o trouvée en méme temps, comme une

nouvelle forme de la fonction arbitraire &, mais sans signe f

III. — ForME NORMALE DES INTEGRALES D' EQUATIONS COMPATIBLES.

Pour I'intégration d’une équation différentielle donnée D = o, 4 I'aide de I'inté-
grale d’ane ¢quation conditionnelle B=o0, si A=o0, qui se compose de deux
équations finies, nous éliminerons deux variables principales de I'équation D = o,
en introduisant dans cctte équation une nouvelle variable, savoir 'argument de la
condition A = o. Si ces deux variables principales entrent sans différentielles dans
'équation D = o, aprés leur élimination cette équation ne contient pas la diffé-
rentielle da, et, par conséquent, I'intégrale f—= o de I'équation D =0 a dans ce

d , . .
cas une forme pour laquelle Zl‘—é = o, car les équations df = o et D = o sont iden-

tiques. Nous dirons que cetie forme de I'intégrale f= o est normale par rapport
a 'argument a.

Mais si, dans I’équation D = o, entrent les différentielles des variables princi-
pales éliminées, eclle prend alors, aprés I'élimination de ces derniéres, la forme
D+ G da = o, et son intégrale f = o n’a pas la forme normale par rapport a «.
Néanmoins I'intégrale trouvée f= o peut, dans ce cas, étre amenée a la forme
normale.

Soit U = o l'intégrale de la condition A = o0 au moyen de laquelle est déterminé
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\ - P . dU
Pargument a; d’aprés origine et la signification de I'intégrale U = 0, — ne sera
a

d
pas nul, car a est une constante par rapport & I’équation A = o, et par conséquent
. . , . dU . ..
I'identité des équations dU + Eda =—o0 et A=o0 doit avoir lieu seulement

pour da = o.

, . 4 .
Cela posé, si Zl{; ne s’annule pas, et si

du d
e L
a a
on obtient l'intégrale f= o, sous la forme normale f,= o par rapport a a, parce
que f, s’annule toujours et seulement en vertu de f=o, et que, en outre,

df1_ a20 dzf__
da S am Vg =o

Nous pouvons donc amener a la forme normale, par rapport a tous les arguments,
toutes les intégrales des équations compatibles qui n’ont pas cette forme, 4 ’excep-
tion seulement des intégrales des conditions, par lesquelles sont définis ces argu-
ments, et quin’ont pas la forme normale seulement par rapport a leursarguments.

En effet, supposons que f;=o0 et V,= o soient les formes normales par rapport
a a de l'intégrale f= o d’une des équations conditionnelles ou non conditionnelles
et de I'intégrale V=0 d’une des conditions, par laquelle est défini 'argument «
de cette condition.

POSOIIS
dV d
fz-ft 1 A" fi .

lda’

nous obtenons l'intégrale f = o sous Ja forme f, = o normale par rapport aux deux

arguments a et a, parce que 1'équation f, = o est idenlique a 'équation f, = o, et

que non seulement

afy _
da
mais aussi
df, arv, v dxf,

da N dwaa Vdaam =

Toute intégrale f=o de forme normale par rapport a tous les arguments
posséde deux propriétés remarquables.

1. Elle représente par elle-méme une équation finie entre les variables princi-

pales, parce que tous les arguments @, «, ... qui y entrent sont déterminés par
. df df
les équations =~ = 0, - =0, ....
9 da  da !
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2. Pour sa différentiation, on peut considérer les arguments variables ‘comme
des constantes.

Dans toute intégrale, sans exclure les intégrales des conditions, tous les argu-
ments, en méme temps que leurs fonctions arbitraires, peuvent entrer sous diffé-

tentes formes sous le signe et Dexpression algébrique de ces arguments est
g s pre.

alors impossible. Mais, si un argument est déterminé comme une fonction des
inconnues principales et des arguments restants, il peut étre éliminé de toutes les
intégrales et la forme de ces derniéres, par rapport a cet argnment, présente un
cas particulier de la forme normale, car, si un argument quelconque @ n’entre pas

o d
dans l'intégrale f= o, alors c—l;é sera nul.

Chaque signe d’intégration f, dans l'intégrale d’équations compatibles, ne se
rapporte qu’é un argument et exige des quadratures relativement a cet argument.

Nous pouvons aussi amener les variables principales sous un tel signe f, et nous

>

dirons alors que la forme de I'intégrale est composée.

Si nous intégrons une équation conditionnelle, par exemple B=o si A=o,
dont I'argument est @, au moyen de Pintégrale d’une autre équation condition-
unelle dans laquelle entre une fonction arbitraire § de I'argument «, nous introdui-
sons les variables @, « el 3 dans I'équation différentielle B = o. Pour I'intégration,
@ est considéré comme une constante, et la constante d’intégration sera une fonc-
tion arbitraire b de @. Mais 'argument « est ici variable, et par conséquent {$ prend

une nouvelle forme sous le signef, sous lequel @ peut évidemment entrer comme

constante. Dans une telle nouvelle forme de la fonction arbitraire 3, nous dirons
que a est le module de cette forme.

IV. — DtpucTioN DES EQUATIONS COMPATIBLES.

Soit donnée une équation F = o aux dérivées partielles d’ordre n de 5 par rap-
port & deux variables indépendantes = et y; nous pouvons alors considérer z, y,

n(n—+3 . e, . . " . .
s et toutes les ——(-;———) dérivées partielles jusqu’au n'*™¢ ordre inelusivement,

savoir

-1 ~ " -t - n (-1} tn—2} -l -
Sy By Sy By, Sy -ee 5t )’ Sy Ty By y ey Rpqs Say

comme des variables entre lesquelles existent les équations suivantes :
1° L’équation donnée FF = o;

Fae. de T., 2* S., VIL 1o
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nin-+1) , . ..

2° —(—z——~ équations non conditionnelles de la forme
ds =3dxr + 3dy,
ds’ =s"dxr + 3\ dy,
...................... , .
dz, =3 _,de +3,dy;

, . ¢ IF . . .
3° Les équations Ty = © ou - =0, qui sont identiques entre elles, en vertu
dy

de F = o, et indiquent que cette derniére a lieu pour z et y arbitraires. Dans ces
équations, entrent les dérivées partielles du (n 4 1) orlre, entre lesquelles
nous avons encore :

4° n —+1 équations différentielles non conditionnelles de la forme

dzn) == sn+l) oy ;(l") dj',

dzpy=3,dz 4+ Eppq AV,

Notre probléme consiste dans I'élimination, entre les équations 3" et 4°, des
dérivées partielles du (n 1) ordre, afin d’obtenir des relations entre toutes
les variables restantes que nous appellerons principales.

Posons pour cela

dF =Xdor +Ydy + 1" dst + LV ds{" "V ..+ L, dsy;

nous aurons

dr . .
;Z)—/ =Y+ L“”;&'”—i— /,1”7“5(2"‘2) N Z,,z,,+1: 0.
désignant 2 A Paide des équations 4°, exprimer
En désignant ~ 5 bar — u, nous pouvons, a aide des équations 4°, exprimet

successivement toutes les dérivées partielles du (n%—x)“‘"‘e ordre au moyen

de 5,44, sous la forme

ds ds! ds! ds
P Zn 5 g2  — n=t r— ¥n-t “en 22
3, = 4 USpey, LS — + usz,= +u 7 + 35,4,

dF

. . , . I .
En introduisant ces valeurs dans 'équalion @ = 0, nous obtenons une équa-

tion de la forme
M +Ns3,.,=o0,
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N=17 ur+ Zflnvl)undl__‘_ Z\Zzn*?\ unt=2 4, 4 Zn,

Mdxr =Ydx + 2" dz"V
<+ (Z(”)lt . Z(ln—l)) ds(_zu' 2>+ (Z(n\ w2+ Z(ln—l)u + Z{ln»ﬂ\) dz;/hs)_i_. L

Mais de I’équation M - Nz,,, = o, d’olt %, n’est pas éliminée, nous pouvons
seulement, en ce qui concerne les variables principales, conclure que M s’annule,
si nous égalons a zéro 'expression N,

Or N, comme terme multiple d’ordre n par rapport & «, se décompose en n fac-

. dy
teurs de la forme v — wi, u — ttyy ..., U— Uy, OB U =— —— €L Uy, Ug, ..., Uy

dx
sont les racines de 'équation N = o par rapport & «. L’expression N s’annule donc
chaque {ois que nous égalons a zéro un de ces facteurs, c’est-a-dire si nous posons

dy + u,dr =o ou dy + uydxr =o,

En introduisant dans 'expression M dx successivement ug, us, ..., au lieu de «,
nous obtenons n expressions différentielles M, Ms, ..., M, avec les différentielles

\

dzu, dz,_,, ... des dérivées partielles d’ordre n.
Nous tirons ainsi de I'équation M + N z,,, = o, n équations différentielles con-
ditionnelles,

M,=o si dy +u dr=o,

M,=o si dy 4+ uydr=o,

M,=o si dy + u,de —=o.

Nous dirons que ces n équations conditionnelles, en méme temps que les

nin<+1) , . .. . o
-————— équations non conditionnelles 2°, sont compatibles. Elles ont la forme
2

pour laquelle au paragraphe lIl nous avons déja exposé leur intégralion, car
chaque équation conditionnelle est donnée sous une condition seulement.

Nous avons tiré les équations conditionnelles des équations non conditionnelles

A ~
«

d’ordre n, au moyen de I'équation Z—; = 0. Au moyen de l'équalion % 0,

nous les obtiendrions sous une autre forme, mais ideniique a celle trouvée, en

I

vertu de F —o.

Toutes les équations compatibles se partagent, d’aprés leur signification, en
condilions, et en équations conditionnelles et non conditionnelles. 1Y’apres leur
forme, nous pouvons les diviser en ordres, suivant ordre des dérivées partielles
dont les différentielles entrent dans ces équations.
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Si donc on donne I'équation aux dérivées parlielles d’ordre n, F = o, nous
avons les équations compatibles suivantes :

I n(n +1)

. équations non conditionnelles, savoir

ds(r=) = z") dz + " Vdy,

, . .. , dz'"= = " Vdx + 30"V dy,
n équations non conditionnelles d’ordre (n —1)

\dsp_y =5, ,dx +z,dy;
—2)—— n— =2
dz(n=2=zr=Vdzx + 3} % dy,

. .. , dzs\"® =z{*dx + 577 dy,
(n —1) équations non conditionnelles d’ordre (2 — 2)

dsn—-z _ ~;1—2 d.Z' -+ Sp d)’,

une équation non conditionnelle d’ordre o,

ds =3 dx + 5, dy.
Ayant posé

dF = Xdx + Ydy + L™ dz® + LV ds{" V4. .+ 7, ds3y,

nous obtenons I’équation

VA NTI Z(ill*l) w4+ Zu: o,

que nous appellerons 'équation aur racines, et par laquelle seront déterminées
les n racines relatives a u,

Wy, Ugy sy ..ey Upe

Au moyen de ces racines nous mettrons les n conditions sous la forme suivante,
1I. dy + uydx =o, dy + u,dxr =o, vy dy + u, dz = o.

Les équations conditionnelles ont deux formes identiques entre elles, en vertu
de 'équation dF = o,

Hie. Ydx -+ ZMds0 4 (L uy+ 200)dsy 2 + (L uy + 20V uy + 1572 ) ds ™+ =0
si dy+uw dr=o.
!

2
uy

I

I .
NV Xdy +Tads)o, o+ (T + 2, ) dsioa + (20 s + s - + Zh, )dsh g+ =
1

si dy + uy dx =o,
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Les (n — 1) équations conditionnelles restantes s’obtiennent sous les deux
formes en remplagant successivement u, par us, us, ..., 4,. Ces équations condi-
tionnelles sont du ni*™* ordre, car elles contiennent les différentielles des dérivées
partielles du n'*™¢ ordre.

. . . .. n(n-+1
Les équations compatibles ainsi obtenues, dont le nombre est —(—5——) + an,

. , nin+3Y 4, ..
expriment, comme nous I’avons vu, la dépendance entre toutes les ———-;——) déri-
vées partielles qui découle de leur significalion.

n{n-+1)
2

Si toules ces -+ 2n équations compalibles sont intégrées, alors leurs

intégrales représentent un nombre suffisant d’équations finies pour la détermina-

M_) dérivées

tion des n arguments qui y entrent et des partielles; le sys-

teme d’équations, constitué par ces intégrales jointes & I'équation donnée F = o,
exprime sous une forme finie la dépendance entre z, y, 5 qui existe en vertu de
I'équation donnée F = o. Nous dirons que ce systéme d’équations est I'intégrale
générale de I'équation aux dérivées partielles F =o0. Quand I'élimination des
arguments et des dérivées partielles entre les équations de ce sysiéme est effective-
ment réalisée, I'intégrale générale prend alors la forme d’une équation f= o
entre x, ¥, 5.

V. — INTEGRABILITE DES EQUATIONS CONDITIONNELLES.

Dans le systéme d’équations différentielles compatibles présenté au para-
graphe 1V, les conditions contiennent senlement dz et dy parmi les différentielles
des variables principales. Si donc une condition s'intégre d’elle-méme, I'argument
est déterminé comme une fonclion de x et ); si, aun contraire, elle s'intégre an
moyen d’autres équations compatibles, alors les dérivées partielles entrent dans
son intégrale; si enfin, pour son intégration, on s’est servi des intégrales d’autres
équations compatibles, son intégrale contieat des fonctions arbitraires.

Les équations conditionnelles contiennent les différentielles de toutes les déri-
vées partielles d’ordre 7. Dans I'intégrale d’une équation conditionnelle entrent
donc nécessairement les dérivées partielles d’ordre n et une fonction arbitraire de
I'argument de sa condition, cetle fonction, comme constante d’intégration, ayant
toujours seulement une forme.

Une équation non conditionnelle ne s’intégre jamais d’elle-méme, car des cinq

variables entrant dans sa forme générale,

- — 1 = ,
ds¥* =50 Vdx + 3P dy,
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et _ s . . e e .
deux, =+ et 5%, entrent sans différentielles et exigent une éliminalion préa-
lable. Mais il est nécessaire pour cela d’avoir deux équations finies, ¢’est-a-dire,
outre celle donnée I = o, au moins encore une intégrale. Dans I'intégrale d’une

équation non conditionnelle entrent done au moins une fonction arbitraire dans

la nouvelle torme sous le signef, et la constante d’intégration impliquée dans ce
signe.

Si nous avons des intégrales de toutes les conditlions et de loutes les équations
conditionnelles, alors, au moyen des intégrales des premiéres, sont déterminés
tous les n arguments et les intégrales des derniéres, jointes a I'équation donnée,
servent pour la détermination des (2 + 1) dérivées partielles d’ordre n,

=(n) ~(n- 1) = ~
~ L | ’ Yy ~“n—1y ~ne
1 existe entre ces dérivées partielles, en vertu de leur signification, n équations
finies
(1 ~(n—1) ~(n—1) ~(n—2)
30 dsl ds=0 _ dsl

) T Td

ds,_, _ds,
dy —  dx : dy — dr’

qui ne peavent étre que des intégrales des équations compatibles ou identiques a
ces intégrales, attendu qu’il n’existe pas d’autres équations finies.

Lin se rappelant que les intégrales de toutes les équations conditionnelles con-
tiennent des formes de fonctions arbitraires qui n’apparaissent pas ici, on conclut
que ces n équations (A), aux arguments prés, doivent étre identiques aux n inté-
grales des équations conditionnelles.

lin introduisant, dans les équations non conditionnelles d’ordre n —1, les
valeurs des dérivées partielles d'ordre n, délerminées par les intégrales des équa-
tions conditionnelles, nous obtenons des équations différenticlles dont les condi-
tions d’intégrabilité, par rapport aux variables indépendantes z et ), sont
exprimdées par les équations (A), c’est-a-dire par les intégrales mémes des équa-
lions conditionnelles. Nous conclurons de la que, si nous avoons les intégrales de
toutes les conditions et équations condilionnelles, toutes les équations non condi-
Lionnelles d'ordre n —1 sont certainement intégrables, sinon séparément, au
moins Ltoules ensemble. ’

Au moyen des n intégrales de tottes les équations non conditionnelles
d’ordre (n—1), loutes les n dérivées partielles d’ordre (n—1) sont détermi-
nées et, ayant introduit leurs valeurs dans les équations non conditionnelles
d’ordre (7 — 2), nous obtenons de nouveau des équations différentieiles dont les
conditions d’intégrabilité sont satisfaites par les intégrales que 'on a déja et qui,
par conséquent, sont intégrables. Nous obtenons ainsi successivement les inté-

grales compatibles de tous les ordres des équations non conditionnelles, tant
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que nous ne poussons pas jusqu’a I'équation non conditionnelle d’ordre nul
dz = 3 dz + 5, dy, dont I'intégrale sera I'intégrale générale f(x, ), s)=o.

En ce qui concerne la forme de toutes les intégrales, les intégrales des condi-
tions et des équations conditionnelles n’ont pas la forme normale, et les intégrales
des équations non conditionnelles sont toujours obtenues sous la forme normale,
par rapport a tous les arguments. En effet, si I'équation différentielle D = o est
donnée sous la condition da = o, il faut seulement que son intégrale F=o lui

. . ) . dF F .
satisfasse pour da = o ou si, dans 'équation dF + zl,-ada =0, _, nest pas égal
a zéro. Pour D'intégration d’une équation non conditionnelle, d’ordre m par
exemple, nous éliminerons, d’aprés ce qui précéde, les dérivées partielles
d’ordre m + 1, qui y entrent sous forme finie, au moyen d’équations finies; par
conséquent, nous n’introduirons pas les différentielles des arguments dans les
équations non conditionnelles. Si, par conséquent, I =0 est I'intégrale de

I’équation non conditionnelle D = o, pour que I'équation

dl<'+d-——Fda+ [—{Ed:z+...:o
da da

soit identique a I’équation D = o, qui ne coutient pas da, da, ..., il faut que 'on
ait ‘
dF dF
t_it; =0, %g =0, e

Si, pour I'intégration d’une équation non conditionnelle, nous nous servons d’un
des arguments comme variable indiquée, cette variable est toujours éliminée dans
ce cas de l'intégrale trouvée et, par suite, la forme normale de I'intégrale est
rétablie.

Nous pouvons aussi amener, d’aprés le paragraphe IlI, 'intégrale de I’équation
conditionnelle a la forme normale, mais seulement au moyen des dérivées des
fonctions arbitraires.

D’aprés le procédé d’intégration successive, toute fonction arbitraire apparait
la premiére fois dans P'intégrale de I'équation conditionnelle, et ici elle a toujours

une seule forme; par la suite de 'intégration, elle prend de nouvelles formes sous
le signe/, mais ses dérivées n’entrent nulle part ou paraissent seulement pour

disparaitre ensuite au moment de la réduction.

Dans I'intégrale d’une équation non conditionnelle d’ordre m, les dérivées par-
tielles d’ordre m c¢nirent nécessairement et les dérivées d’ordre supérieur n’entrent
pas. Nous appellerons une telle intégrale, une intégrale d’ordre m. ’

L'intégrale d’ordre m, F = o, sous la forme normale, représente par elle-méme
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une équation aux dérivées partielles d’ordre m, parce que les arguments a, o, ...

ul y entrent sont déterminés par les équations dF __ 0 aF _ o
qury p q da™— 7 da

Dans chaque intégrale F = o d’ordre m, les n fonctions arbitraires entrent
toules en général et, dans ce cas, elle a un sens plus général que 'équation donnée
F = o ou l'intégrale générale f= o, parce que l'intégrale générale de I'équation
I = o contient, outre n fonctions arbitraires, encore m indéterminées et se change
seulement pour des valeurs particuliéres de ces derniéres en l'intégrale générale
S = o0 del’équation donnée F = o.

Le plus petit nombre de fonctions arbitraires, que doit nécessairement contenir
I"imtégrale d’ordre m, est évidemment n — m et, dans ce cas, nous la nommerons
une intégrale intermédiaire d’ordre m.

Toute intégrale intermédiaire remplace entiérement I’équation donnée aux déri-
vées particlles d’ovdre n, F = o, et exprime entre z, y, 5 la méme dépendance
que I'équation I = o et son intégrale générale f—= o.

Suivant le procédé d'intégration successive, nous obtenons ainsi d’abord les
intégrales de toutes les conditions et équations conditionnelles, et ensuite succes-
sivement les intégrales de tous les ordres des équations non conditionnelles sous
la forme normale, et la derniére intégrale, celle de ’équation non conditionnelle

ds =3 dx+ 3 dy,

sera l'intégrale générale f=o.

Si nous prenons successivement toutes les dérivées partielles par rapport a z
et y de cette inlégrale générale f—= o, jusqu’a 'ordre n inclusivement, nous obte-
nons autant d’équations que nous avons de dérivées partielles, par conséquent
autant que d’intégrales des équations conditionnelles et non conditionnelles. Suai-
vant 'ordre des dérivées partielles qui y entrent, nous conclurons que 'ensemble
des n + 1 dérivées d’ordre n,

gn—j—’ . du f . dn. /

—o =o - —L —o

dzn ’ dax='dy ’ dy"
doit étre identique a I’équation donnée ' — o et & n intégrales des équations con-
ditionnelles; qu’en général, I'ensemble des (m + 1) dérivées d’une équation
d’ordre quelconque m est identique aux (m —+ 1) intégrales des équations condi-
tionnelles d’ordre m; et, par suite, que les équations

df_o dy
da — da

:O’

seront les intégrales des conditions, non sous la forme primitive, mais sous celle
qu’elles prennent par élimination des dérivées partielles.
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VI. — EQUATIONS COMPATIBLES ENTRE LES DERIVEES PARTIELLES

DES TROIS PREMIERS ORDRES.

Soit F =0 une équation aux dérivées partielles du premier ordre; en dési-

d.r par p, d pal q el en posant

gnant
dF =Xdx+ Ydy +Pdp+ Qdg=o,

nous obtiendrons, d’aprés le paragraphe IV, les équations compatibles suivantes :
Une équation non conditionnelle

dzs =pdx + qdy;

une équation conditionnelle
(1) " Ydz+Pdg=o si Pdy—Qdz—=o.
Nous pouvons exprimer la seconde forme
Xdy+Qdp=o
de cette équation conditionnelle, sous la forme symétrique

(2) Ydp—Xdg=o si Pdy — Qdz=o.

II.

Soit F = o une équation aux dérivées partielles du second ordre; en désignant

d’z d’z a’z
a2’ W’ d—.}/ﬂ par r, s, t

et, en posant

dF =Xdx +Ydy +~Rdr+Sds+Tdt=o,

nous aurous, d’aprés le paragraphe IV, les équations compatlbles suivantes :
Trois equauons non conditionnelles

dz = pdx + qdy, dp=rdx +sdy, dq =sdx + tdy;

Fac. de T., 2¢ S., VII. 17

4
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deux équations conditionnelles

de—\—Rds—Tu{“:o s dy+u de=o,
(3) o
T dt .
Ydxz+ Rds— =0 si dy + uydr =o,

dont les formes identiques sont

( Xdy +Tds—uRdr=o si dy + u,dx =o,
| Xdy +Tds— u,Rdr=o0 si dy + u,dx =o,

1, et u, sont les racines de ’équation aux racines
() Ru+Su~+T=o.

Si, dans P'équation donnée F' = o, n’entrent ni r, ni ¢, alors R et T s’annulent,

et nous aurons, dans ce cas:

Racinesce....o.oovntt. w, —o, U, —oo,
Conditions............ dy —o, dz = o,
Arguments............ y et z;

mais les deux formes (3) et (4) des équations conditionnelles de ce paragraphe se
changent dans les identilés o = o.
De la forme primitive qu’ont ces équations conditionnelles dans le para-

graphe 1V, nous tirerons, dans ce cas,

6 ( Ydr+Sdt=o st dy =o,"
(©) ?X(ly—l—Sdr:o si dx — o, -

1.

Soit F = o une équation aux dérivées partielles du troisi¢éme ordre; en dési-

gnant
d3z d3z a3z d3z

dz &z o dz Az kol
i drdy dwdy 4y P& bk

et en posant

dF =X dzx + Ydy +Gdg +Hdh+Kdk+ Ldl=o,

enfin, en déterminant les racines uy, us, U3 de I'équation aux racines

Gww+Hw2+Ku+L=o,
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nous aurons, d’aprés le paragraphe 1V, les équations compatibles suivantes :
Six équations non conditionnelles
ds = pdr + qdy, dp =rdx -+ s dy, dg=s dr + tdy,
dr =g dx + hdy, ds =hdx + kdy, dt = kdzx + ldy:

trois équations conditionnelles

Ldl
=0

U,

(7) Yda + Gdh + (Gu,+ H)dk — si dy + uydxr =o,

Exemple 1.
P+ =fr+oy,
ol f ct © sont des fonctions arbitraires.

En posant
F=p'+¢@—fe—9y=o,

dF =apdp + 2qdg — ffxedr — o'y dy,
nous aurons, d’aprés le paragraphe VI, équation (1), I'équation conditionnelle
2pdg —o'ydr =0 si pdy—gqdr=o,
qui se raméne a la forme

2gdqg=¢'ydy

et nous donne l'intégrale
(1) =9y + b,

ou b est une fonction arbitraire de 'argument a.
En déterminant p et ¢ par les équations (1) et F = o, nous pouvons mettre la

condition p dy — ¢ dxz = o sous la forme

Vfr —bdy —\Voy+bdr—=o

et nous obtenons, par suite, I'intégrale

(2) —ﬂ—_——fd—x:Q[l,
J Voy+o Viz—b

par laguelle 'argument « est déterminé.
Mais ’équation non conditionnelle dz = p dz + ¢ dy peut étre intégrée, sans
cetle intégrale (2), d’aprés le second procédé. En effet, en y portant les valeurs
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de p et ¢, nous aurons
ds=\/fx —bdx +\/oy + bdy,

et, pour @ conslant, nous obtenons l'intégrale

(3) z:f\/fl;——bdx—l—f\/cp—]——h—bdy—kc,

ol ¢ est une fonetion indéterminée de argument a. En différentiant l'intégrale (3),
nous obtenons

d .
dz:pdx_{—(]d)/_}_ Y _ dx +2@ @,
\/Qy “+ b \/_fa;' — b db | 2

pour db arbitraire, parce que dz = p dx + ¢ dy sans condition. Nous concluons
de 14, au moyen de I'intégrale (2),

de
= —ay

db
par suite,

c=— [adb,

el nous obtenons, au moyen de l'intégrale (3), I'intégrale générale sous la forme
normale

z:f\/fx—bdx—i—'/)\/cpy+bdy— a db.

L’équation dérivée détermine 'argument @ el sera 'intégrale (2). f\/jx —bdx,

f\/?}/ -+ bdy, fa db sent ici les nouvelles formes sous le signef des fonctions

arbitraires fz, oy et b; dans les deux premiéres formes entre le module b.

De la méme maniére que I’équation
= fr+oy,
on peut aussi intégrer 'équation
tp + fqg =dx + oy,

dont I’intégrale générale sous la forme normale est

;:f_;(q;x—f—b)dx-lf—/.f(goy—b)dy-— adb,

ou f, f, ¥ et o sont des fonctions arbitrairement données; j, £ sont les fonclions
inverses de f, f,
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L’équation p2+- ¢2>= f(y, z) représente, en Géométrie, I'ensemble des lignes
géodésiques sur une surface donnée arbitrairement et, en Analyse, elle.est une
forme fondamentale a laquelle se raméncnt les équations aux dérivées partielles du

premier ordre el du deuxiéme ordre.

Exemple 11.

< :f<P’ q)e
n posant

F=/(p,q)—3=o0,
d¥ = f"(p,q)dp + fi(p,q)dy — pdx — qdy =o,

nous obtenons, d'aprés le paragraphe VI, 'équation conditionnelle

!
pdg—qgdp=o si dx———fM:o

1)
et de la les deux intégrales
q
I ——=a
(1) I=a,
I):,)
dp
(2) X = .//(P,' al))”—'*_b,
}7:0 P
. . . - p:’)
ol b est une fonclion arbitraire de I'argument « et uﬁf représenle une qua-
p=0

drature pour @ conslant. Pour intégrer I’équation non conditionnelle
dz =pdz + qdy,

d’aprés le premier procédé pour a variable, remarquons que la différenticlle
totale de l'intégrale (2) est

pP=p

d
dx:f’(p,q)[—)l)—i—[ f;(p,al))dp+b’]¢ia,

p=0

,_db ., arf
b_%’ f‘_dpa’q.

Avec cette valeur de la différentielle dir, 'équation non conditionnelle

pdr+qdy=ds= f'(p,q)+ fi(p,q)dg
prend la forme
,):,’

d ) , d
dy:fx(ﬂ,q)‘(/—q —[ Ji (p,q)dp+b’] ;a

]}:0



130 K. M. PETERSON.
et nous obtenons, par suite, I'intégrale

7=q9
- = 7, )% _ [
(3) y=J_ f1(a’q>q 2’
q=0

. db . Lo . . .
ol f}z— est la nouvelle forme de la fonction arbitraire b. L’équation donnée

z= f(p, q), avec les intégrales (1), (2) et (3), représente I'intégrale générale,
laquelle, aprés élimination des variables p, ¢, @, s’exprime par une équalion

entre x, ¥, 3.

Exemple I11.

r3t = const.
En remplagant y par ky, ol k est une constante, nous pouvons mettre I’équa-
tion donnée sous une forme plus commode,

—3
F:t-{—%:o.

Au moyen de la différentielle totale

dt—%:dl’:o,

nous obtenons, d’aprés le paragraphe VI, équation (4), les deux équations condi-

tionnelles,
dr

J— 1 2 jo—
z —ds=o si dy —r*dx=o,

‘-,{—;:—ﬁ—ds:o si dy + r*dx =o,

dont les intégrales sont

(1) 1+s:2b,
(2) - —s=20,

ou b et 3 sont des fonctions arbitraires des arguments a et o.
Les deux conditions,

dy —r*dx=o et dy + r*dx =o,

par suite de I'équation
dp =rdx +sdy
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et par suite des intégrales (1) et (2), prennent la forme
I I
(lp:<;+s>dy:2bdy, dp:(s—;}dy:—gﬁdn)',

et nous obtenons ainsi leurs intégrales

(3) p—2by=2a,
(4) p+2B8y=2za,

par lesquelles sont déterminés les arguments a et a.
Au movyen de ces quatre intégrales, et a 'aide de 1’équation donnée
y q S ) q

,-—3
t —+ T—O,
nous obtenons
o - _ (b+pY _a—a _a(ab+afB)
'—b+ﬁ’ s=b—3, t_—-—g———, ‘y—b—i—ﬁ' p“__——b—ﬁ—ﬁ

L’intégration des équations non conditionnelles,
dp =rdx +sdy, dg =sdx + t dy, ds =p dx + q dy,
aprés y avoir introduit les valeurs des variables
ry 8 & Y, P

conduit a une quadrature mécanique par rapport a a et o, et nous obtenons, par

suite, les intégrales

(5) x:(a—i—oc)(b—i—ﬁ)—zfadb——zfozdﬁ,
(6) q:(b—f—ﬁ)[(a—!—a)(b——ﬁ)—i— (“;“gg’—i—@—)]—a abdb + 4 [ 2pds,
(7) z—qy:Ll)?’_*;—@—z(a3+aa+a2)—2fa2db—2foz2di3.

L’intégrale générale de I'équation

r—3
t —_ =0
+ 73

est exprimée au moyen des intégrales (5), (6), (7) et a 'aide de I’équation

O ——
+

Q

y:

|
)
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in remplagant ky par y, nous obtenons 'intégrale générale de I'équation

13t = ke = const
— 7 = st.

Exemple 1V.
r+te’*=o.
Aun moyen de la différentielle totale
dr + 2te® ds + e di = o,
nous obtenons les racines

Uy=r +\r:—e*, ugzr—-\/r‘l_—;;‘,

et, par suile, d'aprés le paragraphe VI, équation (4), les deux équations condi-
tionnelles
—e¥ds +u dr=o si dy + u,dx = o,

—e¥ds+ u,dr—=o si dy + u,dx = o,
dont les intégrales sont
(I) r—+ ,.1_62s____22a’
(2) r—\r:—e¥—e,
Les conditions
dy +u,dxr—=o et dy + us,dx —o
prennent par conséquent la forme
dy +e**dx =o, dy + e**dx —o,
et leurs intégrales sont, par suite,
(3) ye i+ zer=b,
(4) ye ¥+ we*=[.
Au moyen des intégrales (1) et (2) et de ’équation donnée, nous obtenons

e?a+e+2a e-2a+ e—?a
r=—— s=a-+a, t—— —
2 2

Par suite de ces équations el des intégrales (3) et (4), 'équation non condi-
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tionnelle
dp =rdr +sdy

se raméne A la forme
dp—=d(rx+sy)—xdr—qds=d(rx+sy) — be*da — Be*da

et nous obtenons ainsi I'intégrale

p:rx+s_y——fbde“——f[3de°‘,

laquelle, aprés introduction des valeurs des variables 7 et s, prend la forme normale

p:e-a_: a+a)y——fbde“ f@de“

et peut s’exprimer sous la forme
(5) p:f(e“x—l—e"“y—b)de“—i—f(e“.r+e‘°‘y—5)d6“,

ou x el y, comme conslanles, sont amenées sous le signef. La forme reste

normale.
Nous obtenons aussi de la méme maniére I'intégrale de I’équation non condi-

tionnelle
dg=sdx + tdy,

sous la forme
(6) q ::f(e“x +ey —0b) dc"“—&—f(ear +e %y —b)de 2,

L’équation non conditionnelle

ds =pdx + qdy
se raméne a la forme

dpz+qy—s)==xdp +ydq
20 20 —_3q —9a
= (—EL—Ze)rdx—t—(a—*-a)d‘ry—!— (e—————;_—e———->_ydy
\

2 B2
= zl[(e’“+ e*®) % +(a+a)zy + (e 22+ e“’“)—/— — —(la — —‘:;- da,
4

En intégrant et en faisant passer z et y sous le signef, nous obtenons I'intégrale

générale sous la forme

~ —

a — Ay 2 b —% oy 2
(.«,’.L—f—e2 y—0) da+f(e xr+e %y —f3) Aot

Fac. de T., 2* S., VIL 18
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Les intégrales des conditions
etr+ety—b=o et e*xr+e%y —pB—=o,
par lesquelles sont déterminés les arguments, sont les dérivées de U'intégrale géné-

rale; nous ne les exprimerons pas sous leur forme générale.

De la méme maniére est intégrée I'équation

e’ — e t=coss

dont l'intégrale est

dz
sin2a

da

.

g +f(rcosa+xsinoc——‘3)‘2
suz2a v

;:f(ycosa+xsiua—~b)‘-’

Exemple V.,
scos*(xr 4+ y)=12s.
D’aprés le paragraphe VI, équation (6), nous avons les équations conditionnelles
cos?(x+y)dr—[ssin2(x +y)+a2pldy—o si dr —o,
cos?(x +y)dt —[ssina(x+y)+29]dr==o si dy=o

qu’au moyen de
dp=sdy si dr = o,

dg=sdx si dy —o,
nous amenons a la forme
dir—thang(a:-lf—y)}:o si dr—=o,
dzt—quang(m—ir—y);:o si dy —=o
et, par suile, nous obtenons les intégrales

(1) r—aplang(x+y)=4f x+["r,

(2) t—2qtang(z+y)=4¢'y +0"y.
Au moyen de Fintégrale (1), est intégrée I'équation non conditionnellc
dp—=rdx +sdy,

d’aprés le second procédé pour y constant. En effet, en multipliant I'intégrale (1)

par cos?(z -+ y) dx, nous obtenons, par suite de dp = r dz,

d{pcos*(x +y)] =(4f x + f"x) cos*(x + y)du si dy =o
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el nous trouvons ainsi l'intégrale
(3) (p—["z)cos*(z+y)=sinz(z+y)f z+2fx+k

olt & est une fonction indéterminée de y.
De la méme maniére, nous obtenons l'intégrale de I'équation non condition-

nelle dg =sdx + tdy

(%) (79— 9"y)cos?(z+))=sina(z +y)o y+20y+ 1,
ou h est une fonction indélerminée de .
. . . .. d d
En déterminant par la p et ¢, nous obtenons, au moyen de I'identité E/?’ = d—.{i"

les deux fonctions indéterminées
h=afx, k=oa9y,

et, par suite, I'intégrale de ’équalion non conditionnelle
P ’ 8 q
ds =p dx 4+ g dy,
qui sera l'intégrale générale
s=a(fx+oy)tang(z +y) +f e+ 0 y.

Si dans 'équation donnée et dans son intégrale générale, nous remplacons z,

x4+ y
2

» nous obtenons 'équation

z Y s
Yy 2 pat = T 25 tang

ssin(e+)y)=p+q,
avec l'intégrale générale

z:fx—|—9y+(f’1:+<p’y)c0t'r':y-

Exemple VI.
s(z+y)=2vpq.
D’aprés le paragraphe VI, équation (6), nouas avons les équations conditionnelles

(x+y)dt —i—(.s*—s\/;/———l\/{;)(lx__o si dy = o,

(x-l—y)dl'—i-(s—S\/L)—vr\/z>dy:o si dr == o,
q r/ -

La premiére équation conditionnelle, aprés division par (& +4-y) /¢, se raméne,



136 K. M. PETERSON.

par suite de s(z +y)=2 ‘/[v)—g_, a la forme

d<é + 2vy = o, si dy =o,
Vg =zt

v

et nous oblenons aussi I'intégrale

[4 ‘2\/; ,,
(1) — - ——— =29 y.
Vg 2t g

Nous obtenons de la méme maniére l'intégrale de la seconde équation condi-

tionnelle

(2) —,—;—+-~-M:2f”m.
Vpo T

Au moyen del'intégrale (1), est inlégréé ["équation conditionnelle dg = sdx +- tdy

pour x constant

(x-+y)dy
2

En effet, 'intégrale (1), aprés multiplication par —=, prend, par suite

de dg = t dy, ]a forme
dz+yWe=(z+y)ydy si dr=o,
el nous obtenons, par suite, U'intégrale
(3) (@ +yWg=(x+)¢'y — oy —k
et,de laméme maniére, 'intégrale de I'équation non conditionnelle dp = rdz +sdy
(4) (z+ )Wp=(z+))f'x—fe—1h

ou k est une fonction indéterminée de x, & de y. En délerminant p el ¢ au moyen

., ). .4, d,
des intégrales (3) et (4), nous obtenons, par I'identité df, djlc

k=fx, h=oy
et, par suite, au moyen de la quadrature de I'équation non conditionnelle
ds =pdx +qdy,

nous trouvons l’inlégrale générale

~—f(f’w)*dx+f(@ yrdy — (fiiq;y)
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Exemple VII.
s=e€".
D’aprés le paragraphe 1V, équation (6), nous avons ici les équations condi-

tionnelles
sgdx — dt = o si dy = o,

spdy —dr—o si dx = o.

Par suite de dg =sdzx, si Jy=o, et de dp =sdy, si dx=o0, ces équalions

conditionnelles prennent la forme
gdg —dt=o si dy = o; pdp—dr=o si dz=o

et nous obtenons, par conséquent, les intégrales

[

0" y\? d<%_}_/{>

2 — T ) g M7

) 7=2t +<<.9’y> Ty
/f//l,

(2) P4 '/”w>2——2 (‘/Ix>:
r= S dr

et de 1a se déduit, comme dans les exemples précédents, P'intégrale généralc

R affro’y
e~ — ._—'_ .
(Jx~+9y)?
VII. — EQUATIONS CONDITIONNELLES DE DIFFERENTS ORDRES.

Pour Pintégration de I'équation aux dérivées partielles F = o d’ordre n, nous
avons exposé au paragraphe IV un procédé suivant lequel son intégrale générale
avec n fonctions arbitraires peut étre obtenue parintégration d’un systéme d’équa-
tions compatibles entre toutes les dérivées partielles jusqu’a P'ordre n inclusive-
ment. Mais le systéme des dérivées parlielles qui entrent dans ces équations ne
dépend pas au fond de la méthode méme; pour développer cette méthode rien
n’oblige d’introduire d’un c¢oté toutes les dérivées partielles de Pordre o a n,
d’éliminer d’un autre cté toutes les dérivées d’ordres supérieurs. 1l se pose, par
suite, une question :

Le but ne peut-il étre atteint au moyen d’autres systémes d’équations compa-
tibles, dans lesquelles le systéme des dérivées est plus réduit en nombre et en
ordre, ou renferme également des dérivées supérieures. Dans Je premier cas, le
systéme conduisant a la découverte de I'intégrale générale représenterait une solu-
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tion simplifiée du probléme; dans le second cas, il pourrgit servir & le résoudre
quand les équations du paragraphe IV ne s’intégrent pas.

La réponse a cette question scra affirmative, si ’on peut présenter des équations
compalibles entre les dérivées partielles d’ordre quelconque,

Il y a, pour nous, des équations non conditionnelles de tous les ordres. La
présentation d’équations conditionnelles de tout ordre donné peul étre basée sur
I'hypothése suivante :

Toute équation F = o aux dérivées partielles d’ordre n, ayant une forme linéaire
par rapport aux dérivées d’ordre n, se change, aprés mulliplication par dz (ou
par dy) sous chacune de ses n conditions, en une équalion conditionnelle
d’ordre n —1 de la forme F dz = o (ou Fdy = o).

En effet, soit

I. F___Z+Z(n)z(”)+Z(lnﬂ-l)zrlnﬁl)_*_._'_+_ Z”z"—:_o

une telle équation linéaire, ot

Z, Z("‘, Z(ln—n, ey Z,,

nc contiennent pas de dérivées partielles d’ordre n,
D’aprés le paragraphe 1V, ’équation aux racines sera
p paragrap ) |

N=ZMur+Z"Vu-'+., . +7,—o.

En désignant par w,, w,, ..., u, les racines de cette équation, nous obtenons

3

toutes les n conditions de I’équation donnée F = o sous la forme
dy +u,dx =o, ceey dy +~u,dr=o0

et, d’apres le paragraphe IV, sous chacune de ces n conditions, nous avons une
équation conditionnelle d’ordre n, exprimée sous deux formes identiques au
moyen des équations I1I, et 1Il; du paragraphe IV.

Mais, oulre ces équations conditionnelles, on peut encore présenter des équa-

tions conditionnelles d’ordre n — 1 de la forme

Fdr—o.

Sous la condition
dy + u,dr —o,

nous aurons n équations de la forme

dzn-V=zrdr + 3" Vdy = (3" — u,z{" V) dz,
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A Paide de ces n équations, nous pouvons exprimer en fonction de 3, toutes
les dérivées partielles restantes z™, ..., 5, ,, e, en portant leurs valeurs dans

Péquation
Fdr— (Z -+ L) ) Z{ln 1)5(111‘1)_{_ L.+ Z”) dx = o,

nous oblenons une éqnation de la forme

Fde—=L+ Ndxr—=o,

L ="7dx + 1" dsv=1)  (Zim u,+ 7 10) dsi2
A (LU LV u A L) ds Y

et ou N a la méme expression que celle par laquelle est donnée I’équation aux

racines N = o.
Comme dy + u, dz est facteur dans I'expression N, alors par suite de ['équation

Fde=L+Ndr=—o

pour dy + u, dz = o, L passe dans F dz et s’annule. Nous déduisons de la une

équation conditionnelle du (rn — 1) ordre

II. Fdr=o si dy - uydx —o,

que nous pouvons exprimer sous la lorme

HI. Zdzx—+ZWds™ 4+ (T uy+ 29 ") ds"™ V... =0 si dy + uyde=o

et nous obtenons sous la méme forme les équations conditionnelles du (n — 1)i¢me

ordre, sous loutes les conditions restantes

dy + uy,dx = o, cees dy + u,dx —o,

de P'équation linéaire donnée I = o.

Si toules ces n équations conditionnelles du (n — 1)i*™¢ ordre soot intégrées,
toules les n dérivées partielles du (n — 1)m ordre sont alors déterminées au
moyen de leurs intégrales. Dans un tel cas, d’aprés le paragraphe V, toutes les
équations non conditionnelles peuvent étre certainement intégrées, et nous
obtenons par suite I'intégrale générale, sans I'aile des intégrales d’ordre n. Les
équations compatibles ne contiennent pas, dans ce cas, de dérivées d’ordre n.

Toute intégrale d’une de ces équations conditionnelles d’ordre n — 1 qui est
intégrée séparément représente une intégrale intermédiaire d’ordre n —1, et
exprime entre x, ¥, 5 la méme dépendance que I'équation donnée F = o.

Sil'équation donnée I = o, aux dérivées parlielles d’ordre n, n’a pas la forme
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linéaire, ses équations dérivées

dF dF
— =0 et =

—=o0
dx dy
. . s * . ’ " LA . l b

ont cerlainement la forme linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre
(n 1), et par conséquent se changent, aprés multiplication par dr, en des équa-
tions conditionnelles d’ordre n,

dF dF

—dzr=o0 et —dxr =o.

dx dy
Ces deux formes d’équations conditionnelles, existant sous chaque condition de
I’équation aux dérivées partielles d’ordre n donnée F = o, sont, il est vrai, les
deux formes identiques de I'équation conditionnelle que nous avons considérée
jusqu’a présent.

Mais non seulement les premiéres équations dérivées
dF

T =

o et ar¥ _ [¢

dy — 7

qui sont des équations d’ordre (n -+ 1), mais aussi toute équation dérivée supé-
rieure

dmF

= dardym e

d’un ordre quelconque (n + m) a une forme linéaire relalivement aux dérivées
partielles les plus élevées et se change, par conséquent, sous chacune de ses con-
ditions, en I’équation conditionnelle

ddr—o.

Une telle équation dérivée ® = o, d’ordre (n + m), a, comme conséquence de
I'équation donnée F = o, un sens plus général que cette derniére, et, par consé-
quent, son intégrale générale contient, parmi ses n + m fonctions arbitraires,
certainement toutes les n fonctions arbitraires de I'intégrale générale de I'équation
donnée F = o, dont les arguments sont déterminés par les équations

dy + u,dx = o, ce dy + updxr =o.

I3

Sous chacune de ces n conditions, nous obtenons donc I’équation condition-

nelle, d’ordre n +~m —1,
(I)d.l‘:O,

dans laquelle entrent les dérivées partielles jusqu’a 'ordre n + m — 1, et nous
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pouvons la considérer comme une équation conditionnelle d’ordre (n 4 m —1)
de I'équation donnée F =o, si, dans le syst¢tme d’équations compaltibles, sont
introduites toutes les dérivées partielles jusqu’a Fordre (n + m —1).

Toute équation conditionnelle ® dx =0, d’ordre (n+ m —1), que nous

obtenons ainsi, sous chacune des n conditions
dy + u,dxr = o, cely dy +u,dr=o0

a (m 1) formes différentes, parce qu'il existe (m -+ 1) équations dérivées diflé-
rentes ® = o d’ordre (n + m), savoir

]Il de - de —0 d/lLF .
. = =0, m— N ey md}"”w

dx.m
Si toutes les n équations conditionnelles d’un ordre (7 + m —1) sont inté-
grées, alors, outre leurs n intégrales qui sont toutes d’ordre (n + m — 1), nous
avons encore m équations finies du méme ordre (n +m —1),

dm—1 F B dm-1F dn—1 F

m—1 7 0, ! pr—2 =0, ct e mn—1
dx dx 'y ly

Iv. = 0.

Au moyen de ces (n+ m) équations finies, les (n 4 m) dérivées partielles
d’ordre (n 4+ m — 1) sont toutes déterminées, et, par conséquent, d’aprés le pa-
ragraphe V, toutes les équations non conditionnelles d’ordre inférieur sont inté-
grées, el par suite on oblient I'intégrale générale de I'équation donnée F = o, au
moyen d’un systéme d’équalions compatibles contenant les dérivées partielles
jusqu’a lordre (n ~+ m— 1) inclusivement.

Au moyen des équations conditionnelles d’ordre r - m — 1, nous intégrons
évidemment, au lieu de I'équation donnée F = o, I'équation dérivée ® = o. Mais
celle derniére a, oulre les n racines de I'équation donnée, encore m autres racines ;
son intégrale contient donc m fonctions arbitraires de plus, et c’est seulement
pour des valeurs particuliéres de ces fonctions qu’elle devient I'intégrale générale
de I'équation donnée F = o. Ces fonctions en excés entrent dans U'intégrale géné-
rale de I'équation @ = o, par les intégrales des équations conditionnelles en excés
correspondant aux racines en exces, et, si nous déterminons par Pintégration ces
fonctions en exces, nous obtenons alors I'intégrale générale de I’équation donnée
F=o.

Mais il n’est besoin i de U'intégration des équations conditionnelles en excés,
ni de la détermination des fonclions en excés : les équations finies 1V représentent
ces intégrales avec des fonctions déja déterminées, parce qu’il existe seulement
m -+ n inlégrales ou équalions finies d'ordre m + n — 1. Ainsi les fonctions en
excés disparaissent d’elles-mémes par intégration successive des équations condi-

Fac. de T., 2¢ S., VII. 19
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tionnelles supérieures. Le nombre des équations intégrables doit étre n; il nest
pas besoin d’examiner de quelle forme elles sont, et si elles proviennent effecli-
vement d’une méme équation dérivée & = o, car leurs n intégrales, par suite des
différentes fonctions arbitraires qui y entrent, ne peuvent éire identiques, et con-
tiennent toujours, avec les m équations [V, les m - n équations du (m + n — p)ieme

ordre qui existent en général.

Chaque intégrale du m*®» ¢ ordre oblenue ¥ = o d'une des équations compatibles
représente (pour une forme normale par elle-méme, et pour une forme non nor-
male, aprés détermination de tous les arguments qui y entrent), une équation aux
dérvivées partielles d’ordre m.

Une telle intégrale § =0 a ou bien le méme sens que I'équation donnée F = o,
ou un sens plus général ; dans chaque cas son intégrale générale contient au moins
les mémes fonctions arbitraires que 'intégrale générale de Péquation donnée F =o.
Si donc dans 'intégrale § = o n’entre pas une fonction arbitraire de I'intégrale
générale cherchée, alors, sous une condition correspondant a Pargument de cette

2 -
fonction, I'équation ¥ = o a certainement les deux formes z—idv =o et %dx =0
d’une équation conditionnelle d’ordre m; ct, pour une forme linéaire, encore une
équation conditionnelle §dz = o d’ordre m — 1, lesquelles peuvent élre consi-
dérées comme des équations conditionnelles de 'équation donnée § = o.

Il est ainsi évidemment possible d’obtenir, au moyen des intégrales trouvées,
sous chaque condition de I'équation donnée F = o, les équations conditionnelles
de tous les ordres depuis o jusqu'a n; au moyen des équations dérivées, nous
obtenons toujours, sous les différentes formes, les équations conditionnelles de
tous les ordres depuis n jusqu’a .

Sous chacune des n conditions de I’équation aux dérivées partielles d’ordre n
donnée F = o, existe par conséquent une série infinie d’équations conditionnelles
de tous les ordres depuis o jusqu’a co. Si une équation conditionnelle est intégrée
dans chaque série, nous avons alors en général n intégrales d’ordre différent, dont
chacune contient une nouvelle fonclion arbitraire. Si Uordre de toutes ces n inlé-
grales n’est pas supérieur & n, nous obtenons, en les amenant au moyen d’une
différentiation & Pordre n, n équations d’ordre n qui, contenant chacune une
fonction arbitraire particuliére, ne sont pas identiques entre elles. Ces n équa-
tions, avec I'équation donnée I = o, contiennent les n -1 équations d’ordre n,
par lesquelles sont déterminées toutes les n -1 dérivées partielles d’ordre n.
D’aprés le parvagraphe V, toules les équations compatibles d’ordre inféricur
peuavent alors éire intégrées et I'intégrale générale est obtenue avec n fonctions
arbitraires dillérentes. Si Pordre de 'une des n intégrales trouvées, de plusicurs,
ou de toutes les n sarpasse n, en les amenant au moyen d’une différentiation au
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méme ordre n —+ m, c’est-a-dire & l'ordre le plus élevé de ces intégrales, nous
obtenons n équations d’ordre n 4 m qui, avec les m —+ 1 équations dérivées

dmF . dmF .
—dxm_o, ceey - =0,

d‘),m

conslituent toutes les n -+ m -1 équations non identiques d’ordre n -+ m.
D’aprés le paragraphe V, toutes les équations d’ordre supérieur sont intégrées
dans le méme cas, et I'intégrale générale est obtenue avec n fonctions arbi-

traires.

VIII. — Des mrAcINES MULTIPLES DE L’EQUATION AUX RACINES.

I.’intégrale générale de ’équation aux dérivées partielles d’ordre n donnée F = o,
oblenue au moyen de I'intégration des équations compatibles, contient en général
n fonclions arbitraires dont les arguments sont déterminés par les intégrales des
conditions. Ces conditions sont exprimées au moyen des n racines de 1’équation
aux racines.

Si, par conséquent, dans I'équation aux racines, m racines se confondent,
alors m arguments se changent en un seul argument, et de ce seul argument dé-
pendent m fonctions arbitraires dans I'intégrale générale.

Soit @ cet argument; nous allons évidemment avoir alors, pour la condition
da = o, n équations conditionnelles qui s’intégrent, par lesquelles s’introduisent
ces fonctions arbitraires. Si ces m équations conditionnelles sont intégrées sépa-
rément, elles peuvent étre des formes différentes de méme ordre ou d’ordre diffé-
rentl; en général elles sont intégrées 'une au moyen de I’autre. Dans un tel cas,
I'intégration des équations conditionnelles, au moyen d’intégrales contenant des
fonctions arbitraires de «, sert & I'introduction de nouvelles fonctions du méme
argument a. Si, d’aprés le second procédé d’intégration successive, une équation
non conditionnelle est intégrée pour une valeur constante du seul argument «,
alors, comme nous 'avons vu, la constante d’intégration & est une fonction indé-
terminée de a; si a correspond a une racine multiple, k£ sera en général une nou-
velle forme de toutes les fonctions arbitraires dépendant de a; par conséquent,
quand nous n’avons pas une seule de ces fonctions, nous pouvons considérer &
comme une fonction arbitraire, et nous obtenons ainsi une nouvelle fonction arbi-
traire de @ sans équation conditionnelle particuliére.

Il peat y avoir plusieurs racines multiples dans I’équation aux racines; de l'ar-
gument correspondant a chacune d’elles dépendent plusieurs fonctions arbitraires

dans I'intégrale générale.
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EXEMPLES D’INTEGRATION AU MOYEN D EQUATIONS CONDITIONNELLES

DE DIFFERENTS ORDRES.
Exemple I.
hp 4+ kg +s(r+t)=o.
Cette équation du troisiéme ovdre s’inlégre au moyen d’'une équation condition-
nelle du deuxiéme ordre et de deux équations conditionnelles du premier ordre.

Ces équations sont ici dy = o, dz = o, p dy — q dz = o. Multiplions D'équa-
tion donnée par dz, nous obtenons, sous la condition dy = o,

pds+qdit+sdp+tdg—o si dy=o
et de 13 I'intégrale intermédiaire

ps+ gt = 92—)/

Ayant multiplié cetle intégrale par dy, nous obtenons, sous la condition dzr = o,

r
pdp+qdq:w

. 2
¢t de 13 l'intégrale intermédiaire
PHg=foe+oy,

que l'on a déja intégrée dans Uexemple I du paragraphe VI, au moyen d’une équa-
tion conditionnelle du premier ordre.

Ezxemple VIII.
s(x-+y)=mp+ nq,

ot m et n sont des constantes.

Cette équation du second ordre s’intégre par intégration successive seulement
quand une des constantes, n par exemple, est un nombre enlier positif, et, dans
ce cas, au moyen de deux éguations conditionnelles du (7 -+ 1)¥m et du ni*"* ordre.
Si celte condition n’est pas satisfaite, U'intégrale générale sera obtenue au para-
graphe suivant.

" Les conditions sont ici
dr =o, dy =o.

Avant mis I’éguation donnée souns la forme
Y q

¥F=z(x+)y)—ms'—nzs=o,
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nous obtenons une premiére équation dérivée par rapport 3 z,
F=3(z+y)—ms"—(n—1)s,=o,
et de la nous tirons la loi générale de toutes les équations dérivées
(1) F{O = 350 (@ + ) — (m— )20 — (n — u) s, =o.
En faisant « = n, ¢ = 0, nous obtenons la nitme équation dérivée par rapport a z
F = "0 (2 + ) — ms(n+h) — o,

Sous la condition dz = o, nous obtenons de la, aprés multiplication par dy, une
équation conditionnelle d’ordre n +1,

(z+y)ds)— mzr+D dy —o si dx = o,

dont I'intégrale sera
(2) z(n—f«l): (l‘ _*_},)m/‘x.'

De la nous obtenons, sous la condition dy = o, aprés multiplication par d.x, une
équation conditionnelle d’ordre n,

dz(n) — (.Z‘ -+ ‘y)mfx d.l‘,
dont l'intégrale est

(3) zf"):f(x+y)"‘f.z‘dx+@y;

d’ol 'on déduit I'intégrale générale au moyen d’une quadrature, laquelle, a 'aide
de Péquation (1), se simplifie de l]a maniére suivante :

De 5 nous déduisons z{* au moyen d’une différentiation par rapport a y; de
5" et 5™ nous déduisons z*~¥ au moyen de Iéquation (1); de 2™ et 57"
nous déduisons 3”1 sous la forme déterminée au moyen d’une quadrature. Nous
obtenons de la méme maniére z(#=2), z(#=3) . et enfin 5, c’est-a-dire l'intégrale
générale

) z=X-+Y,,
ou

1.2...nX =(x —f—y)"f(x +y)tfrde — n(x—l—y)""f(x + y)nHt fede

n(n—r)

= [yt fade

I.

,1.2...11Y,:($ +]‘)”C,°)’+A(-Z"*—.}’)”"lf?y dy

—i—B(w—i—y)"‘?ff(p_)'dy”—kC(x—i—y)"‘?fff@yd)ﬁ—{—...,

A=—n(m+1), 2B=(1—n)(m+2)A, 3C=(2—n)(m+3)B, R
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Les deux expressions X et Y, sont finies, si n est un nombre entier positif. Si,
dans 'équation donnée
s{x +y)=mp + nq,

m el n sont des nombres positifs et entiers, l'intégrale générale s’obtient sous les
quatre formes

Z:X—FY’;, 5——_X1+Y, 5:X+‘r, z—:—xl‘{“Y“
(ui se raménent, par conséquent, & une seule forme
s=X;+Y,,

et cette forme, comme nous le verrons au paragraphe suivant, représente l'inté-
grale générale de 'équation

s(x+y)=mp+ nq,

pour Loutes les valeurs des constantes m et n.

IX. — Drs INTEGRALES DES EQUATIONS COMPATIBLES.

En introduisant les équations conditionnelles des différents ordres dans les
équations compatibles, nous obtenons ainsi, en général, les intégrales de tous les
ordres différents de o & co. Chacune de ces intégrales a le méme sens ou un sens
plus général que I'équation donnée, et dans le premier cas nous I'appellerons
intégrale intermédiaire, dans le second cas intégrale conditionnelle de
I'équation aux dérivées partielles donnée. En considérant comme des fonctions
arbitraires d’une équation aux dérivées partielles quelconque, non seulement les
fonctions arbitraires qui entrent déjd ici explicitement, mais aussi loutes les
fonctions arbitraires d’intégration qui ne sont pas encore exprimées explicitement,
nous pouvons dire que I'intégrale intermédiaire a les mémes fonctions arbitraires
que l'équalion donnée et que lintégrale conditionnelle contient des fonctions
arbitraires en plus. Par intégration successive de 'équation donnée, ces fonctions
superflues ne deviennent pas expliciles, parce que, dans ce procédé, nous n’inté-
grons pas sous des conditions en plus. Seulement, quand, au liea de I'équation
donnée, nous inlégrons son intégrale conditionnelle, nous obtenons des fonctions
arbitraires en excés dans I'intégrale générale trouvée, et la condition sous laquelle
cetle intégrale conditionnelle devient une équation équivalente a I'équation donnée
consisle en ce que ces fonctions arbitraires en excés prennent des valeurs déter-
minées pour lesquelles I'intégrale générale trouvée se change en intégrale générale

de I’équation donnée.
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Comme forme particuliére des intégrales intermédiaires et conditionnelles,
nous devons considérer toutes les équations dérivées de I'équation donnée. Si une

équation aux dérivées partielles du n'*™ ordre F = o0 nous est donnée, toute

, . . , , . dF dF

équation qui est formée au moyen des équations F = o, Tz =0 el— =o0, est
X

appelée équation dérivée du (n -+ 1)*m¢ ordre de F = o, et scra une intégrale condi-

tionnelle du (74 1)*m ordre, dans laquelle le nombre des fonctions arbitraires

T . (1 . . . dF dF .
d’intégration est égal 4 0. Si, au moyen des équations < =oet Ty = O on réussit

a éliminer de I'équation F = o une fonction arbitraire qui peuty entrer sous des
formes quelconques arbitraires, nous obtenons une équation dérivée équivalente
aléquation donnée, c’est-a-dire une intégrale intermédiaire du (n + 1)ié™® ordre.

Outre les intégrales intermédiaires et conditionnelles, nous devons encore con-
sidérer les intégrales des équations compatibles dans lesquelles il n’y a pas assez
de fonctions arbitraires. De telles inlégrales se nomment intégrales particu-
licres de I'équation donnée et s’obtiennent par intégration successive, quand
'intégration des équations compatibles, pour des valeurs arbitraires des fonctious
qui y entrent, ne réussit pas, mais est possible pour des valeurs particuliéres.

En méme temps apparaissent aussi, avec ces intégrales particuliéres, les intégrales
dans lesquelles, avec un manque de quelques fonctions arbitraires, entrent des
fonctions arbitraires superflues d’autres arguments. Nous appellerons de telles inté-
grales intégrales compatibles de I'équation donnée, si elles contiennent des
fonctions arbitraires qui entrent aussi dans I’équation donnée, intégrales non
compatibles si elles n’ont pas du tout de fonctions arbitraires communes avec
I'équation donnée. Toutes les intégrales des équations compatibles sont compa-
tibles avec ’équation donnée et, en général, compatibles entre elles.

Si, au moyen d’équations compatibles, nous intégrons I'équation aux dérivées
partielles du r'm donné F = o, alors toule fonclion arbitraire d’intégration
apparait pour la premiére fois dans l'intégrale d’une équation conditionnelle
d’ordre déterminé. Si, au moyen de cette intégrale, des intégrales d’ordre supé-
rieur sont oblenues, la fonction arbitraire prend ici des formes inférieures avec les
signes des dérivées, mais, en général, elle prend seulement des formes supérieures
sous le signe | par le passage a des intégrales d’ordre supérieur. En tout cas le
nombre des formes que cette fonction arbitraire a dans I'intégrale générale dépend
de l'ordre de I’équation conditionnelle qui s’intégre, et, entre les limites 1 et oo,
n’est limitée par rien; il peut non seulement étre infini, mais, en général, il sera
évidemment infini.

Nous appellerons I'intégrale générale rationnelle, si toutes les fonclions dérivées
qui y entrent ont un nombre fini de formes différentes, et irrationnelle s'il y
entre des fonclions arbitraires avec un nombre infini de formes différentes, une

telle intégrale n’étant pas obtenue par intégrations successives.



148 K. M. PETERSON.

L’intégrale générale de I’équation du second ordre

t=raxn (voir exemple IX)

resle irrationnelle pour toutes les valears de n, en excluant les valeurs

i
JRTEN

6 4 2
rety 59 3y 2y O, 3

pour lesquelles elle devient rationnelle

Mais, pour n =1, cette irtégrale générale ne s’exprime pas du tout par des
fonclions arbitraires.

L’intégrale générale avec des fonctions arbitraires n’est pas & beancoup prés la
forme générale de I'intégrale générale. L'intégrale générale de I'équation ¢t = ra?”
s’exprime, pour toutes les valeurs de n, par des intégrales définies.

Lintégrale générale de 'équation s = sinz ui, en Géomélirie, représente toutes
les surfaces s’appliquant sur une sphére, ne s'exprime pas par des fonctions
arbitraires, mais s’exprime au moyen de deux séries indéfinics avec des constantes
arbitraires.

Par de telles séries infinies de constantes arbitraires s’exprime aussi toute inté-
grale générale avec des fonctions arbitraires, le nombre de ces séries étant toujours
égal a l'ordre de I'équation aux dérivées partielles intégrée. Pour obtenir de telles
séries dans D'intégrale générale, au lieu de fonctions arbitraires, nous pouvons
développer chacune de ces fonctions arbitraires en série, suivant les puissances
de I'argument, avec des cocflicients constants indéterminés. Une fonction arbi-
traire, avec un nombre infini de formes différentes d’un tlel développement en
série, n’exige pas de conslante arbitraire; st nous luiajoutons une valeur constante
arbitraire, alors les constantes arbitraires restantes se cachent sous le signe f
dans les différentes formes de cetle fonction. .

Les intégrales déja définies & l'origine présentent de lelles séries infinies de
constantes arbitraires.

En outre, nous obtenons des intégrales générales avec des séries de constantes
arbitraires, au moyen des intégrales particuliéres avec conslantes arbitraires. Si
’équation donnée est linéaire, son intégrale générale sera alors la somme des inté-
grales particuliéres. Des séries infinies de constantes dans l'intégrale générale sont
parfois additionnées et s’expriment au moyen de fonctions arbitraires. Un exemple
d'une telle composition est le suivant :

Exemple VIII.
s{z +y)y=mp + nq,

u m et n sont des constantes.
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L’intégrale particuliére
s=(x+a)'(y —a)*

satisfait 4 I’équation donnée pour toutes les valeurs de la constante @, et, comme
I'équation donnée est linéaire, nous déduisons de la une intégrale plus générale

() s=brt+a)(y—a)"+b(xz+a)"(y—a))"+b,(x 4 a))* (¥ — a)"+...,

avec deux séries de constantes arbitraires @, a,, ..., b, b,, .... Nous pouvons
considérer cette intégrale comme l'intégrale générale seulement quand ni m, ni n
n’est un nombre entier positif, parce que seulement alors les deux séries ne
discontinuent pas, ni ne se changent en une seule série.

En désignant & + y par « et en ordonnant P'intégrale (1) suivant les puissances
de u, nous 'obtenons, aprés avoir remplacé y par u — &, sous la forme suivante :

(2) s=utfr+urfix + w0
Jx= b(x+a)* +b(x+a) +...,
—fix=m o(x 4+ a)*t+ by(z+a) ..,

m{n —1 ]
+f2x:-—<1'2 )gb(x+a,)n+2+ by (2 + ).,

Si n n’est pas un nombre entier positif, alors fz est enliérement une fonction
arbitraire de z, développée en une série infinie suivant les puissances de 2.
" Des séries, par lesquelles s’expriment les fonctions fyz, faz, ..., vésulte

!

Jixe=— m(n—i—l)ffxdx,

) ( zf,,x:——m(r—m)(n—r-l)(n—l—2)fffxdx?,

En portant ces valeurs dans I’équation (2) nous obtenons une partie de 'inté-
grale générale. En ordonnant I'équation (1) suivant les puissances de u, aprés avoir
remplacé z par u — y, nous obtenons la seconde partie de I'intégrale sous la forme

whoy +u oy - u 2o,y +. ..,

olt oy est une fonction arbitraire de y,
0y =— n(m+1)f@y dy,

@ 20,y =—n(i—n)(m-+1)(m+2) [ foydy,

Fac.deT.,2¢ S., VIIL. 20
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Nous déduisons de la 'intégrale générale

Yo u’"fx + um—lflx -+ um—zfgx -y

+utoy +uttey 4+ utTroy 4.,

sous 'hypothése que ni m, ni n n’est un nombre entier positif, et alors le nombre
des formes différentes des fonctions arbitraires f et o est infini. Nous avons
oblenu celte méme intégrale générale, dans U'exemple VIII (§ VIII), sous la

forme
3= Xl -+ Yl’

mais seulement sous I’hypothése que m ou n est un nombre enlier positif, et dans

ce cas 'intégrale générale devient rationnelle, parce que ses deux parties s’arrétent.

Ezxemple LY.

Rr+Ss+Tt=o,

ou R, S et T sont des fonctions données de z et y ou de p et g.
En désignant par e et ¢ les racines de cetle équation du second ordre, nous la
mettons sous la forme

F=r—s(e+e¢)+tec=o.
Les deux équations conditionnelles de la forme F dz = o que nous en dédui-
sons, d’aprés le paragraphe VII, sont
dp—cedg=o si dy +~edx =o,

dp —edg=o si dy +edr =o.

Supposons d’abord que R, S, T et, par conséquent, ¢ et ¢, soient donnés

comme fonclions de z et y.
Alors les équations

dy +~edx =o0 et dy +edxr=o

s'intégrent comme de simples équations différentielles, et, au moyen des intégrales
trouvées, nous déterminerons z et y comme des fonctions des constantes d’inté-

gration a et «. Pour intégrer les équations conditionnelles

dp—edp=o si da = o,

dp —edg=o si da =o,

nous les combinons suivant le second procédé d’intégralions successives el nous
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obtiendrons
dp = o, dg =o,

d’olt les intégrales p = const., g = const.

Les deux constantes d'intégration P ¢t g, par conséquent les fonctions indé-
terminées des deux arguments « et « aussi, s'expriment indépendamment de la
variable principale z. En désignant par p's ¢'s pi, g1 les dérivées de p et ¢ par

rapport aux arguments @ et «, nous amenons I’équation
dp —edg — o,

qui est exacte si @ ne change pas, c’est-a-dire si « seulement varie, 3 la forme

sulvanle
(pr—eq)da=o.

De la méme maniére, I'équation
dp—edg=o si da = o,
est également mise sous la forme
(p' —eq')Yda=o,
et nous obtenons, par suite, les deux équations

(1) P —eq =o,
(2) Pi—eq;=o.

En prenant les dérivées de la premiére équation par rapporl a «, de la seconde

équation par rapport a4 a et en les retranchant, nous obtenons Iéquation aux
dérivées partielles du second ordre de g par rapport a @ et o

1/ !
€q A
3 1=+ =1,

(3) "= et e
qui ne s’intégre pas sous la forme générale au moyen des équations compatibles.

En revenant i la notation ordinaire, z, z et ¥ au lieu de ¢, @ el o, nous mettons
I’équation (3) sous la forme

q

s=pf(z,y) +qo(z, y).

Celte équation, comme nous le voyons, s’intégre sous la forme générale, mais
I'intégrale générale qu’on obtient est irrationnelle. Mais nous pouvons 'intégrer
d’abord pour des valeurs de ¢ et de f pour lesquelles I'intégrale générale est
obtenue sous la forme rationnelle et nous rapprocher par voie de généralisation
de la forme générale.
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Ayant déterminé ¢ au moyen de D'intégration de 'équation (3), nous obtenons
au moyen des équations (1) et (2)

dp =eq' da + eq, do

et, par suite, p au moyen d’une quadrature mécanique.
L’intégrale générale se déduit alors, au moyen d’une quadrature, de I'équation

ds=pdz +qdy=(px'+qy') da+ (pz,+ qy:) da.

Si, dans I'équation donnée, R, S et T sont donnés comme des fonctions de p
et ¢, nous avons les mémes équations, mais avec p et ¢ au lieu de y et z, et, par
conséquent, nous obtenons, de la méme maniére, 'intégrale générale.

En posant
R = 2?7, S—=o, T=—1,

nous obtenons 'équation
t — ,-‘132".
Les racines sont ici
e—=x", Ee=—x";

par conséquent les équations conditionnelles sont

dp+ax"dg=o0 si dy +x~"dx =o,

dp—x~"dg=o si dy — x—"dx = o.

Les intégrales des conditions sont

zl—n -
=2a et — —=—20;
VA Y=i1—=x ’
d’ott nous Lirons
1 ' .
y=(a—a), z=[(1—nr)(a-+ )", e=—e¢=[(1—n)(a+x)]*!
et, d’aprés ces valeurs, 'équation (3) prend la forme
g+ ) ou m= "
7 a+a T 2(1—n)

Nous avons déja intégré cette équation dans I'exemple VIII et, par conséquent,
nous avons 'intégrale générale de I'équation ¢ = rz?".
En posant m =n dans la forme z =X, 4+ Y, de 'exemple VIII, nous obtenons
I'équation
_mp+9q)
x —+y
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el 'intégrale générale

::(x—i—y)’”(fm—k(py)+A(x+y)’"‘1< ffa?dx—i— qoydy)

+B(x+y)”l—2<fffxdx2+ fcpydy2)+...,

A=—m(m-+1), 2B = (1—m) (m + 2)A, 3C=(2—m)(m+ 3)B,

qui est rationnelle pour toutes les valeurs entiéres de m, irrationnelle pour toutes
les autres valeurs. Remplacant z par z + m et égalant m a I'infini, nous obtenons
Péquation s = p + ¢, dont l'intégrale générale n’a de limite finie pour aucune
valeur des fonctions arbitraires, c’est-d-dire ne s’exprime pas par des fonctions
arbitraires.

Exemple X,
J(rys,t)—=o.

En posant
F=f(r,s,t), dF = Rdr + Sds + Td¢,

nous obtenons I'équation aux racines

Ru*+Su+T=o,

dont nous désignerons les racines par e et .
D’aprés le paragraphe IV ou le paragraphe VII, nous déduisons de 1a les deux
formes des deux équalions conditionnelles,

dr-—cds=o ou ds—edt=o0 si dy +edxr —=o,

dr—eds=o ou ds—edt=o si dy +edx =o.

Comme e et ¢ sont des fonctions données de r, s et ¢, aprés élimination de ¢ au
moyen de f(r, s, t) ==o0, nous pouvons intégrer les équations dr —eds=o et
dr —eds=o comme de simples équations différentielles et, par conséquent,
déterminer 1 et s comme des fonctions des constantes d’inlégration a et a.

Par suite, au moyen de f(r, s, £) = o, nous obtenons d’abord ¢ et ensuite ¢ et ¢
comme fonclions de a et «. Si ¢ et ¢ sont fonctions de @ et «, alors I'intégration des
équations

d)’—t—edx:o si da:o,
dy +edr—=o si de—=o0

se raméne, comme dans I’exemple précédent, & l'intégration de la forme fonda-

mentale
s=pflz,y)+qe(z,y)

et, par suite, nous obtenons x et y comme fonctions de a et a.



PETERSON.

154 K. M.
Au moyen d’une quadrature s’intégrent alors, d’abord les équations
dp=rdzr-+sdy et dg =sdzx +tdy,
et ensuite I'équation
s==pdx+ qdy,

dont l'intégrale sera 'intégrale générale.

Exemple X1.
t(gt—kry=r(ht—Ir).
Cette équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre, aprés extraction de

la racine carrée et division par £y/¢, se raméne a la forme
r r r o /r
F=g—h\/-—k=-+1l-y\/-=0
° t iV

et nous obtenons, par suite, I'équation aux racines
e

w— u? z—u E—i-f =o0
t t ¢ t 7
dont les racines sont

r r r
ut:\/;, u2:—_\/za usz—\/-t-;

les deux premiéres racines sont égales.
) \ o . r
D’aprés le paragraphe VII, nous avons, sous fa condition dy—}—\/z dr =o,

I'équation conditionnelle du second ordre, de la forme F dz = o,
r . r
dr—;dt:o si dy—r—\/zdx:o,

dont l'intégrale est
g
¢

(1)

- r . .
La condition dy —+ \/Z dz =o prend, par suite de celle intégrale, la forme

dy + b*dz = o, et nous déduisons de la son intégrale
(2) y+ bxr=2aqa,

par laquelle est déterminé I’argument a.
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L’intégrale (1) se raméne a la forme
d—r—>bt—=o

et, d’aprés le paragraphe VII, sous la condition dy +- 6 dx = o, nous en dédui-
sons I’équation conditionnelle du premier ordre

Odr=dp+bidg=o si da=o,
dont 'intégrale est
(3) p+bqg=c,

ol b esl la premiére, ¢ la seconde fonction arbitraire de 'argument a.
La troisi¢me condition dy + u3 dz = o ou dy — b* dz = o, aprés élimination
de y au moyen de I'intégrale (2), prend la forme

d(2a — b*x) = 0dx ou bdx-&-xdb:‘—?

el nous obtenons, par suite, son intégrale

da
. br-—~f7_a,

par laquelle est déterminé I'argument a.
L’intégrale

(3) p+bqg=c,

aprés multiplication par dz, sous la condition dy — b*dz = o, se change dans
I'équation conditionnelle d’ordre nul

ds=cdx si dy — b*dz =o

qui, aprés avoir remplacé x par sa valeur donnée par I'intégrale (4), prend la
forme
I da cdb .
a'ﬂ__ca’<7)f7>—a—b:— si dax=o

et ncus obtenons, par suite, I'intégrale générale

__ ¢ [da de (" da cdb
=)o)\ ) w)"*) = >
da

y+b'x=2a, bx — 7

=,

ou b et ¢ sont des fonctions arbitraires de @, 3 de a.
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Exemple XI1I.

(A+-kYy(y +z)y=r+t

Les conditions sont ic1 dy =0, dx =o0 et dy — dz = 0; les arguments sont,
par conséquent, y, x el ¥ — .

Sous la condition dy — dz =0, 'équation donnée, aprés multiplication par dz,
se change en I'équation conditionnelle du second ordre

(yra)yds=d(p+q)—sd(y+x) si dy—z)=o,
dont lintégrale est
(1) sy +x)—(p+q)=fy—=).

De la méme maniére, nous obtenons, au moyen de ’équation donnée, sous la

condition dy = o, la deuxiéme équation conditionnelle du second ordre
(y +2)d(s+t)=dp+tdzx si dy = o,
laquelle, par suite de I'intégrale (1), prend la forme

t _dip+qg—siyv+x)]  f(v—x)dx

(l - 2 - 2
y+x (y+a) (y +x)

s si dy = o,

et nous obtenons, par conséquent, l'intégrale

o f(y—-—fv)dx w Yy ff ——x)dz.
—7+ I A e U e e A v

En multipliant cette intégrale par (y + ) dy, nous oblenons, sous la condi-
tion dz = o, une troisiéme équation conditionnelle, dont l'intégrale est

(3) q‘k}/’)(y+x)——q»’y+cp’x+f%z~§dx—2fff[{;/—':_%dydx?].

Au moyen de cette intégrale, I'équation non conditionnelle dz = p dz + ¢ dy

(2)

s'intégre, d’aprés le deuxiéme procédé, pour dz = o, et nous obtenons, par suite,

Yintégrale générale

s=(¢'z+Vy)(y+a)—20x—2)y

—}—/ff 1/_'—x)a’ dx — fff f;,y+x)s dy* dx®.
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X. — Des RACINES DEPENDANT DE LEURS ARGUMENTS.

Nous avons vn que, pour I'intégration d’équations compatibles, il est nécessaire
que toutes les conditions s’intégrent et, sous chaque condition, une équation
conditionnelle d’ordre choisi a volonté. Ces conditions ct équations condition-
nelles sont déterminées par les racines de I'équation aux racines qui, sous la forme
générale, ne se résout pas algébriquement. Mais si nous ne pouvons pas déter-
miner les racines, parce que nous ne pouvons pas les exprimer comme fonctions
des variables principales, alors, comme nous le voyons, il reste encore la possi-
bilité de les exprimer autrement et nous considérerons ici une propriété de ces
racines, pour laquelle, en évitant la résolution de I’équation aux racines, nous
pouvons en effet obtenir les intégrales des équalions compatibles dont dépend
P'intégration de toutes les autres.

Celle propriété des racines consisle en ceci, que chaque racine ne dépend que
de son argument; examinons cette propriélé.

En désignant les arguments de toutes les conditions par a, 2, @, ..., les racines
qui en dépendent par b, {3, b, ..., nous avons les condilions

dy +bdxz —o, dy +Bdxr=o, dy +bdx =o,
el nous en déduisons les intégrales des conditions
(H y+bxr=—a, y+Br=a, y+br=a, cees

par lesquelles sont déterminés les arguments.
Soit I = o I’équation aux dérivées partielles du n'me grdre don née.

En posant
dF =Xdz +Ydy + LM dzat . .+ 1, ds,,

nous avons l'équation aux racines
2 yn - I =Vyr -ty |+ Ly=—o,

dont les racines seront &, B, b, ....
D’aprés une propriété connue des équations algébriques, nous déduirons de la

les n équations suivantes

PO+ B+b =—Z{V L,
bB+Bb+bb ... =+ 7P L0,

(10) CbBb 4 =L L,
bBb. ... ==+, I

Fac. de T., 2¢ S., VII. 21
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Toutes ces n équations (1), dont 'ordre n’est pas supérieur & n, est en général
égal 4 n, mais peut aussi étre inférieur & n, sont certainement des intégrales des
équations compalibles, parce qu'il n’existe pas d’autres équations finies. Comme
nous avons déja des intégrales des conditions et comme les intégrales des équa-

¥

tions non conditionnelles contiennent toujours de nouvelles formes sous le signe

qui n’y enlrent pas, nous en concluons que les équations (II) représentent les
intégrales de toutes les équalions conditionnelles qui, combinées avec les inté-
grales des conditions (1), exercent une influence sur 'intégration de toutes les
équations non conditionnelles dans lesquelles les racines n’entrent plus déja.

Des équations (I) et (II) nous déduirons, par conséquent, I'intégrale générale
en évitant la vésolution de I'équation aux racines et, comme nous le verrons,
toujours par une simple quadrature.

Dans deux cas cependant, celle intégrale générale, par suite de I'identité entre
les équations (I) et (II), ne peut étre obtenue; nous examinerons ces cas.

Les équations (I) ne peuvent éire identiques entre elles que lorsque [’équation
aux racines coutient des racines égales, mais dans ce cas ces équations représentent
toujours les intégrales de toules les conditions, dont le nombre diminue seulement.
Mais, dans un tel cas, si par exemple la racine b est égale a la racine 3, deux des
équations (11) deviennent identiques et, au lieu d’introduire deux fonctions arbi-
traires, d’un seul et méme argument, elles définissent simplement deux fois une
méme foncuon b. Pour les racines égales de I'équation aux racines se manifeste
par conséquent 'identité entre les équations (1), et la premiére diminution dans
le nombre des fonctions arbitraires par suile de cetle identité.

La denxiéme diminution dans le nombre des fonctions arbitraires provient de
I'identité des équations (1) avec les équations (II).

Les équations (1) déterminent tous les arguments comme des fonctions de x
et y et, en oulre, des équations finies entre x et y n’existent pas. L’équation aux
racines détermine toutes les racines comme fonctions des variables principales. Si,
par suite de cette déterminalion, une racine, par exemple, ne dépend pas des déri-
vées partielles y compris 3, alors elle représente une équation entre & et y de la
forme b= v (z, y), qui doil certainement étre identique a 'équation y +br=a
définissant 'argument b ou a. Une telle racine, exprimée en x et y, exerce une

influence sur la diminution du nombre non seulement des intégrales, mais aussi

des fonclions arbitraires dont une est déterminée par elle.

Comment est obtenue l'intégrale générale dans ces deux cas, c’est ce que nous
verrons au paragraphe suivant; nous considérerons actuellement pour quelle forme
de P'équation aux dérivées partielles du n*"e ordre donnée F=o les racines
dépendent de leurs arguments.

L’équation aux racines

Zin) ygn 4 Z(ln—-ll =t Zn: o,
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aprés division par Z(, prend la forme
M—u+Cu'+...4+C,=o,

ou Gy, Gy, ..., G, contiennent des dérivées partielles, en général jusqu’a Vordre n
inclusivement.
La différentielle totale de M pour u conslant,

dM dM
Zp—dx -+ ‘C‘[]_,d} - 0,

exprime la condition sous laquelle une racine quelconque .« ne change pas. Si celte
racine est une fonction de son argument, alors elle ne change pas si l'argument

ne varie pas, et ceci toujours seulement sous la condition
dy -+ udzx = o.

De I'identité de ces deux conditions, sous lesquelles « ne varie pas, nous tirons

une nouvelle équation

dM dM
(1) Le=—— —u—- —o
dx dy
du n'*m® degré par rapport & « et, en général, du n + ¥ ordre par rapporl aux
dérivées partielles.
Par cette équation L = o sont déterminées n racines qui ne dépendent que de

leurs arguments et si, par conséquent, les éqnations
M=o et L=o

ont une racine commune, cette racine commune sera une racine de ['équation
donnée F = o et ne dépendra que de son argument. ’
De chaque racine commune nous déduisons, dans chaque cas, indépendam-

ment des propriétés de toules les racines restantes, deux intégrales
y+ur=—ou, u—= fla,y,5 3, ...,35),

c’est-a-dire une nouvelle intégrale d’une équation conditionnelle dont la racine
ou l'argument est u. Cette intégrale sera une intégrale conditionnelle d’ordre n,
s'il 'y entre des dérivées partielles d’ordre n; ce sera une intégrale intermédiaire
d’ordre n — 1, si tes dérivées partielles d'ordre 7 n’y entrent pas, parce qu'elle
contient une fonction arbitraire seulement. De larésulte que les dérivées partielles
d’ordre n — 1 doivent y entrer, parce que, parmi les inlégrales des équations com-
patibles, des intégrales particuliéres ne sont jamais obtenues (voir § VIII).

Si dans la racine de I’équation aux racines qui dépend de son argument n’entrent
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pas de dérivées partielles d’ordre n — 1, toutes les dérivées partielles restantes,

avec z, ne peuvent y entrer et, dans ce cas, les deux intégrales

yur=qu, u= f(z,))

deviennent identiques entre elles.

Si toutes les racines de I'équation donnée F = o dépendent de leurs arguments,
alors les deux équations M = o el L= 0 deviennent identiques pour les n valeurs
de la racine 1. En égalant les coefficients des mémes puissances de u, nous obte-
nons n équations qui servent a traduire la dépendance entre les racines et leurs
arguments et, par conséquent, 'intégrabilité de I’équation donnée sans résolution
de I'équation aux racines.

En mettant I’équation aux racines sous Ja forme

M=uw+ Curt+ Cu"24...+C,=o0

et, en développant I'équation L = 2; — uﬁ = o suivant les puissances de u,

nous obtenons ces n équations sous la forme suivante

[ G dC,  dCy  dC,
J— ,_.\._.,_—

dy dy dz ~
G dCy  dCy | dCy
dy dy + dr —”
(1v) €, dG, _ dC,  dCy _
dy dy =~ dxz 7
C. dC, dC, _ o
\ dy dz —

Chacune de ces équations doit se changer en I'idenlité o = o, soit d’elle-méme,
dF AdF

=0 g ’d)/

Nous pouvons donner encore une autre forme 4 ces n équations. Bien que les

ou par suite des equatlons F

racines b, 8, b, ... de 'équation aux racines ne soient pas connues, nous pouvons,
comme on le sait, déterminer la somme de puissances quelconques de ces racines.
bm - Bm+ bm_{_” .

En désignant, d’'une maniére générale,
m

par S, nous ob-

tenons
db

dx

ds m

7 bm~1 Bm 1 13 +hm41
X

et, de la méme maniére,

dSm—H A dﬁ
b m m bm .
“dy b d) + B + a,y -+
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el, par suite,

({Sm ds]ll+l — /)m.—l <ﬁ _— bﬁ) -+ ﬁm—l(tﬁ _ B d@) 4

dz ~ dy dx dy dx dy

Mais, comme
y+br=—a, y+Bx=a, y +bx =—nq,

d’ol
db db d3

— — b —— —=o,

dx dy

ap
d—‘l‘—@;l—‘y—__.o, e

nous obtenons un nombre infini d’équations de la forme

ds_/g _— dS Mm-1

(V) dx . dy

2

depuis m = — o jusqu’a m = - %, parmi lesquelles pourtant, comme on le sait,
n seulement sont indépendantes et servent de conditions d’intégrabilité de ’équa-
tion donnée F = o, sans résolution de ’équation aux racines. S, désigne logaan....

Pour vérifier ces conditions, nous présenterons les exemples suivants

)2

Exemple X1II. ... ... §= 5+ le*,

Exemple XIV....... (g+Kkye"—(h +l)yet=k coss + A sins,
Exemple XV......... Gighk — B2 (Ml — k)= (gl — hk)?,

Ezxemple XVI....... (ghk — ) x>+ (gl — hk)yzy + (hl— k*)y*=o,
Exemple XVII... .... M -z, 4+ Yz, = o,

ou g, h, k, I sont les dérivées partielles du troisiéme ordre, ¢ la base des loga-
rithmes naturels,

Parmi tous ces exemples s'intégrent, d’aprés ce paragraphe, seulement les
exemples X1l et XIV, dans lesquels n’entrent ni racines égales, ni racines s'expri-
mant en x et y. Dans Uexemple XV, les trois racines sont toutes égales. Dans
Pexemple X VI, deux racines sont égales et la troisieme s’exprime en z et ). Dans
Pexemple XVII, les n racines s’expriment toutes en x et y.

Exemple Y11

e

g = — + le*,

2

L’équation aux racines est ici

1w — hu?— lebu — ef—=o.
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Elle se résout, mais il n’est pas besoin des racines.

D’apres le paragraphe X, équation (1), nous avons les intégrales des conditions

(1) y+bx—=a,
(2) y+Br=a,
(3) y+br =a

D’aprés le paragraphe X, équation (2), les intégrales des équations condition-
nelles sont

(4> h:l)-«}—ﬁ-&-h,
(5) i lek:—(l)ﬁ-l—bb—i—hﬁ),
(6) ek =0f3b.

Au moyen de I’équation donnée et des équations (4), (5), (6) nous obtenons

02+~ 324 b2 ‘1 I 1
g:—E—, h=0b-+f+0b, k=log(bL{3h), l:—([_)+5+l:>'

En mettant I'équation conditionnelle dr = g dz + h dy sous la forme

d(gx +hy —r)y=xdg+ ydh

=(bx+y)db+(Bx+y)dp + (bx + y)db = adb+ adB + adb,

nous oblenons 'intégrale

gx+hy —r—={adb+ ocdﬁ—i—/.adb,

laquelle, apres avoir remplacé g et A par leurs valeurs, prend la forme normale
et, par suite, en faisant enlrer 2 et y comme constantes sous les signesf, nous

obtenons une forme composée de cette intégrale

(7) r:f(y+bx_a)c/b+f(y+(5x—a)ds +f(y+bx—u)db.

De la méme maniére, nous obtenons les 1atégrales des équations non condi-
tionnelles

ds =hdx + kdy et dt = kdz + ldy

el, au moyen de ces derniéres, les intégrales des équations non condition-
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nelles
dp = rdxr +sdy et  dg=sdx -+ tdy;

(8) Sf:f(u"‘*‘”a”'_“) %—f—f(y—rﬁx—'oc) C?+f()'+bx—~a) %E;
d {
(9) t:f(}'—ih-bx—a)b—f+f()’+5x—a)TB—'?—i—f(y—i—bx——n)F:

d| db
w0 2p=flr b —ar o [+ po—ap B (3 b —ap .

s d, db
(r1) 2(1:/(y+bx~a)ic;§ —+—f(y+@x—oc)23§-+/(‘)f—|—hx~a)?ﬁ.
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Au moyen des intégrales (10) et (11), nous obtenons I'intégrale de I'équation

non conditionnelle
ds=pde + g dy,

qui sera Pintégrale générale dans la forme composée

,db b

1.2.3.::’/()/—1—1)93—(1) = —+—f(y—|—5x-a)3(é—§ +/'(by+bx—u)3%

Les arguments sont délerminés par les dérivées de intégrale générale

y+br—a=o, Yy +Bx —a=o, y+bxr —a—o.

Exemple XIV.
(& +hk)e"— (h+l)et =k coss + h sins.
L’équalion aux racines est ici

ut—e”"(e'+ sins)u?— (e COSS —1)u — et+"r—o,

Elle se résout comme une équation du troisiéme degré; mais il n’est pas besoin

des racines.

En remplacant, dans les équations (I) et (II) du paragraphe X,

b, B, b par tanga, tange, tanga,

b B b

a, o, par — )
cosa cosa cosa

nous obtiendrons les intégrales des conditions et des équations conditionnelles
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sous la forme suivante :

(1) ycosa + xsina = b,

(2) ycosa+ xsina =0,

(3) ycosa + zsina =b,

(4) e’ (e' 4+ sins) = langa + tanga -+~ langy,

(5) el~"=1langa tango tangu,

(6) | — e’ coss — langa tang o + tanga tanga + tanga tanga.

En résolvant les équations (4), (5), (6) par rapport ar,s,t, nous obtiendrons
r = log(sinasina sinu), s—=a—+a-+u, ¢t —— log(cosa cosa cosu)

el, par suite, comme dans Iexemple précédent, au moyen de la quadrature de
toutes les équations non conditionnelles, I'intégrale générale dans la forme com-

posée

sin2a sin2a

< s o
Z:f(ycosa—kxsma b) da_i_f(,ycosocﬁ—xsma B) do

cosa + xsina — b)?
Ly - ) du.
sin2a

Nous obtiendrons dans l'article suivant les intégrales des équations restantes
XV, XVI et XVII, comme cas particuliers de Pintégrale d’une équation plus

générale; nous donnerons maintenant seulement les résaltats.

Exemple XV.
G(gk — h*) (hl— k) = (gl — kh)*.

Ilya trois racines égales a

h -\ h*— gk
g

L’intégrale générale est
::f(y+ba-—a)2clc+f(y+ bx—a)de.
1l y a trois fonctions arbitraires b, c et e de «a.
Ezxemple XVI.
(ghk — h*)x?+ (gl — hk)zy + (hl—k*)y*=o.

. , L gx+hy C ey .
Il y a deux racines égales & S————; la Lroisiéme racine est — Y.
hx + ky x
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L’intégrale générale est

z:[(y—l—bx——a)‘-’dc—i—f(vv—l—ax)?dy

ou

z:f(y+bx—a)2dc+x2cp%~

'y a deux fonctions arbitraires b el ¢ de @, une de %

Exemple XVII.

3N x5y, + y5,=o0.

[.’équation aux racines est ici

utr+x.u+ y=o;

les n racines s’expriment toules par conséquenl en z et y, mals ne sont pas
déterminées dans leur forme générale.

L’intégrale générale est
5 :f(,)’ “+ ax + a*)*dc +f(y +oax + at)tdy +/(y “+ oz +a?)tlde .,
Les n arguments sont tous déterminés par les équations dérivées
8 P q
Y +ax+a*=o, Yy tax +a*—o, y +ax +at=o,
el sont, par conséquent, les racines de 'équation aux dérivées, dont la résolution

est par suite nécessaire, bien qu’elle ne le soit pas pour la découverte de I'inté-

grale générale.
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