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FAMILLES DE SURFACES

A

TRAJECTOIRES ORTHOGONALES PLANES,

Par M. S. CARRUS,

Licutenant au 23° régiment d’Artillerie,
Agrégé de I'Université.

INTRODUCTION.

Je me propose de rechercher et d’étudier les familles de surfaces admettant
comme trajectoires orthogonales des courbes planes.
Je supposerai que I’équation de la famille

Sflz,y,3)=p

est résolue par rapport au paramétre variable.
La fonction f(z, y, z) doit satisfaire & une équation aux dérivées partielles du
troisitme ordre qui présente les plus grandes analogies avec ’équation des sys-
témes triples orthogonaux.
Nous séparerons en deux Parties bien distinctes les études qui se rapportent a

ce sujet.

A. — Les COURBES TRAJECTOIRES NE FONT PAS PARTIE D,UN SYSTEME TRIPLE.

1° Cetle étude a été entreprise d’une fagon systématique par Ribaucour dans
sa Théorie générale des surfaces courbes parue en 1891 dans le Journal de
Liouville. Ribaucour traite ce probléme d’une facon particuli¢re en rattachant
les courbes trajectoires aux plans tangents d’une surface de référence. Le pro-
bléme se réduit, dans ce cas, de lui-méme a un probléme du second ordre. (Une
premiére intégration a été faite quand on a fixé la surface enveloppe des plans
des courbes.) Il établit, en particulier, ce résultat remarquable :
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Etant donnée une telle famille de courbes trajectoires, on peut déformer
comme on voudra la surface de référence, chaque plan tangent entrainant
la courbe trajectoire située dans son plan, et les courbes ne cesseront pas
d’étre les trajectoires orthogonales de familles de surfaces.

2° Cette question a été proposée par M. Cosserat en 19go1, puis en 19o2,
comme sujet d’'un Concours institué par ’Académie des Sciences, Inscriptions et
Belles-Lettres de Toulouse. Quelques résultats ont valu a 'auteur de cette thése
une médaille de vermeil.

Dans une Note parue dans l'intervalle des deux concours, M. Cosserat avait
donné les formes simples auxquelles se réduit 'équation aux dérivées partielles,
dans le cas ou la fonction f(z, y, 3) est a variables séparées, et dans le cas ou les
plans des courbes trajectoires passent par un point fixe ou restent paralléles & une
direction fixe.

3° Recherches de dynamique de M. Darbouz. — M. Darboux a donné
implicitement le moyen d’obtenir de nombreuses solutions du probléme.

En étudiant le mouvement d’un point dans 'espace (Lecons sur les surfaces,
n°s 553 et suivanls) dans le cas ou il y a une fonction des forces, il a montré que,
si on prend toutes les trajectoires correspondant & la méme valeur de la con-
stante des forces vives, el, parmi toutes ces trajectoires, loutes celles qui sont
normales a une méme surface, ces trajectoires sont, par cela méme, normales
a toute une famille de surfaces.

l.e probléme dépend entiérement de la recherche d’une solution compléte de
I'équation

. 20\? 06 \? 20\
; <d_x> +<£’> -4—(3;) =2(U +2).
Si I'on a une telle solution §(z, ¥, z) dépendant de deux constantes arbitraires
a, b, on obtiendra les courbes trajectoires en posant

ﬁ —a -(E = b
da ’ db

Il suffit donc d’étre assuré que ces courbes trajectoires seront des courbes
planes. On aura, par exemple, une telle certitude si la force passe par un point
fixe ou si elle est paralléle & une direction fixe.

4° Quelques extraits de cette étude ont paru déja aux Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences. lls ont é1é suivis de remarques de M. Darboux mon-
trant que le probléme peut, dans tous les cas, étre intégré une fois et se ramener
a I'intégration d’une équation aux dérivées partielles du second ordre avec intro-
duction d’une fonction arbitraire de deux variables.

Depuis (Comptes rendus, 6 mars 1go5), M. Darboux a généralisé ce résultal
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et obtenu une réduction analogue dans le cas ol les courbes trajectoires doivent

satisfaire a des condilions trés variées,

B. — LA FAMILLE DE SURFACES EST AUSSI UNE FAMILLE DE LAME.

1° Dés 1862, O. Bonnet, dans un Mémoire Sur les surfaces orthogonales
inséré aux Comptes rendus, recherchait les systémes triples dans lesquels une
des séries de trajecloives orthogonales est composée de courbes planes.

2° Ce probléme fut complétement résolu par M. Darboux qui a donné(Legons
sur les surfaces, n* 761, 762, 972) la remarquable conslruction suivante :

Construisons une développable isotrope quelconque. Coupons-la par les
plans tangents d’une surface. On peut ensuite déformer cette derniére sur-
Jface comme on voudra, chaque plan tangent entratnantla courbe correspon-
dante; les courbes d’intersection seront toujours les trajectoires de familles
de surfaces.

3° Enfin, a peu prés a la méme époque, MM. Darboux et Bianchi arrivaient
au méme résultat par une méthode différente en ramenant le probléme au pro-
bléme de la représentation sphérique (Lecons sur les surfaces, n* 1060 et sui-
vants).

Cette étude comprend quatre Parties.

Dans la premiére, nous donnons quelques résultats généraux relatifs a ces

familles, et, en particulier, le théoréme fondamental suivant :

N

8¢ Uon a une famille de surfaces a trajectoires orthogonales planes, on
peut avoir immédiatement, et sans intégration, les équations des courbes tra-
jectoires.

Comme conséquence, si l’équation de la famille de surfaces est algébrique,
les équations des courbes trajectoires le sont aussi.

Nous faisons une premiére application au cas ou la famille de surfaces se pré-
sente sous la forme

X+Y+Z=p,

X, Y, Z, désignant des fonctions de x, y, 5 respectivement. Nous montrons que,
dans ce cas, les plans des courbes trajectoires passent par un point fixe. Un cas
particuliérement intéressant est celui ol toutes les courbes Lrajectloires sont des

paraboles langentes a trois plans fixes paralléles aux plans de coordonnées.
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Dans la deuxiéme Partie, nous étudions les familles de surfaces dans lesquelles
les plans des courbes Lrajectoivres sont paralléles & une direction donnée ou
passent par un point fize. Dans un cas particulier, nous obtenons le moyen
d’obtenir, a volonté, comme courbes trajectoires des coniques quelconques. Ces
résultats se rattachent immédiatement aux études de dynamique de M. Darboux.

La troisiéme Partie comprend la recherche des familles de Lamé admettant
des trajectoires orthogonales planes dans les deux cas ci-dessus. Nous donnons la
solution compléte, sans aucune quadrature, et oblenons ainsi des familles de
Lamé dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable et d’une fonction
arbitraire de deux variables.

L’équation des lignes de courbure de ces familles est remarquablement simple.
Son intégration dans un cas particulier nous donne un systéme wiple remarquable
dans lequel les trois familles admettent deux systémes de lignes de courbure
planes. Ce systéme avait d’ailleurs été découvert par M. Darboux (Legons sur les
surfaces, n® 1036) et nous avons pu en faire I'identification.

Nous devons d’ailleurs ajouter que Pillustre géométre avait traité un probleme
plus général, celui de la détermination des familles de Lamé telles que les plans
osculateurs des courbes trajectoires aux points ol elles sont rencontrées par une
méme surface de la famille passent par un point fixe, mais qui peut, d’ailleurs,

étre variable avec la surlace considérée.

Enfin, dans la quatriéme Partie, nous traitons /e probleme d’apreés la méthode
de Ribaucour, nous donnons la solution absolument générale dépendant de deux
fonctions arbitraires de deux variables, dans le cas ou la surface de référence
est développable, el nous obtenons de nouvelles solutions particuliéres dans le cas

ot la surface de référence est a courbure constante.

Qu’il me soit permis, en terminant, d’adresser mes plus vifs remerciments a
MM. les Membres du Comité des Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
louse, qui ont bien voulu permettre I'insertion de ce travail dans les Annales; a
MM. Cosserat et Bourget, professeurs a la Facullé, qui m'ont aidé de leurs

conseils. Je leur en serai élernellement reconnaissant.
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sy

PREMIERE PARTIE. .

1. Soit -
Sflx,y,5)=p

t N
I’équation, supposée résolue par rapport au paramétre variable p, d’une famille
de surfaces admeltant pour trajectoires orthogonales des courbes planes.
Les équations de I’élément de trajecloire orthogonale passant au point zyz
sont '

de _dy _dz

(1) —_ = = .
S Sy S
Ce sont les équations différentielles auxquelles satisfont les courbes trajectoires.

Egalons a d¢ la valeur commune de ces rapports, ¢ désignant un parameétre destiné
a fixer la position du point sur la courbe. Intégrées, ces équations donneraient

trois relations de la forthe -
(2) x:(P(t'9Cl’c2), ]:qJ(t’cisc?)’ 5:6(t,0“02)

qui sont les équations d’une des courbes trajectoires.
Elles dépendent de deux constantes c,,c;. On obliendra toutes les courbes tra-

jectoires en faisant varier ces deux constantes de toutes les maniéres possibles.

2. Pour que la courbe représentée par les équations (2) soit plane, il faul et il
suffit que I'on puisse déterminer des constantes, m, n, p, g, telles, que I'on ait

une relation identique de la forme
mx—+ny +~ps—+qg=o.
En dérivant par rapport a ¢, on obtiendrait les relations

mx’—}—n'y’—}-pz’:o,
ma" + nt),/r +P5” —o,

mx” + n.),w_'_pzr/(: o.

Pour que m, n, p, g ne soient pas tous nuls il faut que I’on ait

l x! .T, z! !
D= | 2 )’” ” = o.
x" y/// z" ! '



158 S. CARRUS.

1l suffit de développer cetle relation pour obtenir I'équation aux dérivées par-
tielles & laquelle doit satisfaire la fonction f(x, y, ).
Les relations différentielles (1) donnent -

xI:fa/r;’ }'l:f_;" z’:fz/

Dérvivant par rapport & ¢ en considérant z, y, 3, comme fonctions de ¢, on
obtiendra

' = for fo + Sy Sy S S
y”:f!tff.‘;: +f;" f;’ +f": lz’
' =fo So + Sy fy S Sa
Pour simplifier 'écriture nous introduirons la fonction
u(x, y,3)=f' + f32 +2,

on aura

H__ 1 / — 1
d'=tuy,  y'=1i

:\
N:
I
PN
N
RS

Dérivant encore une fois pour obtenir les dérivées troisiémes

"

[/ — " ! ’: " r I
28" = Wys fr + Wy [y + Uy, [ = 0fUly,
en employant une notation bien connue

— — ' ! ! ! ! !
8,9 =0, u== vy uy + v, Uy, + v ul.
De méme
2y" = dptt), 25" = 8puj.

Transportons les valeurs des dérivées de x, 3, 3 dans le déterminant, nous aurons

fe Sy S

(3) D=1 u, ul, u, o.

Il

Sfuép Sfu’y Bfu’z

Telle est I’équation aux dérivées partielles a laquelle doit satisfaire la
fonction f(x,y, z).

Ce déterminant parait exlrémement compliqué. Son développement complet
comprendra 223* = 324 termes.

3. Cetle équation, rationnelle et entiére, est linéaire par rapport aux dérivées
du troisitme ordre de f, du troisiéme degré par rapport a celles du second, du

quatriéme par rapport & celles du premier. Elle ne contient ni la fonction, ni les
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variables indépendantes. Si l'on isole et si l'on désigne par A l'ensemble des

termes qui contiennent les dérivées du troisiéme ordre, elle est de la forme
D=A+B=o,

ol A n’est plus que du premier degré par rapport aux dérivées du second ordre,
et o B est du troisiéme degré par rapport a celles du premier et du second
ordre.

On voit la grande analogie qui existe enlre cette équation et I’équation aux
dérivées partielles du troisiéme ordre a laquelle satisfont les familles de surfaces
susceptibles de faire partie d’un systéme triple orthogonal, équation qui jouit de
toutes les propriélés ci-dessus. Si on prend cetle équation sous la premiére forme
donnée par M. Darboux (qui introduit les dérivées A ) on trouve que cette ana-
logie est poussée jusqu’a U'identité absolue en ce qui concerne ’ensemble des
termes ne contenant aucune dérivée du troisiéeme ordre. Cette identité de deux
moitiés des deux équations, soil de 162 termese, st évidemment trés remarquable.

Si I'on pose

i = —2(fuu frs+ foo fra+ fis fus)

ces ensembles de termes peuvent s’écrire dans les deux équations

Ay, Ay Az Ayz Ay Ay
Ju  Soo Sfis S Su S
1 1 1 o o o
A= :
2f, o o o fi fs
o 2fs o fi o fi
o o afs fo fr o
Srau+ fran+ fiays  fiasy+ fiass+ frass  fias + fraz—+ fiag,
D'= u, Uy us
S S Js

Pour faire une vérification, nous supposerons
f2 :f3 — 0.
Ces deux ensembles se réduisent alors facilement a

GV Sos (fie —S10) + 402 (fsa— fa2) fra frae

D’ailleurs, il est facile de mettre en évidence le second déterminant dans le
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premier; en introduisant les combinaisons fya,, + faa@,» + fiays, . . ., on trouve
Qa3 as, 42D
D’ 2 2 fs 2f1s
FiAi—1 o o o
JiJoSfs A =3 o o o P
u o fy o S
o o u fy S o

Si I'on développe le déterminant par rapport aux puissances de u, le coefficient
de u? est évidemment nul; on reconnail que I'ensemble des termes en u« et u? est
identiquement nul; le second membre se réduit donc au terme indépendant de «,
c’est-a-dire a f, f> f3 D', Nous. donnerons du reste une autre vérification simple
dans le cas ou la fonction f(z,y, z) est a variables séparées.

Enfin, si par analogie avec I'équation des systémes triples on introduit la

fonction
I

VR

I’équation pourra s’écrire

Ji S Js

A= u, Uy u, =o.

oH, o,H, o,H,

Si d’autre part nous prenons I'équation des systémes triples sous la seconde
forme A, = o de M. Darboux, qui atilise la méme fonction H, en développant les

équations par rapport & H,,, Hj,,.. ., on établira I'identité

A+ A, :
2D = N (O, 0y, ).

En égalant le second membre a zéro, on aura une équation trés simplifiée qui
8 ’ q P q
pourra remplacer I’équation des systemes trlples dans la recherche des famllles de

Lamé a trajectoires orthogonales plane:

4. L’application du théoréme général de Cauchy nous montre qu'il existe une
intégrale holomorphe, et telle que, pour z = z,, les fonctions f, fi, fi\ se rédui-
sent a trois fonctions arbitraires données a I’avance des variables y et 3. L’inlégrale
générale de I'équation dépend donc de trois fonctions arbitraires de deux va-
riables.
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5. Nous allons transforner le déterminant D el mettre P'équation des lamilles
sous une forme trés remarquable. Développons-le par rapport aux éléments de la
seconde ligne, il viendra

N (fihi+ i+ i) =0,

en posant
(4) Saus— fau,= A, Sou,— fru;—B, Sfrus— fouy=C

ol

Efl(ulA, 4+ s B+ u;Gy) = o.
Multiplions par f;, et nous pourrons écrire
2f1[BA1“ AB 4wy ( /1A, + 1, B, ""f-scl)] =0

quti, en vertn des identités
Afi+-Bfyi+ Cfi=o, Au,+Buy+Cus,=o,

se réduit, comme on le voit (acilement, a

Efi(liA,——ABl) =0

ou

-l
>
Il
>

>l
_]_
™

e

J J
f15:, P, + /s
Posons

) ) — B i .fliul_fl iUy
(5) ‘(‘T’y’g)‘;{_ﬁfﬁu:{_,f;suz,

el I’équation pourra s’écrire
(6) S19i+ fava+ favs=o0.

Dans une Note qui a fait suile 4 notre premiére Communication & ’Académie .
des Sciences, M. Darboux a pu déduirve cetite méme équation des équations qui
déterminent les coefficients de 'équation du plan de la courbe trajectoive

mx +~ny +ps—+i1=o,

, mf 4 nfy+pf; =0,

muy~+ ni, puy =o.

Fac. de T., a¢ S., VIIL 21
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Ainst :
La condition nécessaire et suffisante pour que la famille de surfaces
Sz, y,5)=p

admelte des trajectoires orthogonales planes, est que la fonction f(z,y,3)
satisfasse a l'équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre

Jiva+ fova+ frvs=o0,
ot l'on a posé

o Ssui— fruy N
v(x,y,u)__??—u?:z@’ u(z,v,s)=fi+f;+f;.

6. Considérons la nouvelle famille de surfaces
iz, ¥, 3) = o.
La condition (6) exprime qu’en tout point commun i deux surfaces
Sz, y,5)=0p, v(x,y,5)=o0,

les deux surfaces se coupent orthogonalement.
On en déduit facilement :

La surface v(z,y,z) =0 contienl la trajectoire orthogonale tout entiére.
La courbe trajectoire passant au point x4, 3, 34 se trouse donc sur la sur-
Jace

(7) (X, ¥y 5) = ¢(Zyy Vos Bp)-
Considérons la surface
S (@, ¥y 3) = [ (20, Vo5 36)
la courbe d’inlersection de celte surface avec la surface
v (x, ¥y 3) = 9 (X, Yoy 3p)-

A chaque point de cette courbe est liée une courbe trajectoire.
Le lieu de ces courbes trajectoires est constitué par la surface o.

L’équation de la famille de surfaces ¢ peut s’écrire

Sauy— frus=o(fous;— fyuy).

L’ensemble des courbes trajectoires engendre donc un faisceau linéaire de
surfaces, et on voit comment il faut grouper ces courbes trajectoires pour
obtenir une surface du faisceau.
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7. Quelle sera 'équation du plan de la courbe trajectoire passant au point zq,

Vo, B¢ Soit
mX +nY+pl+g=o

I’équation de ce plan. On a trouvé les conditions

mx, + ny, + P33, +qg =0,

mf"/u -+ ,Zj'ylﬁ +])f5’0 = 0,

mu,, -+ nu, 4 pu, = o.
L’équation du plan de la courbe est donc

X—2zy Y—y, Z—3

(8) D=| [l £y, e |=o.
Ui, iy, s,

Fn résumé :

St l’on a une famille de surfaces
Sz, y,3)=p,

pour avolr les équations des courbes trajectoires, il sera inutile d’intégrer les

€quations
de _dy ds

Sioo S s
On aura immédiatement et sans intégration aucune les équations de la

courbe qui passe en un point quelconque xq, yo, 54 (7), (8)-

8. On voit en particulier que : S¢ la famille de surfaces est algébrique, les
équations des courbes trajectotres le sont nécessarrement aussi.

9. Il faut remarquer que la fonction v (x, ¥, z) n’est pas [ormée symétriquement
au moyen des dérivées de f(z, ¥, ). Cette dissymétrie disparait dans la somme
S190+ fa02+ [fyvs aprés suppression du factenr de dissymétrie ——L—a

(fzus_f:s“‘z)'

Ce résultat nous permet d’avoir trois formes diflérentes pour la famille de

surfaces
v(x, y,s)=a,

qui contient les trajectoires orthogonales. On les obliendra en permutant circulai-

rement les lelires 2, y, z; A, B, C désignant les fonctions précédemment définies



164 S. CARRUS.

(n® 3) nous aurons les diverses formes

7] '—“‘B (!’—9 " —
A’ B’ CEw
'wwg W’—é W”——]i
VT A’ — B’ -

qui se réduisent d’ailleurs a deux distinctes ¢, w.
Ainsi, les équations que nous obtenons pour représenter les courbes trajectoires

v(x, y,z)=const., w(x, y,s)=-consl.

sonl, elles aussi, toutes résolues par rapport aux paramétres variables.
D’une facon générale, une fonction quelconque de v, w
V=o0(v,w),
satisfera a ’équation
(6" SiVi+foVa+ f3V,=o.
Réciproquement, toute fonction V(xz, y,s) satisfaisant a U'équation ci-
dessus se réduit a une fonction de ¢, w.

On saura donc dans ce cas complétement résoudre U’équation (6') qui déter-

mine la fonction V(x, y,5), f(x,y,3), étant supposée connue.
D’autre part, nous pouvons généraliser le résultat obtenu aun® 5 et dire :

On peut mettre, d’une infinité de fagons, U'équation qui exprime que la

Jamille de surfaces
Sfire,y,5)=10

admet des trajectoires orthogonales planes, sous la forme
SiVi+faVat-fiVi=o.

1l suffit de prendre pour V(x,y,z) une fonction que'conque des fonc-
tions v, w, déja définies.
La courbe trajectoire passant aw point x,, y,, 3, se trouve sur toutes les

surfaces
V(z, Y, 3)= V(‘voa Yos 50)e

En particulier, les surfaces

V(1'7 )’~ 5) - V(xoy V(n zl))? VV(.Z‘, )’, 5) - “)(‘I‘W VVO; ZO)’
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se coupent suivant une courbe plane qui est la trajectoire orthogonale passant
par le point xq, v, 3,
nfin, les équations de la courbe trajectoire passant au point z,, ¥, 5, peuvent

s¢ meltre sous la forme trés symétrique

A B

|l

AT BTG

-

S

10. Considérons maintenant deux surfaces quelconques
o(x, y,3)=a, w(x, y,3)=0b,

a el b élant deux constantes quelconques.
Soit x,, ¥¢, 3¢ un point commun a ces deux surfaces.

On pourra metire leurs équations sous la forme
(X, ¥, 3) = ¢{(Zas Y5 30 )s W{(x, ¥y 5) = w(Loy Yoy 50)-

Donce, quelles que sotent les constantes a, b, les deux surfaces se coupent
suivant une courbe plane qui est une trajectoire orthogonale.
On a ainsi un exemple de deux familles de surfaces telles que Loutes les sur-

faces d’une {amille coupent toutes les surfaces de 'autre famille suivant des courbes

planes.

11. On obtiendra des familles de surfaces a trajectoires orthogonales planes en

prenant, par exemple,
¢ = const.

On obuient ainsi une équation aux dérivées partielles du second ordre, dont
toutes les solutions appartiennent & 'équation aux dérivées partielles du troisieme
ordre qui régit le probléeme. (C'est ce qui arrive d’ailleurs toutes les fois que 'on
restreint le probléme. st I'on se donne par exemple la surface enveloppe des
plans des courbes trajectoires. Nous reviendrons sur cetle remarque.)

Supposons, par exemple,
¢ = o,

c’est-a-dire
Ssuy— frus=o;
on en déduit que

. P 2 * 2 S N .
(e, y,3)=fi+fi+/3=F(» /)
Plus généralement, supposons une relation linéaire entre les fonctions ¢, o

a - by + cw —o,
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a, b, ¢ désignant trois conslantes quelconques. Cette relation a une signification
géométrique trés simple.

I.’équation du plande la courbe trajectoire peut s’écrire
X—z+o(Y—y)+w(l—2z)=o.

La relation linéaire indique donc que les plans des courbes trajectoires restent
paralleles a une direction fixe a, b, c.

Plus généralement encore, supposons une relation quelconque
(v, w) =o.

On voit qu’elle correspond au cas ot les plans paralléles aux plans des
courbes trajectoires, menés par l'origine des coordonnées, ont une enveloppe.
C’est le cdne dont les équations sont en coordonnées tangentielles (u, v, w, r)

Mais o (¢, &) est une des fonctions V dont nous avons parlé plus haut (n®9) et
qui sont telles que l'on peut mettre I'équation des familles de surfaces sous la

forme

SiVi+foVy+ fsVi=o.
On a donc une signification géométrique trés simple de la relation
V—=o.
Partons d’une surface g,, et prenons son intersection avec une surface
v(x,y,5)=a.

A chaque point de la courbe d'intersection est lide une courbe trajectoire.
D’aprés ce que nous avons vu, elle est située sur la surface v = a. Mais, d’autre
part, en vertu de la relation

V(e,w)=o,

puisque, pour chacun de ses points, ¢ est constant, le sera aussi. L’équation du

plan de la courbe trajectoire, qui est
X—z+¢o(Y—y)+w(l—35)=o0,
montre que ce plan est paralléle & un plan fize.

Les courbes trajectoires ainst obtenues sont donc les intersections de la
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surface
o(z,7,5)=a

par des plans paralléles.
Ou bien encore : les surfaces de la famille
v(z,y,3)=a
sont découpées en tranches paralléles par les courbes trajectoires.
12. Supposons que les plans des courbes trajectoires restent paralléles & une
direction fixe @, b, ¢. On devra avoir la relation
aA + bB +cC=o.
Développons-la. Elle peut s’écrire
u (bfs —cfy) + uy(cfy—afy) + us(afs— bfy) —=o.
Déterminons deux fonctions A(z,y, z), u(z,y, z) par les relations
uy=fih+ap, wy= foh + bp.
En transportant ces valeurs dans la relation ci-dessus elle se réduit a
us=fsh + cp.

Ainsi, on peut déterminer deux fonctions de z, y, z, telles que 'on ait simul-

tanément

uy=fik+ap, Uy = foh + b, us=f3h + cp.

Ces relations indiquent que u(z, y, 5) se réduit & une fonction, qui peut d’ail-

leurs étre quelconque, de fet de az -+ by + c¢z. Ainsi :

Quand les plans des courbes trajectoires restent paralléles a une direction
JSize a, b, c le probléme se réduit a l’intégration de l’équation aux dérivées
partielles du premier ordre

(9) Si+fi+ =3/, ax + by +c3).

Ce résultat, qui peut d'ailleurs s’établir directement, immédiatement, a été
donné pour la premiére fois par M. Cosserat (Mémoires de I'Académie des
Sciences de Toulouse, 10¢ série, 1. I, p. 144).

Quelle sera la forme des fonctions ¢(z, y, 2), w(z, y,3)?

En remplagant u,, u,, u; par les valeurs ci-dessus, dans la forme générale de la
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fonction ¢(x, y, 3),

Jswn—fiu,

v(yzr,y,/:)__‘f?us__fsu2

elle se réduit a

oy, 5 = P

de méme

of\ — “fz
sz_bfs

w(z,y,2)=
Comme on pouvait s’y attendre, les fonctions ¢, w ne sont pas indépendantes,
dans ce cas, mais sont lides par la relation idenlique

a -+ bo+cw=o.

13.- De méme, si I'on veut queles plans des courbes trajectoires passent par un

point fixe, Vorigine des coordonnées par exemple, 1l faudra que 'on ait
Az+By+Cz=o.
En développant cette relation, on Pécrira
z(fous— fruz) + ¥ (fatty— frua) + 2(frug— fru ) = 03

on en déduira, par une méthode absolument identique a celle du numéro précé-
dent,

(10) [+ [+ 1= 2+ y 432,

résultat que 'on peul encore établir directement et qui a été énoncé également
par M. Cosserat dans la Nole citée a la page précédente, n° 12.

Dans ce cas,

Si le point fixe avait pour coordonnées %o, ¥, %9, 12 fonction ¢(z, y, z) serait

la sulvante :
—xy) [3— (53— 3) fl
z‘zo)fz—(}’_‘yo)fz

v(x, y,z)—

On démontrera facilement, réciproquement, que, si la fonction ¢(z, ¥, 3) a
Pune des formes indiquées ci-dessus, les plans des courbes restent paralieles a

une direction fixe ou passent par un Imint fixe.
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Faisons la démonstration pour ce second cas. Supposons que l'on ait

— zfy— s/ — fsul_flua.
sfa—y/fs Sotts— fsu,

(2 y,5)

Si la famille n’est pas composée de surfaces de révolution de méme axe, on
pourra déterminer deux fonctions A(z, y, 5), w(x, ¥, z) par les conditions

u=fik+axp, Uy = foh + yp.
En transportant ces valeurs dans 1'égalité donnée, on en déduira
uy= fyh + 3.
Ces rois derniéres relations indiquent que I'on a
wsfi S A ),

ce qui démontre la réciproque.
Ainsi, dans les deux cas que nous venons d’indiquer, le probléme se réduit a
Pintégration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre.

14. Si l'on se donne la surface enveloppe des plans des courbes trajecloires,

sous la forme
o(u, v, v, t)=o,

en coordonnées tangentielles (u, ¢, w, ¢), on réduira le probléme a l'intégration
d’une équation du second ordre.
Les équations qui déterminent les coefficients du plan de la courbe trajectoire

sont, en ellet, comme on I'a vu,

Ux 4 ¢y +ws +t=—o,

wfy+ ofy + wfy =o,

WU+ Vit —+ Wity =o0;
on en déduit

u (4 w —¢

fgua——_/};%:fsu,—f“%:f,ug—f:,u,_ x y 3
Ji i Sy

Uy uy Uy

On a donc la relation

¢(A,B,C, —(Az+By +Cs)) —o.
C’est une équation aux dérivées partielles du second ordre dont toutes les solu-
lions appartiennent a I'équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre qui
Fac. de T., 2¢ S., VIII.

2
P
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régit le probléme dans le cas général. Comme on peut I'écrire

C —(1)< A B
Az +By+Cs Aa:—l—B_y—l—Cz’Ax—i—By—l—Cz)’

la fonction @ de deux variables indépendantes étant quelconque, cette transfor-
mation, due & M. Darboux, constitue une premiére intégration eflectuée sur
Péquation du troisiéme ordre. '

Dans la Note qui a fait suite 2 notre premiére Commaunication a '’Académie
(13 janvier 19o5), il a para a M. Darboux que, puisque I’équation D =0 aux
dérivées partielles du troisiéme ordre admet, dans lous les cas, une intégrale pre-

miére de la forme
®(l,m,n)=o,

cette équation pouvait étre mise sous la forme
Lo 1

O=\m my m,; |=o,
n, n, ng

{, m, n élant les fonctions de z, y, z définies par les relations

l:fzus‘A‘fsuz’ m___fa“rzflua’ n___f1”2‘;fz”1’

zx y 3z
A=\ fi fi f5|»
Uy U, U

relations desquelles on déduit

2je—YJ]s
Bfl: f2A2 fD

Et en effet, si 'on multiplie deux fois le déterminant © par le déterminant A
en tenant compte des relations

le +my +nzs =1,
Ui +mfy, +nf;=—o,

lu,+ muy,+ nu,= o,

Si J2 Js

OA*—=+D u, 78 iy
anfl aufz 6uf2

dont le second membre contient bien en facteur D.

on trouve U'identité (*)

(1) 11 y a évidemment une erreur d’impression dans la Note de M. Darboux qui
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13. Enfin, proposons-nous de déterminer les surfaces caractéristiques de I'équa-
tion aux dérivées parlielles du troisitme ordre. On sait que, pour les obtenir, il
suffit de considérer I’ensemble des termes qui contiennent des dérivées du troisiéme
ordre de f(z,y,3) et d'y remplacer chaque dérivée f;, par le prodait p;pip:;
Pis Py prdésignant les dérivées premiéres d’une certaine fonction ¢ (z,y, 5) qut,
¢galée a une constante, définira les surfaces caractéristiques.

Or, les éléments de la troisieme ligne dans le déterminant (3) sont les seuls qui
conliennent des dérivées du troisie¢me ordre. L'élément

“up fi v fa u fs
développé donnera

Ji(fiSin+ Lo =+ fofus) + fa( fiSion = foSrae+ FoSi2s) + S (S Sfion+ oS 152+ foSfis)

et si 'on fait la substitation ci-dessus

o1 (f1o1+ [0+ f304)%

De sorte que, aprés subslitution, le déterminant deviendra

Si fo Ss
([1o1+ a0+ [303) | w0y U ug |
Q1 P2 O3

En égalant ce résultat & zéro, on a 'égualion aux dérivées partielles qui déter-
) P
mine les caractéristiques.

Elle se décompose donc en trois facteurs dont un facteur double
Jior+ faoa+ fr93=0

qui admet pour solutions les fonctions V(z, y, z) précédemment considérées
(n°9) et dont toutes les surfaces correspondantes coupent orthogonalement les
surfaces de la famille. Ces fonctions V(z, ¥, 5) comprennent en particulier les
foncuions /, m, n introduites par M. Darboux et qui entrent dans I'équation du
plan de la courbe

lx+my+nz—i1=o;

donne
i J3

OA =_D Uy Uqy Uy .

Srur Srus Spus
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L+ bLfi+ Lfs=o.

Si en effet on développe le premier membre de celte équation en inlroduisant
la valeur de ¢
x y =
A AL
u uy U
on voit que ce premier membre est linéaire par rapporta x, ¥, 5; le coelficient
de z est identiquement nul, et les coefficients de y et 5 nuls en vertu de V'équa-
tion & laquelle satisfait la fonction f(z, ¥, z).
Le troisiéme facteur simple formé par le déterminant ci-dessus admet pour solu-
tions les fonctions ¢ (z, ¥, 5)

@(x,y,z):J(u,f),

§ désignant une fonction quelconque de deux variables.

Si l'on égale la fonction ¢(z,y,z) 4 une constante s, chaque surface & est
composée de points ou la famille se comporte comme une famille de surfaces
paralléles.

En particulier, dans le cas ou les plans des courbes trajectoires passent par un
point fixe, les intersections des surfaces ¢ avec les surfaces f sont des courbes
sphériques, puisque dans ce cas la fonction f satisfait & une équation de la forme

u=0(f, 2*+ y*+ 5*).

Tous les résultats ci-dessus s’expliquent suffisamment si 'on serappelle la signi-
fication des courbes caractéristiques dans la théorie des équations aux dérivées
partielles.

16. Nous allons faire une premiére application de ces résullats généraux au
cas o la famille de surfaces se présente sous la forme

f(x,y,z):X-{—Y—i—Z:p,

X, Y, Z désignant des fonctions de z, y, 5 respectivement.
L’équation
fl fZ f3
D=| u Uy u; |=o

druy Ostty Opus
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se réduit dans ce cas a

I I 1
(11) AXY'Z X Y’ o |=o.
X/ X/II + XI/2 Y/ YI// "I_ Yl/ﬁ ZI ZI// + Z”2

Sous cette forme réduite, on remarquera la trés grande analogie qui existe entre
cette équation et I'équation correspondante des systémes triples orthogonaux

1 1 I
— o XY X" Y” 7
X'X7"— X" Y'YT_oX": 7T o2

.

et en particulier I'identité des ensgmbles de termes ne contenant aucune dérivée

Il
e

du woisieme ordre.
L’équation (11) peut étre satisfaite de trois fagons différentes :
1° Deux des dérivées secondes, par exemple Y, Z”, sont nulles.
La famille de surfaces a alors pour équation

o(x)+my+ns-+p=p.

Elle se compose de cylindres & génératrices paralléles.
2° Une seule dérivée seconde, par exemple Z7, est nulle.
Alors X et Y doivent satisfaire & une méme équation

X' X"+ X"+ kX"=o,

k étant une conslante. Cest la un cas particulicr de I’équation que nous trouvons

au cas suivant.

3° Les trois fonctions satisfont a la méme équation
(12) X'X7"4- X" kX'— a,

k et a désignant deux constantes arbitraires.

Cette équation a été donnée pour la premiére fois par M. Cosserat (Nouvelles
Annales de Mathématiques, 3¢ série, t. XIX, [1899] 1900, p. 372).

L’équation (12) peut s’intégrer complétement. On a d’abord

(13) X(X"+ky=azx + b,
b désignant une nouvelle constante. Posons alors

04) X'=(azx+ b)3,
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z sera déterminé par I'équation

sds + dr
—1+kz+az? ax—+b

(15)

0.

(’est une équation & variables séparées. Soient o, ( les racines supposées dis-
tinctes, et en supposant @ 4 o, du trinome

az*+ kz—1=o.

L’équation (15) pourra s’écrire

(153) dx 1 <ocdz Bds)zo

ax+b+a(a—ﬁ) z—a_—z—@

et donnera done, en intégrant,

[(ax+b)(z—a)]*

6
(+6) [(az+b) (s —B)]°

— const.

Remplacons z(az + b) par X' dans I’équation (16), elle deviendra

[X'—a(az+b)]*  m*

%) (X —B(az+b)p  nB’

me* ., .
—5 désignant une nouvelle constante.
n

On peut remplacer cette équation par les deux suivantes, en introduisant une
nouvelle variable ¢,

X'— a(az + b) = m¢b,

X'—B(ax + b) = ne*.
On en déduit

(17) (¢ —B)(azx+b) =n* — mid,
(18) (a—pB) X =nat*— mpBtd.

L’équation (18) peut s’écrire en remplacant dx par sa valeur tivée de (17)
(19) a(a—p)dX =(nat*—mpBB) (nat*1— mB ) dt

et, en 1ntegrant,

(20) a(a— Py X = g By 2PN g

(o +B)

C désignant une nouvelle constante.
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Les deuzx équations (17), (20) résolvent la question. X est la fonction de t
définie par la relation (20), t étant une fonction de x définie par la rela-
tion (17).

En remplacant x par y et z, on aura les deux autres fonctions Y et Z, et la fa-

mille de surfaces sera
X+Y+Z=p.

Les constantes «, k et, par suite, «, 3 doivent étre les mémes dans les relations
qui définissent X, Y, Z.

Ces formules semblent assez compliquées.

L’application des résultats généraux établis au début de cette étude nous per-
mettra d’établir ce fait que les plans des courbes trajectoires passent par un
point fize.

On intégrerait de méme I'équation qui donne X, Y, Z (12) dans les cas que

‘nous avons laissés de cOté

17. k=0. — Ce cas est le plus intéressant.
L’équation a laquelle satisfont X, Y, Z est alors

XIX”/+ XI/2: a;
d’ot, en intégrant une premiére fois,
XX'=ax+b

et, en intégrant deux fois encore,
P
X :f(ax2+ 2bx +c)? dr.
L’équation de la famille de surfaces est donc
(21) f\/ax'2+2bx+cdx
-+—f\/ay‘-‘+ 2b/y+c’dy+f\/az2+zb”z+c”dz:p,

a,b,c, b, c,V, ¢ désignant 7 constantes arbitraires.

Les intégrales peuvent, d’ailleurs, étre calculées.
Nous allons rechercher, d’abord directement, dans ce cas, les équations des
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courbes trajectoires. Les équations différentielles de ces courbes sont

dzx . dy . ds
Vax?+ zbar+c_\/“.)’2+2b2.}’+0, Vaz*+ 20"z + ¢

. 1 det , . . .,
Iigalons ces rapports & — — en désignant par ¢ une autre variable destinée a fixer
a

la position du point sur la courbe trajectoire; on aura, en intégrant,
- b _
x\/a—t—\/—_-—i—\/ax‘—i—gbx—i—c = al,
a
' I
(22) y\/a—i—\/ +Vay*+2b y +c =p¢,
\/a—i—\f/—_—i—\/a P2b's 4" =y,

2, B3, v désignant trois nouvelles constantes. On obtiendra toutes les courbes tra-

8 /

jectoires en faisant varier o, 3, 1 ou plutdt les rapports i

En élevant au carré pour faire disparaitre les radlcaux, on obticndra

D> — ac
o ? —2at—_-. -+ —
Va a

2at¢a

Bre_ap L =
y= Va ‘
- pr— 2
2Bt\Va
[)// na
PR —a2yt— +
a

— ac

I

13

zytva

(Ces équalions sont plus générales que les premiéres et correspondent a loutes
] 8 { p p
les familles que l'on obticnt en prenant les radicaux avec des signes quel-
conques.)
Ces courbes sont bien planes. En effet, pour chaque systéme de valeurs de
p » P q M )
B, v, on pourra déterminer des constantes que nous écrirons ua, ¢f3, wy telles

que l'on ait
' uox + ¢By +wys-+i1=o.

Les équations qui déterminent u, ¢, w sont les suivantes :

uo? + ¢ 32 + wy? =o,
wob +vB0 +wyb'—a —=o,
u(b*—ac)+v(b?*—ac')y +w(b"?—ac")=o.
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La seconde de ces relations exprime que les plans des courbes trajectoires pas-
sent par un point fixe

b b/ bl/

Ces courbes trajectoires sont toutes des hyperboles. On obtiendra une branche
en faisant varier ¢ de — o0 a o, 'autre de 0 & + .

Ces hyperboles sont, quels que soient a, B, v, tangentes & des plans fizes
paralléles aux plans de coordonnées.

Par exemple, elles sont tangentes aux deux plans fixes
x = x,, xr =z,
z, et z, étant les racines de I'équation
ax’+2bx +c=o.

Ces deux plans sont équidistants du point fixe.
En résumé :

La famille de surfaces
f\/ax"—i—zbz—}— cdx +f\/ay'-’+ 2b'y + ¢ dy +f\/a:’+ 20'5 +c"ds=p

a ses trajectoires orthogonales planes. Ce sont des hyperboles tangentes «
six plans fixes paralléles 2 & 2 aux plans de coordonnées, et les plans des
courbes trajectoires passent par un point fixe.
Les coordonnées de ce point fixe sont
b v b

Xyg—— —» Yo==— —» Spg=— —-
a

Y

Les plans tangents correspondants sont équidistants du point fize.

Sil'on transporte I'origine au point fixe, I'équation de la famille peut s’écrire

(23) a2+ e+ y\y +c +s\/st ¢

+L(z+ vzt +c) (y +Vyi+ ) (s + Vi) =o.
Les équations des courbes trajecloires sont, dans ce cas,

a?l2—c 22 o 2p2__ on
(26) e=%l—c B _re—d,

20t Y= 2[3¢ -’ 2y
Fac.deT.,2S., V1.

13

22
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L’équation du plan de la courbe correspondant aux valeurs «, 8, 7 est

X Y Z
a Bov_,.
c ¢ &
a By

18. Nous pouvons retrouver tous ces résullats par 'application des théorémes
démontrés au début de celte étude.
Nous avons démontré que les courbes trajectoires sont sur les surfaces

‘ Sam—Jfiu
v(z,y,8) = f:u;—ﬁ;uz:a'

Dans le cas actuel, on a (en se bornant a I'équation réduite)

fl:\/wz+cy f2:V]2+cl‘ f3: 52+C”y
u=fl+fi+fi=2'+y*+z+c+ e+ .

On a donc '
x\/zz+c”—5\/x2+6_

s\yr4 o —yy\ar

v(z,y,5)= .
Cette forme de la fonction ¢(x,y, z) suffit & montrer que les plans des courbes
trajecloires passent par un point fixe, origine des coordonnées (n° 13).

On verra facilement qu’il suffit de prendre

_pBda—cy
g = ;‘ m)
pour que la surface

v(x,y,5) =0
passe par la courbe
at2—c¢ Bste—c'

y‘lt:’_ c”
= —_—

2at <Y 2y¢

u
Il
.

D’autre part, 'équation du plan de la trajectoire est

X 40, Y4-woZ=0;

or
B c"a—cy?
Vo— — ’
0 o Cl}’z c//@z
on trouverait, de méme,
v C 2____c’cx2
Woe— / 5 >
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Par suite, 'équation du plan est

X Y z
I
c ¢ d
« By

comme nous l'avons trouvé.

19. SiTlon suppose @ = o, I’équation de la famille peut s'écrire en choisissant

convenablement les axes
(25) x\bzx 4+ y\/b'y + 5\/b"z =p.
Les équations différentielles des courbes trajectoires sont, dans ce cas,

de _ dy _ ds
oz by o

En égalant ces rapports a d¢ et intégrant, on aura

Z
\/-b— —=t+ o,
(26) \/gztw,

ﬁ:["—l—y.

A tout systéme de valeurs de o ou plut6l des différences o« — 3, o — v, cor-
y y 122 Y Y ’ Y
respond une courbe trajectoire. A chacun de ces systémes on peut faire corres-

pondre des quantités m, n, p, ¢, telles que 'on ait identiquement

Mz + ny +pz -+ q=o.
Ces quantités sont déterminées. par les relations

mb +nd + pb’ =o,
mboa +nb'3 +pb"y =o,

mo? 4+ nB* + py*+g=o.

La premiére de ces relations montre que les plans des courbes trajectoires
restent paralléles & une direction fize b, V', V'

Ceci est conforme au résultat que -nous avions trouvé dans le cas précédent..



180 S. CARRUS.

. . , b b b"
Lorsque a lend vers zéro, le point de coordonnées — —, — —; — —, par le-
a a a

quel passent lous les plans des courbes trajectoires, s’éloigne a U'infini dans la di-
rection b, ', b".

Les équations des courbes trajectoires peuvent s'écrire

x=>b (t+ a)?
y=0b(t+p),
s =b"(t+y)

Ces courbes sont des paraboles tangentes aux trois plans fixes des coor-
donndes.

L’équation du plan de la courbe (2, 3, v) est

X—oa? Y Z—7
(27) b b b' | =o.
ba b’ﬁ blly

Dans le cas actuel, on trouvera que notre famille de surfaces qui contient les
trajectoires orthogonales est
byb's—b" Vox

v(x, ¥,5) = — — =0,
( Y ) b”\/b'y——b’y/b”s

Cetle forme suffit (n° 13) & montrer que les plans des courbes trajecloires restent
paralléles & une direction fixe b, U/, ¥'.

Il suffit de prendre

\.
|
R

Q
il
o
™
|

pour quela surface correspondante passe par la courbe a, 3, v.
Si on laisse ¢ constant, eomme on a entre les fonctions ¢, w,

e b\bx— bty
T Yoy — b s

la relation
b4+ be+bw=o,

w le sera aussi. L’équation du plan de la courbe qui peut s’écrire
X—a?+o(Y—3)+w(Z—y*)=0

montre que ce plan reste alors paralléle & un plan fixe.
En tous les points de Uintersection d’une surface de la famille par une sur-
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Jace fixe v(x, y, 5) =5, les eourbes trajectoires sont les intersections de la
surface v(x, y, 5) = o pur des plans paralléles. On se trouve dans un cas par-
ticulier, ou les plans paralléles aux plans des courbes trajectoires menés par I'ori-
gine ont une enveloppe.

Remarquons enfin que ces surfaces

x\Vbx + y\¥ y +3/b"z=p

rentrent dans la catégorie des surfaces tétraédrales de Lamé.
Si nous écrivons la famille sous la forme

() (5) (@) =+

les lignes asymptotiques de ces surfaces sont déterminées par I’équation

() )

(Dawsoux, Lecons sur les systemes orthogonaux, Livre I, Chap. V1) ot «, 8, ~

3 3
% ¥

4—V¥<?>'::o

=~
4

sont trois conslantes dont la somme est nulle.

20. Nous allons établiv un résultat absolument général relativement aux plans
des courbes trajectoires de toutes les familles

X+Y+Z=p.

Nous avons vu que, si X, Y, Z sont trois solutions d’une équation de la
forme (12)
X/X/ﬂ+ X”2+ kx”:a,

ou I'on remplace respectivement la variable indépendante par z, y, z, la famille de

surfaces
X+Y+Z=p

admet des trajecloires orthogonales planes.
Nous avons d’ailleurs établi que, si

S(z, y,5)=0p
est une Lelle famille de surfaces, si I'on forme les fonclions

u=[fi+/1+ 75
A = fous— fyu,, B=fiu,— fiu,, C=fiu,— fou,,
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les trajectoires orthogonales sont sur les surfaces

V(.l',‘}.-,z):g:a', w(z, )’,z):g:‘r,

Formons dans le cas qui nous occupe la fonction ¢(x, y, 5). On a

u=X"24Y?24+ 7",

par suite
A=2YZ'(Z" —Y"),
B :2Z/XI (XI/__Z//),

C=2X'Y(Y —X").
Or, en intégrant une premiére fois I’équation (12), on a

X(X'+ k)=ax+ b;
par suite
. X!
X1 4% + )b(;— kX
et des valeurs correspondantes pour Y, Z’, b seul variant.
En portant ces valeurs dans la fonction v(z, ¥, 5), elle devient

(ax+ 07— (a5 +b")X’
(az+b"YY —(ay + 0L~

v(z, y,3)=

Silon se rappelle la forme de la fonction ¢(z, ¥, 5), dans le cas ol les plans
des courbes trajectoires passent par un point fixe 2o, o, 5o (n° 13)

(¢ —2) fy— (5= 20) fy.
(3—=3%0) fa—= (Y — Yol Js

v(z, y,5)=
el, en vertu de la réciproque que nous avons démontrée, on en conclut que les
plans des courbes trajectoires passent par le point fixe

b b’ b"
Lg—— —» _— Syg=—=— —
0 p Yo p 0 p

C’est précisément le résultat que nous avions obtenu dans le cas simple out k= o.
Ainsi :

Pour toutes les familles de surfaces de la forme

admettant des trajectoires orthogonales planes, les plans des courbes trajec-
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toires passent par un point fixe. Les coordonnées de ce point fixe sont

b b b’
- - = -
a

a a

b, ', b" étant les premiéres constantes introduites par I'intégration de I’équation
a laquelle satisfont X, Y, Z

XI X/l/+ Xllz_|_ kXII:a'
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DEUXIEME PARTIE.

Nous nous proposons, dans cette Partie, d’étudier, plus spécialement, les
familles de surfaces & trajectoires orthogonales planes, telles, que les plans des
courbes trajecloires restent paralléles & une direction fixe, ou passent par un point
fixe. \

Quand les plans des courbes trajectoires sont parall¢les a la direction dont les
paramétres direcleurs sont @, b, ¢, nous avons vu que la fonction f(z, y, ) satis-

fait & une équation aux dérivées partielles du premier ordre (n° 12)
(@, y,3)=fi+ fi+ fi=3(f,ax+ by +cs).

Si nous prenons I'axe des « paralléle a cette direction fixe, la fonction f(z, y, 5)
devra satisfaire a I'équation

(1) P i+ r=3(f, x)

en metlant suivant 'usage p, ¢, r au lieu de f,, f, /3.
On peut d’ailleurs établir directement ce résultat.
Les équations des courbes trajectoires de la famille

Sz, y,5)=p
sont
do _dy _ds
j‘l - fz - f3
. Si la courbe est dans un plan paralléle d oz, on a
my+nz -+ p=—o;

on aura, en dérivant par rapport a ¢,

mf, + nf; =o,

mu,~+ nus—o,
et, par suite,

(2)

Uy Uz
S fs
On en déduit immédiatement

(3) u(x,y,s):ff+f§+f3:j(f,x).
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Développons, d’autre part, la relation (2). Elle s’écrit

fs(f1f12+f2f22+f3f32):fz(fxf13+f2f23+f3f33)

ou
9 ) 9 /[ 9 [
N iy A iy A A Fly A
ou enfin
(%) Jioi+ fa0a4 fyo3=0
en posant

v(x, y,5)= %

Telle est dans ce cas la forme de la fonction que nous avons désignée par
¢(x, y, 5) et qui est telle que les surfaces
v(z,y,5)=0c

renferment les trajectoires orthogonales.
Pour donner une application immédiate, si la famille de surfaces est dela forme

Sy )=,
c’est-a-dire si elle est composée de surfaces de révolution autour de oz, les surfaces

==L =

S =

sontles plans passant par oz. Ils coupent bien orthogonalement toutes les surfaces
de la famille et renferment les courbes trajecloires.

922. Résolvons maintenant I'équation (1).
Supposons d’abord que le second membre soit indépendant de z. On sait alors
que la famille est composée de surfaces paralléles.

23. Nous avons vu que I’équation du probléme peut s’écrire

Jiv1+fava+ fi03=0

5,

3

en posant

[ p—

J:

Un autre cas simple est celui ot L2 est indépendant de z.

. . 5
L’équation de la famille de surfaces est alors de la forme

F(z, 0(y,5)) =p-
Fac. de T., ¢ S. VIIIL. 23
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On aura
2 2 2 — dj : dj ? 2 2
Prrpates=(55) T 55) (87 + o)

Par suite, pour que le second membre se réduise 4 une fonction de ¢ et de x,
c¢’est-a-dire & une fonction de ¢ et de z, il faut et il suffit que 'on ait

oy + 97 = f(9).
On peut donc poscr

0(ys2)=fi(y cosf +zsinf + »(0)),
f étant une fonction de y et de z définie par 'équation
—ysinl+zcosf +y'(6) =o,

/. et fy désignant deux fonctions arbitraires d’une variable.
Ainsi, on peut définir la famille de surfaces par les équations

(3) ycost+zsinf+y (6) =F(x, p),
(6) —y sinf+zcosf+y'(6)=o.

(Nous changeons légérement les notations.) De ces deux relations, on peut déduire
Y et z en fonction de trois paramétres p, z, 0.

On obtiendra une surface de la famille en laissant o constant et faisant varier x
et 0. Les courbes trajectoires sont sur les surfaces § = const. On a donc Péqua-
tion du plan de la courbe trajectoire

—ysinf+zcosf+y'(6)=o,

qui est bien paralléle & O z.

Si I'on forme le ds? de la surface, on se rend compte aisément que chaque sur-
face de la famille est une surface moulure cylindrigue. Cette solution était d’ail-
leurs évidente géométriquement. Les paramétres p, #, § définissent un systeme

triple orthogonal.

24. Nous supposerons maintenant que la fonction §( f, z) se réduise a une
fonction de 2 seulement. Nous résoudrons done ’équation aux dérivées partielles
(7) P gr=3(z).

La méthode de Jacobi donne tout de suite une intégrale compléte

(8) p—po:a}’—l—ﬁz—i—f\/j(x)—a“’—ﬁzdx.
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Les cavactéristiques qui ont pour équations
de _ dy dz
op ~ dp ~ 0o
dx dy ds

représentent en méme temps les trajecloires orthogonales de la famille. Elles ont
pour équations '

(9) Y—Yo _5—

—_= o ::/ dx dzx.
. ? Vi(z) — o —

Les deux premiers rapports montrent bien que ces courbes sont dans des plans
paralléles & Oz,

On obtient donc, a la fois, les surfaces de la famille et les courbes trajec-

totres.

25. Rapportons la courbe trajectoire a deux axes situés dans son plan, dont 'un
soit paralléle a Ox. Pour cela, posons

o =k sinf, B = kcos®.

L’équalion de cetle courbe sera

x dx
(10) Z—= —_)fo)si1]6+(z—:0)0059:k/ —————
7 S, Vi@ —F

Les courbes ne dépendent donc que d’un seul paramétre
(11) k= \/_a_'-':——ﬁ—z,

w el { variant de telle fagcon que A reste constant, le plan de la courbe se déplace
enveloppant un cylindre, mais la courbe Lrajectoire reste invariable de forme et
d’oricntation par rapport aux axes situés dans son plan.

26. St

on a un cas traité par M. Darboux dans ses Legons sur les systémes triple-ortho-
gonaux. Les équations des courbes sont

(12) y—yo:z"gz(;, (‘}’—,}’0)2+(Z—50)2+$2:

I
o 52'
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Ce sont des cercles assujettis a couper a angle droit le plan des y:x.

M. Darboux a montré que, pour construire une surface £, en partant d’une sur-
face particuliére Iy, il suffisait de construire le point M qui, avec My, P, Q, pris
toujours dans le méme ordre, donne un rapport anharmonique coostant, P, Q dé-
signant les deux points d’intersection du cercle avec le plan des ys.

27. On peut du reste démontrer directement ces résultats.
Transformons la famille de surfaces satisfaisant & I'équation

(13) p*-f—qz—l—rz:;;;

par inversion, en prenant pour pbdle un point quelconque du plan des yz. On
trouvera facilement que la fonction qui détermine la nouvelle famille satisfait &
Iéquation

P ai+ri= oy

Cette nouvelle famille admet donc aussi des trajectoires orthogonales planes,
et, comme elles sont les transformées par inversion des trajectoires de la premiére
famille, on en conclut que loutes ces courbes sont des cercles qui coupent ortho-
gonalement le plan des yz.

En transformant la famille de cercles par une inversion de pole quelconque, on
obtient un nouveau systéme cyclique que 'on construira en prenant les cercles
orthogonaux a une sphére fixe et & une surface quelconque Z. Ce résullat est di &
Ribaucour. Nous n’insisterons pas sur les propriétés trés remarquables de ce sys-
teme cyclique (Darsoux, Systémes orthogonaux, n° 32 et suiv.).

28. On peut chercher & déterminer la forme de la fonction 3(x) pour que les
courbes trajectoires soient des paraboles dont 'équation réduite soit de la forme

IP=ax 4+ b.
On trouve que :

Toutes les fois que 3(z) a la forme linéaire,
(14) F(x) =4 e + p,

les courbes trajectoires sont des paraboles dont Uéquation réduite est

(15) 2—3‘—’(?:\/47\£+H-—/€2——\/4)‘x0—|—p—/\"2.

Si une seule trajectoire est une parabole, toutes le seront donc.
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29. Silon cherche a obtenir, comme courbes trajectoires, des coniques

xr 12

(16) K‘!‘E':I,

on trouve que 37(1') doit étre de la forme

(17) §(x):7\+$ﬁ2’
et 'on a alors

P __Rp
(IS) A—-—m) B= (/f2—-'7\)2

30. En désignant par 2a, 2¢ le grand axe et la distance focale de la conique,
on déduit des valeurs ci-dessus

9

-~
I _—= — =
(19) c by
Cette relation est indépendante de o, 3, c’est-a-dire de la trajectoire consi-
dérée.
Par suite :

La distance du centre de la conique aux directrices est constante pour
toutes les courbes trajectoires.

31. Enfin le cas ou F(2) = 22 se traiterait de la méme facon :

Les courbes trajectoires sont des chainettes

7_}{/” dx _ka+\/x2~/\~2.
S Fm—k  meym—r

32. Dans le cas ot on laisse quelconque la direction @, b, ¢, ..., on verra que
les courbes trajectoires ont pour équations
z—xy-—a(t—1t,) Y —Yo—b(t—¢,)

(20) Po— al - qo— bA

5—3z,—c(t— ¢ de

) . t
Tom eA ./[ VAT—8(2,) + ()

en posant
A=ap,+ bg,+ cry, Lh—=axy+by,+cs
0 0 .}/0 0

Zoy Yoy 30y Poy Foy I'g désignant les conslantes de Cauchy.
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Une seule quadrature suffit pour obtenir ces courbes. Elles sont bien planes,
car on en déduit I'équation

| 2 —xy ¥y —y, 3—3
(2r1) a b c —=o.

Po 9o Iy

Clest I’équation du plan de la courbe.

33. Nous rechercherons de la méme facon les familles de surfaces telles que les
plans des courbes trajectoires passent par un point fize.

Si nous prenons ce point fixe comme origine des coordonnées, el si nous
exprimons que les courbes trajectoires dont les équations différentielles sont

dr dy dz
=T =l L=/

sont dans des plans passant par I'origine, dont I'équation sera de la forme
ML+ ny-+ps=o0;
nous obtiendrons, en dérivant deux fois par rapport a ¢, les relations

mfy + nfy +pfy=o,
mu, + nuy,~+ puy,= o,
en posanl loujours
u(z, y, s)=f1+f1+[3
On en déduit
xr y s
Ji fi fi|=o,

Uy Uy uy

(22) D

I

et, par suite,
(23) ll(f,),f):ff+f§+/§:5(f, x?+y2+32),
k3 désignant une fonclion quelconque de deux variables.

Ainsi, pour que la famille de surfaces

Sz, y,2)=p

admelte des trajectoires orthogonales planes, les plans des courbes passant
constamment par Uorigine, il faut et il suffit que la fonction f(x,y, 3) satis-
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Jasse @ une équation aux dérivées partielles du premier ordre de la forme

(>3 LI+ I3+ [1=8(f, a2+ )yt 20).

34. Nous supposerons d’abord que ¥ ne dépende que de
g=uax'+ yi+ 5%

Ici encore, on pourrait passer aux coordonnées polaires et oblenir immédiate-
ment une intégrale compléte. La méthode de Cauchy, que nous emploierons, nous
donnera les coordonnées des points d’une courbe trajectoire en fonction d’un
paramétre.

L’intégration de 'équation aux dérivées partielles

(24) P+ q*+r*=F(a)
est ramenée & celle du systéme

de dy ds df _ dp dq _ dr da

(23) P T g T T T (o) ¥ yFy T 3F, T an
en posant
(26) Pr—4-qy-+rz=»u.

On en déduit le systéme
(27) do dA _dp

/ 2k oFp+F(a) F(o)
qui ne renferme que s, 5, A Sil'on élimine
(28) ) = £(2)

205

entre ces deux égalités, en trouve Péquation
(29) F*p/ 4 26F p - 2 F o' — FFyp = o

Clest 1a une équation de Bernoulli qui détermine la fonction u(=). Elle peut
s'intégrer et donne

Fds
(30) —_ :f
PP \/40’1‘ - /.z

k élant une constante.
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On a d’ailleurs, sans intégralion,

2

(31) l:px—l—qy-i—rz:—FT:?z hoF — k2.
2p6

Des rapports (25) on déduira facilement ensuite que z, y,  sonl trois solutions
d’une méme équation

(32) (40F — k) 2"+ 2(cF'+F)2' —xF' =o,

x, ¥, % élant déterminés, on aura, sans nouvelle intégration

p=2rz'=\4oF — k>,
(32") q:2).y’:\/[wF——k2y’,
r—=2i3z =V4cF — k3

Ainsi, le probléme est ramené & une quadrature

_ Fds
/ \/ﬁab — &
et a Uintégration de Uéquation linéaire du second ordre
(4F — k) &'+ 2(sF' + F) 2’ — 2 F' = o.
k2 dépendra des coordonnées initiales Zo, ¥o5 S0y Poy Qo5 oy Po PAL la relation
(33) PoZo+ qo Yo+ To3e= 1V 4o Fo— k*;

on introduira les constantes de Cauchy et, par suite, une fonction arbitraire de
deux variables ¢ (¢, %), en posant
4

x,= const., Vo= 19, Sy =W, pe=Y (v, w), qo=1,, ro=yy,
Ppo se déduira de I'équation
pr+qy+ry=F(a] +yi + 5]
En d’autres termes, des formules de la forme

xr=Q (U: Loy Pos k)’
y:%(o',)’o, 9os k)7

5 = @s(g, 5 Toy k)

définissent 2, ¥, 5 comme fonctions de trois variables ¢, w, o, & étant elle-méme
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une fonction du paramétre p de la surtace, de ¢, w définie par la relation

o Fds
— (o, w) fm R

35. L’équation qui délermine z, y, 5 est une équation lindaire du second ordre.
On peut la ramener & une équation de Riccati de la forme

t'+4- 12— ¢(g) =o.

Remarquons aussi qu’il suffit d’avoir une seule solution particuliére renfermant &,
car, si ¢(c, k) est une solution de ’équation (32), ©(s, — k) sera aussi solution
de I’équation et, par suite, la solution générale sera

x=aq(g, k) +b¢(a, — k),

en désignant par @, & deux constantes arbitraires et en admettant que ¢ (o, k)

soit différent de ¢(s, — £).

36. Il n’est pas nécessaire d’effectuer les intégralions pour démontrer qu’en
effet les courbes trajectoires sont planes, et pour trouver I’équation du plan.

En effet, on obtiendra une surface de la famille en considérant, dans les for-
mules qui donnent z, ¥, z, » comme constant et faisant varier ¢, w. Mais la forme
méme de I'équation

P2+ q2+ 12— F(xﬂ_i_}ﬂ_*_zz)’

et les équations des courbes trajectoires

de dy ds

P q r
montrent que, si 'on a intégré le systéme (25), on a par cela méme les équations
des courbes trajectoires, et qu’on obtient ces derniéres en laissant ¢, & constants

et faisant varier seulement p, ouw, ce qui revient au méme, seulement s.
Or, la forme de la solution sera la suivante

(34) Sy—am(a)+b;v(a),
( 3 =a,9(a) + by(a),
puisque x, y, s satisfont & la méme équation line’a;ire (32); a, b, ay, by, ay, by ne

dépendent que des coordonnées initiales, c'est-a-dire de ¢, w. Ce sont les équa-
Fac. de T., 2* S., VIII. 24
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tions des courbes trajectoires. Elles ne dépendent donc que de I’équation
(4oF — i) 2"+ o2(cF +F)a'— xl"=o.

Du systéme (34) on déduit, en particulier, ’équation du plan de la courbe

x y 5
(35) a a; a; | =0;
b b, b,

on déterminera les a el les & en fonction des conditions initiales. On trouve

ainsi
i Po " Po
x I . — — Ty Q ——
(36) a= . Viek = T ek
@obo — Yoo Poo — Do 9o ’

on aurait des valeurs analogues pour a,, by, as, b,.
En remplacant les a et les b dans ’équation du plan, on obtient simplement

x y =z
(35 Zy Yo 5 | =0
Po 9o To

- 37. Nous avons vu que la détermination des courbes trajectoires dépendait
uniquement de l'intégration de I'équation '

(4oF — k) 2"+ 2 (cF + F) o' — 2 F' = o.

Cette équation ne dépend pas de pq, go, 7o individuellement, mais de la com-
binaison po g -+ ¢o Yo+ r'e 5o en vertu de la relation (33). Dans le cas général, la
solution est de la forme (34), les a et les b ayant les valeurs données (36).

Si l’on forme les combinaisons 32, S22, on trouvera évidemment

Ix?—og, 2zx,=F (0,0 k).

Si donc, on élimine o entre ces deux relations pour avoir la deuxiéme équation
des courbes trajectoires, on obtiendra une relation de la [orme
(37) Oz, 2z, 0, k) =0
qui représente une surface ¢ de révolution.

La courbe trajectoire est ainsi définie par son plan ct une surface de révo-

lution sur laquelle elle se trouve tracée.
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L’équation de la surface ® ne dépend pas non plus de p,, ¢y, 7o individuel-
lement, mais seulement de la combinaison peze—+ ¢o ¥ e+ 70 Z0-
Considérons toutes les familles de surfaces comprises dans I'équation

P+ g+rr=F(s).

[l en existe une w2 dépendant d’une fonction arbitraire de deux variables ¢ (v, w)
introdaite par l'intégration.

Prenons, par exemple, comme condition initiale ;= o0 et considérons toutes
‘celles de ces familles qui correspondent aux fonctions ¢ (¢, «w) comprises dans la
formule '

(38) Yo, w)=7o,w)+0(%),

J (v, w) étant une fonction déterminée, § étant une fonction variant d’une famille
a Pautre.

Pour toutes ces familles, on a
ody -+ wll, = ofo+ wf.

A chaque systéme de valeurs de ¢, w correspond une courbe trajectoire pour
chaque famille.

Les équations des plans des courbes trajectoires

x y =
o ¢ w|=—o,
Po qo T

ou
z(vry— wq,) + p,(wy —v3)=—o,

montrent que tous les plans passent par une droite fize du plan des ys.

Mais, de plus, la quantité £, qui ne dépend que de pyz,—+ go o+ o5, ou de
od, + wd,, est aussi indépendante de la famille de surfaces considérée. Il en est
donc de méme de la surface ®. Toutes les courbes trajectoires sont tracées sur
celte surface. On peut donc dire que :

Pour toutes les familles correspondant aux fonctions 4(v,w) comprises
dans la formule (38), les courbes trajectoires correspondant & un méme sys-
teme devaleurs de v, w sont les intersections d’une méme surface ® de révo-
lution par les divers plans passant par une droite fize du plan des ys.

L’axe de révolution est, dailleurs, a chaque instant, dans le plan des yz, per-
pendiculaire & cette droite fixe.
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38. Les remarques précédentes montrent qu’on connait, sans intégration
aucune, deux des trois équations des courbes trajectoires en fonction d’un para-

meétre o.

De plus, la quantité
0 =axzo+ yy,+ 25,

sera aussi solution de I'équation (32).

6 sera donc de la forme
Ao(o, kY +B(a, k).

Pour déterminer A et B, on aura d’abord la condition
o= Ag,+ Bdy.
D’autre part, des relations (36) on déduit
Aoy +By, =1
Ainsi, on prendra pour § = xxo-+ yyo—+ 530 la solution de Uéquation
(4oF — k)0 - 2(cF +F)0'—F =0,

solution qui est de la forme
0=A9(a)+ BY(o),
et l’on déterminera A et B par les relations

oy = Acp(, -+ Bqu,

On aura ainsi la troisiéme équation des courbes trajectoires.
E'n remplacant o par sa valeur, cette équation sera de la forme

XX+ VYo BF= §(x3+y2+z“’, gy k).

Elle représente une surface de révolution qui passe par la courbe trajec-

toire.

39. Nous allons appliquer ces résultats & quelques cas particuliers. Soit

d’abord
F(¢)=o.

On a & intégrer ’équation (30). On trouve

{2 d -
(o) p—dnm=[ \/4ch — (2 (T

oF — k* a, \/[u:r'z——k2
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‘L’équation qui détermine z, y, z est
(40) (4> — kY 2"+ hox' — x = o,

On la raméne 3 I'équation de Riccati
q

t/_,... t2+ _ﬂl_.:o
(AU?_kQ)2 ’

dont on trouve facilement la solution particuliére

o+ k
\/40"—/{‘1,

=
alaquelle correspond la solution particuliére

xy=\/20+ Kk,
et, par suite aussi, en vertu de la remarque faite,

zy=\20 — k

sera solution de 'équation (40).
Si donc k est différent de zéro (la solution serait complétement imaginaire, et
ce fait est général ), la solution générale de 'équation (40) est

(41) x=ay2o— k4 b\ac+ k.
On aura ensuite
(42) p=Vhie =z =a\20+ k + b\/2g — k.

On déterminera les constantes a, b en fonclion des coordonnées initiales par

les relations

(43)

xy=ayaro,—k + b\2e,+ £k,

po=ayac,+k+ b\/ag,— k.

. A " 9. . Y
On aurait de méme deux autres groupes d’équations analogues & (41)-(42) pour
déterminer y et ¢, z et r, avec des conditions analogues a (43).
En résumé, les équations

x=a \ac —k+b oo+ £k,
(44) y=a,\20—k+ b oo+ £,

Vs =a,V20—k+by\20+ £,

4lp — (v, w) =Vho*— kK —\/fo? — k*
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déterminent z, y, z en fonction de ¢, w (dont dépendent les coordonnées ini-
tiales) et &, o étant déterminée en fonction de ¢, w et du paramétre p de la sur-
face par la derniére des équations (44).

Ainsi que nousl’avons dit, on obtiendra les surfaces de la famille en considé-
rant dans ces formules o comme constant et faisant varier ¢, w. On obtiendra
les courbes trajectoires en laissant ¢, w constants et faisant varier seu-
lement p, c’est-a-dire 5. On a donc a la fois les surfaces et les courbes trajec-
toires de ces surfaces.

En particulier, les équations de ces courbes sont les trois premiéres des équa-
tions (44), @, b ayant les valeurs suivantes en fonction des coordonnées initiales

_ poV200+ k-—x,\20,— Kk _ xo\20,+ k— py\20,— k
45)  a= - , b= = )

ay, by, as, by ayant des valeurs analogues.
De ces équations on déduit d’abord

x y =
(46) Ly Yo By |=O.
Po 9o 7o

C’est Uéquation du plan de la courbe trajectoire.
Si I'on tient compte des relations
Pi+ g5+ ri= 2+ yo+ &,
2(PoTo+ G0 Yo+ rozy) = Vhoi — k2,
on déduira facilement des équations (45)

2a?=3b2=1, 2ab=o,
el, par suite,

d'ou, en éliminant o,

[2(6+a)2][2(b—a) 2] = §,
et en remplacant les @ et les b par leurs.valeurs
k2
[E(P0+ xo)x] [Z(wo—Po)x] e Z_,

ou enfin

k2
(47) (ZoZ + Yoy +55)" — (Po® + Goy + 1oz ) = T
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Celte équalion représente un cylindre ayant pour section droite la courbe tra-

jectoire. Donc :

Quelle que soit la fonction Y(v, w), pour toutes les familles de surfaces

satisfaisant a l’équation

p2+ q2+ 1'2:‘7)2’—!— )2_’_ :2)
les courbes trajectoires sont des hyperboles dont le centre est & l'origine.

40. Nous allons faire une deuxiéme application de nos formules au cas de la

fonction

F(o)=~

correspondant a I’équation aux dérivées partielles

I

2 2 2 — )
P = oy s
on a d’abord .
° Fde 1 o
_ v, W) — —_ L__-
P ¥ @) o VioF— & Vh—k o’
d’out
(48) c=oee Y

k sera déterminée en fonction des coordonnées initiales par la relation
2o+ T+ rs =i R
PoZot+Ge Yo 09— 3 .

Nous supposerons 4 — k2> o. D’autre part, I’équation qui donne z, y, 3 est
(49) (4— k) o'+ 5 =o.
o

Si l'on essaie une solution de la forme x = 8 on trouve que B doit étre racine
de I'équation
(4— k) B(E—1) +1=0.
Cette équation admet deux racines distinctes (si & 3£ o)
B et Br=1—0.
I2équation élant linéaire, la solution générale de 'équation (49) est

r = acb+ bot-B,
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Mais les racines sont imaginaires dans ’hypothése oi nous nous sommes placé.
Nous allons donc transformer cette solution. On a

ﬁ — .1 —+ L.
T2 o —R
On peut donc écrire
1
(50) x=c*(acosg + bsing)
en posant, pour abréger,
I k
vl
D’autre part,
(51) A=pz+qy+ri=i/hoF —RP=1/h— £,

p:\/[,——/c’x’

=4h— A-—zg—%[a<COS(p— \/—Z—iﬁ sin<p> +b (sincp+ \/[;—i{-k;cosc‘D)]'

Les valeurs de @, b seront connues en fonction des valeurs initiales py, 2, en

remplacant, dans les expressions de z et p, o, z, p par o, &, Po.
En résolvant les deux équations ainsi obtenues, on trouve

k é X, T 2 . _/; .
S0 = ;\/4—k- smcpo—i—mcoscpo — PoT, SiNQ,,
k 1 Ly s 4 .
;cgb:——g—"\/[;——k-<cos%—\/—4_—/{25m%> ~+ PGy COS Oy,

Enfin, en substituant ces valeurs de @, b dans I'expression de x, on aura x en
fonction de s et des valeurs initiales z,, p,, 54. On trouve ainsi simplement

x:$o<%> COS(CP—-%)—&—-;?(O_E) Sin(‘P—‘%)(ZPoUo"xo\/[I—k’)-

Mais on a

g = ooeV&—k’(p—\{)),
k c
\/——mLU_o =3k(p—14);

ISR

P — Pp=
on a donc la formule définitive

(52) x:e% 5—1@(9_4,)[

aycos H(p — §)+ sin Lh(p =) (2 poso— 2 VT— )|

et des cxpressions analogues pour y et s.
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Ces formules toutes résolues en z, ¥, z en fonction de trois paramétres p, ¢, W
donnent A la fois les surfaces de la famille qu’on obtiendra en laissant p constant,
et les courbes trajectoires en laissant ¢, & conslants.

De ces formules on déduira aisément les suivantes

Ve—k2(p—1d)
e =¥ Sx?

2 _
2 2= 2

e%»/r—T’<9~M

Sxx,—=

costk(p— ) 2z},

entre lesquelles on éliminera facilement o pour avoir une équation indépendante
de 0. L’équation résultante sera celle de la surface de révolution, que nous avons

désignée par @, sur laquelle est tracée la courbe trajectoire.

41. Supposons, par exemple, que la fonction ¢ (¢, w) soit choisie de telle sorte

que l'on ait
PoZo~+Go Yo+ T'oSy= 0.

Alors & = 2. Les formules se réduisent aux suivantes

x=2x,c08(p — )+ pogosin(p — 1),
(52") ¥y =y,c05(p—¥) + goa,sin(p — ),
( 3 =5, cos(p — ) + rogesin(p — ).

On en déduit ’équation

Y+ =+ Y+ 5.
Les courbes trajectoires sont alors des cercles dont le centre est a l’origine.

Supposons xy= 0. En vertu de la relation

GoYot+To3=0
ou
v, + wi,, = o,

. ) T . 3%
la fonction ¢ (¢, w) se réduit & une fonction de ¢t = —-
p

Si donc on pose

\P(V, W):(P(t)y

on verra facilement que, pour avoir la famille de surfaces, il faudra éliminer ¢
entre les équations
p = ¢(t) — arctang Var (1 + ) +y—3z)*,
t3 +y
ty — 3z
\/x2(1+ t2)+(ty—z)2'
Fac. de T., »* S., VIIL 25

(1+ )9 (t) =
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Or la deuxiéme équation est la dérivée par rapport & ¢ de la premiére. Ces deux
équations définissent donc l'enveloppe de la famille de surfaces

@ (14 )+ (ty — 57 = (tz+ ) (8*[p— p(1)].

Les surfaces de la famille sont donc les cdnes enveloppes d’une famille de
cénes du second degré, de révolution, ayant pour sommet ’origine et dont
Uaze décrit le plan zoy.

42. Comme troisiéme application, nous traiterons le cas ou

F(O’): iz'

g

On a d’abord

o . ° Fds 1 4——/(20')6'
(53) p “P(‘,W)— o, \/—_——40'F——-k2 - 2( o

L’équation qui détermine z, y, 5 est
(54) o} (f—k*c)2" — 202"+ 22 = o.

Elle admet visiblement la solution particuliére 2 = a ¢ et par suile on trouvera
facilement la solution générale

‘x:aa—i—b o(a),
(55) ¢ y=a,0+ b0,

( 2=a,o + byo
en posant
(56) ¢(0) =V (4— ko).

D’autre part, on aura
(57) poe=ag+ b(2—ka),
on déterminera @, b au moyen des relations

xy= ag)—+ bao,,

PoGo=a¢,+ b(2— k*cy).

Enfin k2 dépend des coordonnées initiales par la relation

(58) PoZo+ GoYo+ rozo:%V[io'oFo—kz:'%o_o'%,



FAMILLES DE SURFACES A TRAJECTOIRES ORTHOGONALES PLANES. 203

on trouve ainsi

(59) a_poo'oqoo—-—xo(2—~/<2ga)’ b— xocpo~poc§’
o 20, - 20,

on en déduit facilement les relations

2
(60) Ea’:%, =4, 2ab=o.

On sait que I'on obtient les courbes trajectoires de la famille en laissant dans
les formules (53), (55), ¢, w constants et faisant varier seulement o, c’est-a-dire o.
Cela résulte comme nous P'avons indiqué bien souvent de la forme méme de
Iéquation aux dérivées partielles. On démontrerait d’ailleurs directement la

relation
dx dxz  Ody dy 03 5 __

Gp v T 9p o0 T dpov
Les équations des courbes trajectoires sont donc les équations (55) avec les
valeurs de @, & données par les formules (59). On en déduit d’abord Péquation du
plan de la courbe; et, d’autre part, en tenant compte des relations (60),

IC2O', (Zb$)2_—_—————————6(4:—6k20)-

Zax—=

P

D’oti la nouvelle équation indépendante de &
(61) B (2bryY=2ax(1— Zax)

qui représente un cylindre du second degré dont la courbe trajectoire est une
seclion droite.
On a enfin
$2+y2+z2: g
et, en éliminant o,

| &~

224 Y+ 2= L (ax + a ¥y + a,3).

=

Les courbes trajectoires sont donc des cercles passant par origine.

Ceci résulte d’ailleurs immédiatement de ce que nous disons au numéro suivant.

43. D’une facon générale, considérons une famille de surfaces Sz, y,3)=p
admettant des Lrajectoires planes, les plans de ces trajectoires passant par l'origine
des coordonnées. La fonction f(z, y,s) satisfait & une équation aux dérivées

partielles de la forme
PP+ qi4-ri= c97"(‘}", a).
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Si Pon transforme cette famille de surfaces par inversion en prenant P'origine
pour péle d'inversion, on obtiendra une nouvelle famille de surfaces jouissant de
la méme propriété et par suite satisfaisant & une équation analogue.

Faisons, en effet, la transformation représentée par les formules

. 2
Xy Vi 5 I _ iyl 1

z y 3 x+y 4+ 1 o 1

La fonction f(z, y, z) devient une fonction f,(zy, ¥4, %) qui admet des déri-
vées py, ¢y, ry- On aura

et des valeurs analogues pour ¢, r.

On en déduit
P+ ¢+ ri=(pi+gi+ri) ol

Si donc la fonction f(z, y, z) salisfait a I’équation
P+ ¢+ "2:5;’(f’°')r

la fonction f, (x4, ¥, 51) satisfera & 'équation

2 2 .2 T2 !
Pitqgi+ri==3(/u—)
g gy
Ceetle remarque nous permet de doubler, pour ainsi dire, nos solutions. Si nous
avons résolu le probléme pour une fonction F(f, s) nous 'aurons résolu pour la

. . . .
fonction — #(f, o), en faisant une inversion.
¢

Ainsi, aux fonctions
1
o P
correspondent les fonctions
I I
& :

En particulier, cetle transformation, appliquée aux familles que nous avons
obtenues dans notre troisiéme application, donne les familles de surfaces
paralléles.

Il était donc & prévoir que les courbes trajectoires étaient des cercles passant
par lorigine.

De méme toutes les familles de surfaces satisfaisant a ’équation aux dérivées

partielles
1

2+ 2+r2: ; = .
P 9 xt+ yi4- 3t
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peuvent étre associées deux a deux, de telle fagon que les surfaces de 'une
des familles soient les inverses des surfaces de Uautre famille.

44. Tous les résultats que nous avons trouvés [cas ol la fonction qui figure
dans le second membre de 'équation

" +f$’2 +fz’2:<9(x,}’,2)

se réduit a une fonction de z ou a une fonction de 22+ y2 + 2], s’expliquent

d’une fagon remarquablement simple si 'on fait usage des théorémes démontrés

par M. Darboux sur les mouvements d’un point dans I'espace quand il y a une

fonction des forces U(z, y, ) (Legons sur les surfaces, n° 553 et suivants).
Dans ce cas les équations du mouvement sont

d*z _0U dy 90U d*s U

@9 dr a9y A — 07

2?4y 4z =2(U+ A).

Si 'on prend toutes les trajectoires correspondant & la méme valeur de la con-
stante des forces vives, toutes les trajectoires possibles dépendent encore de quatre
constantes arbitraires. S¢ ’on prend toutes celles qui sont normales & une seule
surface, elles sont, par cela méme, normales a toute une famille de surfaces.

Pour obtenir une telle congruence de courbes, il suffit de prendre une famille
de surfaces § = consl., la fonction § (z, y, z) satisfaisant & Uéquation auzx

dérivées partielles
20 \? a9 \? d0\? '
@)+ ()« (&) ===

Les courbes trajectoires seront les trajectoires de cette famille de surfaces.

Mais M. Darboux a montré de plus que I'on peut obtenir, sans intégration
aucune, ces courbes trajectoires si I'on a une solution § dépendant de deux
constantes arbitraires @, & en prenant

Q_@__a, 00
da = 7’ b

Ces résultats permettent de retrouver tous les cas que nous avons traités.

Il est évident que, toutes les fois que la force restera paralléle a une direction
fixe, celle de I'axe des z, la fonction des forces se réduira a une fonction de z, et
toutes les trajectoires seront des courbes planes dans les plans paralleles & o 2
menés par les vitesses initiales. Il suffit de prendre pour 8(z, y, z) une- solution
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d’une équation de la forme

() () = (&) =+

Si la force passe par un point fixe (origine des coordonnées), la fonction des
forces se réduit & une fonction de £*+ y2 -+ 32 et Loutes les trajectoires du mobile
seront dans des plans passant par I'origine.

En particulier, si la force est répulsive, proportionnelle a la distance a 'origine,
les courbes trajectoires sont, comme on sait, des coniques ayant pour centre
I'origine; on ale cas que nous avons traité (n° 39).

Si la force est attractive, en raison inverse du carré de la distance, les courbes
trajectoires sont des coniques ayant pour foyer le centre d’attraction.

45. Si la fonction u = f(2, y, 5) satisfait & une équation aux dérivées partielles
de la forme

(62) P4+ @+ r=3(u, 22+ y 4 32)=§(u, o),

la fonction § dépendant maintenant aussi de «, la méme méthode d’intégration
conduira aux deux équations

do d\ du

63 —_— = = — I e—
(63) 47 2035 +AF" 425 2F’

en posant toujours
. A=pz+qy—+rsz

on en déduit par I’élimination de X

64 23°’u”—|—40’3}u’3—|—4§u’3—§§;u”—2§§[,u’:o,
(64)

_ 5

= sur

Ces équations donnent u, puis A, en fonction de ¢ el de deux constantes. On verra
ensuite facilement que z, y, z sont trois solutions de la méme équation linéaire
du second ordre

(65) (N2 4 4N 2 — 2!, — xFs =0

et que l'on a
P =2z, g =21y, r—aliz.

Un raisonnement identique & celui que nous avons fait (n° 36) montre que
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I’équation du plan de la courbe trajectoire passant au point z,, ¥, 3, est

x y 3z
B -
.Z'o ,}’o ) = O.’
Po Go Ty

et conduit au résultat suivant :
Les équations des courbes trajectoires en fonction d’un paramétre s sont

2+ y*4 st=g,

0 = zzy+ yy,+ 35,=F (o),

z y 3
Zy Yo 5o |=0O,
Po Go Ty

8 étant la solution de Véquation (65) & laquelle satisfont x, y, z. Cette solu-

tion est de la forme
0=A9(s) +B (o),

A et B seront déterminés par les relations

zi+yi+55=A¢(a) +B(0),

L +=A9(c0) +BY/(a,)
L’équation

0 =zzo+ yyo+ 5350=F (¢) = F (2 + y? + 52)

représente une surface de révolution passant par la courbe trajectoire.
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TROISIEME PARTIE.

46. Nous avons déja fait remarquer au début de cette étude (n° 3) la grande
analogie qui existe enlre I'équation des systémes triples et 'équation des familles
de surfaces admelttant des trajectoires orthogonales planes.

Nous rappelons, en particulier, que les ensembles de termes ne contenant
aucune dérivée partielle du troisiéme ordre sont identiques dans les deux équa-
tions.

Considérons une famille de Lamé (S) admettant des trajectoires orthogonales
planes. Associons-lui les deux familles (S,), (S.) qui complélent le systéme
triple. Si 'on prend deux surfaces fixes S, S,, comme la surface variable S est a
chaque instant normale a l'intersection de Sy, S,, celte intersection est une trajec-
toire orthogonale de Ia famille (S). C’est donc une courbe plane. D’autre part, en
vertu du théoréme fondamental de Dupin, I'intersection de deux surfaces S,, S,
est ligne de courbure pour chacune des surfaces. Donc :

A chaque famille de Lamé admettant des trajectoires orthogonales planes
on peut associer deuz autres familles de Lamé admettant des lignes de cour-
bure planes dans un systéme.

Il était donc intéressant d’étudier les familles de Lamé admettant des trajectoires
orthogonales planes. C’est cette étude que nous avons entreprise dans les deux cas
suivants :

1° Les plans des courbes restent paralléles & une direction fixe;

2° Les plans des courbes passent par un point fixe.

A vrai dire, M. Darboux, dans ses Legcons sur les systemes orthogonaux
(Livre I, Chap. IV), avait traité une question plus générale, celle de la détermi-
nation des familles de Lamé pour lesquelles les plans osculateurs des trajectoires
orthogonales aux points ou elles rencontrent 'une des surfaces de la famille con-
courent en un méme point variable avec la surface.

En particulier, pour le premier des cas indiqués, nous donnons, sans signe de
quadrature aucun, les formules définissant les familles de Lamé, formules d’une
grande généralité d’ailleurs, puisqu'elles dépendent d’une fonction arbitraire de
deux variables et d'une fonction arbitraire d’'une variable, et cependant d’une trés
grande simplicité.

La recherche des lignes de courbure de ces familles nous conduit a un résultat
remarquablement simple et I'application dans un cas particulier nous donne un
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systéme triple dépendant de trois fonctions arbitraires d’une variable, pour lequel
toutes les surfaces admetient des lignes de courbure planes dans les deux sys-
témes. Nous retrouvons ainsi par une méthode différente et sous une forme diffé-
rente le systéme découvert par M. Darhoux (Legons sur les surfaces, n° 1056),

47. Pour qu'une famille
u=f(x,y,3)

admette pour courbes trajectoires des courbes planes, dans des plans paralléles
a O, il faut et il suffit que la fonction f(2, y, z) satisfasse 4 une équation aux
dérivées partielles de la forme

1

H: 2 2 2
\/u;—i— iy =+ ug

(n =F(u, x).

Nous nous proposons de chercher quelle doit étre la forme de la fonction
F(u, ) pour que la famille correspondante soit une famille de Lamé. Il suffit
d’écrive que la fonction u satisfait a 'équation de ces familles

H,, H,, Hy;; H,, H; Hy,
Uyp  Ugy Uy Uy Uy Uy
1 1 1 o o o
(2) A= . = o.
2u, o ) o uy U
o 2u, O Uy o iy
o o 22Uy U, U, o

Or, si 'on forme les dérivées de H d’aprés I'équation (1) et si on les transporte
dans P'équation (2), on trouve simplement, aprés des combinaisons de lignes
factles, pour les éléments de la premiére ligne,

”
x?y O, O, O, O, 0,

respectivement. L’équation se réduit donc a
FZ!.&A“‘.—_’ o,

(3)

A,, désignant le mineur relatif au premier élément de A. Il 'y a donc deux cas
distinguer :

1° Ajy=o0. — Or, si I'on développe ce déterminant, on trouve
(4)

Uyl Us( Ugy— Usgg) —+ Ug Uy (U] — 1))+ (u; 4+ u]) (a3 — Uzlyy) = o.

D’autre part, la famille admettant des trajectoires orthogonales planes, les
Fac. de T., 2° S., VIIL ' 26
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plans étant paralléles & Oz, la fonction u satisfait 4 'équation

. J u, Jd u ad u,
(5) lt,——+zl2———2+lt3-——2:0
ox u, dy uy 05 uy
ou
(5" g2y Uys—+ Uy Ugy ~+ Usityy) — (U Upp~ Ug gy~ Us Uzs) ==O.

Si 'on multiplie cette équation par u, et si on I'ajoute & I'équation (4), il vient
simplement
(@24 ul+ ul) (Ut — ugiy,) = o.
L’équation
Usllyys— Usllyy= O
ou
g u, _

oz uy
peut donc remplacer I'équation (4). L’équation (5) se réduit alors &

uiuz—l—u J L2y
0y us | t0s wy

Ces deux derniéres équations définissent (voir n®23) les familles de surfaces'.
moulures cylindriques.

Et, en effet, si 'on considére dans un plan deux familles quelconques de
courbes orthogonales et si 'on enroule ce plan sur un cylindre quelconque, on
engendre bien un systéme triple dont la troisi¢me famille est composée des plans
de profils, et satisfaisant a la question.

s

2° Fi.=— o. — La fonctuion I (u, z) est de la forme
Flu,z)=Az +B,

A et B désignant deux fonctions d’ailleurs quelconques de . On peut donc dire
‘que :

Si lon écarte les familles de surfaces moulures cylindriques, la condition
nécessaire et suffisante pour que la famille de surfaces

u(x, y,3)=p

admette des trajectoires orthogonales planes, dans des plans parallélesa Oz,
et constitue une famille de Lamé, est que la fonction u(x, y, z) satisfasse a
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une équation aux dérivées partielles de la forme

—=Ax+B,

T

(6) e
\/ul —+ [£29 -+ u,

A et B étant deux fonctions, qui peuvent d’ailleurs étre quelcongues, de u.
! H q P / q 4]

48. Nous nous proposons maintenant de résoudre I'équation aux dérivées par-
tielles (6).

Tout d’abord, on peataffecter une valeur quelconque a 'une des fonctious A, B.
Nous résoudrons I'équation
I

vil+ ul+ ul

(6") =x +6(u).

Il est naturel de rechercher une solution compléte représentée par une sphére
(7) F(o, y,5,0) =(2 —a)+(y —¢)+ (s —w)*— R*=o.

(’est cette méthode qu’a employée M. Darboux dans le cas tout a fait général
qu’il a traité, en prenant toutefois des coordonnées pentasphériques spéciales et
introduisant des imaginaires.

(La dissymétrie de notre notation sera expliquée par la suite du calcul.)

a, v, w, R sont des fonctions de u 3 déterminer. -

La fonction u(x, y, z) satisfait aux équations

2(w—a)+F, u—=o,
2(y —¢)+ F,us=o,
2(z —w)+F,u,=o,
et par suite a I'équaltion
P+ i+ ) =(r—a)3+(y— )+ (s —w) =R,
c¢’est-a-dire & I’équalion

_ I _d(x—a)+ ¢ (y—v)+w(s—w)+ RR’
—“\/(t'f—i—ug—l—lt%— R ’

(8) H

"en désignant par des lettres accentuées les dérivées par rapport a u«.
Si'on veut que cette équation se confonde avéc ’équation (6'), il faut poser

(9) ' —=o, w' = o, =R, RR' —ad==Rb6(u).

‘v el w sont donc des conslanles arbitraires; a et R sont des fonctions de u déter-
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minées par les relations

(ro0) R=ad|, a"—a=0(u).

Cette derniére équation est une équation linéaire.
Comme la fonction §(«) est quelconque, nous pouvons la supposer mise sous la

forme
(u)y=0"(u) — ¢(u).

La solution générale du systéme (10) est alors

[ a=¢(u) +ae“+ Be s,

() } R=¢'(u)+ae*—Pe ",

a et B désignant deux nouvelles constantes arbitraires.
Ainsi :

On aura une solution compléte de U’équation

1 s
=+ ¢ (u) — ¢(u)
Vil + uf -+ )
représentée par

(z—a)+(y—o)+(s—w)—R'=o
en prenant
¢ — const., w = const.,

a=o¢(u) + ae*+ e, R=da'.

Cette solution renferme quatre constantes arbitraires.

49. Pour terminer le probléme et obtenir la solution générale, on peut alors
procéder de deux fagons : ' v

1° Ecrire que loutes les sphéres correspondant a une valeur u, du paramétre
sont langentes & une surface donnée Sy, ce qui s’exprime par une relation entre ¢,
w, 2, 8. On en déduit que Loutes les surfaces corcespondant & une valeur u' de u
sont langentes & une surface S'. La famille de surfaces S’ dont fait partie S, sera
la famille générale cherchée.

2° Au point de vue du calcul, nous prétérons procéder de la fagon suivante :

nous supposerons 3 = o et nousnous donnerons une relation arbitraire
(12) e+ $(v,w)=o0.

Pour avoir la famille générale cherchée, il faudra éliminer ¢, w entre les équa-
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tions (7), (11) et

(13)

x—go—i—cp’eu__ y—v _ 5—w

1 Yo Yo

Mieux encore, nous pourrons de ces équations tirer z, y, z en fonction des trois
paramétres u, ¢, w. En tenant compte de I’équation de la sphére, on trouve en

eflet que les rapports ci-dessus sont égaux a

S S LA
() e

on a donc les formules

o' — Je

r—o+9  y—e 3 | .
R T

— W
t TR T

— g el

on obtiendra une surface de la famille en laissant « constant et faisant varier ¢, w.

Comme on le voit, cette solution est trés générale et dépend d’une fonction
arbitraire d’une variable o(«) et d’une fonction arbitraire de deux variables
Y(v, w).

Comment obtenir les équations des courbes trajectoires? En vertu de la forme
méme de 'équation aux dérivées partielles (1) et en vertu d’un raisonnement déja
fait, les courbes trajecloires sont représentées par les mémes formules (14) mais
dans lesquelles on laissera ¢, & conslants, et I'on fera varier seulement «.

Les formules (14) donnent donc & la fois les surfaces de la famille et les courbes
trajecloires.

Comment obtenir enfin les surfaces associées qui complétent, avec la famille «,
le systéme triple? Ces surfaces sont engendrées par toutes les trajectoires ortho-
gonales rencontrant une méme ligne de courbure de S. Les équations des courbes
trajectoires sont connues. Le probléme est alors ramené & déterminer les lignes de
courbure d’une surface, les trois coordonnées d’un point de la surface étant expri-
mées en fonction de deux paramétres ¢, .

Nous résumerons tous ces résultats de la facon suivante :

1° Toutes les familles de surfaces définies par les formules

‘Y—V—Z—W__z w CPI—(‘Peu

/ - ’ —32e€ 1 7
d, $i 1 (! + g e

(z—¢+9')er=

sont des familles de Lamé et admettent des trajectoires orthogonales planes
dans les plans paralléles @ Ox. o(u) est une fonction quelconque de u;
Y (9, w) une fonction quelconque de v, w;

2° Réciproquement, si U'on écarte les familles de surfaces moulures cylin-
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driques, toutes les familles de Lamé admettant de telles trajectoires ortho-
gonales sont comprises dans ces formules;

3° On obtient les surfaces de la famille en laissant u constant et faisant
varier v, w; on obtient les trajectoires orthogonales de ces surfaces en lais-
sant v, w constants et faisant varier u; en particulier, I’équation du plan de

la courbe v, w est
y—oe s—w

4 ’
('P; LP\\’

4° 8¢ Uon peut déterminer les lignes de courbure d’une quelconque des
surfaces de la famille, on aura, sans nouveaux calculs, deux familles de sur-
Saces a lignes de courbure planes dans un systéme, les plans des lignes de
courbure étant paralléles & Oz et complétant avec la famille le systéme
triple.

50. Enfin on peut avoir I’équation d’une courbe trajectoire dans son plan. Nous
poserons, pour abréger,

o' —ger
e

puis
Yo . do

sind ~— cosf k.

Nous aurons les formules de transformation
g Y=(y—v)cosl —(z—w)sinf=o,
(15) L=(y—v)sind + (s —w)costd = AKX,
? (x—o-+o)er=A.
Les deux derniéres équations, ot « varie seul, donnent pour chaque systéme

de valeurs de ¢, w les équations de la courbe trajectoire correspondante dans son
plan. Calculons le rayon de courbure de la courbe au point «; on trouvera

7 oke*
(16) iy e
. CP’(I'—— k2eiu) +D(P”___2(‘Peu
(‘7) P“ 2/(‘6" ’
€n posant

D=1+ ke,

L’équation (16) est remarquable. Elle est indépendante de la fonction ¢(u) et

ne dépend que de la combinaison e® /4, - 2.
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Donc, si I’on considére toutes les familles que I’on obtient en faisant varier seu-
lement la fonction o (u), les tangentes aux courbes trajectoires, c’est-a-dire les
normales aux surfaces en tous les points correspondant aux mémes valeurs de u,
¢, & sont paralléles.

Si de plus on prend pour chacune de ces surfaces les points qui correspondent

aux valeurs de u, ¢, v, satisfaisant & 'unique condition

ke*— const.

pour tous ces points, les normales aur surfaces qui y passent sont également
inclinées sur Oz. '
Pour que l'expression du rayon de courbure soit indépendante de u, et par
suite pour que la courbe trajectoire soit un cercle, il faut et il suffit que ¢(u)
soit de la forme " ‘

(18) o(u)y=oa-+Be*+ye,

, B, v désignant trois constantes arbitraires. Cette condition détermine donc,
dans le cas particulier ou nous sommes placé, le systéme cyclique le plus
général.

Mais cette relation est indépendante de ¢, w; on voit donc que, st une seule
courbe trajectoire est un cercle, il en est de méme de toutes les courbes tra-
Jectoires.

Comme on le verra facilement, le rayon du cercle est alors

(19) R:&f}@:—_i

Nous pouvons obtenir une infinité de systemes cycliques ou les cercles ont un
rayon constant. 1l suffit pour cela de choisir arbitrairement o, 3, vy et de prendre
pour ¢(v, w) une fonction satisfaisant a I'équation aux dérivées partielles (19),
équation qui s’intégre d’ailleurs facilement.

L’équation (17) montre encore que toutes les familles de surfaces pour lesquelles :
1° 4 (v, w) reste la méme; 2° o(uy) = ®(uy), ¢'(te) = D' (1), ¢ (ue) =D (1)
ont en commun la surface u, et méme rayon de courbure des courbes trajectoires
en tous les points de rencontre avec celte surface.

Nous dirons que toutes ces familles sont osculatrices le long de la surface u,.

Donnons-nous une surface u, d’une famille quelconque (¢, ) et, parmi les sys-
témes cycliques, choisissons ceux qui correspondent aux valeurs suivantes

de a, 3, v:

(20) a4+ 2ye %= 9,— 9, Bero—y = g, em.
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Les systémes cycliques ainsi déterminés et qui dépendent encore d’une constante

arbitraire ont en commun avec la famille que nous considérons la surface u,. Ainsi:

Etant donnée une surface quelconque d’une famille quelconque, il existe
une infinité de systémes cycliques, dépendant d’une constante arbitraire,
admettant cette surface comme surface de la famille.

Choisissons en particulier le systéme cyclique qui correspond a la nouvelle

relation
29 = (9, — @) ™,
d’oui
’ "
Py 1 Do
20 = ———-
p=B

Alors les cercles qui composent le systéme cyclique auront pour rayon en
chaque point ¢, w

R— Y]f?—l—ﬁ——-q) — (PQ(I_k?.e'zuo)_*_]')q)lé_Qq)euo'
k a2 ket .

Ce sont précisément les rayons de courbure des courbes trajectoires de la
famille que nous avons considérée en tous les points de la surface ©,. On a donc,
dans le cas particulier ot nous sommes placé, la démonstration par le calcul d’un
théoréme de Ribaucour.

Les cercles osculateurs aux courbes trajectoires, aux points ot elles sont
rencontrées par une méme surface de la famille, forment un systeme cyclique.

B1. Mais, ainsi que nous I'avons vu, cette condition n’est pas nécessaire pour
que, élant donnée une surface quelconque de la famille, le systtme de cercles
constitue un systéme cyclique. Nous allons établir une propriété nécessaire et
suffisante du systeme de cercles. Il suffit pour cela d’interpréter les équa-
tions (20). Si le systeme cyclique o, 3, v satisfait aux conditions (20), ce systéme
4 en commun avec la famille (o, ¢) la surface w,. On peut donner & {3 une valeur
arbitraire. Les deux équations donneront ensuite sans ambiguité « et 7. Rempla-
gons Yy par sa valeur dans la formule (19) qui donne les rayons des cercles qui

conslituent le systéme cyclique. On trouvera

n BD—Y— R
k

Faisons la différence R —p

. »,,:_ " ]+k262u0
R""P—('zﬁeu“—'(?o_‘?o o ket
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La parenthése est indépendante de ¢, w; {3 ayant été choisie elle est constante
pour toute la surface u,. En chaque point ¢, w, la dilférence entre le rayon du
cercle et le rayon osculateur de la courbe trajectoire qui passe en ce point est

donc proportionnelle a
1+ /."262"0
a2 ket ’

On retrouve ainsi la méme combinaison ke% de laquelle dépendait uniquement
I'inclinaison des normales aux surfaces sur 'axe des x.
Soit o 'angle que la normale fait avec oz. On a (16)

tang o — ———21{6% .
O T 1 — ke
Si nous posons
2Bem— gy — 9y =1,
on aura
1+ kre™  }

R—p=1 ake's  sina

on peut donc dire :

Etant donné un systéme cyclique osculateur le long de la surface u,, la
condition nécessaire et suffisante pour qu’un autre systéme de cercles forme
un systéme cyclique est que la projection sur ’aze des x, de la distance des
centres des cercles correspondant au méme point, soit constante.

52. Considérons mainlenant le systéme cyclique correspondant a une valeur
déterminée de B et la nouvelle famille de surfaces définie au moyen des foncllons

sulvantes :

1° La fonction (v, w) est la méme;
2° La fonction ¢ (u) est remplacée par une autre fonction ® assujettie aux seules

conditions
’ 1 7 "
0, = ®,, g, =D, 28 e%— o) = @

Alors

¢ Les deux familles o, ® ont en commun la surface 1,
2° Ea tout point uy, ¢, w le rayon de courbure de la courbe trajectoire pour la
famille ® est égal au rayon du cercle du systéme cyclique considéré.

Le systéme de cercles peut donc étre considéré d’une infinité de maniéres
comme formé des cercles osculateurs d’une des familles de surfaces.
Réciproquement, pour deux familles de surfaces, o, ® admettant en commun
une surface wy, la projection sur ox de la distance des cercles osculateurs,
correspondant au méme point de la surface u, est constante.
Fac. de T., 2* S., VIIL 27
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53. Enfin on montrera facilement qu’étant donnée une surface quelconque
z=0(y, s),

il existe une infinité de nos familles de surfaces qui admettent celle surface pour
surface de la famille.

54. On avu qu’bn oblenail une surface de la famille (S) en laissant « constant
et faisant varier ¢, w. D’autre part, pour déterminer des familles de surfaces
a lignes de courbure planes dans un systéme, il suftit de déterminer les lignes de
courbure de 'une des surfaces S. Ces surfaces s'obtiendront alors en associant
les courbes trajectoires (dont on a les équations) qui rencontrent une méme
ligne de courbure de S. On voil donc quel intérét il y a & déterminer Jes lignes
de courbure de Ja famille (S).

Le calcul semble @ priori extrémecment pénible. Que 'on songe que I'on doit
former I’équation

dr a da
dy b db | =o,
ds ¢ dc

que 'on a

[ N
A=YvZp— %0V s

et que les dérivées partielles de x, y, 5 par rapport & ¢, w sont trés compliquées.
Ces remarques feront ressortiv davantage I'extréme simplicité de l’équation a

laquelle nous sommes parvenu.

+ Voici de quelle facon on peut conduire les calculs : tout d’abord, comme on

doit laisser « constant et qu'il n’entrera dans les formules que les dérivées par

rapport & ¢, %, on peut évidemment substituer aux formules (14) les suivantes :

y—v 5 —1yp 2@

& -

—_— 2 '..
Ve 1+ 7+ )
[Nous devrions introduire une nouvelle fonction W liée & Pancienne par la relation

PR/ et

YW= der— o (u).

Nous conserverons la notation ¢ ].
Nous poserons pour abréger

i+ = A7 T+ =D,
on Llrouve alors

[ D2de =[49dadn— 240 (D — 2§dy )] do + [4d4, 41 — 202 (D — 2didys )] div,

Didy = [(D — 201) (D — adiy) + G dadu] do—[2 5y Ua(D — 20y) + 208ya(D —233) ] dory,

bid

<

=—[2¢$2(D —2¢dy) + 2y (D — 29 dv 4- [(D — 2 b3 (D —2¢dy) + G dddn]dw
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D’autre part,

a=(1— ), b=adp, o

i
[&3
R
s

en posant
(D=2 ) (D —2ddy,) — 44741, .
#= 1z

Si alors, aux éléments de la premiére colonne du déterminant on ajoute les élé~

ments de la seconde multipliés par
I .
‘zj. : [Pi(D —24dy) — 24 ] de 4+ [4a(D —2¢dn) — 24 b, ] div :,

on réduira le déterminant a

[2ddebp— ¢ (D — 29 )]dy +[20 4, a— L (D — 2y dns)] div 1 — A2 da ]
(D —add)dv —2dd,dw ady  db | =o,
(D — 2y div—addy, dv ad, de

on peut remplacer les éléments de la troisiéme colonne respectivement par
d(1— k?), d(2d,), d(2¢,).

Cette substitution une fois faite, ajoutons a la premiére colonne les éléments de
la troisiéme multipliés par 4. Aprés suppression du facteur D le déterminant

deviendra

—dide —dydw 1— K — 2y b)) de —2(Y Yo+ $ada) div
dv PIUN 2( Yy dv 4 e div) =o.
diwv 2, 2 (Y2 do —+ gy div)

Si Pon ajoute les trois lignes, aprés maltiplication respectivement par 1, by, ¥,
il vient simplement
o D o]
de 2, 2(dy, dv+ Yy diw)

dv 20, 2(,do+ g, dw)

= 0.

L’équation des lignes de courbure est donc

do (Y1 do + Yoy dw) = dw(§y, dv + §y5 div),

ou enfin

dyy _ diy
(21), do = dw’
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Elle ne change pas de forme si 'on revient aux unotalions primitives. Donc :
Si lon considére la surface déterminée par les formules (14) ot u a une

valeur constante quelconque, I'équation qui détermine les lignes de courbure
de cette surfoce est

ay _dy,
de — dw’

Elle est indépendante non seulement de la fonction arbitraive ¢(u), mais
encore de u. La représentation des lignes de courbure est donc laméme non seule-
ment pour toules les surfaces de la famille, mais pour une infinité de surfaces
dépendant d’une fonction arbitraire d’une variable @ («).

Comme elle peut s’écrire

de®*— dw? -+ ?E‘l%l dv dyww = o,

Y12

celle représentation dépend seulement du rapport M‘—'
Y2

Rappelons que, toutes les fois qu'on saura intégrer Péquation ci dessus, on

obtiendra des familles de surfaces dépendant d'une nouvelle fonction arbitraire

d’une variable, o (u), admettant des lignes de courbure planes dans un systéme.

55. Un cas est particuliérement intéressant {(auquel se raméne d’ailleurs un cas
plus général comme nous le montrerons au n° 59). Il correspond & la condition

b, =o.

La fonction 4 (¢, w) est de la forme V 4+ W, Vet W désignant deux fonctions
de v et w respeclivemenl.
L’équation qui détermine les lignes de courbure se réduit a

de div = o,

(Cest donc le réseau v, w qui est formé des lignes de courbure.
D’ailleurs, si I'on exprime que ce réseau est orthogonal, on trouve la condition

a1+ (Y + b3)er — (ber—o') (b 4+ dyp)er]=o0.

Si la fonction ¢(¢,w) est quelconque, la condition obtenue cun égalant la
parenthése & zéro détermine, sur chaque surface , une ligne de points ol le
réseau v, v est orthogonal.

La condition §,,= o est au contraire indépendante de u.

Si elle n’a pas lieu identiquement, elle détermine sur toutes les surfaces u une
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ligne de points, correspondants aux mémes valeurs de v, w, ol le réseau ¢, w est
orthogonal. '

Sielle alien identiquement, le réseau ¢, «v sera orthogonal pour toute surface u.
On peut donc dire :

La condition &, = o est nécessaire et suffisante pour que le réseau ¢, w soit
orthogonal sur toute une surface. Si cette condition est remplie, il sera formé
des lignes de courbure de la surface, quelle que soit la surface u, quelle que
soit la fonction o (u).

Etudions ces lignes de courbure. Si l'on fait ¢ = const. dans les formules (14),
I’équation
(2—g+o)e=L""
Y1
montre que la ligne de courbure correspondante est dans un plan parallele 8 OZ.
De méme les lignes de courbure w = const. sont dans des plans paralléles a OY.

Ainsi, les lignes de courbure des deux systémes de la famille u sont planes
et dans des plans respectivement paralléles a OY et OZ.

56. Prenons par exemple les lignes de courbure ¢==const. Pour chaque
sutface u, les plans de ces lignes de courbure enveloppent un cylindre. Tous ces
cylindres résultent I'un de lautre par une translation suivie d’une dilatation
suivant O X, représentée par la formule

X=(r—9+¢)e

57. La famille de surfaces (S) étant a lignes de courbure planes dans les deux
systémes et admeltant des trajectoires orthogonales également planes, les deux
familles associées admettlent aussi des lignes de courbure planes dans les deux
systémes et des trajectoires orthogonales planes.

Une surlace (S,) étant engendrée par des courbes trajectoires de S, courbes
dont les équations sont les équations (14) ol on laisse ¢, v constants, il est clair
que les équations qui déterminent celte surface S, sont encore les équations (14);
on obliendra une surface S; de la famille (S,) en laissant dans ces équations
¢ constant et faisant varier u, w. On obtiendra les courbes trajectoires en faisant
varier seulement ¢,

Les deux familles de lignes de courbure s’obtiennent en ajoutant & la condition
¢ = consl., s0it u = consl., soit &w = const. Ces lignes de courbure sont planes. On
obtiendra des résultats analogues pour la famille (S,).

Nous résumerons ces résultats de la fagon suivante :
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Sid (v, w) est de la forme V + W, les formules

y—¢  5—ip o' — et
(x—9+0o)er=-+ — —a2e* LT
2 B 1+ (7 +d2)en

déterminent un systéme triple orthogonal. On obtient les familles du systéme
triple en laissant constant dans ces formules soit u, soit ¢, soit w. Ce systéme
dépend de trois fonctions arbitraires :

1° Chacune de ces familles uy ¢, wv admet des trajectoires orthogonales
planes. Leurs équations sont données par les mémes formules ot on laisse
(v, ), (w,u), (u,v) constants. Les plans de ces courbes trajectoires sont
respectivement paralléles & OX, OY, OZ.

2° Chacune de ces familles admet des lignes de courbure planes dans les
deux systémes.

3° E'n particulier, st o(u) est de lu forme o -+ Be*+ ye ™, les lignes de
courbure de U'un des systémes des familles ¢, w sont des cercles.

On retrouve ainsi un systéme triple déja découvert par M. Darboux (Legons sur
les surfaces, n® 1036 ct suiv.). Les formules obtenues par M. Darboux sont les
suivantes :

R—pR'+R,—p R4+ Ry—0,R)
o -+ pi+ o} ’
R — pR'+ R, — p, R+ Ry— 0, R,
o+ pi+o) ’
R—pR 4 Ry — oy R+ Ry — 0, R
o P et el

z=R 42p

y =R| +2p,

Faisons dans notre systéme la transformation suivante de variables et de fonc-
tions. Au lieu des variables u, ¢, w, nous introduisons les variables o, oy, g.
Des relations
R(p)=o(u)e™,
p=e",
on déduit
Ro=0— 9"
Des relations
Ri(p1) =g — ¢ (v),
pr=1dy,
on déduit
R'l —= .
Des relations
Ry(ps) = wiy — & (w),

p2=y' (),
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on déduit, de méme,
Ry=w.

Les formules (14) donnent alors les formules oblenues par M. Darboux.

58. Comme application simple, nous traiterons le cas ot
dv, w)=1(v*—n?),
o(u)=o.
Le systéme triple est alors défini par les équations

x VY —v 5—p w— o

— .
u [% —p Ut 9% - w?

La famille de surfaces, «= const. admetlant pour lignes trajectoires des

cercles, a pour équation
x(x*+ yi+5%) +u (52— y*)— utxr =o.
En éliminant «, w, on trouve de méme que la famille ¢ a pour équation
(¢ =) (2 + 2+ 57) + (x4 2y%) — 20y =o,

on trouverait une équation analogue pour la famille ¢,
On vérifiera qu’en coupant 'une des surfaces ¢ par un plan

y—9 55—
v —

)

on obtient un cercle, quel que soit .

Le systeme triple est donc formé entiérement de surfaces cyclides du
troisiemedegré. Les courbes trajectoires de chaque famille, ou, ce qui revient
aw méme, toutes les lignes de courbure des trois familles, sont des cercles.

89. Plus généralement, on peut intégrer I'équation (21) des lignes de courbure
toutes les fois que la fonction & (v, w) satis(ait @ une équation de la forme

‘1'»’11 — H’Jn — k.
Yo

La solution générale de cette équalion est

Yo, w)=F (v 4+ dw) + F (v + L w),
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et )y élant les racines de I'équation

1— 2

5 =k

Les lignes de courbure correspondent aux relations
w=lv - a, w=2 v+ .

Mais on passe du premier cas que nous avons traité & ce cas général par un
simple changement d’axes de coordonnées.

60. Enfin, nous donnerons unesignification géométrique de I'équation des ligues
de courbure
(21) d——d‘“ :d‘.!)'z-
dy dw

Considérons une surface qui aurait pour équation
s=Ua ).

En employaut la notation habituelle p, ¢, au lieu de &y, 4, 'équation (21)
s'écrira '
dp d
(2[’) ,.!. -— _g...
dx dy
L’équation qui détermine les lignes de courbure de la surface que nous consi-

dérons est
dp . dy
dr+pds  dy + qds

Si z est petit, c’est-a-dire si la surface est voisine du plan, on peut négliger p d 5
q ds, et cette derniére équation se réduit a I'équation (21).

Intégrer I'équation (21) revient donc & chercher les lignes de courbure d’une
surface voisine du plan.

Sans faire aucune hypothése, c'est rechercher les lignes conjuguées de la
surface qui se projettent sur le plan des xy suivant un réseau rectangulaire.

61. Nous allons employer la méme méthode pour déterminer les familles de
surfaces admettant des trajectoires orthogonales planes, dans des plans passant
par un pointfixe, que nous prendrons pour origine des coordonnées, ct susceptibles
de faire partie d'un systéme triple.

Pour qu'une famille de surfaces

u(x, y,zs)=p



FAMILLES DE SURFACES A TRAJECTOIRES ORTHOGONALES PLANES. 225

admette de telles trajectoires orthogonales planes, il faut et 1l suffit que lafonction
u(z, y, z) satisfasse & une équation que nous mettrons sous la forme

(22) H:—-—;———:F(u,xﬂ—}—y?—i—z?):F(u,o‘)

Proposons-nous de chercher quelle doit étre la forme de la fonction F, pour
que la famille correspondante soit une famille de Lamé.

Si l'on transporte les valeurs des dérivées secondes de H dans 1'équation des
systémes triples (2), on trouve, aprés des combinaisons de lignes faciles, que la
condition peut s’écrire

/(/7, A= 0,
A’ se déduisant de A par la substitation de

x%,  yi, 27 ¥z, sz, Z¥

aux éléments de la premiére ligne de A respectivement.

Par analogie avec ce qui se passe dans le cas o les plans des courbes trajectoires
sont paralléles a une direction fixe, nous pouvons dire que I'équation A’ == o joinle
a équation (22) définit les familles de surfaces moulures coniques.

Reste la solution Fg,= o. La fonction F(u, ¢) est de la forme Ao+ B, AetB
¢tant deux fonctions quelconques de u. On peut donc dire que :

St Pon écarte les familles de surfaces moulures coniques, la condition
nécessaire et suffisante pour que la famille de surfaces

u(z, y,5)=p

admette des trajectoires orthogonales planes, les plans des courbes passant
par Uorigine des coordonnées, et constitue une famille de Lamé, est que la
Sonction u(zx, y, z) satisfasse & une équation aux dérivées partielles de la
Jorme

1

(23) | § [ —
Vi +ui-+

= Ac+B,

A et B désignant deux fonctions quelconques de u.

62. Nous allons résoudre cetie équation en cherchant une solution compléte.

Nous pouvons supposer A =2. Nous résoudrons donc I’équation
(23") aH =0+ 0(u).

Soit
(24) F(xz,y, s, zt)i Mal+y*+32) +2ax+2by +2c5+d=o0

Fac. de T., 2 S., VIII, 28
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Iintégrale compléte de cette équation, %, a, b, ¢, d étant des fonctions de u &
déterminer. La fonction u(z, y, z), déterminée par équation (24), satisfait aux
équations

s(he +a)+F,uy=0, 2(ly+b)+F,uy=o0, 2(hza+c)+F,u;=o0
el, par suite, a 'équation

T+ ud +u)F=2 (2 + y*+22) +2h(ax + by +c¢3) + a*+ b* + ¢
=a*+ b*+ c*—Ad.

Ainsi, la fonction u (x, y, z) satisfait a I'équation

1 M2+ + ) +2a'zc+2by+acs+a

(25) H= —
Ve + ul+ ul ayat+ b2+ c*—Ad

.

Pour que cette équation se confonde avec I’équation (23'), il faut poser

N d

=1 = 0(u),
Vit bre_id @

(26) a'=o0, b'=o0, c'=o,
Var+ b2+ c*—Ad

a, b, ¢ sont donc trois constantes arbitraires. Nous poserons
a2_|_ b2_|_ c‘Z: k‘.”

on aura alors, pour déterminer A et d, les relations

ke
(27) d:::—)\—, d'=N06(u).
Il est, dés lors, évident que X et d et tous les coefficients de la solution contien-
dront & en facteur. On peut donc poser k =1; A et d sont alors déterminées par
les relations

d 1—w i
w3 M), d=—my—

(28)
L’intégration des équations qui déterminent A, d introduit deux constantes
arbitraires. On aura donc une solution compléte avec quatre conslantes arbitraires.
Pour résoudre complétement le probléme, il suffit d’avoir une solution avec
une constante arbitraire de 1'équation (28) qui détermine A.
D’ailleurs, O(w) étant une fonction quelconque, on peut la supposer mise sous
la forme
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ce qui permet d’avoir deux solutions % = == o de I"équation

M— 2kl —1  9'?2--29¢"—1
(29) g — <P2 )

Le probléme peut, enfin, étre ramené & lintégration d’un systéme linéaire. 11

suffit de poser
1— Ad = p?

pour avoir le systéme
V=,
d’:p.@(u),
ap'+A0(u) +d —=o.

63. Soit
A=d(n, k), d =y (u, k)

la solution avec une constante arbitraire du systéme (28).
Pour terminer le probléme et avoir la solution générale, on posera

(30) ho=F(a, b, ¢)
et 'on éliminera 1, a, b, ¢ entre les équations (24), (30) et

a’+ b+ ct=1,

(w2+'y2+z’)%ﬂ—|—x§\o_ br—ay  cx—asz
1 T bF,—aF, — c¢F,—aF,

ou plutét on considérera ces équations comme donnant z, ¥, 3 en fonction de a,
b,cetde u (a*+ b*+c*=1).

On obtiendra une surface de la famille en laissant u constant. On obtiendra uné
courbe trajectoire en laissant @, b, ¢ constants.

En particulier, 'équation du plan de la courbe est

br—ay cxr—as

bF, —aF, — cF,— aF,

ou
r y &

(31) a b ¢ |=o.
F, F, F.

64. Sans avoir cette solution générale, il semble gu’on aurait une solution assez
vaste en prenant

_ _1—e
A=og(u), d=-—T;
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a, b, c étant trois constantes liées par la relation

a4+ b+ =1,
nous poserons
a = cosy cosb,

(32) + b =rcos{ sind,

Cc = sinq).

La solution compléte sera représentée par

I
°

(— o
]

v

(33) (2+y*+3%)o(u)+2xcosdcosf+ 2ycosdsind + 2zsind +

Nous devons établir, pour avoir la solution générale, une relation entre ¢ et § et
prendre Uenveloppe de la famille de sphéres correspondante. A chaque valeur
de u correspondra une surface.

Or, pour une méme valeur de u, les sphéres représentées par I'équation (33)
ont leur centre surla sphére

1

@*(u)

e i

Le lien de ce centre est donc une courbe sphérique qui dépend de la relation

établie entre ¢ et §. Le rayon de la sphére est d'ailleurs égal a ACDIN (R

o)
constant. Une surface de la famille peut donc étre considérée comme I'enveloppe
de sphéres de rayon constant dont le centre décrit une courbe sphérique. Llle est
donc engendrée par des cercles de rayon constant ayant leur centre sur une courbe
sphérique, le plan du cercle étant & chaque instant normal a la courbe en ce point,
passant donc constamment par le centre de la sphére.

On en déduit aisément que la famille de surfaces est composée de surfaces mou-

lures coniques.
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QUATRIEME PARTIE.

METHODE PERIMORPHIQUE DE RIBAUCOUR.

65. Enfin, nous allons traiter le probléme dans certains cas particuliers, en
nous appuyant sur les résultats obtenus par Ribaucour dans sa Théorie générale
des surfaces courbes (Journal de Liouville, 189r).

Il est nécessaire, tout d’abord, de rappeler et de résumer briévement la méthode.
Nous prendrons les notations de M. Darboux.
~ Ribaucour fait dépendre les éléments successifs d’une figure des éléments d’une
surface de référence.

I cherche comment une figure F (&, 7, ¢, u, ¢) = o se déplace en se déformant
lorsque u, v varient (u, ¢ définissant, sur la surface de référence, un réseau rec-
tangulaire), §, 7, { étant les coordonnées d’un point par rapport a des axes com-
prenant les tangentes aux courbes u, ¢ et la normale a la surface au point (u, ¢).

M. Darboux a établi (Legons sur les surfaces, t. II, p. 385, formules A, B)
les formules donnant les projections, sur des axes fixes, du déplacement d’un
point. Ces formules fondamentales introduisent des fonctions A, C, p, ¢, r, py,
g1, "1, liées par les formules de Codazzi, les fonctions A, C étant immédiatement

définies par la relation
ds?— A? du?+- G2 dv?,

ds désignant P’arc élémentaire sur la surface de référence.

Ribaucour étudie d’abord les faisceaux de droites situées dans les plans tangents
de la surface de référence. Il recherche le plan tangent en un point d’une de ces
droites lorsqu’on fait varier «, ¢ suivant une direction déterminée.

La condition que le plan tangent ainsi trouvé soit indépendant de la direction
suivie, donne les points principaux sur chacune des droites et, en écrivant que les
deux plans tangents correspondants sont rectangulaires, il obtient la condition
pour que les droites soient des normales a une surface.

Généralisant cette étude, Ribaucour considére ensuite des courbes C situdes
dans les plans tangents de la surface de référence et dont I’équation est
P =J(u,9,9), p étant la distance du point O de contact du plan tangent i une
tangente, ¢ I'angle que la perpendiculaire a la langente fait avec I'axe des z;
u, v les paramétres définissant toujours le point O sur la surface. S’appuyant sur
les formules, Ribaucour cherche d’abord I’angle que le plan tangent, en un point M
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de la courbe, fait avec le plan 2O y initial, quand on donne 4 u, ¢ les accroisse-
ments du, dv et qu'on considére la surface formée par les courbes C.

Il établit ensuite la variation du plan tangent en un point de la tangente en M,
considérée comme faisant partie du pinceau des tangentes infiniment voisines aux
courbes C' et dont les points de contact sont tous situés dans le plan normal en M
a C. Cette étude introduit quatre fonctions &, v, G, H,

_ ap . . . dp  Idp
@:ls—-pCOSCP—d—q-;SIHCP, G—-—;‘\COS?-—I‘ —(;5—*_?)71.’
— p sing + %P —C sing—r, 2 4 9P
Ww=p smcp—i—d(Pcoscp, H=C singo — r, dcp+dv’

et les dérivées Gg, H,.
11 cherche les points M pour lesquels ce plan tangent est indépendant des varia-
tions du, dv et, en écrivant que les deux plans tangents ainsi obtenus sont rectan-

gulaires, il obtient la condition pour que la surface trajectoire des courbes G
passant par M existe. Cette condition est la suivante :

pRAC

'~ GH' = ’
(1) HG'— GH R,

R désignant I€rayon de courbure de la courbe C en M, R, R, les rayons de cour-
bure principaux de la surface au point O. Si I’équation ci-dessus a lieu pour tous
les points de G, les courbes telles que C sont les trajectoires d’une famille de
surfaces.

Comment obtient-on alors la surface passant par M? En écrivant que, aux varia-
tions du, dv, correspond une variation do telle que le point de contact de la tan-
gente correspondante soit situé dans le plan normal en M & la courbe C. On
trouve ainsi

’

G’ H'
_dq‘):d“("—i— ﬁ>—d(}<“+ﬁ—>.

Ribaucour fait remarquer d’ailleurs que, si la surface trajectoire existe, ¢ est
une fonction de u, ¢ et, par suite, do est une différenticlle exacte. Réciproque-
ment, en écrivant cette condition et tenant compte des équations de Codazzi, on
trouve la relation (1).

66. Ribaucour fait enfin remarquer que I’équation (1) dépend uniquement de
A, C, en vertu de la relation

AC
= on,
dv ~ du

Tl en résulte que, si 'on a une solution p = f(u, ¢, ¢), on peut déformer la sur-
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face O comme on voudra, chaque plan tangent entrainant la courbe situce
dans son plan, et les nouvelles positions des courbes seront encore les trajec-
toires d’une famille de surfaces.

Cette remarque montre qu’il suffit d’avoir des solutions trés particuliéres de

I'équation (1) pour en déduire une infinité d’autres en déformant la surface de
référence.

67. Nous donncrons la solution générale de 'éynation (1), dans le cas ot la
surface de référence est une surface développable quelconque, et nous trouverons
des systémes cycliques dépendant de constantes arbitraires dans le cas ou la sar-
face de référence est a courbure totale constante.

68. Supposons que la surface de référence soit telle que A soit seulement fone-
tion de u et C fonction de ¢. Alors, 'un des rayons de courbure principaux est
constamment infini. La surface est développable.

Dans ce cas, 'équation (1) qui définit la fonction p = f(u, v, 9) se réduit a

HG,— GHy=o.
Par suite,

0 H H
azp‘ﬁ‘—oy G‘*-e(u7‘))y

6 désignant une fonction quelconque de w, v. Cette équation s’écrit

Csing + 9

or
(;V =06(u,v).
A coso + b

' Ju

Posons
p:——Sil’lfprdV - coscpfAdu+p,,

il viendra simplement

el, en intégrant, .
pr=3[9, 6i(u, ¢)],

¥ désignant ainsi que 8, une autre fonction quelconque de deux variables.

Ainsi, la solution générale de 'équation qui détermine p est

p:—coscpfAdz¢—sincprdv—l—§[qo, 6(u, v)].
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Cette solution est, comme on le voit, d’une trés grande généralité, puisqu’elle
dépend de deurx fonctions arbitraires de deux variables.
Sil'on transporte I'origine au point

x(,:——f A du, yo-_——f Cdo,

I'équation de la courbe se réduit a
pi="5[0, 60(u,)].

Supposons, comme cas particulier, que § soit indépendant de u, ¢.

Partons d’un point M,, correspondant aux valeurs u,, ¢, des paramétres u, v.
L’équation de la courbe est

p=9(9).

Donnons a u, ¢ des accroissements du, dv. On obtient un point M. Si l'on

transportait les axes parallélement a4 eux-mémes au point My, 'équation de la
courbe serait encore

p=25(9)-

On en déduit donc que toutes les courbes trajectoires sont superposables et
que les positions de toutes ces courbes résultent du simple roulement du plan de
la courbe sur la surface développable. On a donc le résultat suivant qui est
d’ailleurs évident géométriquement et qui est bien connu. Considérons dans un
plan une courbe quelconque. Enroulons le plan sur une développable quelconque.
Les positions de toutes ces courbes seront les trajectoires orthogonales d’une

famille de surfaces. Les surfaces engendrées par les courbes sont des surfaces
moulures générales.

69. Cette solution générale nous fournit une infinité de systémes cycliques
toutes les fois que $(¢, 8) est de la forme

A cosg + Bsing + G,

A, B, C étant trois fonctions quelconques d’une méme fonction quelconque de
deux variables 0(u, ¢).

Ces systémes cycliques, ainsi rattachés a une surface développable quelconque,
dépendent encore d’une fonction arbitraire de deux variables et de deux fonctions
arbitraires d’une variable.

La solution est donc beaucoup plus générale que ne l'indique Ribaucour
(n°* 130, 131, 132). En étudiant particuliérement les systemes cycliques, nous
expliquerons d’ou provient I'erreur de Ribaucour (voir n° T1).
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On peut, en particulier, obtenir des systémes cycliques ou les cercles ont un
rayon constant. Il suffit que C soit conslant.

Enfin, supposons que le point se déplace sur la surface de telle facon que
(u, ¢) soit constant. Par un raisonnement fait plus haut, on verra que toutes les
positions correspondantes des courbes trajectoires résultent du simple roulement
du plan de la courbe surla surface développable, le point de contact du plan tan-
gent décrivant la courbe § = const.

Toutes les courbes trajectoires ne dépendent que d'un seul paramétre

ke =0(u, ).

70. Recherche générale des systémes cycligues. — L'équation de Ribaucour
. i , or or
(1) HG;,——GH?:—{—[)R<»();_ 0_lt|>

se préte admirablement a la recherche des systémes cycliques. Cette étude a été
déja faite par Ribaucour. Ayant trouvé de nouveaux cas d'intégration, nous
croyons devoir I'exposer en changeant les notations peu commodes de Ribaucour.
Nous montrerons, de plus, d’ott provient I'erreur commise par lui dans 'applica-

tion aux surfaces développables.
Soit

(2) p=—=acosy +bsing+c

I’équation du cercle situé dans le plan tangent & la surface de référence au
point «, ¢, a, b, ¢ étant trois fonctions & déterminer de u, ¢. Si, dans I'éguation (1),
on remplace p par celte valeur, on oblient une équation du second degré en sino,
cos g, dans laquelle les coefficients de sin®3, cos?y sont égaux et le coefficient de
sing cosy nul. Le résultat de la substitution est donc de la forme

o~

(3) A €08y -+ Wb sing + £
et, pour que ce résultat soit nul, quel que soit =, il faut que lon ait

‘ c(C+ar+ b)) +c,(ar + 1)) =ack,
(-/l) ¢ C;L(b"l—'((;) =+- C:'(;\ —br + (l,,‘)‘:[)07.,

{ (A—br+a ) (C+ar -0, + (bry,—d,) (ar + b)) ==k,

en posant
Jar or

o= OO

du dv’
Fac. de T., 2°S., VIIL, [2)
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Des équations (4) on déduira facilement

. D bC+bb,+aa, aA+bb,+aa,
(2) ch c, - ¢,

w
en posant

D = (A — br + ) (C —+ ar,+ b)) + (bry— a}) (ar + b),).

En intégrant les équations formées par I'égalité des trois derniers rapports, on

lrouve

—;—%(c'—'—a?mbl‘):h(},

d 9 * el
'2‘ a(c-—«a--—b-):aA.
Posons donc
(6) C‘z—a“’—bzzp,
il viendra
1 do - 1t do

(7) bC—; ——‘;) a;\_—;w-

Ces équations (6), (7) sont toutes résolues en a, b, ¢ par rapport a p;
— o est la puissance du point de contact du plan tangent par rapport au
cercle. En remplagant a, b, c et leurs dérivées par leurs valeurs dans la trot-

stéme équation

on obtient une équation différentielle du second ordre en p, équation qui
régit tout le probléeme.

Remarquons encore que, lorsqu’on suit sur la surface une courbe ¢ = const., on

a, ds désignant l'arc élémentaire,
ds=Adu.
D’autre part, en verta des relations ci-dessus,

do—=2aAdu.

1l en résulte que
dp=2ads,

— 2a est donc la dérivée par rapport a I'arc de la puissance du point de conlact,
par rapport au cercle, quand on suit sur la surface un chemin ¢ = const.

71. Lorsque la surface est développable, X = o.
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Les équations du systéme (4) se réduisent alors a deur,
¢, (C+b,)—c,b,=o,
¢, (A+a,)—a,c,=o,

qui donnent, en posant

al:a—i—fAdu, by=b+ [ Cdv,
al

1! !
1 Py Cy
— — - 7
v 7 7
Q0 blv Co

ce qui indique que a,, by, ¢ sont trois fonctions d’'une méme fonction quel-
conque §(u, ¢).

Cest le résultat que nous avions Lrouvé.

Ribaucour ne s’est pas rendu compte de ce fait. 1l fait (p. 258, § 127) une
combinaison d’équations en supprimant le facteur % qui est nul dans le cas des
surfaces développables, el il applique ensuite les équations qu’il obtient ainsi, au

cas des surlaces développables.

72. On sait que, si les cercles ont un rayon constant, la surface de référence est
4 courbure tolale constante.

Comme cas analogue, cherchons s’il existe des systémes cycliques tels que la
puissance, par rapport au cercle, du point de contact du plan tangent soit
conslante.

Si p est conslant, b et @ sont nuls : alors ¢ est conslanl.

La woisiéme équation du systéme (4) donne alors

(0 ar

et, par suile,
R Ry=—c2

La surface est aussi & courbure constante égale a la puissance du point de
conlact.

73. Nous allons maintenant chercher des solutions particuliéres du systéme (4)

dans le cas ou l'on a
A = Rsing, C=1R.
D’apres la formule,
—AC
Jd 1 0A J 1 JdC’

WEW+01¢A¢)U

R, R, =
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Si on Fapplique aux valeurs données de A, C, on trouve
R, R,= R~

Les surfaces de référence que nous considérons sont donc les surfaces & cour-
bure totale constante. Elles sont applicables sur la sphére et sur la surface de
récolution ayant pour méridienne la tractrice.

Nous supposerons R = 1 et nous porterons les valeurs

! . . I I
~A251L‘1«', C=1, asing = o, b:;p”
(8) X
L U
C=p+ 7 o+ 70}
4 sin” 4

dans la derniére équation du systéme (4), il viendra

(9) 28in¢ + 0, €080 + ?“ (2 + p2)
sing
——'—(o €0S¢ — 0y, Sine )2+ /40+ .02+i sing—=o
sinsp *1 v ST ginte :

Comme nous I'avons dit, c’est celle équation aux dérivées partielles du second
ordre qui régit tout le probléme.
Nous chercherons, s’il y en a, les solutions qui satisfont en méme temps a
I’équation
0, COSY — Dy, 8iNY = 0,

La solution générale de cetle derniére est
(10) p=o(u)siny + ¢ (),

< (u), ¥(v) désignant deux [onctions quelconques, I'une de ¢, 'autre de «.
En portant cette valeur de o dans 'équation (9) on trouve

(r1)  2(9+ ") +sine(0?+ 4 — 09") 5 o (J" cos*y + ¢/ sinp cosr)

+ " 4+ " (2sing + ¢ cose) - a2l cos¢ + (4 + ¢'2) sine = o.

Supposons d’abord Y(v) = o. Alors la fonction o(u) doit satisfaire aux deux

équalions
" 12 ” 4
9+ 9 —=o, Q" —9% +4H4=0o0

o
qui déterminent unc fonction

o(u)=-2icos(u— a),
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« désignant une constante quelconque. Elle donne, pour les fonctions @, b, ¢ qui
d¢finissent les cercles,
p=acosp+ bsing + ¢,

les valeurs suivantes
a—=—1isin{(u— ), b=1icospycos(u—a), ¢c=1{+sinesin(« — o).

Supposons p(u) = o. Alors @ est nul; b et ¢ sont uniquement fonctions de ¢,

satisfaisant aux relations

(12) ( ¢, (Rsine + bcosv) + besine —o,
I2
2 (R+0")(Rsinv + bcose) + ¢*siny = o.

Elles admettent la solution immédiate

b—=o, c=R:¢
déja indiquée.
La premitre des équations (12) donne

Re'sing
¢ sing + ¢’ cosy

b=—
el, en transportant cette valeur dans la seconde; on obtient

(esine + ¢’ cosy )+ R¥sin®v(csing + 2¢' cose — ¢"siny) = o,

dont on trouvera facilement la solution générale

k-~ cosap

— ' tlangle
(13) C:l}\/QCOS(’/——ﬁ—;L____dV,

k désignanl une constante arbitraire. L’intégrale peuat d’ailleurs se calculer au
moyen des fonctions elliptiques. On en déduit

(14) b:l{(\/k+ cosﬁ/%c{v—tangv).

V=4 cosay

Pour avoir des points d’une méme surface trajectoire quelle est, pour le cercle
correspondant aux valeurs u, ¢, la valeur de ¢?
La condition de Ribaucour nous la donne:

—do=du (7' -+ CL) —dy (7‘1 —+- E«):
c c
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¢ désignant le rayon du cercle. Cette condition devient

+
— ¢08%;

- . . S !
do = du l-cosvﬁ— sino(R sm: +b cosv)] —dvR b

v, hd
on peut P'écrire

1 (R+b")coso
du = - T do + . —
sing(Rsine +bcose) 7 ¢cosy + sing(Rsine + b cosy)
c

dy.

COS¢ +

Cetle expression de du, que nous écrivons
du=M(v, 9)do+ N(v,0)dy,
est bien une différentielle exacte. On vérifie que

M _ 0N
T do

en tenant compte des valeurs de 0, c.
On a alors
c
U= : - do
o CCOSY + sino(Rsing¢ + bcose)

el, en intégrant, on trouve

©
lang =~ + tang
__ tang¥ 2 '

T cosv ) 6
I+ tang " lang >

VD

(15) + K,

en posant

sinf =y |
VA +cosae
A" désignant une constante arbitraire.
Celte équation donne, pour chaque systéme de valeurs «, ¢, angle 2 qui déter-
mine le point sur la courbe trajectoire. On obtiendra toutes les surfaces de la
famille en faisant varier A'.

Supposons, par exemple, & = 1. L’équation des cercles trajectoires est

R A R m N
p= —|tange +cos¢Ltang( > + - ) |+ —| —tange +coseLtang( 7 — = | sino.
2 4 2 2 £ 2

Quant ala valeur de o, elle est donnée par 'équation

o
tang < =1+ («—A") cosv.
92
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7%. Enfin, si, dans 'équation (11) qui détermine la fonction p, aucune des fonc-
tions p(u), ¥(¢) n’est identiquement nulle, il faut poser

" ) I Qin o —
" cos?y + ¢ sing cosy = ¢,

[ 4" (2sine + ¢ cosv) + 29 cosy + (44 + 4?) sine + (§ +A*) sinv = o

pour que cetle équation puisse avoir lieu, A désignant une constante quelconque.
Les deux premiéres équations déterminent ¢ (u),

o(u)=2~rcos(u—a).
Les deux dernicres déterminent 4 (¢),

A2 2 —{—.'/4

L(¢) = A cosv — ’
( A

A et o désignant deux nouvelles conslantes arbitraires. Ainsi, en posant

:\2+).2—+~!
o=1hcos(u— a)+ Acosy — Sl A
4
puis
. A
asiny —— Esm(u— a),
( b —=--1sing,
c —=a*+ 0+ o,

on aura la famille de cercles trajectoires
p =acoso + bsino + c.

Nous remarquerons a nouveau que lous ces résultats ont un assez grand carac-
tere de généralité, puisqu’ils s'appliquent & toutes les surfaces a courbure totale
constante.

Nous terminons la ces applications de la méthode de Ribaucour et, avec elles,
I'étude des familles de surfaces & trajectoirves orthogonales planes.



