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LES SOUS-GROUPES

DU

GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES :

SOUS-GROUPES A UN ET A DEUX PARAMETRES,

Par M. R. LE VAVASSEUR,
a Lyon.

CHAPITRE 1.

GROUPES A UN PARAMETRE.

1. Soit
af

Xf:Z(aasxapg), o,3=1,2,3,4, pp:m
a B

la transformation infinitésimale la plus générale du groupe linéaire homogéne a
quatre variables.

Pour trouver les équations finies du groupe de transformations de premiére
espéce (4 un paramétre) engendré par X £, il faut considérer les équations diffé-

rentielles simultanées

p %
(1) di;L:E(aga‘yg), a=1,2,3,4.
3:1

La solution sera complétement déterminée par les conditions
Ya= Zy, pour t=o, a=t,2,3,4.
Envisageons 'expression

U= C X+ Co&y+ C3Z3+ C, 2.

On a
Xu zz(aapxacg).
@ f
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Si'on veut déterminer les coefficients ¢, de fagon que le plan u = o soit inva-

riant en vertu de la transformation X f, on devra avoir

Z (AapZacg) = a(C1 2y + Ca&y—+ C325+ €, 2, ).

a, B

Donc
13

E(aapcm:a’ca, a=1,2,3,4.
ﬁ:l

¢ sera déterminé par I'équation

ayn—a Qo Qg3 Ay
Asy Qes— 0O Qi3 gy
A(G’) = = 0.
i asy (2T a33— a0 2
I Ay Ao (7% Aup— 0

En général, cette équation a quatre racines distinctes et différentes de zéro.
Désignons par oy, ,, 53, o, ces quatre racines.

Je désignerai aussi par Ayg(s) le premier mineur de A(s) qui correspond a
P’élément situé dans la ligne de rang « et dans la ligne de rang {3 :

dA(O’)'

Aaﬁ(a): daaﬁ

Dans le systéme d’équations (1) yeffectue le changement d’inconnues

Yo=Y [Agy(a) sy].

Y=t
On trouve, aprés un calcul facile,

dYa
dt

=0y Ya, a=r1,2,3,4.

Ainsi, pour le changement de variable considéré, la transformation infinitési-
male envisagée se raméne a la forme suivante, qu'on appelle la forme cano-

nique,
(1) A Xy Pr+ Qe Xy Py A3 T3 P3—+ A, 2, Py

avec

(ay— ay) (a1 — ;) (a1 — @,) (@ — a3) (ay— a,) (az— a,) a,a,a3a, = 0.
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Les équations finies du groupe (1) sont :
_}/a:xaea“)\ a==1,2,3,4,

A étant un paramétre variable.

La forme canonique (1) reste invariable si I'on fait le changement de variables
1= ay,, .1‘2:[)_)/-1, 3= CY3H ‘rkzdyu

quels que soient les coefficients «, b, ¢, d, tels que abed £ o.

2. Nous prendrons comme groupe (2) le groupe obtenu en supposant que
I’équation caractéristique de la transformation infinitésimale correspondante admet
une racine nulle.

La forme canonique sera

(2) AyZy Pyt ATy P3+ QL2 Py

(Equations finies... y,=&,, yy=a,e%t,  y,—axzend,  y, =z, en}).

3. Supposons, maintenant, que A(s) a un zéro double, et que ce zéro double
n’annule pas tous les premiers mineurs du déterminant A (s).

Soient 5y, o, les deux zéros simples, 3 le zéro double.

Posons
Y,l_Edgé/i") . h=1,2,3,
puis .
Y‘:-?: gai(ﬁf ke

On a, d’autre part,

) A(a, 9A
[T = s

()alm

et, comme o3 est un zéro double de A (),

Z ()“A(o'q)a _()QA(O'3)O_+()A(O'3)
()(6[/{()0'3 m* _()a/m ()03 ? ’

()a/m

de sorte que

AY aY,
Tth:UhY/v h=r1,2,3, et d—/:UsYk‘*_Y:r

Fac.de T., 2°S., VIII.



298 R. LE VAVASSEUR.

De 14, on déduit pour la forme canonique

(3) @y Xy P+ Aoy Py -+ A3 (23 ps—+ 2, o) + 23 p,

arayaz(ay—ay) (ay— az) (a,— az) # o.
Si I'une des racines simples est nulle, on a le type

(4) A%y Py~ a3 (23 P+ 2, p,) + 23 Py,

ayas(a,— ay) = o.
Et, si la racine double est nulle, on a le type

(5) QWX Pr+ Ay Xy Py T3 Py,

a,a;(a,— ay) Zo.

4. Nous allons chercher quel changement de variable conserve cette forme
canonique
ATy P+ Ay Za Pyt dy (X3 s+ X4, Pu) + XT3 Py

Pour cela, considérons le systéme d’équations différentielles

dz, dzx, dz, dz,
E—:alxi, —a,x,, —— = azx;, m—

dt : dt

=23+ azx,.
Effectuons le changement de variables

xa:Z bfxﬁ}’ﬁs “,B:I’ 2, 3, 4,
g

et cherchons a quelle condition I'on a

d dy, d dy
%:ai}’n W:%)’w -dl;):‘%_)’sy Tif:ya+a3y4.

On trouve les formules

Iy = (I} 1
Zy=by,,
X3=— C)’K;

z,=dys+ ¢y,

(abc £ 0), d’ou I'on déduit, sil'on pose

1 1 1
Pr—= 7 91 P2= 3 92 P3:*73—029‘
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el

Voici les équations finies des groupes (3), (4) et (5) :

Groupe (3)... yi=xe®t,  yy=asett, yyTagert,  y,= e (ha + @),
Groupe (4)... yi=—ay, YT e, ¥y = Xz €%, = %} (hay+ x,),

Groupe (5)... yi=x,e%,  yy=xse%d, vy, Yi=Azy+ @,

5. Je vais supposer, maintenant, que le zéro double annule tous les premiers
mineurs de A(s) : il ne peut annuler tous les deuxiémes mineurs, sans quoi ce

serait un zéro Lriple; et méme, il n’annule pas Lous les deuxiémes mineurs prin-

cipaux.
On fera d’albord
N\ I9A(9a) o
Ya—-—_‘Wyy, A—=1,2,
ce qui donne '
dY dY
2 oY gp = al.

On prendra ensuite

Ys=c y1 Coya+ C3 Y3+ C ¥,

Y.=c\yi+cyye iyt y,

I 1 U ! M M ’ .
Ciy Cay C3, C4 €L C,y Cy,y Cy,y €, satisfalsant aux €quatlions

(an—o,)e+ @y2Cy -+ a,3C;3 -+ a,,C, =0,
Ay ¢+ (Agp— 03 ) Cy+ Ay3C3 -+ ay,Cy =0,
a3, Cy -+ Q35 Cy + (@g—0y)c;+ s, C, =0,

a,, ¢, —+ @,9Csy -+ A5 Cy + (@ — gy)c,=o,

équations qui se réduisent & deux, par hypothése.
Alors, on aura

dY; dy,
i =o0;Y, et 7;_0'3Y,*.
Je déduis, de 1a, la forme canonique
(6) AL &y Py~ Gy g Py + a3 (23 Py 24 py),

@ azaz(a;— ay) (a; — as) (a,— az) ;£ o.
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Si 'un des zéros simples est nul, on trouve le type
(7) A&y Py~ A3 (T3 Py TuPy)s
a,az(a,— az) F o.
Et, si c’est le zéro double qui est nul, on trouve le type

(8) ATy Py~ A3 Ty Pay

a;a,(a,— ay) 7 o.

6. Si P'on cherche quel changement de variables reproduit I'une des formes

canoniques (6), (7) ou (8), en suivant la méthode indiquée au n° 4, on trouve :
Ty=—ays,
ay=0>by,,
X3 — CUV;;_{_ d}’;,
X, — e)/:s—f‘f}’x;

d’ou
1
P1:zl'qn
1!
P2= b‘hy
po— ST
T of —ed
c(/+~d(]3
Pv= cf — ed

Les équations finies des groupes (6), (T), (8) sont les suivantes :

Groupe (6).... y,=zev), Y= Tye®t, Yy xgett, ¥, = x,ebh,
Groupe (7).... y,=ax, Ya=xpe®t,  yy—axgett,  y, = x,e%h,
Groupe (8).... y,=ax e, Vo= Taehl,  yy T ay, V= X4

7. Jarrive au cas ot A(s) admet deux zéros doubles n’annulant ni 'un ni
autre tous les premiers mineurs du déterminant A (o).

Soient o, et &3 ces deux zéros doubles.

On posera
O 0 A(oy) .
Y(x—z d“B\’ Y oa=1,3,
et s 4
9 A(O’a =2, 4
Y5 2 agy Uao v gy =0y, 0,= 03
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On arrive ainsi a la forme canonique

(9) a(xyp1-+ 22 p3) + ay(@3 s+ 2, py) + 24 Pz‘*‘ixsp'u
aas(a,—ay) Zo.

Et, si Pun des zéros doubles est nul, on trouve le type
(10) Ay (23 Ps—+ 2, i) + Ty P2+ T3 P, a7 o.

Les équations finies de ces deux groupes sont
Groupe (9)... y,=x %, y,=—etr Az 4-x,), yy=azett, y,—ewuMhzx;+a,),
et
Groupe (10). y,=ay, Y= kx4 @, ¥s=xzett,  y, = e% (hzy+x,).

8. Le changement de variables qui laisse subsister la forme canonique (9)

ou (10) est le suivant :
Zy=ay,

Zy=by,+ay,.

L3T=CYy
x,=dy;+ cy,;
d’ou jedéduis

T b

P1= 591— ;l—g%,
1

p2: _d(]%

. I d

Ps= 573— E_g_q'+7
I

Pr= Eqa-

9. Nous supposons maintenant que A(s) a deux zéros doubles, dont I'un
annule tous les premiers mineurs du déterminant A(s).

On a alors la forme canonique
(11) a (Zy P+ Ty pa) + (X3 s+ 2, p,) + 2, Py, a,a( @, — ay) #Zo.

Puis, en supposant que 'un des zéros doubles est nul,

(12) a (& P+ o p2) + &1 Py, a; 7o
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et
(43) a3 (23 py—+ X, pi) + Xy P2y Ay 7 0.
Les équations finies de ces trois groupes sont les suivantes :

Groupe (11)... y,=a,e%, ¥y = e Az, + 2,), Y3 = Xyt V= X, €M,
Groupe (12)... y,=az et yy= et Ao+ xy), ¥y o, Y=,

Groupe (43)... yy=ay, Vo= Axy + @, Yy Ty Er, Y=z, e,

10. Le changement de variable qui laisse inaltérées les formes canoniques (11),
(12) et (13) est le suivant :
XyT= Ay,
Zy=by+ay,,
Zy=cys+dy,
x,=eys+ f¥i

[a(cf — ed) £ o], d’ou je déduis

1 b
P1= 591“‘ ;92,
1
P2= 2429
_ Jas—eq.
P= g
. th—dqs_
Pie= ¢f —ed

11. Supposons, maintenant, que chaque zéro double de A(s) annule tous les
premiers mineurs du déterminant A(s).

On aura les formes canoniques

(14) @ (2 Py 2y Pa) + (T3 Ps+ 24 Pr)y a,as(ay— ay) £ o
et
(15) @y Py x&[;b‘

Equations finies (14). y,— z,e}, Yam= waeth, gy aged Vi @ et

Equations finies (15). y,= Yy== 2, Y= x5, Y=, en

12. Voiei pour quel changement de variables ces formes coniques restent inal-
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térées
xy=ay,+ by,
xy=cy, + dy,
b (ad — bc)(eh — fg) £ o.
xy—=eys+ fy,
T —=gys+hy,

On en conclut

_dqi—cq, _ ag>— bq, _ hgs— zq. ern eq-— Jqs
P ="ad—bc’ T ad—bc’ PTeh—rg> P en_fg

13. J'arrive au cas ou A(s) a un zéro triple et un zéro simple; le zéro triple
n’annulant pas tous les premiers mineurs de A(cs).
Soient o, le zéro triple, o, le zéro simple.

Posons
Y dA(U1) _ 0’ A (ay)
Y= “dagy 7 Y _'H dagy da,
N0 0% A(a) JdA(s,)
Y3_2 dagy da' 2 dagy T
On trouve alors
dY dY. dY. dY
El:a'lY,, 'd—;zleg—FY“ dt'i———_a'iY3+2Y2, 'd—;':G'[,YL.

De 14, nous concluons aux formes canoniques suivantes :

(16) a, (x> pi+ x3p2+ ZyP3) 4 Ay, Py Ty Pa+ 225 P3, aya,(a,— ay) o,
(A7) ai(x\pr+ 2P+ T3p3) + T Pa+ 225 P3, @y 7 0,
(18) ayz,py+ 21 P2+ 223, ayZo.

Voici les équations finies

Groupe (16)... )y =e%tz,, y,=e“ (hz,+ @), yi= WM (Nz+ 2h2y+ 23), ¥, =2, €%,
Groupe (47)... y,=—e%}, Yo €W Ao+ 2,), y3= enM(Nx -+ 2hxy+ 23), Y=,
Groupe (18)... y, =, Ya== A+ 2y, Yi= Mz -+ 2h @y + x5, Y=z M,

14. Le changement de variables pour lequel les formes canoniques (16), (17)
et (18) restenl inaltérées est le suivant :

Ty=a)y,

2y =by,+ ays,
Zy=cy +2by,+ay;,
2, =dy,,
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d’out
I b 2 b? c
PiIE%—a—_(]a—'— a g3
I 2b
P2= Zq: 52‘93,
1
P3= aqs’
I
Pi= a%-

15. Supposons que le zéro triple de A(s) annule tous les premiers déterminants
mineurs du déterminant A (s), mais non tous les deuxiémes mineurs, o, étant le
zéro triple, les équations (1)

Eaaﬁcﬁ:Ulcd (0(:1, 2 3) 4)
B

se réduisent & deux.

Posons

Yo=Y (), Vo= (ckya),

o]

les coefficients c,, c, satisfaisant aux équations (1), puis

N0/ dey dA(U'a
Y3_2‘<5&—1 ya> et 2 o
o4

daga

o, étant le zéro simple.

Alors
dy dy, dy dyY
'E! =Y, dt':‘finy d—;:UtY3+Y2’ d—;:UaY'.-
On trouve, par conséquent, les Lrois types suivants :
(19) ai (21 Py~ Zy Py X3 Py) + Ay 24 Py~ Ty Py (a,— as)a,a, 7o,
(20) ay (&4 py~+ Zopsy+ Z3ps) -+ ZyPs,y @, 7 0,
(21) Ay Xy Py X2 Py a7 o.

Les équations finies de ces trois groupes sont respectivement
Groupe (19)... y,—zev?,  y,=aent,  yy—eur(Aay+ x3),  yi,= xe,

Groupe (20)... y,=aje%, yy=axpetd,  yy=evr (Aay+x3),  yi=a,

Groupe (24)... yi—=ax, Y= &y, Ys= Axy,+ &3, Y= @, e,
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16. Voici, maintenant, le changement de variables pour lequel les formes cano-
_niques (19), (20) et (21) restent inaltérées :

Zy=ay,+ by,
Zy= CYs,

Zy=dy,+ey,+ cy,

Z, = [¥4,
d’ou
I d
P1= 2 q1— e VED)

b I bd e
Pe=— a_cq1+ Zf]2+ et VED)
1
Ps— quy
I
szfqa-
17. Yarrive au cas ou la racine triple de I'équation A ()= o annule tous les

deuxiémes mineurs du déterminant A(s).
On a immédiatement les trois formes canoniques suivantes :

(22) a (2 Py~ Ty Py~ T3 p3) + Ay, P,y a a(a; — ay) 7o,
(23) Zy Py Ty Py + Ty Py,
(24) Z, Py

Voici les équations finies :

Groupe (22)... yi=@ett,  yy=xaett,  yy=axgett,  y,=xpenh
Groupe (23)... Y=z, e, Ve xyeh, Y= &€, V=,
Groupe (24) ... V1= &y, Vo= &y, Y= &3, Y= e

18. Voici maintenant le changement de variables qui laisse inaltérées les formes

canoniques (22), (23) et (24) :

2y =0by 1 ¥1+ bizys+ b1y,
Xy =byy y1+ by ¥s+ b3 ys,
Zy= by ¥+ bgy o+ b33,
xz,= by,.

Posons
B = (b4, by bs3),

Fac. de T., 2¢ S., VIIL 38



306 R. LE VAVASSEUR.

on a
__dLogB " d LogB + 0LogB
Pi=—1q1 9b,, q2 PI qs b

__0dLogB + dLogB N dLogB
D= 0b, T T8, T T 0k
__dLogB + d LogB 4 d LogB
P 0h,, T 0k T by

I

Piv= 79

19. Dans le cas ot A(c) admet un zéro quadruaple, si 'on pose
o dc d*c O dBc
Y1:E(0a}’a), Y, = aﬁ}’a, 3:2W;)’a, Y.= ?;)’m
o o o -3
o, étant le zéro quadruple, on en déduit

@y,
dt

d
=Y+ Y, '%‘——QYz‘i‘%Ys, %:3Y3+°’1Y4;

av,
dt

- lela

d’our je conclus les deux formes canoniques

(25) a (2 py~+ Xy Py~ T3Py + X, Py) + By Prt 22, P+ 3y pu, a,Zo

et
(26) Zy Py 2233+ 325 Pye
Les équations finies sonl ici
yi=zety,  yy=e (Ao 4+ xy), Yy e (Way+ 22+ 23)
et

Y= e *(WBz,+ 3Nz, + 3hx; + 2,),

pour le groupe (25), et, pour le groupe (26),

Yi=2, Y= AT Xy, yy=Ra2hxy -tz y= MBx,+3Nzy+3hzs3+ 2.
20. Quant au changement de variables qui laisse inaltérée I'une ou l'autre de

ces deux formes canoniques, le voici :

x,:a]',,

Zy=0by,+ ays,
Zy=cy,+2by,+ ays,
z,=dy;+3cy, +3by;+ ay.;
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(28)
(29)
(30)
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d’ot je déduis

1 b 2 b2 c 663 6bc d
P=gh T g\ T )T\ T e e
o 2b 6 b2 3¢\
Pz—a?z'— P qs+ —a*;r—‘ﬁ)(/n
1 3b
Pa—a‘]a VERA
I
Pi= 7 T

21. Si le zéro quadruple annule tousles premiers mineurs du déterminant A (),
on pourra poser, ou bien

dc dc
Y1:2(Cuya)y Y2:}: <(Ta.%.70£>’ YSZEZ_E?
o «

-3

’
Yos YAZE CaYas
o
ou bien

Yizzca}’a, YzzEg—z_i“}’as Y:;:XC&_}’ou

o o 3

N dey,
Yo=Y o e
*%

De la les formes canoniques suivantes :

(27) @y (2 py -+ Ty Pa—+ T3 Ps - T, py) -+ Xy Pa+ 2253, a,Z o,
(28) Xy Pa—t 2Z4 P3,

et

(29) a (2 P+ Xy Py~+ X3 ps + 2, p,) + Ty P2+ T3Puy a7 o,
(30) Xy P2t Ty Py,

équations finies

ri=etty,  yy—etr( A 4 x,), ys=enM Nz, + 2hzy+x3), y,—e4lx,,

V1= &y, Yo= Az, + 2, YVs= N+ 2hzy+ 23, Y= %y,
.}’1:3"‘)‘1'1, )’2:ea')‘(7\1’1+x2), )’3:ea'x$37 ﬁ:e“*‘(l%#r zy),
)1—= %, Yam= ATy + 2, Y3 = Z3, Yo—= hzy+ z,.

22. Le changement de variables qui laisse inaltérées les formes (27) et (28) est

Tr=ay,

Zy=by,+ ay,,
Zy=cy,+2by,+ays+dy,,
z,=ey,+ [¥i;
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d’ott 'on déduit

1 b 2 b2 ¢ de e
Pi= 91— — 9+ —+Ez_f T Gf 1w

a a? a? a?
1 2b
= —=q:— —59s
P2 an pe g3
1
pS—_“ a(/b

i,
]’a——.?%— af(h'

23. Relativement aux formes (29) et (30), on trouve

ry=ay,+ b}'g,
Zy=cy+ay,+dy,+ by,
Zy= ey + [¥s
=gy ey +hys+ [y

d’ou
_ Sfo—eqs | (ed—fc)(fq—eq.) | (eh—fg)(ag.— bg,)
Pr= af — be + (af — be)? - (af — be)* ’
_ J92—bq.
P2= af — be ’
__aq;— bg, (bc—ad)(fqz—eqk)+(bg—a/z)(aqk——bq?)
Ps= af —be (af — be)? (af — be)? ’
_aq,— bq,
Pv= af —be

24%. Dans le cas d’un zéro quadruple annulant tous les deuxiémes mineurs,

mais non tous les troisiémes mineurs, la forme canonique de notre transformation

sera

(31) ay (2 Pr+ Ty Py T3Py Xy Py) + Z1 Py a7 o
ou

(32) Z1 P2y

équations finies

(31) .71:'”13“‘}’ yr= et Az, + 2,), Y= 36, }”A:“‘Ae“*)‘,

(32) Y11= %1, 3’2:7\"”1‘*‘502, V3= X3, Y= Ly

25. Voici le changement de variables qui laisse invariables les formes cano-
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niques (31) et (32),
Zy= Ay,
2, =by,+ay,+cys+dy,,
Zy=ey1+f¥s+ 8Yu
Zy=hy\+iys +JYs;

d’ou je déduis
_1 b ejps—ign  h(fg.—gqs)  e(id—jc) +h(cg — fd)
=g @y fi—ig a fj—ig a(fj —ig) 12
1
P2== a(]z,
J9s— iq. id—je

= : g -+ < - ,
Ps="5"ig Talfi—in)"
J9.— 895 cg —Jfd
fi—ig Ta—i) "

Pi=

26. Enfin, sitous les troisiémes mineurs sont nuls, on a la forme canonique
(33) Xy D1+ Ty Pyt Ly Pt Ty P

Les équations finies sont
)’otzxotex (OC:I, 2, 3) 4);

tout changement de variables transforme cette forme en elle-méme.

CHAPITRE II.

GROUPES DE DEUXIEME ESPECE DONT LES TRANSFORMATIONS
SONT ECHANGEABLES DEUX PAR DEUX.

27. Nous allons chercher les groupes de deuxiéme espéce en commengant par
ceux dont les transformations sont toutes deux par deux échangeables.
Soit d’abord
Xf=a, 2, py+ ay 23 ps+ a3 23 ps + a, 2, p,.
Posons

Xf—_—Ebaﬁxapg;
a3
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exprimons que I’'on a
(XY)=o,

on trouve les conditions b,g= o si a est différent de {.

On en déduit deux types de groupes :

o) ATy Pr+ Ay Ty Pot+ A3 X3 P3+ A, 2, Py,
by pi+ byzypy+ by ps—+ b, z,p,

et

@) ( @aa®aps+ aszyps+ a,z, p,,

? by py+ by 2y ps+ b, 2, p,,

équations finies
Ya=xqerttle  (a=1, 2, 3, 4).

28. Envisageons maintenant les transformations (3), (4) et (5) du Chapitre I.
Soient
X[ == a\@p1+ ay2y py+ a3 (23 p3+ 2, py) + 24 p,
et
X /= bagzap.
o f

Si nous cherchons a quelle condition I'on a

(XY)=o,
on trouve pour Y f la forme

Y/f=byxpi+ byyxypy+ byy(x3ps+ 2, p,) + by, s py.

Si I'on applique & la transformation Y f ainsi obtenue le changement de variables
du n° 4, Y f ne change pas.

De la les trois types de groupes suivants :

AL Xy P~ Ay Xy Po—+ a3 (T3 3+ 2, p,) + X3y,

(3) byx\pi—+ byxypy+ by(2yps+ 2, p,) + b, 23,
(4) 5 @aZapat a (T3P Zpy) + Tapy,

( by xypy+ by(xyps+ 2, p,) + b,xsp,,
(5) [ @@ipr+ @ 2Pyt 2opis

?. by p,+ byzypy+ b,y p,.

29. Jarrive aux transformations (6), (7) et (8) du Chapitre 1.
Soient
Xf=a,21+ ayxy+ ay (23 ps+ 2, p,)



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES.

et

Yfzz bagxaps.
B

Cherchons a déterminer Y f de maniére que l'on ait

(XY) — 0,
on trouve

Y/=0buzipy+ by @y py—+ byszs py+ by, p,—+ bsy 3 p,+ by, ps.

Faisons le changement de variables indiqué au n° 6.
Alors

1
Y/=0buy19:+ bny:q:+ m[ (

311

bsscf — bycd + byzef — bued)y;qs

“+ (— bssce + by et — bz + byec ) yiq,
+( bydf — by d? + by f2— b fd) y.q,
~+ (— bysde + by,cd— by ef + b fe)y.q.]-

Ici deux cas sont a distinguer :

Supposons d’abord
(b3s— by )2+ 4,303,520,

alors on pourra poser
by, + (b, — by3)ce — b;e2 — o,

b3, d* 4 (b, — by3)df — b3 fP=o0

et satisfaire & ces équations simultanément, sans que ¢f — de soit nul.

On trouve alors la forme réduite

s AT\ Py + Ay Xy Pa+ as(Zsps—+ x, py),
E by, P+ byxy py+ byxsps+ b2, py, by Z£ by,

nous sommes ramenés aux types (1) et (2) déja obtenus.
Mais soit maintenant
(bss— b33 )2+ 4 by, b,5= 0.

Supposons d’abord
bizs="b;,=o,
et, par suite,
by3 = b,,.

On trouve les groupes

| 1&g P1+ Ay Ty P2+ A3 (23 Py + 2, py),
by py+ by py + by (@3 ps + 2, p),

(7) [#2ps2s 23ps+ 20 pi],
(8) [#pis x2ps].

(6)
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Supposons que b3 et by, ne sont pas nuls tous les deux. Soit, par exemple,

b3 7 0.
by d* 4 (by,— bys)df — by f2= o,

Posons

alors, dans Y £, le coefficient de y,¢; est nul. On peut donc reprendre le calcul au
début en supposant b,3 =o0 et bgg = b,,. Si I'on veut qu’en effectuant sur Y fle

changement de variables du n°® 6, le terme en y,g; ne réapparaisse pas, il faat

supposer d =o (d’ou ¢f£ 0). Alors
. c
Y/=0buy1q1+ byy2qs+ by, (¥3qs+yiqu) + 5357 V3G

Si bg4 7 o, on retrouve I'un des types (3), (4), (5) (n° 28). Sinon, nous retom-
bons sur les groupes (6), (7), (8) trouvés toul a I’heure.

30. Jarrive a I’examen des transformations (9) et (10) du Chapitre 1.
Soit »
Xf=a,(x,py+ Z2p2) + a3 (23 ps+ 2, p,) + 21 P+ 23 p,
et

Yf:E bag o pg.
B

Déterminons Y f de fagon que l'on ait

(XY)=o,
on trouve

X f= by (2 pr+ @3py) + bas (23 ps+ Zypy) + by py+ by, x5 p,.

Le changement de variable du n° 8 reproduit Y £. Il n’y a donc pas de réduction
possible, et 'on trouve les deux types suivants :

5ai(x1P1+x2P2)+a2(x3P3+‘TAPL)+ Z1P2t+ X3Py

(9)
( bi(zypr—+ 2y ps) + by(sps+ 2, p,) + by, pa+ b, x5 py,
' Ay (X3 ps+2,p,) + X pet+  ZT3pu,
©(10) 3
by(xsps—+ z, py) + by po+ b, 23 p,.

31. Prenons maintenant les transformations (11), (12) et (13).
Soit :

Xf=ay(@pi+ @2 p2) + as (23 ps+ 2, pi) + &, pac
Déterminons

Yf :2 bagxapp,
B
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de fagon que I'on ait
(XY)=o,
on trouve
Y /= bu(xpi+ 2:p5) + by 23 ps+ by py+ b pa+ by, 23 py -+ by, py.

Si nous effectuons sur Y f le changement de variables du n° 10, on trouve

Yf= bu(}’tﬂh‘*‘y-z’]z)

T

+ b1 y1q:+ cf—ed[ ( byef —bycd+ bysef — bed)y,qs
4 (— by3ce + by,c* — bze® + byec)ysq,
+( bydf— by d® + b, f*— bufd)}’b(/s
—+ (— bysde + by,de — byef + by, fc)y.q.]-
Si 'on a

(byy— by3)*+ 4 by, byy £ 0,
on peut alors poser simultanément

by c* 4 (b, — bys)ce — bze* =o,
by, d?—+ (by,— byy)df — by f?=o

et satisfaire & ces deux équations sans que ¢f — ed soit nul.

On trouve alors les groupes

g a, (i py+ 23py) + (X3 ps—+ X, p,) —+ Xy Pay
l bi(z pi+xyps) + byzspy + by, py+ bz, p,.

On retombe donc sur les types (3), (4) et (5).

Soit maintenant
(bys—b33)* + 40,30, = 0;

si
biy= by, = o,

d’ol
byy=0b,,=o,

on obtient les groupes suivants :

‘ a (21 p1~+ Z3Ps) + ay(Z3ps+ 2, p,) + 2, Py,

(11)

! by(z, py~+ 22 p2) + bo(@spy+ 2, ) + by ps,
(12) [2yp1+ 23 P2y P, ],
(13) [2sps+ 2, pis, 21 p2 ]

Si l'on suppose que b,; ou by, soit différent de zéro, par un raisonnement ana-
Fac. de T., 2¢ S., VIIL. 39



314 R. LE VAVASSEUR.

logue a celui qui a été fait a la fin du n®29, on démontre que I'on retombe sur les

types (9) et (10).

32. Je passe aux transformations (14) et (15).
Soit

Xf=a(x,py+ xop2) + as(x3 s+ 2, Py ).
Déterminons i

Yf_—_E bagxaps

@B

de facon que l'on ait
(XY)=o,

alors
Y/= Obpapi+ bpxpy—+ byxapi+ by a3 ps

+ by X3Py by Xy Py by 2 P+ by, P

Nous avons ici & utiliser le changement de variables indiqué au n° 12. Les
résultats qu'il donnera se voient sans difficulté.
On trouvera d’abord les groupes

‘ A (Z pr~+ xapy) + ax(@3ps + 2. py),

2 bz py + boxapy + byxspy + by, py,
avec
(by— 6,)(by—b,) 5o,

ce qui nous raméne aux types (1) et (2).
Puis les groupes

( ar(@ipr+ @ap2) + ay(2yps+ 2,pi),
l bizypy + byxypy+ by(wsps+ 2 py) + bz p, (by— by % 0),

c’est-a-dire les types (3), (4) et (5), si b,5%2 0 et, si by==o, les types (6), (1)
et (8).

Enfin les groupes

a2 P+ Zaps) + (23 ps—+ 2o Pi)s
by(@,py+ 23 py) + ba(x3pa—+ 2, py) + b2y py+ byxapy,

st Von a b3 6,524 o, on trouve les types (9) et (10).
Sil’'un des deux nombres by, b; est nul, mais non pas I'autre, on retombe sur
les types (11), (12) et (13).

Reste enfin le cas ott 3= b, = 0. On trouve alors le type nouveau

(14) [z, pi+ 23 P2y 2303+ 2 ps ]
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33. Je passe aux lransformations (16), (17) et (18) du Chapitre I.
Soit
Xf=a(x\p1+ 2yp,+ Z3Ps) + @y, p,+ Zy P2+ 22, 3.

Déterminons

Yf:z ba{i'ral)ﬁ
B
par la condition que 'on ait
(XY)=o,

on lrouve
Y/=0bu(z,pi+ zy3p,+ Z3Ps) + bz, p,+ by (2 py+ 22y p3) + by p,.

J'applique a Y f le changement de variables du n° 14. Je constate que ce chan-
gement de variables laisse la forme Y f inaltérée. On a donc les trois groupes sui-

vants :

( (ll(x1]Jl+$2pg+x3P3) —+ aszl)g—l— ¢T1P2+ 2,172])3,

(18) Vo (xypr+ 2o py+ 23 p3) + by, p,+ by(xy p,—+ 2.2,P;3) + b, x, p;,
(16) A\ (Zyp1~+ X3Py + T3 Ps) + 2y py+ 22, Py,

b1(Z1 1+ Xy pa+ 23 p3) + by(2,py+ 22, p) + b, 2, ps,
(17) TPy ~+ T Pyt 22, Py,

byz,py + by(x,py+ 22,p3) + b,z ps.

On a, en outre, les trois groupes que voici :

(15 g A (21 Py~ Ty Pa+ T3 P3) + Q2 P+ X, py+ 22, s,

U o1(21pi+ @2 pa+ 23 p3) + by py+ b3(2,p2+ 225 py ),
(16") [Z1P1+ @2 pa+ 23 py, 21 pa+ 22, py ],
(A7) [Z4piy 2 P2+ 222 p5].

34. Examinons, maintenant, les transformations (19), (20) et (21).
Soit
Xf=a(@ipi~+ 23py+ 23p3) + ay 0, p,+ L2 P3e

Si P’on cherche & déterminer Y £ de facon que

(XY) =o,

on trouve

Yf=0buzpi+ by (x,p,+ 2y p;) + bo2ip, 4 b3 ps+ by zyp,+ by, p.
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Appliquons alors a Y f'le changement de variables du n° 16. Alors 7

d a’l
Y/ =01y1q1+ b2a(yaqa+¥3qs) + b yuqu—+ [(b‘zz—‘ bu)g —+ bls'(:_'J)/I(/S

b c ) bd b d
-+ [( by — b‘n)zl‘ -+ bna]]éfh“” [(bzz_ b“);z -+ b135 — b‘zlt_z -+ baa])'zfls-

Supposons d'abord b, 3£ b,,; alors, on pourra poser

d(byy— byy) = bysa, b(byy— byy) = bayc,
alors on trouve

‘ a,(z,p;-+ Z3ps Xy Py) + QT Py Ty Py
? by, py + by(xypa+ x3ps) + by, p, 4+ b,y p;.

Nous retombons sur les types (3), (4) et (5).

Soit, maintenant,
b= bas.

Alors
Y/ =0u(y191+ Y292+ ¥393) + boy.q.

a c b d
—+ blsE Yiqs+ b21&)‘271+ <b13'5 — bil; -+ b23>}’2([3;

st by304,5% 0, on peut poser
a

bs— —2b,, -

l3c 21a’

d’otur le groupe

a; (L Py~ Ty Py~ T3 P3) -+ ATy Pyt X1 sy
bi(zypr+ 23py=+ @3 ps) + by, py 4 by 2y ps+ by (22 ps+ 23 py)s

c’est I'un des types (15), (16) ou (17).

Si by3=o0, by, 2 0, on aura les groupes

{ @ (2ypy=4 Zapy—+ T3 p3) + @2 Py Xy P,

(18)
2 b (21 py+ Zypr—+ x3P3) + by, P+ bs 2o pst- by 2o pys

| a (xypy—+ X3Py X3P3) + Typs,

(19)

2 b (x,pr~+ 2ypa—+ 23 p3) + b33 ps+ by 22 pys
Ay X, P+ Xy P3,

(20) S 2 X, P Ps

( byxypy, + byzaps+ b,z py.



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIADLES. 51’7
Si, au contraire, on a 0,354 0, by, = 0, on a les groupes

(a1) S a) (2P~ TPy + Ty Ps) + AT, Py Lo Ps,
? bi(zypy+ @aps+ x3p3) + by pi+ byxa py+ by, ps,

{ a,(Zyp1+ TPy T3 Ps) + ToPs,
(22) ?
by (@) py—+ 2y pr—+ 23 p3) + byxypy+ b2y ps,

| @y Py + ZoPsy

23
(2%) 2 byx,p, -+ byxypy+ by, ps.

Enfin, si b,3= b,, = o, on a les groupes

{ ai(@ypy~+ 23 pr+ 23 p3) + Ay, Py~ T Py,
(24) 1
(21 py+ 2y ps+ X3 p3) + by 2, pu—+ by 2, py,
(25) Lz pi+ 2aps=+ 23 P35 23 ps],
(26) [z, Py, 22p3].

33. Je passe aux transformations (22), (23) et (24) du Chapitre 1.
Soit
XS =a,(xp1+ x2p2+ Z3p3) + A, 2, P,
Déterminons
Y /= bagzaps
@B

(XY)=o,

de facon que I'on ait

on trouve
Xf= buxpi+ bpx;py+ byxp,

+ by @y Py bay Ty Py a3 s Py
+ by 23 py+ bsyxypy+ by xspy—+ by x, p.

D’aprés le changement de variables indiqué au n° 18, nous pouvons énumérer
les cas suivants :

Soit
by—a by, bys
B(o)= by byy—o I/
1)31 b32 bsa“‘ g

Le premier cas est celui ot B(s) a trois zéros simples.
On a le groupe
‘ a (zyp1~+ Ty ps+ X3 p3) + Ay, p,,

?. bixypy+byxyps+ byxsps+ bz, p,
avec

(1= b5) (by— by) (by— by) Z o

Nous obtenons ainsi les types (1) et (2).
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Si B(s) admet un zéro double, on aura la forme canonique

a (Z\pr+ Zypy =+ 23p3) + Ay 2, py,
L b2y py+ by (23py+ 23 p3) + byz,py+ b, 2, ps.

Sil'on a b, o, cela donne les types (3), (4)et (5) et, si b, = o, les types (6),
(T) et (8).

Enfin, supposons que B(s) admette un zéro triple.

On ales types que voici :

a (2 pr~+ 2ypy+ 23p3) + a, x, p,,

(27)

b\ (21 pr~+ 22 ps+ 23 p3) + byz,p,+ by(z,py+ 22,P3);
(28) [21p1+ 22ps+ 2y py, Z\ps—+22:p;3],
(29) [zipes @it 225y ]

Ce sont les types (15'), (16"), (1T) trouvés au n° 33.

Si la racine triple annule tous les premiers mineurs de B(s), on retrouve les
types (24), (25) et (26). Enfin, si la racine triple annule tous les deuxiémes mi-
neurs de B(s), on a le groupe

(30) [Z1p1+ @2ps + @3 ps, 2, ]

36. Examinons, maintenant, les transformations (25) et (28) du Chapitre I.
Soit
Xf=ai(z\pr+ 2yp2+ 23ps+ 2, p,) + 2, py+ 223 P53+ 32, P,

Déterminons

Yf:zbagxupp,
o8
de fagon que
(XY)=o.
Alors

Y/=0b.(2,p1+ 2sps+ 23 py + 2, py)
+bi3(@py 4 32,p,) + by (2 pa+ 22, p3+ 3ayp,) + by, p.

Le changement de variables du n° 20 laisse cette forme inaltérée, de sorte que I'on

a les deux groupes suivants :

A (T Pyt ZaPr XyPy - 2, pL) + X Py 22,py+ 323p
(31) bi(xypi~+ xypy+ Z3py—+ Z,py)
4 by (2 py+ 22y ps 4= 32, py) + by (2, py+ 3a,p,) + boxyp,
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et
(32) g 1Pyt 2Zy Py 323y,
U b3 (o ps+ 32apy) + b,z p,,

puis les groupes

(@1 (21 pr1+Zapot- 23 ps+ 2, p,) + ay (Z1pat 222 p3+3x3p,) + a3 (2, ps—+ 3, p,),

(31")

b, (x1]’1+x2]’2+1'3[73+xa[91.)+bz(-z'1]’2+2“’2}’3‘*‘31'3134)+ba($1P3+3$2P5)9
(32") [2ps+ 22y P+ 33y, xyps+ 22,p, ],
(317) ; a (2 1+ Zypy+ x3p3+ 2, p,) + ay (2 po+ 22,03+ 325 p,) + azx, p,,

U by (2 Py + @y Py + @3 py+ @, ) + by (21 py+ 223 s+ 3xsp.) + by pi,
(32") [2)p2=4 22, py+ 323 p,, zp,];
enfin,
(32") [Z1ps+ 222 p3+ 325 p,, Zypr+ Zypa+ T3 p3+ 2, P, ]

37. Jarrive aux transformations (2T) et (28) du Chapitre I.
Soit
Xf=a(,py+ @3ps+ x3ps+ 24,p,) + 2, py+ 2255

Déterminons

Yf:z bag x4 pg,
@B

(XY)=o.

de fagon que
On trouve

Y/ = b, (2, pi+ x3ps+ 23 p3)
+ bz, pyt b1y (2, P2+ 223 p3) + by py+ by py+ bz, ps.

Appliquons & Y f'le changement de variables du n° 22.

Il vient
Y/ =0bu(y1q1+ 5292+ y3q5) + b yuq,+ by (11 s+ 2)2q3)

d d
+[(bu‘" bu)[T;- f+bu +bl3]qu3

d
+[(bu bn)_ }l] Y1qds+ [(bn_bu)g “*343‘/5])"«73-

Supposons d’abord
bll ;é bbb'

(bu_' [)u)d:bmfv
(by—by)e =by,a.

On pourra poser
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On aurait les groupes

A (Z\pr~+ TaPa+ Typy -+ Lop,) + 2Py + 22,5,
[ bi(@1p1+ Zaps—+ 23p3) + by, pu—+ by (21 pa+ 22,p3) + by py, by— by 2 o.

Ce sont les groupes (15), (16) et (17), si b o.
Si b, = o, cela donne les groupes (27), (28) et (29).
Supposons maintenant
by, = by,.
Alors
Yf=0u(y1q+ )20+ Ysqs+Yugs) + 010 (Yi g2+ 2y2q5)
-+ <b13+ bn% — bu}“{>}’1 qs—+ bm}l)’lf]r“‘ b3 g}’:’]:;-

Si b,3b,45£ 0, on peut poser

e d
1)13+ b“& — [)1,*7 —=o0;
puis, par exemple,
a
by = 0L

d’ot les groupes

(33) ( a(zpr+22ps+- Z3Py+ TyP,) + L Pyt 223D5,
2 bi(2,py+ 2ypr+ xT3py—+ 2, py) + T Pt TPy

(34) [Zip2+223p5, 210+ 2,p; ]

Si b43# 0, bggz 0, on fera
bi.d=b\f,

ce qui déterminera d; d’oti le groupe

(35) (2, P+ X3Py ZyPps =+ 2, p,) + TPy 222Dy,
bi(x,p1+ 2apy+ Xy Py 4 T py) -+ T4 ps,

et le groupe
(36) [Z1pat+222p5, ups ]

Supposons
b,,=—o, b,,Zo.

On fera
byse =— aby;
d’ou les groupes
a (z,py+ Zypy 4= 2, ps+ Lypy) + TP+ 222 Pss

(37)
by (2 P14 Z2P2+ T3ps—+2Py) + Ty Py



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES. 321

et
(38) [21p2+ 225p5, 2,p,].
Enfin, si b,y= b,3=0, on aura les groupes

(39) a (Z1p1+ ZypPa—+ TyPs—+2,p,) + 2, py+ 22,5,
by (&1 p1~+ Zops -+ 23p3s + 2, p,) + by, ps;

(40) [2ips+ 223p5, 24p;].

38. Examinons maintenant les transformations (29) et (30) du Chapitre I.
Soit
XS =ay(x1pr+ Zaps+ 23p3 4 2upy) + 24Py + T3 Pie

Déterminons

Y/= E baﬁwal’ﬁ,

B
de facon que I'on ait
(XY)=o.
On trouve
Y/f=  bu(xpr+ 2aps) + by (23ps+ 2, py)

+ bys (2, p3 +22py) + by (312, o)+ by 2y prt+ by 2y Pt bgs 25 pa+ b3y 3 p,.

Effectuons sur Y f le changement de variables du n° 23.
Supposons que I'on ait

(bys— 041)*+ 41363 F 0.
On pourra alors poser
by3a* + (bys— by ) ae — by e* = o,
b3+ (b33— b)) of — b31f2:O

et cela avec 'hypothése
af —be =AFo.

Cela revient a supposer que dans Y f on fait b,3 = b;; = 0. Nous voulons, en
outre, que, si 'on fait sur Y f le changement de variables du n° 23 (ou un cas
particulier de ce changement de variables), les termes en V193, Y2 G0 Yaqiy Vi
ne réapparaissent pas. Comme on suppose

(b33— b1 )+ 41305 F 0,
cela revient a dire ici, si by3= b3, =0, que l’on a

i bbss?f byy.
Fac. de T., 2¢ S., VIII. 40
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On pourra, par exemple, dans le changement de variables, faire b =¢ =o,
af # o, puis déterminer g et d par les équations

(b1y— bs3) g = bua,
(b4 — bss)d:“‘ bs?f-

On trouve alors le groupe

( a1(@1pi—+ XTypa+ Z3ps—+ Zypy) + & P2+ Z3Pss
?. by(xypy+ xapy) + by (23 ps+ 2y py) + by P2+ b2y,

ce qui redonne les types (9) et (10).

Supposons, maintenant,

(bss— b1 )+ bbby =o.
Nous pourrons, par exemple, supposer by3=o0; de plus, nous aurons
b33 = by;.

Si nous voulons appliquer le changement de variables du n° 23, de facon que
le terme b,5(y1 ¢s+ y2q4) ne réapparaisse pas, il faut supposer que I'on a

e=o, af # o.

En écrivant que le terme en ¥, ¢» a le méme coefficient que le terme en y;q;,
on trouve
g b f
stxg :21715? + by, — by — baz'&’
équation qui déterminera g sil'on a

b3y 7 o.

Alors, a cause de la présence de la transformation X f dans notre groupe, on
pourra, dans Y f, supposer nul le coefficient commun des termes en ¥ q» et ¥3¢;.

On pourra, en oulre, écrive que le coefficient de y/5¢ est nul (il suffira de faire
b=o).

On a alors les deux groupes

( @a1(z1pr+ Z2p2t T3Py~ Ty py) + TyPa+ TyPis

(4
) } by (Zypr—+ TaPa— T3 ps—+ T4Ppy) + T3Py + Ty Pat byxipys

‘ Ty P2t T3Py,

42
(42) ? Z3py~4 2y Pa+ by 2y pys
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puis les deux groupes

Ay (Zy P+ Ty pa+ Ty ps+ X, p,) + @y (2 P+ 23 p,) + a;(zyps—+ 23 ps),

(41")
by (21 p1+ Zy P+ 2y py+ 24 pi) + by (2 py+ 23 py) + by (2, ps+ 23 p,)
et
(42') [z pe+ 23pyy 2yps+ 23, ].
Nous avons, dans ce qui précéde, supposé bs, £ 0. Soit maintenant by, — o. Alors

les termes en y, ¢35+ yaqs, ¥s ¢+ ¥1q2 ont des coefficients nuls.
On peut encore égaler les coelficients de y, ¢, et ¥3q4- Silona b, 5% 0, 'équa-

tion obtenue,
b

20y, - = bs— by, + b, I
1+f 12 1% 32 a’
déterminera b. :
Alors, a cause de la présence de X £, on peut, dans Y f, supposer nul le coefli-
cient commun aux termes en ¥, ¢, 3 ¢i, et I'on a les groupes
(21 Py~ Zapy + T3Py + 2, p) + TPy + 24p,,

(43)
bi(z\pr+ Zopr+ 23 ps+ 2, p,) + by, py+ byxap,y;

(44) [z\ps+ z3py, byzyp~+ byayp,];
enfin le groupe

(45) [Z1pi+ @2 ps+ 23 ps—+ 24 puy, @ py+ x3p,].

39. Jarrive aux transformations (31) et (32) du Chapitre 1.
Soit ?
XS =a\(&1p1+ @y py+ 23 ps+ 2, py) + 2, ps.

Déterminons
Yf:EbaﬁwaPﬁ’
o, B -
de maniére que P'on ait
(XY)=o.
1l vient
Y/ =bu(xipr+ 23ps) + by 3 ps+ by, p,
+bpxypy+ by py+ by, p,+ by z3py+ by, z5p, + bz, py+ bysz, ps.

Nous effectuons sur Y f le changement de variables du n° 23.
Nous allons d’abord supposer que ’on a

(bui— b33)* 4+ 403 by = o,
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Alors on pourra poser simultanément

by fr 4 (byy— by3)if — by3i*=o,
b3, 8%+ (byy— b33) gj — busj*=o,

el supposer en méme temps
Ji—gizo.

Ainsi on peut supposer nuls by, et b,3, et en méme temps by3 52 b,;. Pour que
les coefficients by, et b,; ne réapparaissent pas lorsque 'on effectuera sur Y £ le
changement de variables, on fera, par exemple,

g=1i=o.

Supposons by3 — byy % 0, by — by 7 o, faisons

byza by,a by f bisj
ih—= ———— = = d= .
h by, — by,

e—_=

) =

bu"‘b:m’ I bn—bu bsa'“bu,

Remarquons enfin qu’a cause de la présence de X f on peut supposer que le
coefficient de y, ¢ dans Y £ est nul. Il vient

5 a (21 p1= Typy—+ TyPs—+ Ty Py) + ZT1Pay
( bi(x1py1+ x3py) + byxypy+ by, py, (by— by) (by— b3) (by— by) Fo.

On retrouve les types (3), (4) et (5).

Si I'on suppose b33 = by, alors on a nécessairement

by 2 byy5
puisque, par hypothése, on a

b33 7 by
On pourra toujours poser

bya b,yJ
— + d — +
= b T
Sl b{gb:}g# 0, on fel‘a
a
bw? = b3,

on a alors les groupes

a,(Zyp1—+ ToPa—+ T3Ps =+ TuPy) -+ 21 Pay
by (@1 Py + ZaPa—+ Z3Ps) + by, py+ by(2ips+ Z3p5)-

On retrouve alors les types (15), (16) et (17), ete.

Soit maintenant
(bys— by3)*+ 40,305, =0,
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on pourra toujours poser

by, g2+ (by— bss) §f — bisj>=o.

Cela revient & supposer b;3=o0 dans Y f. Alors on a, en méme temps,

b

+ = bss.

Pour que le coefficient de y, g3 ne réapparaisse pas dans la transformée de Y £,

il faudra supposer g =o.
Si by35£ b4y, on fera

¢ — b;;a
- bll—- b33’
puis
. byyia — by,af — byef
hf— je — 213 1 34

b33_ bll ’

ce qui déterminera /. Ensuite,
. d

C(b“'—‘ b33) -+ b32f+ bb2l _— b35'€'~— -0

déterminera ¢ et :
(byy— by3)d 4 byyj =0
déterminera d.

On trouve ainsi

a (zypy+ 2ypy + Zy3ps—+ Ty Py) + Ty Py
by (@ pr+ X3 ps) + bo (23 ps+ 2, pi) + bsx3pys by— by#o.

Ce sont les types (9) et (10).
Si by = o0, on retombe aussi sur des types déja obtenus.
Revenons sur ’hypothése by35£ by4. Soit byg= by
Si 03,54 0, on délerminera e et d par les équations

byef = byia— by, af,
fd

by, 7 = by [+ €ysls

Quelles que soient les hypothéses faites, on retrouve des Lypes déja obtenus.
Soit alors b;,= o; voici les groupes que I'on obtient :

(46) (2 P14 Ty P+ T3 Pyt Ty Py) + Q24 Py Q325 P,
by (& pr+ Xapy—+ &3Py + T py) + Doy ps—+ by 2 py;

(47) [z1ps x2ps]
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et

(48) a1 (24 1+ Zapr+ Ty P+ 24py) + @2y P+ a3, s,
by (2\pr+ Z2 Py T3P+ 2, p,) + by, py+ by, pys

(49) [z1p2s 21 ps];

(50) [21pr+ 2 py+ 23ps + 24 pyy 2, pa].

40. Reste la transformation z, p, + ZyPs—+ Xy Pyt 24 Pie

En P'adjoignant successivement aux 33 types de groupes de premiére espéce,
nous aurons autant de groupes de deuxiéme espéce a transformations toutes
échangeables :

(@12 p+ ay 2, ps + as 23 ps+ a, z, a,, Zy Py Xy Pyt T3Py 2, Py)
rentre dans le type (1), méme si @, = o.
[a1z,p1+ ayxy py+ as(x3 ps+ 2, p,) + ZyPyy Xy Pr+ Ty Pa~+ T3 p3+ 2, P, ]

rentre dans le type (3), méme si @, = o ou si a;= o.

[a2py+ ayx,ps+ as(Z3p3+ T, Po), T4 Py~ Ly Py + Ty Py + z, p]

rentre dans le type (6), méme si @, = o ou si a;= o.

Lai(zp1+ @9 ps) + as (25 ps+ 2, p) + &y Py + X3 Puy Ty Py ~+ Ty Py+ 23 py+ 2z, pi]

rentre dans le type (9), méme si @, = o.

[ai(xip1+ 2, p2) + a3 (xs ps+ ZyPy) ~+ Ty Pay Ty Py Ty Pyt T3Py + z,p, ]

rentre dans le type (11), méme si @, = o ou si a;=o.

[a(zy p1+ 22 p2) + az(x3 ps+ 2, p), Z1P1+ Ty P+ T3Ps—+ 2, p, ]

rentre dans le type (14).

(a1 (21 p1+ Zapa—+ X3 Ps) + A2, Py Xy pa+ 229 P3y Ty P+ Ty Pa+ T3Py + 2, P ]

rentre dans le type (15), méme si @, = o0 ou si ay=o.

[ai(x) pr+ 23 p2+ 23 p3) + ay 2, p, + 24 ps, Xy P+ Ty P2+ X3 p3+ x4, Py ]

rentre dans le type (18), méme si @, ou a, est nul.

[ai (21 py+ 23 py+ 23 p3) + @2 &y Py Xy P11+ Ty Py Ty P3t+ z,py ]

rentre dans le type (27), méme si @, ou a, est nul.
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De méme,
[Zyps+ 22y p3+ 323 Py, Xy P+ Xy P2+ Z3P3+ 2, ps]

est du type (31).
[2y P2+ 223 Psy Ty Pr~+ XyPy—+ X33+ X3Py ]
est du type (39).
[zypa—+ X3 piy @\ PL+ Z2Pa+ X3 s+ 24Py ]
est du type (45) et '
[z P2y &1 p1+ L2 P2+ X3 p3+ 2, 1]

est du type (50).

Tous les groupes ainsi obtenus ont donc été déja énumérés.

CHAPITRE III.

GROUPES DE DEUXIEME ESPECE DONT LES TRANSFORMATIONS
NE SONT PAS TOUTES DEUX A DEUX ECHANGEABLES.

41. Nous allons maintenant chercher les groupes a deux paramétres, dont les
transformations génératrices ne sonl pas échangeables.
En appelant X £, Y f ces transformations génératrices, on a

(XY)=2X/f+ pY/.
Remplagons Y par Y — aX,

(X, Y —aX)=(XY)
=X+ pY=2AX +p(Y—aX) +paX = (2 + pa) X + p (Y — axX).

On pourra donc, si I'on suppose i1 5% o, disposer de « de fagon & avoir
A+ pot =o.
C’est dire qu’on pourra toujours s’arranger, si @ est différent de zéro, de facon a
avoir
(XY) = pY.
Prenons d’abord les groupes (1) et (2) du Chapitre I. On a

Xf=a,2,pi+ ayx3p;+ a3 3 p3 + a, x, p,,
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soit

Yf:Zba,pxapg.
B
Si nous posons
(XY) =3Xf+pY/f,

il vient d’abord '

bug(aa—ag—p)=o, a#B,
puis

hay—+ pbag=o, a=t1, 2, 3, 4.

De ces derniéres équations il résulte que, si I'on suppose = o, on en dédui-
rait 2= o. On peut donc supposer 11 > o, et par suite A = o, d’aprés la remarque
faite au début de cet article; cela revient a dire que 'on a

baw(:o’ x=1I, 2, 3, 4.

Dés lors, I'un des coefficients byg (o 52 B) est différent de zéro. Supposons, pour
fixer les idées, b,552 0. Alors, on a

L =a;— a,.
On en déduit
bi3= b1, =byy= b= b,y =0,

(2a;— a;— a3)by;=o, (as+ay—a;—a,)by,=—o,
(2a3—ay—a,)by,—= o, (a,+ as—2a,) by, — 0,
(az+ az—2a,)by;=o, (az+a,—a,— a;)b,3;=o.

Si nous supposons qu’il n’y a aucune relation entre a,, as, a3, @y, ON €n con-
clut que, sauf b,,, tous les autres bag sont nuls. On a donc le groupe

(I) L@z py+ ayx, ps+ A3 T3P+ ATy, Pyy Ty Py ).

Les équations finies du groupe sont, en posant p,= M‘!—H“—)[e)\(“x'“z’—- 1],
17 G2

Y=z, = (@ ), Y= @€,y =6,

42. Je garde les notations du n° 41.

Je suppose que I'on ait
a,—=2a,—a;,

alors,
by =by3=0b,=o, (2a;— ay— a,)by,=o,

( a,—3ay+2a;)b,,=o0,

Y/ = b1s2ps+ bas 2, ps,
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ou, en faisant usage du changement de variables indiqué aa n° 2,

a b
Yf—':bm;)}ﬁt]ﬁ- bzs"c'yz’ls- .
On pourra poser
b=ab,, ¢ =0bby;= ab,,b,;.
De la le groupe

(11) [(2a,— ay) 2\ pr+ @y, P2+ QT3 Py ~+ AT, Py Ty P2+ Z3Ps ]

Les équations finies du groupe (II) sont, en posant py = )(a_Ha—)[eMai_ a) —1],
WAy — ay

V.Zze)‘“-x(p.oxl—l—xz),

o

Y=, e‘l.(‘:ag—aj)’

Yi= u(lple, 4+ mxs+xy), ¥ = eha.

%3. Nous gardons les notations du n°® 42, je suppose
g r) PP

ay=2a;— a,
et, par suite,
a,=3a;,— 2a,.

Alors
a b c .
Y[f= bz ps+ by, p3+ by, 23 p, = bml_) Yiq2+ bzsg}’zfls—i‘ by, Zi}’af]z;

on posera
b=ab,,, ¢ = aby, by, d =ab,,b,,b;,

d’ou le groupe
( Bas—2a,)z,py+ (24, — @) Xy P2+ A, 23 ps + @y Ti Py

(II
) Q Ty Py T2 Py L3Py

En posant ‘uo:)(TH—a—)[c”“a““"—l] on a, pour les équations finies du
N 3T Y .
groupe (III),
yi=xerlum), Vo= (o, + x,) €%,

V3= (3§ 1+ Mo T2+ z,) e, Vo= Gpi e+ 1pie,+ pox;+ z,)era,

44. Je reviens au n° 42; je fais maintenant
a,=3a,—2a,, a,=2a,—as;.

La substitution (2, 2: 23 2,;) nous raméne le groupe trouvé au groupe (III).
Fac. de T., 2° S., VIIL. [”
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45. Je reviens au n° 41. Je suppose

ay,—2a,— as;.

Alors
byy= by, = b,y =o, (Bay—2a;—a,)b,,—= o, (a1 +a,—2a;)b3=o.

Avec 'emploi de la substitution (1 x22;), on retrouve le groupe (II). v

46. Je garde les nolations du n° 43.

Je fais
G =2a;— a,
d’ou
a,=3a;,— 2a,.

Avec 'aide de la substitution (z, 2,2, 2, ), on retrouve le groupe (III).

47. Je reviens au n° 43.

Je fais
a,—=3a,—2a,, avec a=—z2a,— a;.
La substitution (2, z, z3) fail retrouver le groupe (11I):

48. Je reviens au n°® 41. Soit

Gy =a,+ a;— a,.

Alors
by =1b,3=o,
(ay+a,—2a;) by =o, (2a,— a,— a3) by;=o, 3a,—ay,—2a;)b,;=o,
, a c
Y/f=bpx p,+ by 2y p, = by, A Y1q2+ baza)’s%;
on posera

b=uab,,, d=cb,,

*

d’ou le groupe

(V) ( (aa+a,— @)z, py+ ayzypy+ ayxy py+ a, 2, p,,
( Xy Pa—t T3Py

IS

En ])Osant {.L(): m—)

[eM@=a) — 1] on a, pour les équations finies,
V1= eNatama), Yi= e (o 2y + @), Ys=crhxy,  yy= A (pexy+ ).

49. Je garde les notations du n° 48. Je suppose

a,=2a;—a,,
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on a
puis
et 'on retrouve le type (III).

50. Je reviens au n° 48. L’hypothése a»= 2a, — a3 étant inadmissible parce
qu'elle entraine a, = ay, je fais

ay,=3a,— 2a,.

A Taide de la substitalion (2, 2,) (#32,), on retrouve le groupe (III).

51. Considérons maintenant la transformation
Xf=a .z p\+ ayxy ps+ ay x5 ps.

Comme I’hypothése
(XY)=2X+puY,

\
ou

Y=Y (bas2app),
o, B

entraine, par exemple, la condition
‘la,+pb,,=o,
si 'on suppose u = o, on a aussi, nécessairement,
A—o.

Doncon a u 3£ o et alors, d’aprés la remarque faite au n° 41, on peut supposer

quelon a
(XY) =pY,

c’est-a-dire que )= o. Il reste alors & discuter les équations suivantes :

by(ay— ay—p) =o, by(ay—a;—p)=o,

bis(a,—azs—p)=o, bys(ay—az—p) =o,

bu(a—p) — 0, by (ay— 1) =0,
by (ay—a,—p)=o, by (a,+p) =0,
bys(as—ay—p) = o, bys(ay+ 1) =o,

by, (az— ) =0 bys(as+ ) = 0.
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52. Supposons d’abord by o. Faisons donc "=a,— a,.
Alors (n° 41),

b=y, ="0byy=by="0b,=o,
bys(2ay— a,— az) =o, by (ay+ a;— a,) = o,
by (2a,— ay) =0, b, (az—2ay) =0,
by (ay+a;— 2a,) = o, by3(ay—a,— a;) =o.
On a d’abord le groupe
(V) [ai 2 pi+ ara,py -+ asxs ps, Py ],
dont les équations finies sont, en posant p, = [ eMa;—a) _
1 ’ P to X(a,—az)[ 1 l]’
i=xer, yy= (o, +x,),  yy=erhamy, Y= .

53. Je reviens au n°® 32. Je fais, en plus, I'hypothése ay = 2a,— a;. Tout se
passe comme au n° 42, avec I'hypothése @;=o en plus.
On trouve le groupe

(V1) [(2a:— @)@, py+ @y @3 ps+ a3 pyy &1 P2+ 23 ps ],

dont les équations finies sont, en posant = [ eMama) — ],

Ma,— ay)

Yi= z,eh3%), ,}’2:9)'“‘(}’-01'14*-1'2): ,}'3—e)‘a‘(é#‘éx1+}ioxz+1‘3), Vi =&y

54. Je garde les notations du n°® 33, mais je fais I'hypothése a» = 2a;, d'ou
a,=3a; (voir le n° 43).
On trouve le groupe

(VII) [3zp+ 223 py+ X3 p3y 2y P2+ Xy p3+ X3P ]

En posant po= %(ex—- 1) on a, pour les équations finies du groupe,
yi=ayeh Yr=(poxi+ 2) e,

¥i=Gpi e+ pozs+ xy) et N ST T T R

55. Je reviens au n° 83. Je fais ay;=3ay. J'obtiens alors un groupe qui, par
I'emploi de la substitation (zyza232,), prend la forme canonique

(VIII) [@2 P2+ 223 P34 324 Py Ty Pa—+ T Ps—+ X3P, ]
Les équalions finies du groupe peuvent s’écrire, en posant ixp= };:(1 —eh),

Y=, )’2267'(Howx+ Zy),
Yo =PRI E A @yt Za), Y= € (Gpia I po s+ 3
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56. Je reviens au n° 52. Je fais a, = 2a,. Alors
byy= b3, = b,;—=o0,
puis
(az—3as)bs;=o, (ay+ a3)bz=o.
On obtient ainsi un groupe que la substitution (z;2,) raméne & la forme
(1X) [2ay2ypy+ @y X3Py ~+ Q3T Py, T1Pa+ Z3Ps]
el qui a pour équations finies, en posant o= )La, (er:—1),
=, €%, o= € (e Xy + Ty), Yy =ipla, 4 poxy+ 25, Y= ey,

57. Si, au n® 56, on suppose a3 = 3a, avec a; =24y, en faisant sur le groupe
obtenu la substitution (z,z,z;), on retombe sur le groupe (VII) (n° 54).

38. Si, au contraire, au n° 36, on fait a3 = — a, avec @, = 2a,, on trouve un

groupe que la substitution (z3x,) améne & la forme

(X) [22,p;+ &3 py— &, Piy Ty P2+ TaPs—+ X3P, ]
et dont les équations [inies sont, en posant po= }—;(e)‘—- 1),

.71:5"132)" )’2:6)(!-*0‘7’1‘*‘*772)’

Vs o X+ Xy, Ye= e M Gpi @ UG X+ o Ty T)-

59. Je reviens au n° 52. Je fais 'hypothése a; = 2a, — a;.
Alors

byy= by, =0b,;=o, (3ay—2a3) by, =o, (a,—2a;3)bs=o.

La substitution (z, 2, ;) raméne le groupe trouvé au groupe (VI).

60. Si, aun® 39, on fait @, =2a; et qu’on effectue la substitution (2,2, 2;), on
retombe sur le groupe (VII).

61. Si, au n° 39, on suppose a,= 2a;, la substitution (z,z;x,z,) nous fait
retrouver le groupe (VIII).

62. Je reviens au n° 52. Je fais @y = a,+ a,; alors

byy=b,3=03
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de plus

(ay—2a3) byy=o, (a:+a3) by =o, (a;+2a3) b,y =o.
On a d’abord le groupe
(XI) [(as + as) @, py+ ay 2, py+ ay 25 py, ZPy+ 23p,]

qui, en posant py= )La(e)‘“s— 1), a pour équations finies
V3

Y=z eMata), Y= e)~“z(‘u.0.r1 + &), Y= e My, Yi== o &3+ 24
63. Si, au n°® 62, je fais a,= 2a;, ot a, = 3 a;, je retrouve le groupe (VII).
) )] ) J group

64. L’hypothése ay=— a,, faite au n° 62, entraine @, = o. Elle est inadmis-
sible. Soit donc a,= — 2a;. Avec la substitution (zy23) (222,), le groupe
obtenu se met sous la forme

(XII) [z1py— xspy— 22, ps, Zy P2+ Ty P34 T3 Py ]
qui a pour équations finies, en posant p,= %(6)‘-—- 1),

y::wie", Y= o1+ Ty,
Y= e G+ o2yt 23), = (Epd ey Hipl @k poay+ ).
635. Je reviens au n° 52. Je fais @y = 2a,. Alors
byy=0by;=0by; =0,
puis
(3ay,—az)by;=o, (@ + a3) by,=o.
Avec Vemploi de la substitution (z, 2, z;32,), je lrouve le groupe

(XIII) [a1zsps+2a,23p3+ a2, p,, 2y py+ X3 ps ]

Equalions finies :
[ ( - ha
= (1—e A7),
o a,
Y= %y, Ye= (o + ), Y= e (Fpd @ 4 &+ 2), Y=z, e,

66. Si, au n° 63, je fais a;=3«,, a;= 24, la substitution (z,z,2;2,) nous
permettra de retrouver le groupe (VIII).
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67. Si, au n° 63, je fais a3 = — a,, ax=2a,, avec la substitution (2, 2;)(z,x,)
on retrouve le groupe (XII).
68. Je reviens an n° 32. Je fais @, = a,— «a;. Alors
bys=by,—o,

puis

(a4 az) by =o, (3as— ay)b;;—=o, (2a3— as) by = o.

On trouve alors, en effectuant la substitution (z,2,), le groupe

(XIV) [(@ay—as)z p1+ @y 2y pr+ A5 2. puy Ty Py~ 23 P ]
. . . . e Y
qur a pour equations finies, en posant py = }-;l—s[l —e ’la],

Ji= @ M), Ya= (2 + 2y), Y3== T3 Y= (s + 13).

69. Si, au n°68, je fais a, = — a;, @, = — 2a3, avec la substitution (z;z,), on

relrouve le groupe (X).

70. Si, aun°® 68, je fais @ =3 ay, @, = 2 a;, al'aide de la substitution (@, xy 2, 2)
on retombe sur le groupe (VIII).

71. L’hypothése @, = 2a; (n° 68) entraine a, = a,. Elle est inadmissible.

72. Je reviens au n° 31. Je suppose = a,.

Alors
ba=biy—= by, = by = b, o,
(ay—2a,) by =0, (ay— a,—az)by3=o, (as—2a,)bs=o,
(ay—a;—ay)bs=o, (ay=-a,) b =0, (as+ay)b,; =o.

Avec I'emploi de la substitution (z,2;) je trouve d’abord le groupe
XV) [@,2yp1+ @23 ps—+ @y, poy 2 Pe].
Equations finies :

Fo== )\L (er— 1);‘

a,

Y=z %, Yo Py = Ty Y= Ty ehas, X =T, ehas,

73. Je reviens au n° 72. Je fais @y — 2qa,. Alors

byy=b,3—=o,
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puis
(as—2a,)b;,—o, (ay—3a,)by—=o0, (ay+a,) b, =o.

Avec la substitution (z,z,) (32,), on retombe d’abord sur le groupe (1X), n° 56.
74. Si, au ne 73, on fait as=2ay, il vient @, = a;, 'hypothése est inadmis-

sible. Soient a3 = 2a,, as= 2a,, la substitution (x, ;) permet de retrouver le
groape (VII), n° 54.

-y

75. Si, au n°73, on fait @y = — a,, @,= 2a,, avec U'emploi de la substitution
(z,2,)(x32,) on retombe sur le groupe (X), n° 38.
76. Je reviens au n° 72. Je fais hypothése @y =a, — a3, d'ou

. byy=">b,3= o,
puis

(2a;— ay)byy=o, (3az—2ay)b;;=o, (2a,— a3)b,y,=o.

La substitution (z,z;2,) montre que l'on retombe d’abord sur le groupe (XI),

n° 62.

77. L'hypothése a,= 2a; (n° 76) donne @, = a;,. Elle est inadmissible.
Soient donc
a;=1a,, ay=la,.

La substitution (z, 23 z,) montre que 'on retrouve le groupe (VII), n° 5%.
q group )

78. Si, au n° 76, on fait a3 = 2a,, d’olt @, =— a, avec I'emploi de la substi-
tution (222324 ), on retrouve le groupe (XII), n° 64.

79. Je reviens au n® 72. Soit @, = — «, ; alors

byy= bz =b,;=o,

puis :

(2a,+ a3)bys—=o, (az—2a,)bsy=o.
A I’aide de la substitution (2,2, ;) on trouve le groupe

(XVI) [ay2, py— a\z3p3+ a2, pyy 21 P2+ z,yp5],

dont les équations finies sont, en posant py= }T“&" (et —1),
1

}’1:3%3)‘”‘, Y2 == o &1+ Ly Ys= e (tpla, 4 poxs+ 23), yi= ez,
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80. Si, au n° 79, on fait a3— — 2@, avec ay=— a,, puis si l'on effectue la

substitution (z,23,), on retrouve le groupe (XII), n° 64.

81. Si, au n° 79, on fait 3= 2a,, ay=—a, et si 'on effectue la substitu-
tion (z,#;;x3), on retrouve le groupe (X), n° 58.

82. Je reviens au n° 51. Je fais = ay.
Alors
bu=0by=by=0b,=0by=o0
et
(2a1— @) b3=o, (2a,—a3) by, =0, (a4 a3 — ay) by = o,
( ait+az)by,=o, ( a--ay—a;)by;=o, (@1 a3) by, —=o.

Si nous effectuons la substitation (2, z,x,), on trouve d’abord le groupe

(XVII) [aiz,py+ ayzspy+ arz, p,, 2,p2 ],
domt les équations finies sont, en posant p,= x—‘;—[—(l —ea),
V1=, Vo= €M (g 4 2y), V3= €M, Y=z, €M,

83. Je garde les notations du n° 82. Je fais @, = 2a,. Alors,

b3 = bs,— 0.

Jal

(2a,—az)biz;=o, (a;+ as) by, = o, (3a)— az) bys=o.

En effectuant la substitution (x, 2,23 2,) sur le groupe tout d’abord obtenu, on
retombe sur le groupe (XIII), n°® 65.

84. L’hypothése a3 =24, (n° 83) entraine @, = a;. Elle est inadmissible. Soit
donc @y = — a,, avec @y = 2a,. La substitution (x,z;)(2z.2,) étant effectuée sur
le groupe obtenu, on retronve le groupe (XII), n° 64.

85. Si, an n° 83, je suppose ay;=3a, et a,= 2a, et que j'effectue la substitu-
tion (z,Z22;32,), je retrouve le groupe (VIII), n° 55.
86. Je reviens au n° 82. Soit @, = a,— a,; alors

by, =byy=o,

(ar—2a;)by=0o, (2a,—3a;)b;;—=o, (2a;— a;) by, = o.

La substitation (2, z; #;) nous fait rctrouver le groupe (XIV), n° 68.
Fac. de T., »* S., VIII, h2



338 R. LE VAVASSEUR.

87. Si, au n° 86, on fait @y = 2a;, a l'aide de la substitution (z,z.z;) on
retombe sur le groupe (VIII), n° 53.

88. Si, au n° 86, on fait @3=2a,, & laide de la substitution (z,2,2;) on

retombe sur le groupe (X), n° 58.

89. Je reviens au n° 82. Je fais a; = — a,; alors

biy=bg, = by3=o,
puis
(2ay+ a3)by;=o, (a;—2a;) by =o.

La substitution (z2;2;2,) nous fait retrouver le groupe (XVI), n° 79.

80. Si, au n° 89, je fais a3 = — 2a,, a I'aide de la substitution (z,z;2,2,) je
retrouve le groupe (XII), n° 64.

91. Enfin, si au n° 89 je fais @y = 2a,, a I'aide de la substitution (z,2z,23) nous

retomberons sur le groupe (XI), n° 58.

92. Jarrive maintenant a la transformation (3),

XS = a1z, p1+ @y 2y pa—+ a3 (23 ps + 2, py) + 25y
Soit
Yf:Ebagxapg.
B
Ecrivons que
(XY)=2AXf+pYSf

On trouve d’abord
Aa;+ pb,—=o,

de sorte que I'hypothése u = o entraine A = o. Le cas p.=A =0 ayant déja é1é
examiné (Chap. II), on peut supposer p >~ o. Mais alors, d’aprés la remarque du
n° 41, on peuat supposer A = o.

11 en résulte
by =0byy=0b33,=0b,,—= b,, = b,;=o0,

puis
(a,— ay— 1) by, —o, (ag— ay;— 1) by =o,
(ay— az— () by, = b3, (ay— az;— @) by =o,
(ay,— az— )by, =o, (ay— az-— (1) by, = b3,
(ay—ay— )by + by —=o, (az3— ay— p.) bzs -+ bz =0,

(ag—ay—p) by =0, (az—ay— ) byy = 0.
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93. Soit

L =a,— ds,

alors
by=by=">b,=ba=bp=o,
puis
(2ay— ay— a;) by = o, (as+as—2a,) by + b,y =o,
(2a,— a,— a3) by, = by, (as+as—2a,)by, =o.

On a tout d’abord le groupe

(XVIII) [, py =+ asza pa+ as(23 s+ 2, p) + 23y, 21 P2 ],

dont les équations finies sont, en posant p,= X(—a—”—a—)[eﬂaraa)—— 1],
17 b2

Y=, et Y= ex“a(‘uoxl—f— Zs)y Y= x3e7“‘s, yk:e)“s(lxa—l— Z,).

94%. Si, au n° 93, on fait @, = 24, — a;, alors on a
a b
Y/=byzp,+ bu@él’a:bnz.%%-l‘ bnz}’z% (n° k).

On fera b = ab,,, ¢ = bb,,, puis on effectuera la substitution (zy2,) et 'on
trouve ainsi le groupe

(XIX) [(2a:— a3)x pr+ G2 P+ a3 (X3 Py~ 2, p,) + X, P3y L1 Do+ Zo Py ]

Equations finies :

Y S Ma,—a,) __
P’O*“)\(az_a:&)[e I]’

Y=z eMama), Y= (o2 + 23),

Ys= e (tplxy + pozs+ x5+ Az, Y= el

95. Si, aun® 93, je fais @, = 24, — a3, en utilisant le changement de variables
du n° 4 et effectuant la substitution (z,z,2;), J'arrive au groupe

(XX) [a1@ops+ (20— a3) @3 ps—+ a3 (2, 01+ 2, Pu) + ) Pyy Ty Pa+ 23 ps].

Equations finies :

—_ Mag—a,)
Po= Tlm—ap Lo 1k

J’1:x1em’; .72:3)‘“‘(1“-0‘1'1"“”2);
Y= ek(za,—a,)(%#g Lyt o Xy + xs)’ Y= 67\a3()\x1 —+ z,).
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96. Je reviens au n°® 92 et je fais p =@, — ;.

Alors
bia= byy= by, = b;y= b3y =0,
puis
(ay+as;—2a,) by =0, (2a;— @ — a3) bys+ b, =0,
(2a;— ay— a;) b, —=o.

A l'aide de la substitution (z2,) on arrive au groupe
(XXI) @12 ps+ @@, Py~ a3 (L3 P2+ X3 P3) + T3 P2y T1 P2

Equations finies :

— B (oMe—ay
o Aa,— a;) (e R

)’1:1'13)‘“‘: _72:3)‘“3(1**0371'*“-”2“‘)\373), _)’a——_xaem’» V=2, €M,
97. Si, au n° 96, je fais @y = 2a, — a;, je trouve

b a
Y/ =byxp + by py= by a}’z{h‘i‘ buz.’}’ifls (n° k).

Nous poserons @ = bb,,, ¢ = ab,;.
Puis nous effectuerons la substitution (2,22 ) (23 24)-
On retombe alors sur le groupe (X1X), n° 94.

98. Si,aun°96, on fait @, =2 a3 — ., puis si 'on effectue la substitution (2, 2,),
on trouve le groupe

(XXI1I) [(2a;— a)xyp—+ @22, pi+ a; (23 P+ X3 P3) + T3 Pay X1 P2+ 23, 1.

Equations finies :

_ - Aa,—a,)
FO—)\(as_ag)[e l]’

Yri= 2, 06w,y = (ko Zy + By + R as),

Ya= x5, J@:el“z(y.oxg—i—m,.).

99. Je reviens au n° 92. Je fais p=a;— ay.
Alors

by=byy= b= by =ba=10byp=0,
puis
(2a,— ay— a;) bjy,=0, (@ 4 @z — 2a3)bys =0,

(a1 ay— 2a;) by, = bys-
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Effectuant la substitution (2, z,2;), on arrive d’abord au groupe

(XXIII) [@,2sps—+ as@sp:+ as( X py~+ 2y py) + 21 Py Z1Ps ]
En posant p,= ————“——[e“"s_“x’—-— 1], il vient pour les équations finies du
Maz~—a,) .

groupe
}'1:-7/'13)“1’: }’2:3)‘“‘(}’-0-”1‘*‘ ), .}’3:1'39)“2: ya:e’*“ﬂ(lxﬁ-ws)-

100. Si, au n° 99, je fais ay=2a, — a;, a l'aide de la substitution (z,zsx;)
je retrouve le groupe (XX), n® 95.

101. Si, au n° 99, je fais @y =2a;—a,, a I'aide de la substitution (x,z»x;)
je retrouve le groupe (XXII), n° 98.

102. Jarrive a la transformation (4),
a3 &3 py+ a3 (23ps~+ 2. p,) + 23 py =X f

qui se déduit de (3) par I’hypothése @, =o. Si

Yfzz(baga:app),
B
en exprimant que

(XY)=2AXf+pY S,
on trouve, entre autres, I’équation
hay—+ by = o.

Il en résulte que '’hypothése p. = o entraine comme conséquence A=o0.Cecas a
déja été examiné (Chap. II). On peut donc supposer p3% o. Alors, d’aprés la
remarque faite au n° 41, on peut faire A = o.

_On arrive alors aux équations

(as+ p)b,=o,
(ay— )by =o,

(az+p)bis =0, (as— ) b3+ by =o,
(as+ @) b+ by3=o, (@s— )by =o0,
(as—as— ) byy=o, (as3—ay—p)bs-+ b =o,

(az—aa“‘}*)bu:bﬂs’ (as— ay— ) bys =o.
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103. Soit d’abord p=—a,. On a
by=0by=10b,= byy= by, = o,

(2a,—a3)by;=o, (as+a3) by + b,y =o,
(2@ — az) by, = by, (ay+ az) by, =o0.

On a d’abord le groupe

(XX1V) (ayzypa—+ as (23 py + 2, p,) + 23, zyps].

Equations finies :
N —ha,
Py = i, (1—e )s

V1= %y, ,7'2:3)‘a’(1~‘0x1+ zs), ys———xse“=,

104. Je reviens au n° 103 et je fais a3 = — a,.
A Taide de la substitution (% z323), on trouve alors le groupe

(XXYV) [a:(xpy— 25ps+ 2, p,) + X1 Py, X4 Pyt 2P, ]

En posant py= )\i (e**—1), on trouve pour les équations finies
3
Y= o X1 Ty,

Yi=z,%,
yi=eu(dx, + x,).

Ys= eGP @+ po s+ 3y),
105. Si, au n° 103, je fais a3 = 2as, 4 l'aide de la substitution (z, xy), j'arrive

au groupe
(XXVI) [a2(2yps+223ps+ 22,p,) + 2,3, @, py+ 23 ps].

i

En posant p,= T (1—e7), il vient, pour les équations finies du groupe
2

N=2y, Y=oz, + @),

Y=Ll oy + T+ hy),  y, =z, e,

106. Je reviens au n° 102; je fais p. = a,; alors
bia=by3= by, = b3;=b,; = o,

(as+ a;) bjz—o, (as—2a,) by + by =o,
(ax+as) by, + b;3—=o, (az—2a,) by=o.



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINFAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES. 313

On améne le premier groupe que 'on trouve, a I'aide de la substitution (2, z.),

a la forme
(XXVII) [asxypy+- as(23ps+ 2o py) + X3Py, 71 ps].

Equations finies :

— P e,
HO_)\CQ(B I)’

.}’1:1‘13)‘“3, Y2 = &+ Xy, .}’3:‘”3@}“” ‘Ya:eMSO\xa‘f‘ ).

107. Si, an n° 106, je fais ay= — a,, jarrive, & l'aide de la substitu-

tion (z,x,) (xs325), au groupe

(XXVII) [as(— zypy+ 23ps+ 2, py) + 2Py, 21 pa—+ 235 ]

En posant p,= 7\—}:[— (1—e™), on a pour les équations finies du groupe
3

V1= z €M%, Ya== Po &y = &y,

Y= eu(tpla, + poxy+ a5+ hay),  y,= x,el,

108. Si, au n°® 106, on fait a@3==2a,, on trouve, & l'aide de la substitu-
tion (x;23), le groupe

(XXIX) [as(22yp1—- 2y par+ 22,p,) -+ X, Py 2y Py + Zaps].

Equations finies :

— F e, _
Auo—)\aS (8 I)’

‘71:-?132)‘“2) J’zzem’(f"ox’l‘(" ),

Yi= s Ly P Ty + Xy, )’439?1%()\5"1‘*"”4)-

109. Je reviens au n° 102. Je fais = — aj.
Alors
b13= b1 ba3= ba,= by, = b,y =0,

(@y+ a3) by = o (2a5—as) b+ by =o,
2 3) 021 =0,
[ (2a;— as) by,.

Le groupe que U'on trouve tout d’abord prend, lorsque I’on effectue la substi-
tution (xy2,), la forme canonique

(XXX) [@axip,+ as(2yps+ Z3Ps) - X3 P2, X132 ].
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Equations finies :

— _i_ — p—ha,
[J'O—‘ ).[13(1 4 )’

V1= &y, ya= ers(p, &y + 23+ Axy), V3= 23eh%, Yi=x M.

110. Si, au n° 109, je fais @y = — a3, a 'aide de la substitution (2, Z,) (X324),
je retrouve le groupe (XXVIII) da n° 107.

111. Si, au n° 109, je fais a;= 2as, le groupe obtenu peut se mettre sous les
deux formes canoniques suivantes :
La substitution (x;z,) donne

(XXXT) .[aa(sz2+ ZyPs+ 22, Py) + Z3Pay, TyPs+ T3Pl
La substitution (z,2;) donne

(XXXI) [as (21 p1+ Ty Pyt 223P3) ~+ Z1 P4y ZT1Pa2—+ T3P ]
Nous choisirons, par exemple, la premiére forme canonique.
Les équations finies sont alors, en posant EJ;O = )\Las (1 — eta),

Y1i=Z1 yz:e)'“s(po%%—xz—l-lxs), ).3:‘%36)@,’ )’4:‘32)‘“’(}’-0@"3“‘ Z,). "

112. Je reviens au n° 102. Je fais u = a;.
Alors ’

by=0by="0by="by="0b,=bsj=o,
(ay+a3) bia=o, (az—2a;3) byy=o,
(@r—2a3) by, = bys.
On trouve d’abord le groupe suivant [en effectuant la substitution (z,2,23)]
(XXXII) [@223ps+ a3 (21 py+ Tupi) + Z1Psy Z1P2]-
Equations finies :
po= 3 (85— ),
ylzxxe“:, Ya= o Tyt Lo Y= & eh, Y=z + ).

113. Si, au n° 112, on fait a@,= — @, a 'aide de la substitution (zyzs23), on

retrouve le groupe (XXV) du n® 104.
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114. Si, au n° 112, on fait a,= 24y, le groupe obtenu peut se meltre sous
deux formes : avec la substitution (2, z;2,), on lrouve

(XXXI1I) [a;(22ypy+ 2y pa+ 23 py ] + 23 Py, 2Py + 23 py ]

et, avec la subslitution (z,z,z3),

(XXXII) [as(2x3p3+ 2y pr+ 2, p,) + 24Py 2y Py+ 23ps ]
Nous choisirons, par exemple, la premiére forme.

Alors les équations finies seront, en posant p,= 7\%—(6)‘”3— 1),
3

Y1=x €%, Vo= 4 (o, + @y + hay),

Y= Ty, V= Pos+ 2.

115. Je reviens au n° 102. Je fais p = a,— a,.
Alors

byy=byy=b3—=b,,=o,
(2a;,— a;) b= o, (2a3— ay) by, + b,,—o,

(2a3— a,) b, =o.

A laide de la substitution (z, z;z,), on trouve d’abord le groupe

(XXXIV) [azxipi'fas(xﬂ)r*' Z3P3) + XT3Pay Ty Py ]
En posant }Lozm(d(“s‘aa’— 1), on a pour les équations finies du
groupe
M=z, e, V1= (@, + 2, + dazy), Y= x5, Y= Z,.

116. Si, au n° 115, on fait @a3=2a,, 4 l'aide de la substitution (z324), on

retrouve le groupe (XXVI), n° 1035.

117. Si, aun° 113, on fait @, = 2 a4, et si lon effectue la substitution (izy2y),
on retombe sur le groupe (XXXIII), n° 114.

118. Je reviens au n° 102. Je fais w=a;— a,.
Alors

bio=b13—= byy=by,= b3y = b,; = o.
Puis

(2a;— a3) byy=o, (2a5—ay) bjz=o,

(2a3—ay) by + by;—o.
Fac. de T., 2* S., VIII. . 43



346 R. LE VAVASSEUR.

La substitution (2, ;) donne le premier groupe obtenu sous la forme

(XXXYV) [{aszops =+ @3 (x py+2,p,) + 22 pyy 2,5 ]

Les équalions finies sont, en posant p,= )(eMarﬂJ —1),

Ma;— a,

yxzxxe)‘“% )’236)'a’(H0x1+x2),

Y3=— T3y )’s:e)‘al(k r + ).

119. Si, au n° 118, je fais ay= 2a,, & 'aide de la substitution (zy23), je
retrouve le groupe (XXIX), n°108.

120. Si, au n° 118, on fait 2, = 2a;, et si 'on effectue la substitution (z,2,),
on retrouve le groupe (XXXI), n° 111.

121. Jarrive a la transformation (5),

Xf=a1zp1+ ayxypy + 24 p,.
On a (n° 92)
la,+ pby=o.

Donc, si it est nul, X est nul aussi. Le cas ayant été traité, supposons 3£ o, et
appliquons la remarque du n° 41. Nous aurons a discuter le systéme
(ay—a,— ) by—o, ‘
(ag—ay,—p)byy=o,
( (ar—p) by = bys, (ay— ) byz=o,
2 (ay—p)bis=o, (ay— ) bay= by,
( (a4 p) by =10y, ‘ (ay—+ p.) bga= by,
2 (a,+p) by =o; 2 (a4 p) b= o.

122. Soit d’abord p = a, — a,.

Alors
byy=0byi3=by=0b;;=0>b,,—o.
Puis
(2a;— a;) byy=o, (2ay,— ay) by = by,
(2ay—a,) by, = by, (2a;,— ay) byy=o.

On a d’abord le groupe

(XXXVI) [aizpy+ ayxspys—+ x3p,, 21ps]
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dont les équations finies sont, en posant p,= eMa—a) 1),

-
)‘(al_aﬂ)(

y,:.’v,ex"n, Y= emz(;.l.oarr1 —+4-x,), V3= T3, Yi=Axs+ x4

123. Si, au n® 122, je fais @, = 2a.,, et si J'effectue la substitation (x;32,), je
trouve le groupe

XXXVII) [as(2z,p+ 2ap2) + 2, Psy 2P+ 22P3]

1),

dont les équations finies sont, en posant o= %(elas
L2
M=%,y = QN (& + 1), Yi= bplE 4 B+ 2y ey, yi=a.

124. Si, au n° 122, je fais a,=2a,, 4 'aide de la substitution (z,z,z;),
j’obtiens le groupe

(XXXVIII) [@s(zyps—+ 223 p3) 4 21 Piy Ty P2+ 233 ]
dont les équations finies sont, en posant p, = X%,, (1—e™a),

Y=y, yz:e‘%(;ioxl-l—wg), ‘)’3:92)'“’(%1*31'1"‘Ho»’l’z‘*‘xx)v Yi=hz,+ z,.

125. Je reviens au n° 121. Je fais p = a;.

Alors
b3 ="015=053—= by, = by, = b,;—o.
Puis
(as—2a,) byy=o, (a4 az) bsy—= by,

(ay+ay) byy=o.
A T'aide de la substitution (x,2,), on trouve d’abord le groupe

(XXXIX) [azypy+ ayz,p,+ 24p,y, 21 ps]
dont les équations finies sont, en posant p,= )%(ek“‘—- 1),
1
y,:x,exaf, Y= o+ To+ Ay, Y3=— Z3, .}’4:-1'&3)‘“’-

126. Si, au n° 123, on fait a,=2a,, et si 'on effectue la substitution
(zy25) (232,), on retrouve le groupe (XXXVII), n° 123.

127. Si, au n° 123, on fait @;=— a,, le groupe obtenu peut se mettre sous
deux formes canoniques acceptables au méme titre :



348 R. LE VAVASSEUR.
Avec la substitution (z,2,), on trouve la forme
(XL) [ai(z\p1r— @ pi) + T3Py 21 P2+ 23p,].
Avec la substitution (z,z3), on trouve la forme
(XL) [a(x3ps— xap2) + 2, piy X1 pa+ 3P, ]
Choisissons, par exemple, la premiére forme. Alors, les équations finies du
groupe sont, en posant p,= )\—‘ud_l (era—1),

=z erai, Y2 o1+ X3+ Ay, Y3 = T3, Y= e“lai(‘uo 23+ x,).

128. Je reviens aun® 121. Je fais y = — a;.

Alors
byy=0byy=0b,;=0b,,—= by, = b,,— o.

Puis

(2a;—as) by=o, (ay+as) by = o,
(a1 az) by, = by;.
A l'aide de la substitution (2, 2,2;), on trouve d’abord le groupe
(XLI) [ayxyps+ a3 ps+ 2, puy 21p:],
. . e B
dont les eqllatxogs finies sont, en posanl p,= m(l — ek,

Y1—= %y, Ye= N (x4 23), )’3:3736)"1’, yi=Ax 2y,

129. Si, au n° 128, je fais a,= 2a,, & 'aide de la substitution (x,z,2;), je
retrouve le groupe (XXXVIII), n° 124.

130. Si, au n°® 128, je fais @y = — a,, et si j’effectue la substitution (z, z,x3),
je retrouve le groupe (XL), n° 127. (Il suffit de changer a, en —a,.)
131. Jarrive a la transformation (6),

Xf= a1z, py+ ayx,ps+ a3 (2303 + Z,pu).
Soit
Yf :E bugxapp.
“’ﬁ

Si nous cherchons a quelles conditions on aura

(XY)=A.X [+ p. Y/,
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on trouve le systéme d’équations que voici :

Aay+ p.b,,=o, (ay—ay— p.) byy=o, (ag— ay,— p) byy=o,
hay+ pbyy=o, (ay— az— p.) byz=o, (ay—as— ) byz—o,
has+ pbs;=o, (ay—az— ) byy=o, (as— az— @) by, = o,
Aaz+ pb,,—o, (az—a;— p) byy=o, (az— ay— ) by —=o,

pbs,—o, pbi=o, (as—ay—p) biyy=o, (as—as—p) b y=o.

132. Sil'on fait = o, comme Aa, + pwb,; =0, a,54 0, on en conclut A =o.
Le cas a déja été traité (Chap. II). On peut donc appliquer (en supposant w 5 o)

la remarque du n° 41; c’est-a-dire que ’on a
byy= by =by3=b,, = by, =b,;=o.
I1 reste a discuter les équations

(ay—as— p) bjy—o, (az—ay— p)b,,=o,
(ay—a;— p)by3;—o, (az—az— p) by =o,
(ay— uz— p)by,—o, (ay— az;— ) by, — o,
(a;— ay— p. }b3;=o, (az—ay;— )b =o,

(as—a;—p) by =o, (a3—ay—p)b,=o.

133. Je fais d’abord p. = a, — a..

Alors
byy=b;3=by,= by =b,,=o.
Puis
(2ay—a;— az) bys=o, (a4 as—2a,) by =o,
(2a,—a;—a3)byy=o, (as+as—2a,)b,,=o.

On a donc, tout d’abord, le groupe

(XLII) [aiz) p1+ @y s po+- a3 (23 ps+ 2, py), 21p2],

dont les équations finies sont, en posant o= W—&—a_) (eMa—a) — 1),
17— &2

Yi=x %, Ya= (&, + 2,), Y= Z3€M% et Y=, M,

134. Je fais, au n° 133, @, = 2a,— a;.

Je trouve
Y/ =0b2,ps+ bysxy ps+ by, p,.
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En effectuant le changement de variables indiqué au n°® 6, il vient

b
Y= 0G0t g (b = bud) gyt (bue — bue)g].

On fera
b( by f — by, d) __aby,

by, — by e — o, of —ed =3

et 'on arrivera ainsi au groupe
(XLIIL) [(2ay— a3) s pr+ @y 2a Py + a3 (23 ps =+ 2, Pi)y 21 P2+ X2 ps]s

ui a pour équalions finies, en posant wy= - (eMa:~a) |
qui a pour éq » €0 POsANt g = - (Ml —1),

Yi=— & eMa—ay), Y= 8)‘“2(1.1.06121 -+ &),

Fs=NGpia - s+ 7)), 3= 26,

135. Je reviens au n° 133, je fais ay = 2a,— a;.

Je Lrouve
Y /= bi@, py+ by x5 py+ by 2, pis
ou (n° 6)
a
Y/ =bug rids+ L(baic+ bie) yy+ (bud -+ b f) yi).
Soit

bl

a?
by d+ by f=o, byc+ bye= 3 bys.

Effectuons, de plus, la substitution (2, ;). On arrive au groupe

(XL1V) [(2as— a3) 2y ps+ ay @y py+ az (2 pr - 2 ps), T P2+ Xapsls

Ses équations finies sont, en posant wy— —b (eMa—a) 4

1 » O POSANL o= g,y (1 )
.71:371@)‘“” ]’2:‘3)‘%({‘05‘31‘*“ 23),
= ehM2a,—~a,) A2z, + P&y~ Z3), Y=, oM,

136. Je reviens au n° 132. Je fais . = a, — a,.

Alors
bia=byy= by, — by = b,y —o.
Puis
(@2 + as—2ay)byy—o, (2a3— a;— ay) b, =0,
(2a3—a,— a,)b,,—o.
On trouve

Yf=byz,ps+ bz p,
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ou bien (n° 6)

V= (b = bud) g+ (bue — bue),].

On fera

4

cf —ed

buc—bue=0, byf—byd= -fa—,
puis on effectuera la substitution (z,2;), ce qui donnera le groupe
(XLV) [a,z pi+ ay s ps+ as (22 py+ 2 pi), 2 ps],

ui a pour équations finies, en posant wo= — > (eh@,~a) _{
qui a pour éq ; en posant o= 5~ ( )

Y=z e)\“x, Y= 6)‘“3(I.I.0 Z,+ Z5), V3= x5 elaz, Yi=x, era,,
137. Si, au n° 136, je fais

ay,—2a,— a, Y/ =byx,p3+ by, 2, p,+ by 2, py,

ou bien (n° 6)

a b
/= g l(bsf = bud) gt (bue—bue) 7]+ bu 121

On fera
b —ed
byc —byze=o, bisf—byd= L%‘lb21!

puis on effectuera la substitution (z,z.), et 'on retrouvera le groupe (XLIII),
n° 134.

138. Si, au n° 136, je fais
a,+ a,
Ag=— ———)

2

je trouve
Y /= bz ps+ b2 pu+ by py+ bz, psy

ou (n° 6)
Yf= cfa_y‘ed[(bxaf— by d)qs—+ (byc — byze)q.]
+ % [(bssc + byse) ys + (bsad + by f) ¥
On fera

by,c—bze=o, byd+ by f =o,

ce qui exige que P'on ait
bi3bye+ by by 0.
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Effectuons alors la substitution (z,2;), on trouve le groupe

(XLVY)  [2ay2pi+ 2a,23p5+ (a1 + @) (2 pa+ 2, p,), @4 ps+ 23 ps],

dont les équations finies sont, en posant p., = )(—E—.—)(eﬂa."aﬁ)_ 1)
(a)— a,

yl:xlez)ﬂ" )’2:ex‘a‘+a“)(f*owx+x2),

Yo= e (Fpd o+ o 2y 4 25), Yi=x,eNata),

139. Supposons maintenant

by3by+ by, b= 0.
Alors les équations

by,c— bje=o, bs¢c+ bye=o0

sont compatibles.

On fera
c=ab, e—ab,, b=1"byd + b, f.

Si l'on effectue la substitution (x,x;x;3), on trouve le groupe
(XLVIL) [2a;2,py+ 20,2, p,+ (@) + a5) (@3 pa—+ 23 p3), 2y py+ 23p, ]

Avec la substitution (&, x3x;), on 'améne & une autre forme
(XLVID)  [2a,23p3+4 20,2, py+ (@1 + @) (2, pr+ @, py)y &4 pa—t 23 p, ]

En choisissant, par exemple, la premiére forme, on a, pour les équations finies

du groupe, si 'on pose po= (eMa—a) — 1),

h(a,— ay)

yi= e, yy=eMata) (uz +xy), V3= xzeMata), Yi=en(pozy+x,).

140. Je reviens au n° 132. Je fais p = a;— a;.

Alors
byy=by3= b= b3y = by, = o.
Puis
(2a,—ay—a;)by=o, (@ +ay—2a;)byy=o,
(ay+ a,— 2a;3) by, = o.
On trouve

Yf=bsx:p+ by 2o p1= %[(baic + bye)ys+ (byd—+ b f)y.]

On fera
by d + by f=o, byc+be=a.
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En effectuant ensuite la substitution (z,x,x3), on arrive au groupe
(XLVIII) [a1z.p;+ ayzs ps+ as (2 pr+ 2, p,), x,p,],

dont les équations finies sont, en posant p,= [eMa—a) —1],

)‘(as" a,)

=@ %,y = (x4 2,), yy= v, y,=x,e,

141. Si, aun® 140, on fait @y = 2a,— a;, alors

Y/=byxspy+ b2, pi+ by, p,
ou

Yf= %[(bztc‘i‘ bye)ys+ (byd+b,f)y,]+ bm%}’x%o
Soit

2

byd+ b, f=o, by1c+ be= %bm;

3

3

effectuons ensuite la substitution (x,x,23), on retrouve le groupe (XLIV),

n° 133.

142. Si, au n° 140, on fait @, = i(ay+ as), a laide de la substitution (z,2,),

on retrouve les groupes (XLVI) et (XLVII), n°s 138 et 139.

143. Je prends maintenant pour X £ la transformation (7),

A2 D3 + a3 (23 3+ 24Py, ),

si nous nous reportons au n° 131, comme Aa,+ b =o0, 'hypothése u=o

exige A= 0. On peut donc supposer 11 5£ o, alors (n° 41), on peut supposer k= o.

Les équations du n° 132 deviennent

(a+p)by=o, (as— ) byy=o,
(as+p)biz=o, (ay—a;—p)byy=o,
(a;+ p)b,=o, (ay—a;— )by, = o,
(ay—p)bsy=o, (ay—a,—p)byy=o,
(as—p)by=o, (a3 —ay,—p) by, =o.

144. Je suppose d’abord @ = — a,. Alors

by=0by=0,=byy=0b,=o,

(2a— a3)by;—=o, (@as+a;) by =o,
(2ay—a;3)b,,= o, (@a+a3)b, = o.
Fac. de T., a* S., VIII, /1,4
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On a d’abord le groupe

(XLIX) [as s po+as (x5 ps+ 24 py), 24ps],
qui a pour équations finies, en posant uy= )La (1 — e7a),

J1= Ty, _72:3)"0=(IJ~01'1+ Z3), yszxse"“x, y;:x‘ek“f.-

145. Si, au n° 144, je fais ay= 2a.,, alors

Y/ = b2 ps+ basxs ps+ by, p,
ou

b 9
-K‘ed[( Uas f— "Dy, d) g3+ (byyc — by3e) q, ] (n° 6).

a
Y[f= blzi)'),iqg-*‘ ,

On fera
byc—bpe=o0,  byf— bgzd:%(cf— ed) by,
On a ainsi le groupe
(L) [@2pe+ 2(x5 p3+ 24 p4)y T4 P2t 23ps]
dont les équations finies sont, en posant py= %f-(l——e*x),

Y1= %y, "}’2:@1(#09’1'*" z5), )’3:‘32)"(%1"31'1'*‘ o X2+ 23, Y= e,

146. Si, au n° 144, je fais @y =— a,, alors

) Y/ = bz po+ by py+ by, p,
ou (n" 6)

a
Y/ =bug rigs+ L (bye+ bue) ys+ (bud + by f) 3.].

On fera

byd + b, f=o, b+ bye= by,

> ]

puis on effectuera la substitution (2, z2;), et I'on aura ainsi le groupe
(L) (@ py— @3 ps+ @, Py @y P2+ 23 Py ]
Les équations finies sont, en posant p,= %’\'(el—— 1),
— A — — e-A(L1,,2 — ., eh
Y1= z, €, Y2 = o Tyt Ty Ys=e Nk &1+ pho s+ Zy), Yi=x, e

147. Je reviens au n° 143. Je fais p. = a,.
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Alors

b= by byy= by = by = o,
(@, + a;)bs=o, {(ay— 2a,)b3,=o,
(a,+ a3)b,,=o, (ay— 2a,)b,,=o.
A P'aide de la substitution (2, z,) on trouve d’abord le groupe
(LI [a:21pi+ as( 25 ps+ @ pi), 21p2]

En posant pp = %—(e)ﬂs— 1), on a, pour les équations finies,
V2

_ 'y . — X — A
Y11=z e, Y= [y X1+ X, .Ya—xxe)a’, Y= 2, %,

148. Si, au n° 147, je fais @y =— a;, alors

Yf= bzl“‘z}ﬂ"“ byyx ps+ bz p,
ou (n° 6)

1

b
Yf=bu - y2q1+an cf_—'ed[(bmf— b d)qs+ (b —bize)q. ]
On fera

bic—bye=o,
puis

b
binf — bid = (of — ed) by

Alors, a I'aide de la substitution (2, z,) on trouve le groupe

(LIIT) [— 2P+ 23 ps+ 2, po, Zy Py Z3 Py ]

-

donl les équations finies sont, en posant == %(x—-— e,

-2

355

Yi—= x5 Y2m= o Tyt Xy, = (Gpie + poz,+ ), }’a:e)‘xb-

149. Si, au n° 147, je fais @3 = 2 s, alors

Y/ = by 2y p1+- by 25 pa+ by, py
ou (n° 6)

b ,
Y f=b,, 5}'271‘*‘ %[(bﬁc + byse)ys+ (byd + b )y ]

Faisons

3

byd + by f=o, bszc“}‘bne:%—bzx-
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A P'aide de la substitution (z,z;) on arrive au groupe
(L1V) [zopo+2(2) pr+ 2 pi)s P2+ 23]

En posant py= %(67\—1), on a, pour les équations finies,

yi=az e, Y= e o2y + 2,), Y= Fi %)+ o Dat+ T, yi=x.eh

150. Je reviens au n° 143. Je fais o =—a;.
Alors

biy=by;= by, = by = by, =o,

(ay+ a;)byy=o, (2a;— a;)bs,—=o,

(2a3;—a,) b,,=o.

On a d’abord

a
Y/f=0byz,ps+ b2 py= of _{fied [(b1sf — b1, d) g5+ (bruc — byze)q.]-

On fera

bic—bye=o0, byuf—byd= Cf; ed,

Puis on effectuera la substitution (2, ;). On obtient ainsi le groupe

(LV) Layz; ps+ as(zypa=+ 2 pi), 21 P2],

qui a pour équations finies, en posant = —P'—(I — e7Ma),

ra,

Y11= &4, Y= €% (o &+ 2,), y;,:w;;el“z, yazxae‘“a

151. Si, au n°® 1350, je fais @, =— ay, de sorte que
Y /= by x, pr+ by p3+ by 2y y,
ou (n° 6)
Y= b 2 yadir L [(biof = bud) g+ (bio — bise)gi]
—_ 21a 291 Cf—ed 13, 1% 3 1% 13 'R L)

on fera
b“C = b13e,

puis on effectuera sur le groupe obtenu la substitution (z,x3 ), et 'on retrouvera

le groupe (LILL), n° 148.

132. Si, au n® 150, je suppose a; = 2as, on trouve

Yf=0bpxips+ bz py—+ bz py+ by, py
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ou (n° 6) ‘
Yf= cfa_)_,led [(b1sf — biud)qs+ (binc — biz€)q,]
+ L2 [(bare + bue)ys+ (bad -+ b f)y.].
Supposons d’abord
by, b+ bl3 by 5% 0.
On fera

by,c— be=o, bysd + by f =o,

a(byf—byd) _ byc—+ bbze_
cf —ed - b

A Taide de la substitution (z,x3), on arrive alors au groupe

(LVI) [ po+ 22303+ 2, Py Z1 P2+ zyps],

qui a pour équations finies, en posant po= —’%(1 —et),

Y1= &y, ,}’z:e)‘(f*o-’”t'*‘ Ty), Y= € (G5 T1+ Mo Xy + Ty), }’5:“'66)\-

153. Supposons maintenant

blv* b5g+ b13b32:0 (Il° 152).
On fera alors
b“C-—-bme:O, b3zc+bkge:0,
a(byf—bud) 1

cf—ed —z(bszd'f- bnf)-

Le groupe obtenu peut se mettre sous les deux formes canoniques suivantes.

A l'aide de la substitution (z,z,x;), on trouve
(LVII) [Zops+ x5 ps+ 22, pyy P2+ 3P, ]
Tandis que la substitution (x,z32,) donne

(LVII) [z p1+ 2@ po+ 2, pyy 1P+ X3, ]0

En prenant, par exemple, la premiére forme, on trouve pour les équations finies,

si 'on pose p,= %(x —e™),
Y11=y, Y= oz + 2,), Ys= xseh, Yi= e (poxs+ x,).

154. Je reviens au n° 143, et je fais . = a;. Alors

byy=by;3=0b,,= b;,—= b,,—o.
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Puis
(ay+az) b, =o, (az—2a;)by3=o,

(ay—2a3)by,—o.
On trouve
Yf=by23p;+ by, p,
ou (n° 6)
Y/ =L {(bsre+ bue)ys+ (bad+ buf) ..

On fera
byd+ b, f=o, byc+ b,y e=a.

Puis I'on effectuera la substitution (i 232;3). On trouve ainsi le groupe

(LVII) [@:@sps+ ay(z,pu+2,p,), 2,p,]
qui a pour équations finies, en posant o = 7% (e*e—1),
\ Q3
Yi= 2, €M%, V2= o &y~ X, Ys= 236", Y=, e,

185. Si, au n° 134, on fait @y = — a3, alors .

Y/=0bypxp,+ by xyp,+ b, b, p,
ou (n° 6)

. a
Y/f=0b,, 3192+ %[(bsxc +bue)ys+(byd+ b, f) y.].
On fera
bud+buf=0,  buc+bye= Ty,

uis l'on effectuera la substitution (z,z.z;). On retrouve ainsi le eroupe (LI ,
P group

n° 146.

156. Si, au n°® 134, je fais @, = 2a,, je lrouve
) ) 3y )

Y/ =0byzspi+ by, py+ byyspy+ by, TaPu
ou (n° 6)
Yf= % [(bs1¢ + biye)ys + (bsyd + by )y, ]

by :
-+ 'gj;—gea[(bz:;f— byd)qs+ (byyc — bye)q,].

Si on suppose
basbyy =+ 02,0, F 0,
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a aide de la substitution (2,232, ), on obtient le groupe

(LIX) [22pi+ Zaps+ 2, pyy 21 P2+ T3],
dont les équations finies sont, en posant y,= ;-'L(ex— 1),

Y=z e, Y= e (pox, + x3), Y= ipla, 4 po s+ x4, Y= era,.

157. Supposons, au contraire,

bs3 b33+ by byy=0 (n° 136);
alors on peut poser
by d-+ b, f=o, by f — by,d =o,
(¢f —ed) (byc+ bye) = ab(by,c — bye).

Effectuant alors la substitution (zyx224), on trouve le groupe
(LX) [z1p1+223p5+ @y pyy, 1P+ 23p, ],

el, avec la substitution (z, x;z,), le méme groupe prend la forme
(LX) [22p1+ @2 pa+ 23ps, 212+ 23p, ]

En ayant égard a la premiére forme, on trouve, pour les équations finies, si I'on

pose py= }E(cl—— 1),
Ji= ek Vo= T+ Ty, Y= ax3e?, yi=eM(poxs+ ).

158. Je reviens au n° 143, et je fais w = @, — a;.
Alors on a
bp=10bi3=0,=bp=10bu=o,
puis
(2a;,—a;) b, =o, (2a;— a;) by, =0,
Done (2a3—ay)b,;=o.

by A
ﬁ{[(bnf— by, d) g5+ (byyc — by3e)q,] (n° 6).

Y[ = byxyp3+ by, 2yp, = cj—v

Faisons
bae — bye=o, by f — byyd = Cf——b—eii.

, - . .
A Paide de la substitution (zyz32.), on arrive au groupe

(LXI) a2, p,+ as(xyp,+ z,p,), Z1ps ]
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Equations finies

—_— [ Ma,—a,) __
o= Tla—ap) ¢ h

.7’1:‘7’13)"1’1 .}’223)‘“3([*0*731“' x5), Y3= Z3, .}’a:xae)‘a’-
159. Si, au n° 158, on fait a3 = 2a,, on retrouve le groupe (L), n° 143.

160. Si, au n° 158, on fait @, = 243, en se reportant au n° 136, on voit que

'on retombe sur les groupes (LIX) et (LX), n° 136 et 137.

161. Je reviens au n° 143. Je fais p = a3 — a,.

Alors
b1y =byy= by, = byy= b, =o.
Puis
(2a,— a;3) b,y =o, (2a;—az)b;=o,
(2a3— a,) by, =o.
Alors

Yf=bssz3p; + bz, pr= ‘sz[( bssc + byse) y3+ (bsd + by f) 3] (n°6).

On fera '
b32d+ I)mf:O, b320+ b@ge:b.

A l'aide de la substitution (2, z;), le groupe prend la forme
(LXII) [a,zops+ as(z,py+ 2, p, )y 21p2 ]
Equations finies

. - Aa,—a,) __
Ho—)\(as—‘h)[e I

Y= 2, = (e &), Y=, Vo= i€

162. Si, au n° 161, on fait @y = 2a3, la substitution (2, z;) nous fait retrouver
le groupe (LIV), n° 149.
163. Si, au n° 161, on fait @, =12as;, on a
Y/=bnzyps+ bn@,pr+ byyzips+ by 2 p,.

En se reportant aux n° 152, 153, on voit qu’on retombera sur des groupes déja
obtenus.

164. Je prends maintenant pour Y £ la transformation (8),

Xf=a,x,p,+ ayxsp;.
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C’est la transformation (6) olt 'on suppose a3 = o.

Si Pon se reporte au n° 131, on a da,;+ b, =0, de sorte que, si =0, on en

dédait A =o0. Dés lors, le cas ayant déja été traité, nous pouvons supposer u. 5% o
el, par suite (n° 41), il nous est permis de supposer A = o, donc

byy= by = by, = bu; by, =by;=o0
Il reste & discuter les équations suivantes (voir n° 132)

(a,—ay—p)by,=o,
(al_ V‘)b13:09
(al_y‘)bN: o,

(ay—a,— p)byy=o;
(ay—p)byy=o,

(a,+p) by =o,
(ay— ) by, =o,

(ay+p)bys=o,
(ay+p)by=o,

(a+p) b= o.

165. Je suppose d’abord 1 = a@,— a,. Alors

byy== b= by=1>0;=1>
Puis ‘

22— O.
(2a,— @) byy;—o,

(2a;—a,) bs;=o,
(2a;— a,) by,= o,

(2a;— a,) b,;=o.

On a d’abord le groupe

(LXIII) [ai2yp,+ ayzsp,, xyps],

dont les équations finies sont, en posant p, = ¢

— = [eMa,—a,)

ety — 1
Aa,— az)[ ' It
= xle)\al, V= 87.!12(}1_01-1 -+ (L‘g),

)3 =3, Y= 4.
166. Si, au n° 163, on fait @, = 2a,, on obtient le groupe
(LXIV) [221p1+ @y sy 21p2+ 2ap;].
Equations finies :
=,
.71:-1'1@2)‘, yz:e’~(pox1+:vz), Y3 = TR T WXyt 2y, Y= 2.

167. Si, aun°163, on fait @, = 24, et si lon effectue la substitution (zy2o23),
on trouve le groupe
(LXYV)

[2eps+ 2&3P3, XTyP2+ TaPs]e
Fac. de T, 2° S., VIII,
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Equations finies :
b= B e,

Y1= &y, Y= Mo, + ), Ys=er(Gpia+ pxs+ 2y), Y= ;.

168. Je reviens au n° 164. Je fais u = a,.
Alors

bia= by == by, = by = b,y =0,
(ay— 2a,)byy=o, (a)+ a) by, =o,

(a,+ ay) b= o.

“y’ed [(biof — by d)qs—+ (byc — be)q,]  (n°6).

Y/=buz ps+ bjxp= of —

A l'aide de la substitution (2, ;) on trouve le groupe

(LXVI) [ayzpy+ aszspsy 21 pe],
dont les équations finies sont, en posant p.,= }.—F:l—l(ela‘—l),

.71:1"16)‘“‘, Y2 = X1+ Ty, ys"——x'ae;“‘*, Y= T4
169. Si, au n° 168, on fait @y =2a,, a I'aide de la substitution (z,z,) on re-
trouve le groupe (LXIV), n° 166.
170. Si, au n° 168, on fait a,=— a,, on Lrouve
Y/ ="bis 2, ps+ by 21 py + by 2y py+ by, ps.

En se reportant aux n° 138, 139, on en conclut I'existence de deux nouveaux
groupes.
A l'aide de la substitution (2»23) le premier groupe prend la forme

(LXVII) [Z1p1+ z3ps, 2P+ x3p;].

Equations finies :

00— %(e)"‘ 1),

yi=z€, Yo = o1+ Ty Y= e (P @+ poxy+ x), Y= .

171. A P'aide de la substitution (2,2, ;) le second groupe prend la forme

(LXVIII) [z\pr— 2y pyy, @ P2+ 23p,]
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ou, a I'aide de la substitution (2, 2;32;), la forme
(LXVII) [zops— z3pss 21 P2+ 230 ]

Avec la premiére forme on a, pour les équations finies, en posant

o %(6}"_])’

=@, Pa= PRI Ty, =2y Y= M@+ 2y).

172. Je reviens au n°® 164. Je fais u = — a,.
Alors

byy=b3=">by=0byy=b,y=o,

(ag—2a,)b;—o, (ay+ as)byy=o,

(ay+ as) by, =o.

A Yaide de la substitution (&, z,2;) on trouve d’abord le groupe

(LXIX) [a,z2ps+ ayxyps, x1p2]'
Equations finies :
o= ).La‘ (1— e,

Y1=Z1, Y2 = o1t L Y= x;36M%, Y= Z4.

363

173. Si, au n° 172, on fait @y =2a,, a 'aide de la subslitution (x,x;x;), on

retrouve le groupe (LXV), n° 167.

174. Si, au n° 172, on fait @, = — a,, la substitution (x,z,2;) nous fait re-

trouver le groupe (LXVIIL), n° 170, et a l'aide de la substitution (x,x,x,) on

retombe sur le groupe (LXVIII), n° 171.

175. J'aborde le cas ot I'on prend pour Xf la transformation (9) du Cha-

pitre I
Xf=a(2py+ 22p2) + a2 (2303 + 2, pi) + X1 p2+ T3P,

Si nous prenons
Yf:z bugxaps
B
et si nous écrivons que I'on a

(XY) =2X[+ nY/,
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il vient (n° 30)

hay+ pby = by, (ay— ay— ) b5+ by = o,
M+ by = byy— by, (a,—ay— p) by + by, — b= o,
hay+ pbyy—=— by, (@y— ay— 1) by =o,
hay—+ pby;= by, (ay— ay— )by, = by,
A+ by, = b,,— by,, (ay— a;— p) by, + by, =o,
hay+ pby,=— b, (ay— ay— p)bsy+ byy— by, =o,
pbyy=o, (ay—a;— )by, =b,,
pbs=o, (ay—a;— p)by, =o.

176. Sil'on suppose 1 = 0, comme 'on a
2ha, 4+ p(by+ byn) =o,

on en conclut 2 =o. Le cas a donc déja été traité (Chap. II).
Mais, si u5£ 0 (n° 41), on peut faire X = o.

On a donc
by, = bz =o, byu="byy=0by=0b,,=o0

et, par suite,

b= 0b;,—o.
Il reste
(@ — ay— 1) bys+ by =o, (ay— a;— p) by + by, = o,
(a1—>a2———p)b“+ by, — b3 =0, (ay—a,— p)byy+ byy— by, =o,
(ay— as— ) by =o, (ay—ay— )b, = b,
(ay— ay— p) by, = by, (ay—a,— p)b,, =o.

177. Soit, d’abord, g = a, — a,. Alors
) Y/ = by (x,ps+ x3ps) + by, p,
ou (n° ) :
b
Yf= bl3§(.}’1qs+)'272) -+ [_0_12_3 (bc — ad) + b, g]}’i’h-

On fera
bis(bc — ad) + by,ac=o (ac # o).

Si by est différent de zéro, on pourra, par exemple, de cette équation tirer d.
Le groupe pourra se mettre sous deux formes canoniques différentes. La substi-

tution (x;x;) nous donne la forme

(LXX) [ai(zypi+ x3ps) + @y (X2 pa+ &P )+ &y p3+ Xy Py, Ty pr+ X3P, 15
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et la substitution (z,z2,2;2,) la forme
(LXX) [ai(@pi+ 23p3) + ay( 2 pa+ 2, p,) + 23 Py~ 4 Py Ty Pr—+ T3P, ]

Avec la premiére forme canonique on a, pour les équations finies, en posant

S MNa,—a,) __
to= l(a,———az) [(3 ]]’

.71:-1'13)‘“" yzze)‘a’([‘oxn—f"xz)’ )’3:37’“‘()\1'14“1'3)’

V=% (Ap, 2y + A&y + P &3+ 2,).

178. Si, au n° 177, 'on suppose b,3=o0, et si I'on fait la substitution (x,x,),

on lrouve
(LXXI) [ai(zipr+ 2o p) + as (22 pa—+ 23 p3) -+ 2y Py X3 Py Z1Ps ]

Equations finies :

_ P ronaay
Bo= @ —ap e

Y=z, 2= €% (o + 23+ Axy), ys= e uzy, yi=ea(de, + 2,).

179. Je reviens au n° 156. Je fais p = a, — a, ; alors
Y= by (23p,+ 2, p3) + bs2.25 D1

La substitution (2, 2;)(z2;) nous raméne aux cas traités aux n* 177 et 178.

180. J’arrive & la transformation (10)
Xf=a(z\p1+ x3p2) + 2, P2+ 3 P4,

qui se déduit de (9) par I'hypothése @y = o. Le raisonnement fait au n° 176 sub-
siste, puisqu’il repose sur le seul fait qu'on a @32 0. On a donc a discuter le

systéme d’équations

(ay—p) b3+ byy=o, (@ + p) by — by =o,
(ay— )b+ by — bz =o, (ay+ p)bya— by + by =o,
(a,—p)by=o, (ar+ @) b+ b,y=o,

(@y— ) by, = b, (ay+p)b,,=o.

181. Soit d’abord p.= a,. On trouve deux groupes (n* 177, 178); le premier

de ces groupes aura 'une des formes canoniques

(LXXII) [a,(@,py+ xyps)+ 1 ps—+ X3Py Ty P2+ X3P, ]
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ou
(LXXII) [a (2 py+ 23p3) + 23 p1+ 2, P2y, 21 Py+ 23, ]
Equations finies (avec la premiére forme):
Bo= s (=),

y1= e, Yo2= oy + Xy ys=eu(ha,+ zy),
Ye=MApoxy 4+ Axy + pox; + 4.

182. Dans le second groupe obtenu (n° 181) faisons la substitution (z,2,);
1l vient

(LXXIII) [ai(xpr+ 2o py)+ x4 pu+ 23 pay 21 P2]-
Equalions finies :
o — IE.a_l‘ (e)»a,_ I)’

ylzxqeh‘a, Vo= P&y + Xy + Ay, Y3 =3, r»= er(hxy+ x,).

183. Je reviens au n° 180. Je fais . = — @, ; cela me donne deux groupes. A
I'aide des substitutions (z,z,x,25) et (x,2,) je mets le premier groupe sous les
deux formes

(LXXIV) {ai(z2pa+ 2ips) + @1 ps+ 23 piy 2 P2+ 23p4 ]

ou
[ai(zspe—+ 2, pi)+ 23 py+ T4 P2y 21 P2+ T3 pi]-

Equations finies (avec la premiére forme) :

— P (e,
V‘O-— )\al (I e )’

Y11=y, V2= U (o + 2,), Ys= Az + x5,
Y= (Mro g+ Ay + Py 25+ ).

184. Le second groupe trouvé au n° 183, si I'on effectue la substitation (z;z,),
prend la forme
(LXXYV) [ai(@epe—+ 23 p3) + X3 P2+ TPy Ty P2 ]

Equations finies :
— e,
o= a, (1—ea),

Y11=y, .72:e)‘a'(l~’-oxl+x2+)\x3), .Ys:xsexa‘; _}’z:)\xx‘i‘l'a-
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183. Jarrive au cas ol I'on prend pour X £ la transformation (11)

Xf=a(x,p1+ xyp;) + ay(23 ps 4 2, pi) + X, Pae
Soit )
Yf:Ebagxapp.
af
En écrivant que I'on a
XY)=2Xf+pYS,
il vient (n° 31)

ha,—+ by = by, (ay—a,— ) b3+ by3—=o, (az—a,— p)byy=o,
At b= by, — by, (ay—a,— p) b+ by =0, (ay— ay— p) by = by,

Aay -+ pbyy=— by, (ay— ay— p) by —=o, (ay—a,— p)b,y=o,

ras+ pby;—=o, (ay— ay— ) by, =o, (ay— ay— p) by =10,

hay, + pb,,—=o, pbyy=o, pbyiz=o, by, =o.

186. Si je suppose = o, a cause de I'équation Aa, + p.b33= o, par exemple,
on voit que A = o. Ce cas ayant déja été traité, nous pouvons supposer p£o et
appliquer dés lors la remarque du n° 41, c’est-a-dire supposer A = o.

On a alors
bu=by3 =0, =by=by=byy=byy=b,,=o.

Puis
(ay—ay— )b+ byy=o, (az—at'—}l)bu: /"

(ay— ay— p) by, =+ by,=o, (ay—ay— p) by = by,
(ax—az—H)bzs =0, (a2'_al—f1')b31:0’

(@a1— ay— ) by, =0, (@s—ay—p) by =o.

187. Soit, d’abord, p. = @, — a.. Alors

Yf=buz,ps+ b2y,
ou(n010) 13513 1 1

ay
Yf= cf—iied[(blsf_ bid)qs+(buc—bpe)g.].

On fera b,;¢ — bj3e =0 et, a 'aide de la substitation (z,2;3), on arrive au
groupe

(LXXVI) [ai(x1py=+ z3p3) + ay (23 po+ 2, ) + 2, p3, 21 P5],

dont les équations finies sont, en posant py = eMa—a) —q],

il
May— ‘12)[

M=%, yy= (e + x,),  yy=eu(ha 4+ x,),  y,=x,el,
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188. Je reviens au n° 186. Je fais u = a, — a, ; alors

Y/ = by x;ps+ bz, ps
ou bien (n° 10) :

Yf= % [(Bs2€ + bize)ys+(bsad + b f) y. 1.
On fera b3y d + by» f= 0, puis on effectuera la substitution (z,z;); on trouve
alors le groupe
(LXXVII) Lai (22 py+ 23 p3) + ay(, pr + 24 i) + 25 P2y 21 P2 ]
Equations finies :

N Ma,—a,) __
M= Ma—an ¢ b

Y=z e, yzze)‘“‘(ﬁowi‘i‘wz‘f')kxx), 3'3:1'36)‘“’, )’4:-1'43)“1‘-
189. Je passe & la transformation (12)
ay(x,pi+ xypy) + 2y P
Reportons-nous au n° 185. Comme on a simultanément
hay+ p by = by, hay+ pby=— by,
on en déduit

2da;+ p( by + by)=o.

Donc, si u =0, X est nul; on peut donc supposer u% o et appliquer la remarque
du n° 41.
En conséquence, nous avons a discuter le systéme d’équations
(a;— p) b3+ by =o, (ay+ @) bye+ by =o,
(a;— )by + by, —=o, (a;+ )by + by =o,
(@ — p)by=o, (@ + ) byy=o,
(ay—p)by=o, (ay+ @) by =o.

190. L’hypothése u= a, donne, a l'aide de la substitution (z;23), le groupe
(LXXVIII). [ay(z1pr+ 23 p3) -+ 21 P3y @1 P2].

Equations finies :

Y A VI
l-’-o——)kal(e 1),

Y11=z, Y2 == [oZ1+ Ty yi=e (e + z), Y= s
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191. L’hypothése p = — a, donne,a I'aide de la substitution (zyz5), le groupe
(LXXIX) [a(x2ps+ 23 p5) + T3 P2y Z1P2]
Equations finies :
Bo= 3y (1= e,

=2, Ya= (o + T+ A%5), )= el Y= X

192. Jarrive a la transformation (13)

Xf=ay(x;ps+ ,ps) + T P2-
Les considérations du n° 186 subsistent, et ’on a & discuter le systeme

(ay+ ) byz= by, (ay— p) b3y = b3y,
(ay+ )by = by, (ar— ) bia= b,
(as+ p) bz =o0, (ay—p)bsy =0,
(ay+ p)by=o, (ay— )b,y =o.

193. Si l'on fait u= —a,, a laide de la substitution (z.z;) on trouve le
groupe
(LXXX) [as (@, p2+ 2, py) + 21 Pss T P2 ]
Equations finies :
HOZTFL@(I—@_)‘“’)’

B=a, = (e ay),  y=hahan, =

194. Sip = a,, al'aide de la substitation (z,z3;) on trouve le groupe
(LXXXTI) [as(@ypy+ 2, py) + T3 P2y T P2 ]

Equations finies :

.}’1:-7"16)‘%’ Y= X+ T+ Axye Y3 =Xy, ys:"ﬁse)‘a" Hozi%‘(e)‘a‘_')-
2

7
195. Yarrive a la transformation (14)

Xf=a,(z;py+ Z2p2) + (23 + 2, Pi).
Soit
Yf:Zbagx\zpp.
B
Fac. de T., 2* S., VIIL 46
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Jexprime que
(XY)=2Xf+uYf.

J’ai (n° 32) le systéme d’équations suivant

ha,+pby=o, rbi=o, (ay—ay—p)b3—=o, (ay— a,— p)b;; = o,
la,+ pby=o, pby=o, (ay—as—p) b, = o, (@y— a,— ) by —=o,
hay+ pby;—o, pby=o, (ay— ay—p)byz=o, (ay—a,—p)b,=o,
hay+ pb,,=o, pbs=o, (ay—a,—p)by,=o, (ay—a,— )b, =o.

196. Si u=o, I'équation Aa,+ pb,,= o, par exemple, indique que A = o.
Donc (n° 41), on peut supposer
P o, L=o, by = b= by3== by, = b3 = by = by, — b,3=o0,
et il reste a discuter les équations

(a;—a,—p)b;=o, (a,— ay—p) by = o,
(a;—a,— p)by,=o, (@z—a,—p)by,=o,
(a1—ay— ) byy=o, (ay—a;— )b,y =o,

(ay—a,~—p)by=o, (@r— a,—p)b=o.

197. Supposons d’abord p = a; — a,.
Alors
Y/f=b,2 ps+ b2 py+ by, py+ busz;-

Appliquons le changement de variables du n° 12.
Si I'on suppose
by byy— byzby, £ 0,

on arrive, 4 l'aide de la substitution (zy2;), au groupe

(LXXXII) a2 pr+ 23ps)+ as( @22+ 2 Pi)y, T P2+ X3P ],

i {quali ies =P reMe—a)_
qui a pour équations finies, en posant o= Te—a) [eMama) — ],

yi——"wiek“r, }’2:‘3)‘”“(}1-0‘”1'*‘“’2), .73:3733)‘“”' y‘:exaz(p0x3+1‘3).
198. L’hypothése by;bs5—by30,.=0 et la substitution (&.x;) donnent le

groupe
(LXXXII1) [a,(zyp1+ @sps)+ az(-?el% + &Py )y TPl
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Equations finies

—_ & Aa,-a,) _.
= (M™% 1),
P’O )‘(al_az)( )

Yi=x8%, vy ez x,), Y= xzerh,  y, = e,

199. JYarrive 4 la transformation (15), 2, p, + 2, pa.
Les considérations du n° 196 subsistent. On a a discuter le systéme d’équations

(1—p)bz=o, (1—p)by,=o, (1—p)by=o, (r— )by =0,
(1+p)b;=o, (1+p)bys=o, (1+p)b,,=o, (1r-+p)bs=—o.

200. En faisant p.==1, on est conduit & la méme discussion qu’au n° 97. La
substitution (z,x;) donne le groupe
(LXXXT1V) [z, p1+ 23 py, x,p2+ 23p, ]

Equations fintes :

51“0:%(6)\‘—1)’

Y=z e, Yo = o &yt Ly Y= aeh, YiT= o &3 4.

201. On trouve ensuite le groupe
(LXXXV) [Z‘1P1+x3l’3, 1’1[/2]-

Equations finies :
— &
Po= 7 (e)\_ I)!
yi=zeh, Y= Tyt sy Y=yt Y= Zy.
202. Silon revient au n° 199 et si I'on fait u =— 1, une discussion analogue

donne deux nouveaux groupes. Le premier, a I'aide de la substitution (z,x.),
devient

(LXXXVI) [Z2ps+ 2, Py 21 P2+ 23, ).

Equations finies :
po= L),

Yi= &y, )’223)‘(Ho$1+$2), Y= &3, }’b:ex(f‘o‘%‘*‘xa)-

203. Avec la substitation (z, 2, ) le second groupe prend la forme

(LXXXVIID) [z2ps+ 23 p55 21 pa].
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Equations finies :
o= %(1“—‘3'—)‘)’

V1= Ty Y= MNPz + 23), Y= xs¢", Y= Ty

204. Jarrive a la transformation (16)
Xf=a,(@\py+ Typs+ X3P3) 4+ A Xy Py Ty Pa—+ 222 Py
Soit
Yf:EbzﬁxaPS-
. a8
Ecrivons que I'on a
(XY)=2AXf+pYSf.

11 vient (n° 33)

Lhay+ by = by, by = by3— 2 by, (ay— as— )b+ byy=o0,
A+ b= by— by, by = 2 by, (ay— ay— p) by + 2 by =0,

haj+ pbyy =20y — by, pwby=o, (ay— as— p) by, =0,

21—!—;;1)23; 2(by3— b3s), pbyp=— by, (ay— ay— )by =0,

hay+ pbyy=—2by,, (ay— ay— p) b= by,

la,+ pb,,—=o, (ay— a;— p) byz=120b,,.

205. Si I’on suppose .= o, I'équation hay—+ pby=o donne A=o. Le cas a
déja été traité. On peut donc supposer p £ o, et alors (n° 41), % =o. On trouve

alors
byy= by = byy= by = bn: byy= b= by = by = byy=o,

puis
(ay—ay— p)by~+ by=0, (ay— ay— ) baa= by,

(ay— ay—p) by + 203, =0, C(ay—ay;— p)by=12byy,

(ay—ay— p) by, =o, (ay— a;— p)byy=o.
206. Soit d’abord p. = a; — a». A P'aide de la substitution (2. z;) on trouve le
groupe

(LXXXVI) [a(zypr+ 23ps+ Ly Pu)+ QT Pr— X Pe—+ 2T Py P2,

dont les équations finles sont, en posant u. — P reMaa)
ont les éq , I o 7..(ai~a2)[ ],

yi=x e, Vo= AUz, -+ T),  Ys= (Va4 Tyt 2hz,),

r=eux + @)
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207. Revenons au n® 203, et soit B = a,— a,. Alors, a 'aide de la substitution
(x5 x22,), par exemple, on améne le groupe & avoir la forme

(LXXXIX) [@ay(@:py+ @3 ps+ @,p,) -+ @2, py -+ 24 p, -+ 224 Pay Ty Py

Equations finies :

- Ma,—~a,) _
fo= )‘(az*‘ax)[e s

=@,y = @ a 2+ My 2hay),  yi=aseta,
Y= e (hay+ Zy ).
208. J'arrive a la transformation (17)
Xf=a,(x,p1+ 2y ps+ T3p3) + 2, py+ 222 ps.
Des relations écrites au n°® 204 il résulte que l'on a
3hay—+ by + byy+ bgy)=o.

Par suile, si =10, on a aussi A=o0. Or ce cas a déja é1¢ traité (Chap. 11).
Donc, on peut supposer 3£ o et, par suile, A =0 (n° 41).
Le systéme d’équations a discuter devient alors (n® 203)

{ai—p) b+ by, —o, ()b + byy—o,
(@y— )by +2by,=o, (a+ )b+ 20, =o,
(ay—p) by =o, (a,+p)b,—=o.

209. Si p=ay, et si l'on fait la substitution (z,2,) on trouve le groupe
(XC) Lai(@ pr+ @y ps+ 2 p)+ 21 pit 220y, 2P ).
E quations finies :

= gl (@)

. a,

V1= T, YT P&y + &y, yi=eru(Wa, + x5+ 20 ), Yi=eru(dzy + x,).

210. Pour p=-—a,, en faisant la substitution (zyz3za2,), on trouve le
groupe
(XCI) [ai (@ ps+ 2y py+ Ty Py ) Xy Pyt 22, Pay 2y Pyl

Equalions fintes :
— JJ“_ — e,
po= 51— e,

Yi=&y, y2:e7‘a-(pox,+x2+)\2x3+27\:1?4), V= x,6%, Y=+ x,).
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211. Jarrive a la transformation (18)
Xf=a,z,p,+ 2, ps—+ 22, ;.

Les considérations du n° 203 subsistent, et I'on a a discuter le systéme d’équa-

tions
(as+ )by = by, (@y— ) b= by,
(@ -+ p)byy=12by, _(az—f*)bu:zbrz,
(ay+p) by, =o, (ay—p)biy=o.
212. Si p=— a,, a l'aide de la substitution (z,2,) on trouve le groupe
(XCII) [aszsps+ 1 pi+ 22, ps, 21 ps]-

Equations finies :
N —_ p~la,
o= )\az (I e ')9

Y=z, Y= (o, + 25), Ys=MNz, +x;+ 2}z, Yi=Az,+ z,.

213. L’hypothése p = a, donne, avec la substitution (z, 23z, 2.), le groupe

(XCIHI) [a;z,py+ 23 py+ 22, P2y 2, P2 ].
Equations finies :
— ra, 1\
Fo= 7\a2 (e )

1=z, 6%, Vo= Moy + T3+ N2y + 202, Ys= 3, Yi=hxs+ 2.

214. Passons a la transformation (19)
‘ Xf=a,(x,p,+ @3 P+ T3 P3) + Ay Py + X3 Ps.
Soit
Yf:zbagxapg.
B
Jécris que 'on &
(XY)=2Xf+p Y/

On a (voir n° 34)

ha,+ by =o, pby,=o, (ay—ay— p)b,,—o,
hay—+ pby = by, pbiy=— by, (ay—ay—p) by + by =0,
b A by =by3 — by, Bbay = by, (ay—ay—p)bs.=o,
hay+ pbyy=— by, bz =o, (ay—a,— p)b,y=o,
ha,+ p.b,=o, wbz;=o, (ay—a,— p)b,y=o,

(ay— ay— 1) bys= bys.



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LI_NEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES. 375

213. Silon fait p=o, 'une des équations Aa, 4 pbiy=o0, ou hay+pbs=o,
donnera toujours A = o. Le cas a déja é1é traité (Chap. II). Donc on peut sup-
poser 1. >4 o, et alors (n° 41) A = o.

Donc

bis=b3= by = by, = by = by = by = by, = biy=by;=o.

Il reste les équalions

(ai_“z'—H)bu:O, (az—a,—‘u.)b“:o,
(al_az—}*)bza‘*‘bu:(’) (02—41“‘#)542:0:
(ay—a,—p) by =o, (ay— ay— p) by = b,

216. Soit p = a, — a,. Alors
Yf= %[b“ay,-q— (bub+ byc)y,l, acfzo (n°16).

Si I'on veut annuler le coefficient de Y24, il vient
b1, + byc=o,

Si b,,5£ o, celte équation déterminera b. Y f se réduit AYiqs-
Si by,=o0, on a un autre groupé. Y/ se réduit ayaq,.
Avec la substitution (x,x,), le premier groupe prend la forme

(XCLV) [ai(z,py+ 23 ps+ Z.py) + a2 py+ x, ps, Zp,].
Equations finies :
Y MNa,~a,)
p‘o‘h)\(at‘az)[e : b
Y=z, et Ya= ekaz(pox,—i—xg), Yi= e)‘“:(x3+7\x4), Y= a et
217. Le deuxié¢me groupe, a 'aide de la substitution (x, x, Z,), prend la forme
canonique
(XCV) Lai(zpy+ z3p;+ ZyPi) + s Ty Py + X1 3, TP, ]
Equations finies :
_ Na,-a,) _
Fo-)\(ai_aﬂ)[e I]v
Y=z el yazex“z(#ox1+wz), .}’3:3“‘(7\1'1‘4“%3), Y=z, el

218. Je reviens au n° 215, et je fais B =a;— a,. Alors

Yf= buzip,+ bz, ps,
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ou (n° 16)

- b, b, b, d
Yf:fys[ “‘11+< = — )fla] afc Zo.

a c ac
Si b,y o, I'équation b,3a = b, d déterminera d, alors
Yf:J’4‘]1-

Si by =0, Y fseréduit a y,q;. De la deux types de groupes.

Si I'on effectue la substitution (xyx,x;), le premier groupe prend la forme
(XCVI) [ai(z2ps+ 23ps+ 24p,) + @y 21 pr+ 2. P3y T1P5 ]

Equations finies :
P Na,—a,)
o= l(ag—ai)[e =1l

yi=x 60, Y= €4 (po 2+ 23), Y= e (x;+ dxy), }’4:‘7343)‘“’-
219. A Taide de la substitution (x,x3x2x;) le deuxiéme groupe prend la
forme

(XCVII) @1 (@2ps+ Z3ps+ 2,py) 4 Q21 Py Z,P3y 21 P2 ]

Equations finies :

—_F reMaay_
Fo= )‘(az—ai)[e g

_71:-7;13)‘“” )’226*“'(#0»@1-!—%—*— Az,), }’3:@’33)@" Y= x, el

220. Jarrive a la transformation (20)
X f=a(z,p1+ 2sps+ 23p3) + Z3 3.
Les résultats du n° 2135 subsistent et I'on a les équations

(a,—p) bin=o0, (as+ p) by=o,
(ay— ) by + by, =0, (a1 +p) bia=o,

(a,—p) byy=o0, (a,+ ) bis+ by =o.

221. Si p=a, il y a deux groupes possibles. Avec la substitution (x;xs) le

premier prend la forme

(XCVII) [a, (2 py+ 3P+ 2, p) + Xy Psy Z1P2 )
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Lquations finies :

— ¥ (ere,_
Po= Aa, (e 1),

Y=z er%, Y= T+ X3y yi=eu(x;+ hzy), Y=z, e,

222. La substitution (x, x;x;) donne au deuxiéme groupe la forme
(IG) [a,(xipi+ x3ps+ 2,p,) + 2,3, 2, 2]

iquations finies :

|t ra
Lo — < er 1
o l.al( ),

}’1:1’13)‘“‘, Y2 = o+ Ly )’3:8)“1‘(7\371‘*'-1'3): .}’4:1'53]“‘-

377

223. Jereviens au n°220, et je fais u. = — @,. On obtient encore deux groupes.

Avec la substitution (xr,x,x;) le premier de ces groupes prend la forme
(€) [ai(zopr+ @3ps+ 2, p,) + 223y iP5 ]

Equations finies :

— L e ha,
Fo-—- 7\(11 (I € )9

Yi=2y, Y= (pox,+ z,), yi=eu(z+de,),  yi=x,en

224. La substitution (z; 232, 2,) donne au deuxiéme groupe la forme
(CI) [ai(zyps+ 23 ps+ 2, p,) + X4 P2y 21P2 ]

Equations finies :

__L et
I‘Lo—)\al(l e )’

Y1= &y, )’2:3)“1‘(}"0“‘1*‘ Ty Azy), yszxae‘“', J’Azwae)‘“‘-

223. J'arrive a la transformation (21)
Ay Ty Py~ X3 P3e

Les conclusions du n°® 215 subsistent, et 'on a a discuter les équations

(az+p) byy=o, (a;—p) by=o,
(as+ @) boy = by, (@aq—p) biz=o,
(@ +p) by =o, (ay— ) byy= by

Fac.deT., 2 S., VIIL. 47
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226. Siu=— a,, on a deux groupes dont le premier, a 'aide de la substitu-
tion (z,;), prend la forme

(CII) [@azzsps+ 2 psy Z1p5 ]
Equations finies :
Po= 7%‘2 (r—ea),

Y=z et Yo = o &+ L3 Vs = X34 Ay, V== Ly

227. Pour le deuxiéme groupe, la substitution (z,z,x,) donne la forme
(CIID) [a@sps+ 21 ps, 71 ps].
Equations finies :

*L — p—ha,
Fo— 7\612(1 € )s

V1= Z1s }’2:6)‘“2(}"0331“"1'2), Ys= bz 4+ 2y, Y= Ty
228. Si = a., on a également deux groupes; le premier, a 'aide de la substi-
tution (z,x,2,), prend la forme
(CIV) [asz py -+ &y py, 21 po]-
Equations finies :

o= _‘H—(e)\a’_ ),

Aa,

.}’1:‘1'1‘3)‘“2, Yo == o1+ Xy Vi =&y Ay, Y= Ty
229. La substitulion (2, 232:2,) donne le second sous la forme

(CV) [a,2p + 2, p2 21p3]-

Equations fintes :
S ha,
Po= ha, (e L

Y1 Z, %, Y2 == &+ Ty A, V3= T3, Y= L4

230. Jarrive au groupe (22)
XS a(@,pr-+ Zapy—+ Xy P3) + @2, Py
Soit

Yf_—_‘z bap Zapg.

a, B
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Exprimons que l'on a
(XY)=2X/+pY/.

On a
ha,+ pb=o, (a,—a,— 1) by,=o,
ha,-+ pbyy=—o, (al——a‘g——p)bgy,:o,
ha,+ pbyy=o, (ay—a,—p) by, —=o,
hay+pb,=o, (ay—a;— p) by =o,

pbia—=o, pboi==o, pb,=o, (ar—a—p) bp=o,
pbs—o, pby—=o, pby=o, (ay—a,—p) b=o.

231. Comme a, et a, ne peuvent étre nuls simultanément, des équations
ha,+ pbyy=o0, has+ pb;+ o0 on déduit que, si p=o0, on a nécessairement
A =o0. Or, le cas A = y = o ayant déja été Lraité, on peut supposer n5£0, A=o0

(n° 41), donc
byy=bay="by3=04y, = b1s= by = by3= b3y — bsy— by, — 0.

Il reste
(a,—ay—p) by =o, (as— ay— ) by =o,

(a,— ay—p) by, = o, (ay—a—p)b,=o,

(ay—ay— p) by, = o, (ay— ay—p) byy=o.

232. Soit p =@, — a,. Alors
Yf=0b,x,pi+ byxyp,+ by, 2, p,.

En utilisant le changement de variables du n° 18, et en effectuant la substitu-
tion (x;2,), on Lrouve le groupe

(CVD) [ai (2, pr+ 2yps-+ 2. p,) + @y 23 P32, @15 ],
) , . . i . i3 _
dont les équations finies sont, en posant gy = )\(al—_az)-(el(ax a) — 1),

56)‘“1.

.71:'2'13)"1': )’2:@)‘“*(#01’1‘*‘1’2)’ ys:xsex“', Y=

233. Soil, maintenant, i == @; — a,. Avec la substitation (z,2z,2,) on obtient
le groupe

(CVID) [ai(xps—+ 23ps+ 20 p,) + Ay 2, Py, 215 ]

Equations finies :

o & Ma,—a,) __
IJ’()—‘)L(az__al)(e @ I))

Y=z, €M%, Yo eMu(p x4+ 2,), V= xz€0%, Vi @, eha,
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234. Yarrive a la transformation (23)
Xf=axpi+ @y ps+ 23 py.

Les considérations du n°® 231 subsistent. On a deux groupes :
Le premier est le groupe

(GVII) [z py+ 3 ps+ 2, pyy 2, ps].
Equatious finies :
Bo= %(6)‘—1);
Ni=xie, Yam e+, yy=aget,  y,=aeh
235. Le second est le groupe
(CIX) [2ypy+ 23ps+ 2, po, 2y ps].
Equations finies :
po=5(1—e);
Y=, Y= e (@ + ), ‘)’3"‘_“.’1)36)‘, Je= it
236. Si maintenant je prends la transformation (24), 2, p,, les considérations

du n° 231 subsistent toujours, et 'on a deux groupes :
Le premier est le groupe

(€X) [#2p2y 21 p2 ]
Equations finies :
p=E e,
Y11= Ty Vo= (@i +2), Y=, Yo = Ly
237. Le second est le groupe
(CXI) [z p1, 2 p2 ]
Equations finies :
=
Yi=Zier, Yy T Xy Y3 Ty, YT Ty
238. Jarrive a la transformation (25)

Xf=a,(@,p-- Xy py+ X33+ 2, py) + Xy Pr+ 22305+ 325 P,
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Soit

Yf:z bup o pg-
a,f
Je vais exprimer que 'on a

(XY)=2Xf+pYf.

En me servant du calcul fait au n° 36, je trouve

ay} + pby=by, pbiy="0by— 2by,,
M by =0y — byy, peby = by — 3by3,
hay + pbyy=12by,— by, pbay=12by,

2h + pbyy=2(b33— bys), Py =2by,— 3 by,

Aay + pbyy=3byz;— 20y, P-031=3 by,

3A 4+ by, =3 (biv— bs3), pbya=3b— by,

da, + pby=—3by, H/bu:‘), pbya=— by, pbu=—2b,.

239. Si a2 0, comme
hhay+ p(byy = boy+ by + by)=o,
on voit que ’hypolhése = o entraine la condition A — o.

On peut donc supposer i1 3£ o e, par suite, A = o (n° 41).

On se rend alors aisément compte qu’il n’y a pas de groupe pour @, o.
pte q yap groupe p

240. Supposons a,= o, puis x = 0, k3£ 0; i 'aide du changement de variables
du n° 20, on retrouve le groupe (III).

241. Jarrive au groupe (27)

Xf=a, (@ pi+ 2P+ T3P+ T, Py) + Ty Pa+ 22,5 Ps.

Je pose

Y/ :2 bug xapg-

a3

J’exprime que
(XY)=2X/+pY/,

On trouve (n° 37):

la,+ pby = by, pb1s= by — 2by,,

A4 p b =">by— by, b= b, pbay= 20y,
ha; + pbyy=2b3,— by, pba =20y, pbs=o,
2N+ by =12(by3— b)), Pby=— by, pby=o,
ha, + pbyz—=— 2 by, rbuy=o, pba=— by

)\al—*—l“Lbhb: o, I.Lb“;_.__—zl)‘z,
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242. Si Pon suppose a,3% o, on voit que I'’hypothése 1= o entraine la condi-
tion k= o. Dés lors, on peut supposer u £ o, puis A =o (n° 41).
On se rend alors aisément compte qu’il n’y a pas de groupe pour @, 5% o.

243. Supposons maintenant @, = o, g. =0, A< o0; 4 l'aide du changement de
variables du n°® 22, on retrouve les groupes (XIX) et (XX) (n" 94, 95).

24%. Yarrive a la transformation (29)

X/f=a (@, py+ 2y p2+ &3 Py + 24 Pu) + 21 Pa+ 2y,
Soit
Yf:Z(bapxapg).

o, 8
Ecrivons que I'on a

(XY)=2AXf+pY/S (n°38).
Il vient (n° 38) :

ha,+ p.by,=b,, ©b3= by, pby=b,,

A4 pbyy=by— by, pbr= by, — by, by =b,,— by,
ha,+ pbyy=— by, Qb21:o, pby=o,
ha, 4+ b= by, b3 =o, b =— by,

k4 by, =b,,— by, pby=— by, ®b,;=o.

)\dl'-i—- ‘U-b“: — b'w:i’

245. Supposons d’abord @, £ o. Alors on a, par exemple,
2hay+ (b + byy) =o.

Donc 'hypothése = o entraine A =o0. Or le cas a déja été traité (Chap. II).

Si I'on suppose i £ o et, par suite, A =0 (n° 41), on se convainc sans peine que
le groupe cherché n’existe pas.

246. Si a;=o0, p.=o0, A% 0, on remarque que l'équation caractéristique
de Y f n’admet pas une racine quadruple, de sorte que I'on retombe sur des
groupes déja énumérés.

247. Considérons enfin la transformation (31)

Xf: ai(x1p1+ XyPa—t+ X3P+ -”4174) + Ty Pa.
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Soit
Yf:E bagxap‘g.
) @,
Ecrivons qu’on a

(XY) =2X f+pY/.
On trouve (n° 39) :

ha,+ pby = b,,, b= by,
A+ pby= by, — by, pbyy=o,
7\a,—+—;‘c1‘)23:—- by, ®by = o,
ha;+ pbyy=o, pbs—=— by,
ha,+ pb,,—o, pbiy=o,
pbys=o,

by = b,
rbyy—=o,
pbs=o,
gz =o,
pwby,=—b,,.

383

248. Sil'on suppose @, 0, comme Aa, + wb3s=o0, si p=o0, on a aussi

A=o.

_ Donc on peut supposer i+ 7 o et, par suite (n° 41), A = o.
On se convainc alors facilement que le groupe cherché n’existe pas.

249. Si ay=o0, A3£0, u=o, 'équation caractéristique de Y f n’a pas quatre

racines égales, donc on retrouvera des groupes déja énumérés.
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TABLEAU DES FORMES CANONIQUES

( (1)
[ (2)
\/ (3)
¢ (4)
'. (5)
‘ (6)
¢ (7)
L (8)

( (9)

<

( (10)
(11)
(12)
(43)

——

; (14)
(48)

[ (16)

CHAPITRE I.

GROUPES A UN PARAMETRE.

QTP+ QTP+ A3 X3 P34+ A, x, p,
Ay X3 Py~+ A3 Ty Py~ AL T Py
A Ty Py A2y Py + A3 (25 P52, py) + TPy
Ay Ty Py Q3 (T3 ps—+ 2y py) -+ T3P,
A Ty P+ Ay Ty Py Ly Py
A,z pi~+ @, T P+ ay (23 ps+ 2, py)
Q3 Xy Pa+ a3 (23 Py + 2, py)
A, TP+ QT3 Py
ay (2y P14 Ty Ps) + @y (L3 ps + T, py) + X Pa+ Xy
ay(xyps =+ 2,py) + 2 pa—+ 23 P,
ay(Z pr+ ZaPa) + (L3 Py T py) + Zi Py
a, (2, p1-+ Z2P3) -+ X P
ay(xyps~+ 2, py) + 2Py
a, (z,pi+ 23py) + ay(Zsps+ 2, py)
Ty Py Xy Py
a (21 p1+ Zyps+ Ty Py) + QX Py Ty Pyt 22,
a;a,(a,— a,) 7o
a, (&, py+ X, Py + T3 ps) + Ty Pyt 22, Py
A, T, P~ X\ Pr—t+ 25 Py
a (2, p1+ Xy Pyt X3 p3) + AT, Pyt X2 Py
a,(x, pr=+ Zaps—+ 23 P;) -+ Ty ps
A X, P+ Ty P3
a\(z,\py~+ 3Py~ T3 P3) + TP,
Ty Pi+ Xy P Xy Py

Z, P

OBTENUES.

Nos 1

(31 IS [ w

=1

9

11
11

13
13
13

15
15
15
17
17
17
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‘ (25) a, (2, p1+ X3P+ T3Py Ty Py) -+ 21 Pt 22, Py + 3xyp, i9
z (26) Z P+ 22,p3+ 323, 19
(27) @, (2 pi+ Xy pa+ T3 Ps—+ T, Py) + L1 P+ 222 D5 21
(28) Ty P2+ 2223 21
( (29) a(zipit-xapr~+ 23p3+ Z,py) ~+ 2 P2t T3P, 21
{ (30) Z\pa+ 23 P, 21
{ (31) a(zpr+ 2ypy+ 23 ps+ 2, p,) + X1 P> 2
| (32) v Z0ps %
(33) z pr+ xa2prt T3Pyt Xy 26

- CHAPITRE II.

GROUPES DE DEUXIEME ESPECE, A TRANSFORMATIONS DEUX A DEUX ECHANGEABLES.

1) [mzipit+a,z;pyt a2 pst-a, 2P,y bz, pi+ by py+byxy ps+b,2,p] 27
(2) [a@ypy+aya;ps+a,x,piy by prtb3 2 ps+ ba-TAP»;] 27

(3) [ai@ pi+ arx,pr+ay(z23ps+ L, Py) = X3 Py
bz, pi+ b,y ps+ by (23 ps+ 2, py) + o2y p, ] 28

(&) [@ysps—+ as(2sps—+ x,p,) + 3oy 0323 P2+ by(23ps+ 2, p,) + by p] 28
(5) [aizipi+a,x,ps+ x3py, bieypi+ byxapr+ b,z;p,] 28
(68) [a\@ pi+ arzsps—+ as(zsps+ 2.py)y bz, pi+byzsps+ by (s py+2,pi)] 29
(M) [@2psy @sps+2ip] 29
(8) [zipy, 22p:] 29

(9) [a (@ pr+ x2ps) +as(xs ps—+ Z,p;) + X P+ 3Py,
b (xypi—+ x,p5) + by (x3ps+ 2, py) + byzyps~+ b,x3p, ] 30

(10) [a,(xsps+ 2, p,) + 2 P2 X3Py by(zsps—+ @, p,) + by, pr+ b,a3p, ] 30

A1) L (@ p+ x2ps) + @ (XT3 ps—+ Xy Pi) + Ly Pay

by (2 pr+ 23ps) + by (23 py+ 2, py) + 032, ] 31
(12) |z pi+ x2psy 21 ps] 31
(1.-3) (23 ps + 2 piy 21 pa] 31
(44) [@ipi+ 22ps, 23 p3+ 2,ps | ) 32

(15 ( (2 p1~+ ZaPa—+ X3 P3) + Xy P+ TP+ 20, P3

oy

33
? by (2, pi+ 2y P2+ 23 p3) + by pi—+ by (2, py + 22, p,) + bozy ps

Fac. de T., 2°S., VIII. 48
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(16)

(47)
(18)

(19)

(20)
(24)

(22)

(23)
(24)

(25)
(26)
(27)

(28)
(29)
(30)

(31)

(32)

(31)

(32')

(31// )
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[ai(x p, + ZyPr+ Z3Py) + 2P+ 22, ps,
@1(»1”1191 Gy pyt+ 2y py) + by (2 p+ 22, p3) + bs“‘;[)a]

[ayz,p,+ ZyPy—+ 2Zypy, by, p,+ bs(x1P2+2le)3) + b,z p;y]

[a(zpi+ 2ypy+ @y py) + A2y, Py 5 P35
by (zpi+x,p,+ Z3py) + by, p,+ by, py+ b,zyp ]

[“1(1'1171+-T2P2+ ZypPs) + 2y p,
bi(zyipi+ xypy+ Zyp3) + by, py+ b,x,p,]

Las@ip,+ 23 py, by, py—+ by, py+ byzypy]

[ai(xipy+ 2y py+ I3 P3) + @y, py+ 25 py,
bi(z\pi+ xyp,+ Z3Ps) + byx, pi+ pyx, ps+ byx py]

La (21 py+ @3 py+ 2 ps) + 2, ps,
bi(xipi+ xsps+ 23 py) + by ps + bsxlj):;].

[y po+ 23 pyy by, p,+ by, py+ b,z p;]

[a) (2, py~+ 2, pr+ 23 py) + Ay Xy, P+ X5 P3,
bi(xipi+ 2y py+ Z3Ps) + by, pr+ by, py

[ar,‘ll)1 -+ X3Py + Xy p3, x2P3]
[z, pi, 22p;]

[a (2 p,+ 2, ps+ Z3ps) + ayx, py,
b1 (21 py+ 23 py+ 25 p3) + by, p,+ by (2, p,+ 22, Py)]

[1‘1P1+ Xy Pr—+ X3Py, X Py + 21;2[)3]
[z, pi, 2, ps+ 2.7, p; |
[z py+ 22 py+ 25 py, 2, p, ]

Ay (2 P+ 22 Py + Xy py+- Zypy) + 2 py+ 22, p3+ 31'3/75
2 bi(2ypi~+ &3 s+ 23 py+ 2, p,)
+ by (2 pyt 22, py+ 32 py) + by(z py+ 3z, p,) + b,y p,
; Z\py+ 22, ps+ 3y p,,
[ bs(xyps+32yp,) + by, p,
01(1‘1111‘5‘3«"2]’2'*'“31’3‘*‘»’04[’4)+az(x1P2+2$zP3+3x3P4)+(13(»7«'1P3+3~T2P4),
( b1($1P1+x2])2+x3P3+'T4P4)+b2(xxP2+2x2P3+3x3P4)+ba(1'1ps+3xapa)

[Z P+ 223 P+ 3xyp,, @ ps+ 22, p, ]

( a(xypr+ ZyPa2-t Xy P+ 2, p,) + ay (2 py+ 22y ps+ 33 p,) + Q34 Pyy
?‘ by(xypr=+ 3 py—+ 23 ps+ Z,p,) + by( 2y py+ 2205 py+ 3asp,) + bz, p,

33
33

34

34
34

34

3k

34
34

35
35
35

36

36

36

36



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES.

(32") [@ypy+22yp3+ 32y p,, 2, pi]

( 39" )

(33)
(34)
(35)
(36)
(37)
(38)
(39)
(40)

(41)
(42)

(41")
(42')
(43)

(44)
(45)

(46)
(47)

(48)

[z pat 22, ps+ 323p,, &, p1+ 2P+ T3P+ 24 pi ]

( @(2ipr+ 2P+ 2y ps+ 2, py) + 2y Pat 2233,

} ? bi(x1pr+ 2y Py 23 py+ 2, p,) + X, P+ 2, Py

[z ps—+ 22, p;, Zypy+ 2, py]

( @ (@i pi~+ Tops+ 23 ps+ 2, p,) + 2, py+ 22, Py,

( bi(z\piA-23ps+ 23 ps+ Xy Py) + Xy Ps

[zips+ 22, ps, 2, p3]

{ (2 pr+zaps+ 23 p3+ 2, p) + 2, py+ 22, s,
? bi(zypi+ o ps+ 25 s+ 2, p) + 2,y

[z p2+ 22, p3, zp,]

a1 (21 Pr+ Xy ps + 3Py T p,) + Xy Pr+ 22, P,

b\(z,py~+23pr =+ 25 ps+ 2, py) + by, py
[z1ps+225p5, 21 ps]

a, (2, py+ Zapy+ 23 ps+ 2, p,) + Xy P2 T3 Pyy

bi(21p1~+ Zapr+ Xy py+ 2, p,) + 2y py+ X, pr+ by, p,

\

S Zy P+ X3Py,
( Z3pr1+ 2 pr+ by p,

s A\ (2 P14 TP+ Ty Pa+ 2, p,) + ay(x, py—+ z3p,) + a;(x ps+ x2p,),
? bi(21pr+ @y py+ 23 ps~+ 24 py) + by (2, py+ 23 p,) + by(2,ps+ 2, p,)

[z1ps~+ 23 pys 21 p3+ 22 p, ]

(| al(Z1pr+ Zaps+ 23 ps+ 2, p,) + 2, pr+ 2y py,

U by(2ypi4 23 pa+ 23 ps + 2, p) + by, p,+ byxs p,
[z, p2+ x3p,, by p,+ byxyps ]

[z p1+ ZyPar— ZyP3—+ Ty Puy Ty P2+ T3P,

{ ar(@1pr+Zaps+ 23 ps+ 2, p,) + ay 2, ps+ a, 2, ps,
( b, (21 P14+ Zapa+ X3 p3+ 2, p,) + by, ps+ by, p;,

[551]73, -75'2173]

\’ Ay (X pr=+ Ty Py~ 23 ps+ 2, py) + Ay Xy P2+ Q32 P3,
U by (21 p1~+ 23 Py + 23 ps~+ @, py) + baxy py+ by, p,

387
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36

37
37
37
37
37
37
37
37

38
38

38

38

38
38
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388

- R. LE VAVASSEUR.

(49) [xpy, 2 p;]

(80) [2ypi+ 2py+ 23 p3+ 24Py 21 P2]

GROUPE DE DEUXIEME ESPECE DONT LES TRANSFORMATIONS NE SONT PAS TOUTES

(I)
(1)
(IM1)
(IV)
(V)
(VD)
(VII)

CHAPITRE IIIL

DEUX A DECX ECHANGEABLES.

(a1 2y pi+ @y 2y py+ Q33 Py a2, pyy 24P ]

[(2a,— a3)x\pi+ ayx,ps i+ ayzyps+ @, py, 22—+ 23ps]

[Bay—2a,)x pi+ (2a;—a,) 2, pot- A3 s+ A2, Py Ty P+ T2 ps—+ 3P, ]

[(ar+ ay— a,) @ py+ ayx, py+ 33 py+ 2, Pyy Ty Pr—+ 23 P, ]
(a1 p1+ as @y ps+ ay 23 pyy 211 ]
[(2a,— ay) i py+ ayx, py+ ayxy ps, 2P+ 23 py]

[3) pr+ 22 pa+ 2y ps, 24Py~ 23 p3+ 23, ]

(VII) [ ayps+223p,+ %‘TQPM xy Pyt Ty Py T3P ]

(IX)
(X)
(XT)
(XII)
(XIIT)
(X1V)
(XV)
(XVI)
(XVII)
(XVII)
(XIX)
(XX)
(XXI)

[2a,21p1+ @y Ty Py + Ay 2, Py, @1 P+ 23 5]

[22y p1+ 2 ps— 2, Py, Xy P2+ T2 ps—+ 23p, ]

[(as+ a3)z, py+ ayx; po+ a3 23 py, 1 ps—+ TT;;P@]

(@ p1— 3 ps— 22, Py, 2y Py Ty Ps+ T3P, ]

[a1zspa+ 20,23 P34 a3, iy Ty P2+ 23 ps]

[(@— as)z, p1+ @y 22 ps+ a2, puy 2y pr+ 23 P, ]

[ayzy py+ ay 3 ps~+ arx, pyy 21 ps]

[ayzy pr— a1 23 ps—+ a3, pyy Ty P2+ 5P ]

Lay 2, ps—+ a3 ps+ @y 4 Py 2y P ]
[aiz, pr= as@aps+ as (23 ps—+ 2, py) + T3 Pyy 1 Pl
[(2a.—as) @y p1+ @y 23 Py -+ @3 (23 P32, i) + 2, Py, Ty P2+ 22 P35 ]
[aizopr+ (20— a3) @y ps+ a3 (21 P12y p) + 21 Py Ty P2+ T2 P3|

[ay2y p1 4+ ayz, pu+ ay (22 P2+ 23 p3) + T3 sy xyp,]

39
39



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINFAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES, 589

(XXII) [(2a5— ay) 2, pr+a, 2z, p+ (Lo PotT3 P3) =+ L3 Pa, T Prt+23p,] 98
(XXIII) (@@ pa+ @y, py+ as (@, pi+ 2 p) + 2, py, xyps ] 99
(XXIV) [asxy pa+ a;(zs ps+ 2, p,) “+ 2Py, 2, Py ] 103
(XXV) las(zips— @apst+ 2upo)+ 21 pyy 71 py+ 2, py ] 104
(XXVI) [ax(@2pr+ 223 s+ 22, pi) + 2, pyy Py X3 p5 ] 105
(XXVII) Larz, pi+ ay(@; py+ 2,.p,) + 23 pyy 2, p,] 106
(XXVIIT) [as(— @1 i+ 23 ps+ 2, p,) + 2, ps, 2, py+ 3 ps ] 107
(XXIX) [as(2z,py + xypy+ 2L, P) Ty Py Ty Py -+ X Py 108
(XXX) [asz, put ay (2, py+ 23 ps) + 2, p,, 2Py ] 109
(XXXI) Las(zops+ 2y ps+ 22, p,) + 5 p,, P+ p,] 111
(XXXID laszspy+ ay(z p,+ Ly Py) Xy Pyy Ty Py 112
(XXXIH) [as(22,py+ 24 py~+ 3 py) + 2, pay TPy 23 p, ] 11k
(XXXIV) [@2®, py+ ay (22 pr+ @3 ps) -+ 25 pay 2, p, ] 115
(XXXV) (@22, py+ as(@,py+ @ p,) -+ 24 pyy 2, py] 118
(XXXVI) [a1@ypi+ ayx, py + 2y puy 24 py] 122
(XXXVI)  [as(2@,pi+ @, p5) - @4 Py @ pat 24 p3] 123
(XXXVIL)  [ay( @y pat 22y py) + 24 pyy @4 py+ 24y ] | 124
XXXIX) [aixipy + asa,p, + x;py, 2, p,] 125
(XL) la(@pi—ap) + x,p,, Z1Pa+ 23, ] 127
(XLI) [a12:pa+ ayzy py 4+, p,, Ty p,] 128
(XLII) [z pi+ ayzs py+ ay (23 py+ 2, py), 2, Py 133
(XLHI) [(2ay—a;)x,p,+ asz, py + a3 (Z3 Py~ 2, Pi), X4 Py -+ 23 py] 13k
(XLIV) [(2as—a)x, py+ ayx, py+ a5 (&P~ 2 p,), 21 Pyt 24 ps ] 135
(XLV) [ aizipi+ a2y py- ay(aypy+ Xy Py, 2y Py ] 136
(XLVI) [2a,2,p, + 2a,2, py+ (a) -+ @2) (2o Pyt 2, po)y Ty Py 24 py] 138
(XLVII) [2a1x1p1—|—2a2x4p4+(a,+a2)(x2p.2+.r3p3), Ty P+ @3 pi] 139
(XLVIL)  [@23p,+ ay @, py + ag(@ py+ 2, py ), 1] 140

(XLIX) {ayz,p,+- a3 (23 ps+ 24 p), 24 Py ] 144



3go

(L)

(L1)
(LII)
(L1I)
(LIV)
(LV)
(LVI)
(LVII)
(LVIHI)
(LIX)
(LX)
(LXT)
(LXII)
(LXIII)
(LXIV)
(LXV)
(LXVI)
(LXVIL)
(LXVIII)
(LXIX)
(LXX)
(LXXI)
(LXXII)
(LXXIII)
(LXXLV)
(LXXYV)
(LXXVI)
(LXXVIT)

R. LE VAVASSEUR.
[Z2p2+ 2(25ps+ 24 Pi)s Ty P2+ T2 Ps]
[21p1— 23 Py~ @, pis &1 Pa—+ 22 s ]
[ayzipr+ ay (23 ps 4+ 2, p)y T ps]
[— @i p1+ @3 ps+ @y Poy & P2+ T2 Ps ]
[Zyps+4 2(@y pr— T Py)s T P2+ Taps]
[ayzsps+ as (22 pa-+ 2, pu)y 21 P2]
[@apat 223 ps+ Z4upy, 2 ps—+ 2aps]
[@ypat Xyps+22,py, 1 ps+ T3P0 ]
[aszs ps—+ as(2 py+ 2,pi), @1 P2 ]
[22,p + @2pat X, Py L1 P2+ T2 Ps]
[ @ipr+2a,ps+ 2 po, @ P+ 25 P
[asx; pi+ a;{(@sps+ 2, py)y 2 Pal
[asz, ps+ ay (2 pr+ 2 pi), 24 P2l
{a,zpi+ asxypy, 2, py]
[22pi+ Z3py X P2t 22P3 ]
[ 22ps+225py @i P2+ 22 P ]
[ayz p1+ asx; ps; x4 pal
L1 p1— @33y 21 P2+ 224 )
[2.p1— 2, Py 2 P2+ 23]
[@1 2y pa-+ arxyps, 21 Ps]
[a (@ pi+ @3 p;y) A (X2 Prt-2, Pu) + Ty 3+ X2 Py, 2y P2t Pr )
[ @y (2, prt 2, Pi) + Qo (22 Pate 23 P3) + Ty Put= 23 P2y T2 P2
[@; (@ pr+23 p3) 421 Py~+22 iy Ty P2+ 23 D3]
[@1 (@1 pr+ 2, Py) + 21 PutT3 P2y 21D ]
[@ (22 Pa+-@, Pi)) + 21 Ps+ T3 Py Ty Pat- T3 Py
[ @y (@2 pat 3 Ps) + 23 Prt 21 Pis T1 P2 ]
[@ (2, pr+ 23 ps) Qs (22 Pat 24 P) + 21 Py %1 123

[a: (23 Pat X3 P3) + s (24 Pr-Z Pu) =+ T3 Pas T P2

181
182
183
184
187
188



LES SOUS-GROUPES DU GROUPE LINEAIRE HOMOGENE A QUATRE VARIABLES. 391

(LXXVII)  [a,(@pi+ x5 p5) + 2, pyy 21 ps] 190
(LXXIX) [a,(2y potx3 p3) + X3P, 21 Py ] AN
(LXXX)  [@(@pst2,p,)+ 21 Py @, pa] 193
(LXXXI) [a:( @ pi+x, p,) + x5 psy 2, Ps] 194
(LXXXI)  [ay (@, py+x3ps) + a5 (2 pyt-2, p,), 2, Pyt 23 p, | , 197
(LXXXIHI)  [ay (@) pi+a3 ps) + s (25 pyt 2, pi), Ty 2] 198
(LXXXIV)  [2,p,+ 23 psy @, pot- 25 ps ] 200
(LXXXYV)  [2py+ a3 py, 2, ps] 201
(LXXXVI)  [2:p:+ 2, pyy 2y ps—+ 23 p, ] ] 202
(LXXXVI) [@,ps+ 23 ps, 2, ps] 203
(LXXXVII) [a) (23 py+ 23 ps+ @4 p,) + @y, py+ &, py+ 2.2, p3, 21 P, ] 206
(LXXXIX)  [a(@sps+ @3 p5+ Xy i) + @y @y pr+ 2y Py + 22, Py, 1Py ] 207
(XC) [ay (@1 p1+ T3 ps—+ x po) + 2 Py 22, ps, 2,y ] 209
(XCIH) [ai(z2pa+ 23 ps+ 2, p,) + a3 p,+ 22, pay 2, s ] 210
(XCII) [aszypr+ 21 p,+ 220, py, 4 py ] 212
(XCII) [ @y, Py~ 3o+ 22, Pay @1 ps ] 213
(XCLV) [a(zipi+ 23 ps~+ 2, p,) + @y 22 Py + 2, Py, X1 P, ] 216
(XCV) [ai(@ pr+ 2395+ 2, p,) + Ay 2 py+ 2y Psy 21 P ] 217
(XCVI) [ai(zypr+ @y ps+ @, p,) + ayax, py+ 2, ps, 2, s ] 218
(XCVII) [ay(zope+ 3 ps+ 2, p,) + ayz, py+ 2, psy 2,5 ] 219
(XCVI)  [a,(®py+ @y ps+ 2, pi) + 2, ps. 2, ps] 221
(1C) [ (21 p1+ 23 py—+ 24 pu) ~+ 21 psy 21 3] 222
(C) [as(Z2p2+ @y ps+ 2, pi) + 2, Py, 2, ps] 223
(CI) [@i (s pa+ Typs—+ xip,) + 2, pay 2, ps ] 294
(CII) (@22, py+ 2, ps, 2, ps] 226
(CITI) [aszypy~+ 2, py, 2, p5] 297
(CIV) [aszi py+ 2, ps, 2, p, ] 228

(CV) [arzpi+ z, ps, xyp,] 229
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(CVI)
(CVII)
(CVIII)
(CIX)
(€X)
(CXI)

[a(zipi+ 23 ps+ 2, p,) + 2% P3, 21 P, ]
[a(@,ps+ 23 ps+ 2, p,) + @y, pr, 215 ]
[2: py+ T3 s+ 2, piy 215 ]

[Z2p2+ 23 ps+ 2Py 1P ]

[2.p2 21 2]

[z, p1, 21 p2]



