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SUR

LA THEORIE DES TOURBILLONS,

Par M. W. STEKLOFF.

1. Supposons qu'un liquide incompressible parfait soit contena dans un vase
fermé solide qu’il remplit enliérement.

Désignons par &, 7, § les axes des coordonnées rectangulaires fixes.

On peut imaginer que le vase solide fait partie d’un systéme invariable que nous
désignerons par (A).

Envisageons trois axes rectangulaires x, y, 5, ayant un point O pour origine,
invariablement liés au corps (A).

Le mouvement du vase ou, ce qui revient au méme, du corps solide (A) se com-
pose d'un mouvement de translation, défini par le mouvement du point O dun
corps (A), et d'un mouvement de rotation du corps (A) autour du point O.

Désignons par w,, vo, w, les composantes suivant les axes z, y, 5 de la vitesse
du point O; par p, ¢ et r les composantes suivant les mémes axes de la vitesse
angulaire Q de rotation du corps (A) autour du point O.

Les quantités g, ¢o, o, p, g, ', données en fonction du temps ¢, déterminent
complétement le mouvement du vase.

Désignons maintenant par u, ¢, w les composantes suivant les axes mobiles
z, y, 3 de la vilesse absolue V du point (z, ¥, z) du liquide remplissant le vase;
par w,, vy, w3 les composantes suivant les mémes axes du tourbillon Q.

On a

w0
dy o0z "V
du ow
(n 0z T oz = g,
ﬂ . du
dx 55/ — s
et
(2) du & dw
gz " oy T =Y

car, d’aprés I'’hypothése, le liquide est incompressible.
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Désignons par (S) la surface du vase; par o, B, y les cosinus directeurs de la
normale extérieure a (S) avec les axes des x, y, .

Les vitesses u, ¢, w du liquide doivent satisfaire & une condition a la paroi du
vase [sur (S)] qu'on obtient en exprimant que les composantes suivant la normale n
de la vitesse de chaque pointde la paroi et celles du point correspondant duliquide
doivent étre égales les unes aux autres en tous les points de la surface (3).

On obtient ainsi I'équation suivante :

(3) uoa + 03 +wy=0(z,y,51) sur (S),

ou I'on a posé

(4) ¢(z, 7,5 8) = (uo+qs—ry)a—+(vo+rz—ps)p+ (wo+py —q2)y-
Dans le cas particulier d’un vase fixe, on aura

Uy 0y = Wy—==p=qg—=—=1I=0,
CP(“‘,J’: By t) =0,
et 'équation (3) devient

(5) uo+ 9B +wy=—o sur (9).

2. Nous pouvons maintenant énoncer le probleme général de la théorie des
tourbillons comme 1l suit :

Les tourbillons w,, v,, ws du liguide remplissant le vase, animé d’un mou-
vement donné, étant donnés & un instant en fonction de z, y, 5, il faut en
déduire les vitesses u, ¢, v.

On ne considére ordinairement que deux cas particuliers de ce probleme
général :
1° Le cas d’un liquide indéfini;

2° Le cas d’un vase fermé fixe.

Le probleme n’est résolu que dans le premier cas (liquide indéfini). Quant
au second cas, on le rameéne au premier par un artifice bien connu (voir, par
exemple, H. Poixcane, Théorie des Tourbillons, p. 1135 P. Aveerr, Traité de
Mécanique rationnelle, 1. 111, p. 442).

Or, les expressions des vitesses ainsi obtenues ne représentent pas, a proprement
parler, la solution du probléme ; il suffit de rappeler qu’elles exigent la connais-
sance de vitesses u, ¢, & a la paroi du vase, landis que ces vilesses ne font pas
partie des données qui sont seulement les tourbillons (voir P. Arrrrr, loc. cit.,
p- 449).

Je vais compléter, dans ce qui va suivre, ce défaut et indiquer tout d’abord
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une méthode simple pour résoudre le probléme général énoncé au début de ce
numéro; j’indiquerai ensuite certains cas, ol le probléme se résout d’'une maniére
plus simple a P'aide de considérations particuli¢res, et, enfin, quelques applications
de ce probléme fondamental de la théorie des tourbillons & la solution de cerlaines

questions d'Hydrodynamique.

3. La détermination des vitesses u, ¢, v se raméne a l'intégration des équations
aux dérivées partielles (1) et (2), jointes a la condition aux limites (3), ol
)y, Wy, vy sont les fonctions connues de z, y, z vérifiantidentiquement la relation
suivanle : '

(6)

Jdw, “ dn, 4 doy o
Jdr  dy dz

Rappelons tout d’abord un cas particulier, ot le probléeme se résout sans
difficulté.

Supposons que les fonctions w,, w,, w; satisfassent & la condition

(7) 0,04 06,9 +myy =0 sur (S).
I 7
Posons
1 d o) 1 Jd o)
S,= — — | 2di/— — - | 2d7
Tamay) o b dsfr ’
/) o' 10 o,
8 §,— 2 9 [y L0 [Py
(8) T 4w ds » 4w dx ro 7
S T8 Ly, 19 (e,
YThrox) T T hmoyJ) n
et
apP
{1 —‘Sl+ U.;’
‘ oP
(9) (\('~Si+ (7;‘7

)
w=—98,;+ f_f—)

Nous désignons par » la distance de deux points (z,y, 5) et (2’ 7') du

domaine (D), limité par la surface fermée (S); par w), »}, w} ce que deviennent
¥ . 1.

Wy, 2, ty, lorsqu’on y remplace x, ¥, 5 respectivement par ', ), 5'; par d='I'élé-
ment de volume du domaine (D), auquel s'étendent les intégrales de seconds
membres des équations (8), prises par rapport aux variables 2/, 3, 3.

Les expressions () de u, ¢ et o vérifient les équations (3), quelle que soit la

( ) » 4 [

fonction P, pourvu que o, w, et v, satisfassent aux conditions (6) et (7).

Substituant () dans (4), on oblient cette ¢quation en P:
ap 0P orp
— e
7 Jdy* vs*
Tac. de T., »° S., X. 35

(10) Al =

=o0 a Pintéricur de (S).
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QQuant a la condition (3), elle devient

aP Jap ap

Fia—i—d—y{i—k77—&—8,0&%—825%—837»—?:0 sur (S).
En désignant par
oP;
Jn

la dérivée normale intérieure de la fonction P sur (S), par /la fonction connue
f=9—8a—8,5—8;7,
I'équation précédente devient

(11) dn =f sur (S).

Il est évident que f satisfait & la condition

ffds::o,

I'intégrale étant étendue a la surface (S) tout enticre.

[.a détermination d’une seule fonction inconnue P se raméne a 'intégration de
I’équation (10) de Laplace jointe & la condition aux limites (11), c’est-a-dire a la
solution du probleme fondamental d’Hydrodynamique (probléeme de C. Neumann).

y Y { P
Ce probléeme est résolu maintenant pour toutes les surfaces fermées jouissant de
J
cerlaines propriétés tres générales [voir, par exemple, mon Mémoire : Sur les
problémes fondamentauz de la Physique mathématique (Annales de I’Ecole
Normale, 3¢ série, t. XIX, mai 1902, p. 191)]. La fonction P étant ainsi lrouvée,

on obtient les expressions cherchées des vitesses u, ¢, w i I'aide des équations (9)-

4. Montrons maintenant que le cas général du probleme en question, ot
Wy, Wy, 0y ne satisfont pas a la condition (7), se raméne « celui du numéro
précédent.

Désignons par «, ¢4, v, trois fonctions quelconques des variables z, y, 5, con-
tinues avec leurs dérivées partielles du premier ordre en tous les points du
domaine (D), limité par (S) [méme aux points de Ja surface (S)], et posons

! o — oWy _2(_‘_,
ot Jdy 3
du ow,
(12) Sl v
=90 9
| P Oz dy

(13) =W ?n Gy =0y —
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Choisissons les fonctions u,, ¢4, w,, arbitraires jusqu’a présent, de fugon qu'on
alt
(14) oo+ 6,3 + a3y =0 sur (S).

Soit
Sflxr,y,3)=0

I'équation de la surface (S).
Supposons que la fonction f(x, y, ) admette les dérivées

o 9 of

Jdr’ oy’ 93’

bien déterminées et continues en tous les points de (S).

On a
of of of
ox gy J=
#=-x0 b= 1=
ol

SN (YN (Y
a=\/ (%) (55) + ()
Cela posé, I'équation (14) s'écrira

af Jdf a9 1
(L—ta,+;};J2+ 9508 =0 sur (S).

(13)
3. ll existe une infinité de fonetions wu, ¢, v, satisfaisant a cette scule condition.
On pourra les choisir, en particulier, de la maniére suivante.

Prenons arbitrairement deux fonctions déterminées

kP(‘Z",)’,"‘:) Cl‘ 6('1‘7.)/!5)7
el posons

(a) =1y (x,y,3) o= 0(x, ¥, 3),
ooy MO Of Of 00 _9f 0V Of (Y 09
b(x7.)’“)~°)l‘d—w+oj27+w3'()—~';+5;'(')’5_@'a:: 0= @ 5})
Les fonctions wy, w,, wy, f, ¥, § étant connues, il en est de méme de la fonction
F(a, y, 5).
[équation (13) devient

(16) i)‘—"-'d—f,——ﬂlgf—i—F(ar,y,:):o sur (8)

et ne contient u'une seule fonction inconnue w,.
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Considérons cette équation comme une équation différentielle linéaire aux
dérivées partielles du premier ordre et cherchons une fonction V telle que w,
définie par I'équation

V(wy, x,y, :) =o0

soit une intégrale de 'équation (16).
On obtient cette équation en V, considérée comme une fonction inconnue de
quatre variables w,, z, ¥, 5 :

oV of oVaof oV

(17) 5;@—@3;—*0‘—“1‘(%%5):0-

Le probleme se raméne a I'intégration des équations différentielles ordinaires de

la forme
de _ dv _ ds | dw,
of T _of T o —F(z,5)
dy Jdx

qui admettent deux intégrales évidentes :
z=c, [z, y,5)=cy

¢y et ¢, désignant des constantes arbitraires.
De ces équations on tire

y=o0(x,cy, ).

Substituant cette expression de y, ainsi que 5 = ¢y, dans I'équation

F(x.v, s
dw, = — -——()}————l dx,
dy
on trouve
dw,=®(x, ¢, ) dr,

EPREY . .
d’ou, en 1ntégrant,

oWy :fd)(x, ¢y, C3)dr 4+ c;=1l(z, cyyca) + 3
ct enfin
w,— [z, s f(x,y,3)] =¢5

¢s désignant une nouvelle constante arbitraire.
On obtient une solution de I'équation (17) en posant

j — wl—-II[x,y,f(z, ,}’95)]'
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Donc
(0) (m:]][x,y,f(x,.)’,zﬂ

représente une solution de 'équation (16).
Iin entendant, dans (12) et (13), par u,, ¢,, v, les fonclions, définies de la
maniére tout & ’heure indiquée, on trouve les expressions de 7,, 7., 53 qui véri-
) y T2y 1

fient identiquement la relation (14) [ou (13)].

6. Posons maintenant
(18) u="U+u,, v =V 4y, w=W + .
Le probleme se raméne & la détermination de trois fonctions inconnues U, V

et W.
Substituant (18) dans (1) et (2), on trouve

dW 9V
oy T 9z T 0
(19) AR L. P
9 03 ox P
oV U
o "oz =
U  aV | oW
+ —— +H=o,

(20) ;5 -+ '(-)7 0z

ou l'on a posé

__ du, dey  dwy
(21) =0 "o

Quant a la condition aux limites (3), elle devient

(22) U +V3+Wy+p=o sur (S),
ot
(23) p=wa+ 04wy —o(z,y,s).

7. Les équations (19) sont de laméme forme que celles de (1), mais les fonctions

3y, T2, 03, qui vérifient évidemment la relation

@ da, - do;
Jx dy Js 7

satisfont ici a la condition

it +a3+ o3y =0 sur (S).
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On peut donc poser, en suivant une voie indiquée au n° 3,

Jar
U :Sg+ —J.;’
(24) (Vv =8,+ 2,
2 ()y
W—5 JapP
=D pry
ou

Substituant (24) dans (20), on obtient cette équation pour la

inconnue P :
2 )‘_’ 2P
P PP 0P j—aAP +H=o.

ozt F 05
En posant enfin

(26) P=Q+ ,L_f'l_(zrfz()+1{,
S IS

1

on trouve

(27) AQ=o a V'intérieur de (8).

La condition (22) devient alors

00, OR,

—()—Il—+m+sla+833+say+,¢:o sar (S),
ou
dQ;
(28) '5;;‘ == sur (S),

si I'on pose, pour plus de simplicité,

JR;
—f:W"}‘Sla**‘Szﬁ‘f'Sd"/—i—IJ..

ff)hds:fARdﬂ:::~fde,
dn

f(S,oc + 8,8+ 8;7)ds=o0

fonction
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fpds:f(u,:x+V,‘3+w,~/)ds:fﬂdr,

f@ ds = o.
Il s’ensuit que

(29) ffds:o.

Le probleme est donc ramené a la détermination d’une seule fonction inconnue Q
a Paide des équations (27) et (28), ol f est une fonction connue de z, y, = satis-
faisant a la condition (29). Cest le probleme de C. Neumann.

La fonction () étant déterminée par 'une des méthodes connues, on aura, eu

égard a (18), (24), (25) et (26),

et

car

v Jd [, 1T Jd a, ., ()] n dQ
_ L Sl — — — *di’' 4+ — — | —d+ =—= ,
“ i dy r ¢ 4T U= f r + 4T dx I3 + t
10 al 1 9J [T, ,, 1 J H' ]0)
» = —— e — | Z2d - — — —=
(30) ‘ 4T 03 d iror) r¢ + 4w dy d + dy RaReX
7/ t] ’ I
o= i/,zdff_;;’_ g L9 L*_d- 9 .
47 dx, : Arm oy ] r 4T U5 s

oll 3¢, T3, Ty, Uy, ¥¢, Wy, H sont les fonctions connues de z, y, 3, délinies par les

formules (a), (0), (v2), (13) et (21).

8. Les expressions de vitesses u, v, w, déduites de la maniére indiquée, ne
dépendent que de valeurs données de wy, w,, w; [ainsi que de la surface (S) du
vase| et satisfont a toutes les conditions requises du probléme, c'est-a-dire aux
équations (1) et (2), ainsi qu’a la condition aux limites (3) du n°® 2.

Remarquons que les fonctions u, ¢, w, définies par les équations (30), dépendent
formellement de deux fonctions arbitraires 4 et § (1), mais en réalité elles on¢
toujours les expressions tout a fait déterminées ne contenant rien d’ arbi-
lraire, car, comme on sait, les équations (1) et (2), jointes & la condition (3),
r’admettent qu’une seule solution et rien qu’une.

(') On pourrait introduire une troisicme fonction arbitraire, en prenant pour la solution
de I'équation (17), au lieu de

V=, — ”[1‘, N f(z'v e Z,)]‘

Ia fonction suivante,
Y=oz flz, ), 35), w,— [, ) Sy s 5],

ol P est une fonction arbitraire.



280 W. STEKLOFF.

On pourra profiter avec avantage de la présence de fonctions arbitraires &, 0
dans les expressions (30) pour rendre le calcul le plus simple possible, en les
choisissant convenablement dans chaque cas particulier.

On peut poser, par exemple,
u,=Y(x,y,s)=o, = 0(x, y,3)==o0.

I.équation (16) devient alors

dwy of  dwy df af af af
e 0y =— = My —— —+ Wy ——
r “dy s

St wy =o0,0na
v, of o, ) af
(d—w"‘i—ﬁ)z 0—),'— 'D.‘)T'—G)l/d—‘v-—o,
I'équation qu’on peut vérifier en posant
gy owy

(31) —d;__——&)g, W__(J)l-

Ce cas mérite une attention particuliére.

On obtient, en vertude (31), (12) et (13).

dw, Jdivy
P1= —— =), —_—_ =

dy

g|==0y=03—=0.

Les équations (19) montrent que, dans le cas considéré, w, ¢ et « sont les déri-
vées par rapport a z, ¥, z d’une seule fonction P, vérifiant I'équation

(32) , AP + (’dﬂ-" =—o  alintérieur de (8)
jointe & la condition
(33) d—,:+$",' —o(x,y,5)=0 sur (8).

Le probléme se raméne a la détermination d’une seule fonction P salisfaisant
aux conditions (32) et (33), ¢’est-a-dire & la solution du probléme de C. Neumann.

La fonction P étant déterminée, on trouve

P _op

ll:a, (_.dy
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ol w, est une fonction, définie par les équations

0 dw
(34) '5"‘:;7‘:—0’2’ —()%/—’-:m“

qui sont toujours compatibles, car v, et w, satisfont a la relation

dor 0y _
ox oy

On peut prendre pour v, expression définie par la quadrature suivante :
(35) Wizf(o),dy—wzdx:).

9. Les recherches précédentes montrent que la connaissance de la distribution
des tourbillons, c’est-a-dire la connaissance des expressions des tourbillons ©,,
w,, ws en fonction de z, y, 5 et ¢, suffit pour déterminer complétement le mou-
vement d’un liquide incompressible contenu dans un vase solide fermé, animé
d’un mouvement arbitrairement donné.

Pour que les expressions u, v, w, déterminées de la maniére indiquée plus
haut, représentent en effet les vitesses du liquide, il faut choisir convenablement
les fonctions w,, w, et wy, i savoir de telle fagon que les équations fondamentales
d’Hydrodynamique soient satisfaites.

Il est aisé de s’assurer que ces équations, sous les notations adoptées dans ce

travail, s’écriront comme il suit :

dT  Jdu
9% = or + wo(Ww—py +qxr)—o3(v—rz+ps),
oT _ ov

(36) ( Gy =01 Tosle—g3+ry) —oiw—py+qa),
JdT  ow
55 =g Tov—raps) —oy(u—gsi+ry),

ou l'on a posé

2
(37) T=U—P— -+ w(ug+qs—ry)+e(vo+rx—ps)+w(w,-+py —qx),

V2:u‘2+ V2+ W‘l’

P désignant la pression hydrodynamique au point z, y, z du liquide (a densité un),
U le potentiel des forces agissant sur les points du liquide.
En entendant, dans les équations (36), par u, ¢ et w les fonctions définies a
l'aide de fonctions w,, w, et wy par les formules (30), on peut dire que ces
Fac. de T., 2* S., X. 36
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formules représentent une solution des équations d’Hydrodynamique toutes les
fois que les fonctions w,, w,, w, satisfont aux conditions

dw do don
ozl )’<“-f1e+'y)+—(v—w+p )+——(w'—py+w)
__du Jdu Jdu
—0010 +wod —l—mg——l—rm' — wyq,
dn, > )
_r_)z__*_dm (tt—qg+1‘))+——(c’—1x+[) )—{-gﬂ'(«v——/)y—i—(/x)
Jat dx ds
(38)
L dv Jdv
_.0),()7-&—0)2()—), +®3(Ts +oyp—omr,
0n, ()m, . o dw, i ~ Joy,
g T ople—qs+ry)+ 7)‘)7(‘ — e+ p3) = (w—py—q2)
()( o ow
=015~ —i—o))dy +m35; + 0y q — o,p,

i, v, w étant des fonctions définies par les équations (30).
La solution du probléme du mouvement d’un liquide incompressible, remplis-
sant entiérement un vase solide, se raméne a la détermination de quatre fonction

By W2y Oy Q

salisfaisant aux équations (38), (6), (27) et (28).
Ces fonctions étant déterminées d’'une maniére quelconque, nous trouverons
Iexpression de T (37), ou, ce qui revient au méme, la pression hydrodynamique
i ) ) y y {
a aide d’une quadrature, et les vitesses u, ¢, v du liquide 4 I'aide des équations (30).
Les équations (38) peuvent étre considérées comme une certaine transformation
des équations fondamentales d’Hydrodynamique, qu’on obtient en introduisant au

lieu des inconnues

u, ¢, w (lesvitesses duliquide) et P (la pression)

b

les nouvelles inconnues

w1, Wy, 3 (les tourbillons) et Q,

lies les unes aux autres par les relations (30) et (36).

On voit, de ce qui précéde, que la connaissance de la distribution des tour-
billons détermine complétement le mouvement du liquide.

On peut donc prendre la théorie des tourbillons pour le point de départ des
recherches sur divers cas possibles du mouvement d’un liquide incompressible,
remplissant un vase quelconque fermé, animé d’un mouvement quelconque, en
faisant des hypothéses convenables sur la distribution des tourbillons dans le

]iquide.
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La méthode que nous venons d’indiquer conduit souvent a la solution fort
simple de certains probléemes de 'espéce tout 4 ’heure mentionnée, ce que je vais

montrer & certains exemples.

10. Supposons, par exemple, que le vase solide soit un cylindre (s), de révo-
lution autour de 'axe des z; soient R le rayon, 2/ la hauteur de ce cylindre. Ima-
ginons un liquide remplissant entiérement le cylindre (¢), dans lequel toutes les
lignes de tourbillons sont des cercles situés dans des plans perpendiculaires
a laxe des s.

Introduisons, au lieu de coordonnées rectangulaires z, y, 3, les coordonndées
semi-polaires , 6 el 3, en posant

(39) x=pcosf, y=psin.

Considérons un cas du mouvement du liquide, ol les tourbillons ©,, w,, w;

s'expriment comme il suit :
(40) 0, —=— Qsinb, w, = Q cos Y, w3 =0,

Q désignant une fonction ne dépendant que de variables p, 5 et ¢ (c’est-a-dire ne
dépendant pas de §).

En remarquant que, dans le cas considéré,

(& =— Qgsin@ cosb —5—.(2-——8'"9(:089,
Jdx dp P
o .
?2—2 = £):sinGCosfi—s’zs——mecose,
dy dp P
on en conclut que l
dw,  do,

- 4+ —— =0
dx dy ’
c’est-a-dire que w,, w,, w, satisfont a la condition (6).

Formons maintenant les équations (34) qui déterminent la fonction ,, en
supposant que v, ne dépend pas de 0.

On trouve, en vertu de (40),

gi‘l:()—”icosez—ﬁcosa,

dx Jp .
(41) ) )

Wy dwy . _ .

I = do sinf — Q§11] 8.

On peut donc poser

(42) w,:——fQ.dp.
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Les équations (41), (12) et (13) donnent

p1=— sind,

[}

0y = — cos¥, p3=o,

G =0,= 5;==0.

Les équations (24) deviennent alors

ap opP oP
U_T’ V_W, \V_-;_—,

car, dans le cas considéré,

§,=8,=8,—o.

On trouve donc, eu égard i (18),

opP apP aP
(43) u:—d;; V:;)-)-’-) (V:E—fgdp.

Quant 4 la fonction P, elle satisfait & I'équation
(44) AP —f%g_‘dp =o0 a l'intérieur de (a)
et aux conditions suivantes :
. opP .
(435) 7)-?:(u0+zq)0056+(uo——z,p)sm0
en tous les points de la surface latérale du cylindre (pour p=R),
oP .
(46) (—E:—.w0+f52dp——p(qcos€)——psm@)

en tous les points de deux bases du cylindre (<) (pour 5 =+ { et pour 5 =—1).

Les équations (45) et (46) résultent immédiatement de I'équation (22) du
n° 6.

Quant a ’équation (44), elle s’exprime en coordonnées semi-polaires comme il

suil :
, PP o1 0P b1 rop,
(47) Ep—‘_*— 062 p? 032 09 o 0z p=o.

Toutes les fois que la fonction @ de variables P, 5 et ¢ sera connue, le probléme

(') Nous supposons que I'origine des coordonnées mobiles Z, ¥, & soit située au milieu de
I'axe de révolution du cylindre (a).
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se raméne 3 la solution du probléme de C. Neumann pour un cylindre de révo-
lution.

11. Or, la fonction Q ne peut étre donnée arbitrairement. Elle doit étre choisie
de telle facon que les équations (38) soient satisfaites. )

Transformons ces équations aux variables o, , z en tenant compte des expres-
sions (40) et (43) de w,, w,y, w3 et u, ¢ et w.

On trouve, en tenant compte des deux premiéres des équations (38),

Ssinf + Tcosf =o,
(48)

[ Scosf —Tsinb = o,
ou I'on a posé, pour simplifier I'écriture,

g — dSZ dP(dQ SZ)

Top\% T p
o*P P Q aQ 0Q .
<— —f9d> 0T 7 <pd—~ 5;)((10059—1)51116),

T= ?[z(pcos@—i—qsm@)—i— 9 P‘I

dp 99
Les équations (48) donnent
02 0P /02 Q) 0Q
4 oo (2
(4o) 0t+09<09 p ~< fgd)
_ePe o0 ey
pID p”+(pd‘. ~£ (g cosf — psinf) =
0P .
(50) m:—z(pcos@—i—qsm@).

Il ne nous reste qu’a vérifier la derniére des équations (38).
On obtient, en effectuant le calcul,

o*P .
(51) 3595 = P(pcosi—+ gsinb).

Les équations (50) et (51) exigent qu’on ait

pcosf+¢gsind =o,
c’est-a-dire

(52) p=g=o.

Donc, le mouvement considéré du liguide n’est possible que sous la suppo-
sition que le cylindre () se tourne autour de ’axe de révolution.
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Les équations (50) et (51) montrent alors que %% ne dépend ni de g ni de 3,

ou, en d’autres termes, la fonction P doit avoir la forme
P=/7(6,¢)+9(p, 3, ¢).

Or, il est aisé de s’assurer que la fonction f (8, ¢) ne doit dépendre de la
variable 0.
On a, en effet, eu égard & (43),

_ af (8, ¢) sinf
d6 P ’

u—d—c‘oc sf
_dp 0

, . . . . . L dfig, )y ,
I'expression pour u qui devient infinie pour g =o, si % n’est pas égale.
a zéro.

Comme # doit rester toujours fini en tous les points intérieurs a (s), on en

conclut que f(0, ¢) = ¥(¢), c’est-a-dire

(33) P=o(p,5t)+d(0).

12. Considérons maintenant les équations (43), (46) et (47).
ILa derniére de ces équations prend la forme

2

<

-6
%
)

_ 0%
0z

(54) P dP:O'

Sy
O |-e

La condition (45) se réduit & la suivante :

do(p, 5, t)

(55) 5

= u, c0sH 4+ ¢, sin?,

qui doit étre satisfaite pour o = R et pour toutes les valeurs de variables z et 6.
Cela exige qu’on ait

Uy ¢y == 0.

Donc, le mouvement considéré n’est possible que dans le cas, oit le cylindre ()
(le vase solide contenant le liquide) est animé d’un mouvement hélicoidal
se composant d’un mouvement de translation le long de l'axe de révolution
du cylindre (s) et d’un mouvement de rotation autour de cet aze (voir
numéro précédent).

La condition (55) devient alors

ch(Pa S, 0)

(56) 39

o pour e—=R.
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Quant a I'équation (46), elle prend la forme
(57) Qﬂ%’f—’—t—):wo—f—fﬂdp pour s==+ 1 et s=—1
Enfin, Péquation (49) s’'écrira
02  Jdo /o Q 09 / do
— — P — === —fQ —
%) at 09<00 p>+d’<0~’ ‘f"d‘o)wo'
de deux fonctions ¢ et Q ne

Le probléme se raméne a la détermination
dépendant que de trois variables 5, z, ¢ et satisfaisant, pour toutes les valeurs de ¢,

aux équations (54) et (58), jointes aux conditions aux limites (56) et (57).
Les fonctions ¢ et Q étant déterminées a I'aide de conditions tout & ’heure
indiquées, on trouve, eu égard & (43), les expressions sulvantes de vitesses u, ¢,

du liquide
9% — 99 _ 99
u_(—)gcose, v__asm@, W__d_z.—fgdp'
13. Sans étudier le cas général, qui est d’ailleurs trés compliqué, indiquons un
cas particulier , fort simple, ou 'on peut résoudre complétement le probléme.
On peut vérifier équation (58) si 'on pose
@_ e e o
T PRI P
Q= ap,

ce qui donne

o désignant une constante.
Dans ce cas le probléme se raméne a la détermination d’une seule fonction

(o4 5, t) satisfaisant a 'équation de Laplace

<]
11

a 'intérieur d’un contour rectangulaire dont les cétés sont égaux a 2R et » {, et

aux conditions suivantes :
do(p, 5, 6)
—o

dp

pour =R,

—R,

I

pour 3= et

ol est'une fonction d'une seule variable ¢, donnée a 'avance.
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11 suffit de poser
¢=5wy+ Q

By

pour ramener la solution du probléme a la détermination d'une fonction (), ne

Iy

dépendant que de deux variables o et 5, a I'aide de conditions

0*Q  9*Q 1 0Q
5 . . I 4
(59) dp*  0s* p 0o ©

(60) 0Q _

o =o pour s =R,

00 __a, - o
(61) PrrY pour z=+1 et 5=,

14. Cherchons une solution particuliere de I'équation (59) sous la forme

sulvante :

Q=0Qr=Ux(p) Vi(5),

ou la fonction Uy () ne dépend que de g, la fonction Vz(z) ne dépend que de s.
On trouve, en substituant cette expression de Q dans (59),

A&V,  d&2U, 1dU,
a3 det T d
S do o dp

V/f U;,- = 0.
On peut donc poser
2
%z—‘if atVi=o,
dzU/; 1 dU/. 5 _
—dp—z- -+ E —d—P-' +OCkUk——O.

La premiére de ces équations donne
Vi Al e+ Bl e—%s,

A4, By désignant des constantes arbitraires,
I’intégrale générale de la seconde équation s’exprime comme il suit :

Us=crJo(oup) + €3 Yo(ckp),

cx et ¢, étant des constantes arbitraires, Jo et Y, désignant les fonctions de Bessel
de la premiere et de la seconde espéce.

Comme Q doit rester finie pour toutes les valeurs de p, on doit poser ¢;= o, et
la solution cherchée de I'équation (39) devient

Qs=(Ase** - Bre=%2)Jo (axp),
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ot 'on a posé
Ak: Cy A’,_, BA.: CkB’/‘..

Il suffit de poser
Ar=B;
pour obtenir pour Q4 une expression qui ne se change pas, lorsqu’on remplace + 5

par — 3

On trouve ainsi
(62) Qi= Ay (% + e=%=)Jo (aup).
Nous obtiendrons la solution plus générale de I'équation (59)si I'on pose
(63) Q:EAk(e“kz—l— e~ %) Jo (o),
h=1

ol oz et Ag(k=21,2,3,...) désignent des constantes.

Il ne nous reste qu’a choisir a; et Ay de telle maniére que les conditions (60)
et (61) soient satisfaites.

On trouve

—‘ZA (eM* 4+ e%® )dJ"(a/O)
dp
k=1
La condition (60) exige qu’on ait
dJy(aR)

(6oy) e

On sait que Péquation

. dJ, (%)

/ 0 _
(64) =
admet une infinité de racines différentes positives.

En les désignant successivement par
(65) :le :27 Csv R ) :k, ceey
et en posant
(66) ot,,:%‘ (k=1,2,3,...),

on obtient une infinité de constantes a; telles que la condition (60)[ou (60,)] sera
satisfaite.
Fac. deT., 2 S., X. 37
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Quant aux conditions (61), elles se réduisent & une seule équation

EAkak(e“kl—l— e‘“k’)Jo(akP): gpﬂy

k=1

qui doit étre satisfaite pour toutes les valears de ¢ comprises entre zéro et R.
Les constantes o étant connues, il suffit de choisir les constantes A; de facon
que la série

D Arar (el — e=!) o (aup)

k=1

’ ’ . a gt . .
représente le développement de la fonction 5 ¢* en série procédant suivant les

fonctions Jo(azp) de Bessel, o désignant les racines positives de 1'équation
transcendante (64).

On sait que cela est toujours possible.

Posons
- «® a
(67) D Bito(arp) == p*,
k=1
(68) Br= Aja (e 4+ e=%l),

En se rappelant que

R

f PJo(“kP)Jo(“mP)dp =0
3

ay et o, désignant deux racines différentes de 1'équation (60,), et que
RO R ‘
f p I3 (axp) dp = — I3 (s R),
0

on trouve, en multipliant (67) par 5J,(2np) et en intégrant le résultat entre les
limites zéro et R,

R
B.= R——QJ;';(ockl{)fo 3 Jo(arp) do (Ak=1,2,3, ... )%
On en tire, eu égard a (68), cette expression pour Ay :

o

R
— 3
(69) A= “kﬁz(ezkl+e—akl‘)Jg(akR)[ e JO(“kP)dP-

15. En entendant maintenant par oz et Ax les constantes, définies par les éga-
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lités (66) et (69), on obtient cette expression pour Q satisfaisani & toutes les
conditions requises [les équations (39), (60) et (61) du n° 13],

Q=¥ Ax(e+ &) Jo(asp),
k=1
et ensuite la fonction ¢

@ = 5, W+ Q,

satisfaisant aux conditions (54), (56) et (57).
Les vitesses du liquide auront, en verta de (59), la forme suivante :

“= }:Ak(e“k‘+ e~?) d_.n,c(;m,
k=1
. 43y (o
(70) ¢ :sin@EAk(e“kz—k e—“k“)—ﬁ%'i-@,

k=1

- ey o 9
W=+ ZAkak(e“k*'—e %) I, (arp) — N
k=1

Il est intéressant de remarquer que u, ¢, w ne dépendent pas de la vilesse
angulaire r de la rotation du cylindre (s) (du vase solide) autour de son axe.

A tout mouvement hélicoidal, arbitrairement donné, d'un vase solide de la
forme cylindrique, correspond un mouvement possible du liquide incompressible,
contenu dans ce vase, défini par les formules (70).

16. Lesfonctions u, ¢, s représentent les projections sur les axes mobilesz, y, s
de la vitesse absolue du point (g, 6, z) du liquide.

Supposons que 'axe des { de coordonnées &, 4, §, fixes dans espace, coincide
avec I'axe des 5 qui, selon la supposition, ne change pas sa direction pendant le
mouvement, ¢t désignons par © 'angle de 'axe des z avec celui des £.

On a

(?:fl‘dl -+ const.,

r étant une fonction de ¢ arbitrairement donnée.
Désignant par
U, V, W

les projections sur les axes fixes de la vitesse absolue du point &, «, Z du liquide,
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on trouve
dz
— —= U =uwucoso—¢sing
d[ 7 Q’
dn .
— =V =usino 4+ ¢ coso,
dt ’ '
ds
-2 =W=q
dt

La solution compléte du probléeme du mouvement considéré se raméne a I'inté-
gration de ces derniéres équations, ce qui ne présente pas des difficuliés.

17. Je me permets de faire quelques remarques complémentaires au sujet du
probléeme que nous venons d’étudier par la méthode indiquée aux n* 4 i 10-de
ce Mémoire.

Les tourbillons v, w,, v,

w,=— Qsinb, w,= R cos0, 03==0

satisfont évidemment a la condition (7) dun® 3.

On pourrait donc appliquer a la solution du probléme proposé la méthode
exposée au n° 3.

Or, cette méthode conduit au calcul plus compliqué : elle exige tout d’abord

’évaluation des intégrales

) 02
= dr, = dr,
, -

v

étendues au volume du cylindre (¢) et conduitensuite aux équations moins simples
pour déterminer les fonctions P et Q.

La simplification, introduite par le procédé que nous avons employé, dépend
de ce que les fonctions

;= o, 0= 0, (viz—fﬂdp

représentent, dans le cas considéré, une solution particuliére des équations

ow ov .
5—)7 — 5= —— Qsin b,
Jdu dw

% T ar Qcesb,
o0 _du_

dxz  dy

Je profite de I'occasion pour faire une remarque générale sur ce sujet.
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18. Rappelons que le probleme général de la théorie des tourbillons se rameéne

a Pintégration des équations différentielles de la forme

dw v
557 — s —On
Jdu ov
(71) 9 oz T~ O
dv du
;ﬁ, - —1)_; = O3,
Jdu N ﬁ ﬂ Y
(72) gz Toy T T
jointes & la condition aux limites
(73) ua+ B +wy=f(x, v, 5t) sur (8),

ou f(x,y,5,t) désigne, en général, une fonction quelconque donnée i

Pavance.
Supposons qu’on connaisse une solution particuliére des équations (71)

u—=—u,, Y=y, W=y,

wy, vy, wy désignant les fonctions connues de variables z, y, s, ¢.

Posons

(74) u="U~+ u,, v=V 4 ¢, w=W 4+ w,.

Le probléme se raméne évidemment d la détermination de trois fonctions incon-

nues U, V et W a aide de conditions

oW v
dy a9z — 7
oU  IW _
0z oz
oV _ U
Jdz ~ dy =%

qui résultent des équations (71).

Ces équations montrent que U, Vet W sont les dérivées partielles d’une seule

fonction P :

P P

apr

W = Pra

On obtient I'équation diftérentielle pour P en substituant les expressions (74),

(75) dans (72) et (73).
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On trouve ainsi

du v, ow
3] 1 -1 il —
(76) M+()x+dy+dz =AP+H=o0
a 'intérieur de (8), et
JP;
(77) F/—;:f(x,y, 3, t) — (g0 ¢, B+ w,7) sar (S).

Donc, toutes les fois qu'on connait une solution particuliére wuy, ¢y. w, des
équations (71), le probléme général de la théorie des tourbillons se raméne a la
détermination d’une seule fonction P satisfaisant aux conditions (76) et (77), ce
qui simplifie essentiellement le calcul.

La méthode générale, que nous avons exposée aux n® 4 a 10, nous a conduit
précisément a cette simplification dans la solution du probleme particulier consi-
déré au n° 10.

19. Cette remarque s'applique aussi au cas d’'un liquide indéfini.

Dans ce cas, la condition (73) doit étre remplacée par une autre qui exige
que u, v, v s'annulent a Pmnfini.

En entendant, comme précédemment, par u,, ¢y, ¥, les fonctions quelconques
vérifiant les équations (71) et s’annulant & l'infini, on raméne la solution du pro-
bléeme 3 la détermination d’une fonction P satisfaisant & I'équation (76) en tous
les points du liquide et s’annulant & I'infini comme un potentiel newtonien.

On obtient ainsi celle expression pour P, '

P = /_‘_ E’ de',
i) r

gui conduit & la solution suivante du probléme :

0 [

u—_l;—ﬂn:d_x Ta"r—i—u“

1 9 (H

V——EU)—/ TdT—i—(’l,
10 H'

W= —dr'+ .
.

L 0=
20. Appliquons cette remarque & la solution d'un probléme, analogue a celuj
du 1° 10, pour le cas d'un liquide indéfini, ¢’est-a-dire au cas, o toutes les lignes
de tourbillon sont des cercles dont le plan est perpendiculaire a un axe fize,
pris pour U'axe O3z, et dont le centre est sur cet azxe.
C'est le probléme bien connu qu’on considére ordinairement dans tous les Traités

d’Hydrodynamique.
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Supposons, comme au n° 10, que
w;=—Qsind,  w,=Qcos0, w3= 0,
Q désignant une fonction ne dépendant que de p, z et ¢, et s’annulant a Uinfini.

On a une solution particuliére des équations (71):

uy=v¢,==o, Wy = — [9 dp.

On trouve done, en vertu de (74),

ap oP Jap
(78) == v:a}—/, (V:-(Emfﬁdp,

ot P est une fonction définie par 'équation

AP — %gdp:o,

qui doit étre satisfaite en tous les points du liquide.

Or, pour que les expressions (78) représentent réellement les vitesses du mou-
vement du liquide, il faut (et il suffit) que les fonctions P et Q satisfassent encore
aux équalions (38) (1).

En exprimant P en coordonnées semi-polaires, on trouve

u ~—q-licosé— 9D sinf
T dp a4 p
V_(_?ESil]9+£9_F_’___c059
) 4 o’

w—_—g—f—fﬁdp.

Remarquons que c’est seulement par raison de symétrie qu’on en conclut ordi-
nairement que P ne doit pas dépendre de la variable .

En d’autres termes, on introduit d’avance une hypothése sur la distribution de
vitesses dans le liquide, en supposant que

«=scosb, v —= ssinf, w= f(t, p, 5),

s désignant une fonction ne dépendant pas de 0.
Or, cette hypothése deviendra inutile, si nous employons la méthode de la solu-

tion du probléme que nous venons d’indiquer et en méme lemps tenons comple

(') Remarquons, en passant, qu'on ne tient pas compte de cette circonstance ordinaire-
ment lors de Pexposition de la théorie.
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des équations (38), car alors la supposition tout & ’heure mentionnée résultera
comme une conséquence nécessaire d’une seule hypothése, faite plus haut au
sujet de la distribution des tourbillons dans le liquide.

Répétant, en effet, les raisonnements dun® 11, en y posant d’avance p =g =o,

oQ oP /9Q Q 0Q / oP 0P Q
W+£(09 ";>+E<E—fﬂd9>‘ o0
2P ?P

dpoh 96z

on trouve

Les derniéres de ces équations exigent qu’on ait (voir n° 11)
P= (?(.ov ) t) -+ 4’(‘)
Le probléme se raméne a la détermination des fonctions ¢ et @ ne dépendant

que de p, z et ¢, et satisfaisant aux équations

(79) ' d??—k()?" +ig—c‘o—— 09do~0
79 dp*  J3*  p 0o Js "7

02  Jo (()Q Q 9 [ do /'O .
(80) " U—P' \0—‘0'— ;)-FI(\E——- ...dp> = o,

jointes aux conditions que les fonclions Q et ¢ s’annulent a P'infini.
Les fonctions ¢ et Q étant déterminées, on aura la solution du probléme du

mouvement du liquide sous la forme suivante :

__ 99 99 .
u= %COSG, = d—osm(),

81 :
o w:gg—fﬂdo.
Js f

21. Considérons maintenant la fonction Q comme connue el posons

—f%—izdp::m.

Désignons par r la distance de deux points z, y, z et 2/, y/, 3':
r=(r—a')V+((y—y) +(E—3)"
La fonction o représente le potentiel newtonien, au point z, y, 3, d’une matiére

continue, remplissant les anneaux de tourbillons, dont la densité en un

. 4 y W
point &', y', 7’ est a égale a ES
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i

1 [a]
Q== —d".",

4T r

I'intégrale, prise par rapport aux variables 2/, y/, 5/, étant étendue au volume

[
R
3

On a donc

occupé par les anneaux de tourbillon.
- Pour évaluer cette intégrale, décomposons les anneaux de tourbillon en anneaux
infiniment déliés de révolution autour de 'axe des s.
Désignant par ds la section d’un de ces anneaux de rayon o’ par un plan passant
par I'axe des 3, on aura
di=p' dodf,
f" désignant I’angle de ce plan avec le plan de zs.

Introduisant maintenant les coordonnées semi-polaires et posant
x=pcosh, y=npsinb, x'=p' cosf', 3'=p'sinf,
on trouve

1 o' 1 (7]
—_ ! [ I A7
(82) Q_—éﬂf—rpdo-d@_—ﬁﬂ_u/’wpdafa -

ot z est un angle arbitraire,

r=yo*+o0*—20p cos(§'—9)+ (5 —z')%

Désignons par ¢ une nouvelle variable et posons

9’:9—{»—!.[.1.

xX+2T I
sz a9
. r
a+2T gpr 29
1:/ ii‘i:f ad,
&% r 0 r

r=ypi+p*—app cosd + (5 —3)%

A ]
=n—20, k= 4pp .
"‘P CP (p+P/)1_|_(z__;/)z
Fac. deT., 2* S., X. 38

L’intégrale

deviendra

[l est aisé de voir que

Posons maintenant
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On trouve
il
[~ K : do _ kg

Vee' S Vi—Rsinte  ypp'
K désignant l'intégrale elliptique compléte de la premiére espéce.

Substituant cette expression de I dans (82), on obtient cette expression
pour o,

N4
(83) o:L/K ©p da,
27, Viep+p )+ (s—53)

I'intégrale étant étendue a tous les éléments ds des aires suivant lesquelles un
plan, passant par 'axe des 5, coupe les anneaux de tourbillon.

Substituant cette expression de © dans (80), on obtient I'équation & laquelle
doit satisfaire la fonction Q.

A chaque expression de Q, vérifiant cette derniére équation, correspond
I'expression bien déterminée de la fonction ¢, définie par I'intégrale (83), et un
mouvement déterminé du liquide dont les composantes de la vilesse s’expriment &

l'aide de formules (81).

22. 1l suffit de comparer I'analyse exposée avec celle qu’'on propose d’ordinaire
dans les Traités de Mécanique, pour 'étude du probleme considéré, pour mettre
en évidence les simplifications introduites par la méthode de la solution du pro-
bléme que nous venons d’indiquer.

On pourrait pousser cette étude plus loin et examiner, par exemple, le cas d’'un
seul anneau infiniment délié ou de deux anneaux circulaires de méme axe, mais
icl nous n’insistons pas sur ce point.

Je lerminerai cette étude par une remarque sur la relation qui existe entre la
solution du probléme indiqué plus haut et celle qu'on reproduit d’ordinaire dans
les Traités de Mécanique rationnelle.

Introduisons, au lieu de la fonction ¢, une autre fonction S, liée avec ¢ par les
relations suivantes :

17} oS8
(84) -g:——;’
: o s

On a identiquement

9. (,9). i(%_ >—
dp(pdp>+d; P o= fgdp =

ce qui représente 'équation (79).
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D’autre part, différentiant (84) par 3, (85) par ¢ et retranchant les résultats, on

trouve I’équation suivante pour S :
20*S  0%S d /S
(86) S+ (o) =—2
dp* = 0z dp \ p

Le probléme se raméne a la détermination de la fonction S, vérifiant I'équa-
tion (86) et s’annulant avec ses dérivées du premier ordre a I'infini.

Cette fonction étant trouvée, on obtient ces expressions pour u, ¢ et (v,

u= 0Sc056 v = ossin()
0z ’ 03 !
S 8
W= — 4 —y

dg g
ce qui représente la solution du probleme sous la forme usuelle (voir, par
exemple, P. AereLL, Traité de Mécanique rationnelle, t. 111, p. 432 et suiv.).

Quant a 'équation (80), elle s’écrira sous la forme suivante :
(87) 02 0S5 /02 Q 0Q/0S 8§ %

7 at I3 \dp 3 ds \ dp o)

Pour obtenir une solution compléte du probléme du mouvement du liguide
sous les suppositions faites plus haut, il faut déterminer deux fonctions S
et Q, satisfaisant a deux équations différenticlles (86) et (87) et s’annulant
a Uinfini.

23. Passons maintenant & ’étude d’un autre probléme de la théorie des tourbil-
lons que j’énoncerai comme il suit :

Déterminer un mouvement du liquide incompressible, remplissant un vase
solide, limité par une surface quelconque fermée (S) et animé d’un mouve-
ment arbitrairement donné, en supposant que les lignes de tourbillon sont
toujours des lignes drotites.

Cette supposition exige que les tourbillons v,, w,, w; ne dépendent que d'une
seule variable ¢, c’est-a-dire qu’ils restent constants par rapport aux va-
riables z, y, z.

On peut appliquer au cas considéré la méthode du n° 18, car il est aisé de
trouver une solution -particuliére des équations (71) sous une forme trés simple.

En effet, il est évident que les fonctions

(88) Uy= 0,3, T 0T, W=y

vérifient les équations dont il s’agit.
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La solution du probléeme se raméne donc & la détermination de la fonction P &

Paide de conditions

(89) AP =o a Pintérieur a (S),
JP Jop
(90) <b§ —Uyt+qgs—ry-+ m2z>a+ <5}7 — Yy +rx—ps +w3x>@
op
+<$—(/V0+py—qx+m,y>y:o
sur (8),

auxquelles se réduisent, dansle cas considéré, les équations géncérales (76) et (57)

dun° 18.
A ces conditions, il faut encore ajouter les équations (38) du n°9, qui prennent

la forme suivante :

dw, . d_u f)ﬁ u
7['—'&)27' +&)3f/—&)ldx -i—COQd)/ +wsd_5’
dw, 0 v dv
dr TP ol =01 0y Jy o5
dw, © ow ow o ow
A A S PRl IR M
En se rappelant que
=P s o= z, W= ey
u_dxq— 253, '(F‘*‘ws ) _—(),. 1Y

el que w,, w, et wy; ne dépendent pas de z, y et 3, on transforme les équations

précédentes en cette forme simple :

oR _d
[ i = ;)tl + W3¢ — waf — W3w, = Ay,

oR  d
(91) -5}7:—‘—1%—!—(,017'——&)3/)—&)1&)3:}\2,
(())R dw3 d 0P — W g — W0, = A,

ou l'on a posé
Reg 0P 0P 0P
—&)10 -+ Wy 5 ())/ [OF} dz

On peut remplacer trois équations précédentes par une seule,
(92) R=Aiz+ Ay + A5+ K(¢),

K (¢) désignant une fonction arbitraire d’une seule variable ¢.
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La solution du probleme se raméne a la détermination d’une fonction P, de
quatre variables z, y, 5 et ¢, et de trois fonctions w,, w,, wy, ne dépendant que
d’une seule variable ¢, 4 I'aide de trois conditions (89), (go) et (g1).

2%. Considérons un cas particulier, en supposant que la surface (S) du vase
contenant le liguide soit un ellipsoide a demi-axes a, b et c.

Supposons que l'origine de coordonnées mobiles, invariablement liées avec le
vase solide, soit située au centre de l'ellipsoide et que les axes mobiles z, y, =
coincident avec ses axes‘principaux.

Dans ce cas, I'équation de la surface (S) devient

x? oy 5
= — e 4 — —1=o0,
SEa e ta

et I’équation aux limites (go) s’écrira

3 oP z P v dP z . x
(93) %;+o—f§+ggg—(l’o+9~—ry—wzz)gz
— (v —|~r.);—ps—033.2:)'1)12
— (W +py—qz—wy) =0
p . sur (S).
osons

(94) 2P =ou + By + vz 4+ a2+ any?+ a5z + 2a,ys + 2a;5, 52 + 2a,,2),

ou
o, B, Y Qik (iyk:I, 2, 3)

sont certaines fonctions d’une seule variable ¢.
Pour que cette expression de P représente une solution de I'équation de La-

place (89), il faut (et il suffit) qu’on ait

ay —+ Ay 33— 0.

Substituant ensuite (94) dans (93), on trouve, aprés un calcul simple,

(95) ‘ ay =0, Ay =0, a33— 0,
za = 2u,, B =2v, Yy = 2w,
o POT—C) — 0,8
23 — Ci—l—-bz M
__g(ct—a®) — wyc?
(96) az = P 2,

an— r(a*— b*) — w,a’
\ 2= b2+ «?



302 W. STEKLOFF.

1l ne nous reste qu’a satisfaire aux équations (g1) [ou, ce qui revient au méme,
a I'équation (92)].
En remarquant que, dans le cas considéré,

R=A 4 (0083 + 0303 )% + (03853 -+ 0,Q13) Y + (0 @3+ ©5023) 5,

on obtient les équations suivantes :

dw,
ar = W+ WAyt Wl — W3F + We
dw,
_(,’il— = w3¢223+mla12+ wg(ﬂl_‘&)1r -+ &)3[7,
dw,
7[7 Wy Wy Qg3 Wy — WP T+ W1 4.

En y substituant les expressions (g6), on trouve finalement

dw
b2 a) (a2 2 !
(b a*) (a+ c*) =

=at (b~ ) wyms + 2a*[(a? + c?)wyr — (D' +a)wq ],
(l’())g
dt
= bt — a®) wyw; + 2B [(D*+ @) wyp — (P + b oy 7],

(o) (¢4 %) (2*+ a?)

dw,
dt
— (@ — by + 207 [(6F - 801 — (a@*+ ¢*) o, ],

(a8 + ) (e + %)

Le mouvement du vase étant donné, nous déterminerons les tourbillons w,, w,, w;
par V'intégration des équations (97) qui, remarquons-le en passant, ne dépendent
pas de vitesses g, ¢o, Vo du mouvement de translation du vase.

A tout mouvement donné du vase, défini par les fonctions données

Ugy Yos ¥oy P’ (], r,

correspond un mouvement du liquide, remplissant le vase de la forme ellipsoidale,

avec les vitesses

,.(az_bz)_®3a2y q(ci——(lz)—l—mga?_

u —_—= o (12—+- b"’ ai+ CZ ~y

i r{a?— b*) + w; b* p(b2—c?) — o, b _

(98) 0= Fay e A
Y [t o Et B ) Uit E T

c2+a2 b2+02
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ol w,, wy, w; sont les fonctions de ¢ satisfaisant aux équations différen-
telles (97).
23. Supposons maintenant que les parties du liguide s’attirent suivant la loi

de Newton.
Dans ce cas, la fonction U, qui figure dans I'expression (37), a la forme

U=D — (Az*+By?—C=),

\
ou

** du * du
D =mabc A = rmabc -
/0 \/A(u)’ /(; (a’l—i—u)\/A(u)’

B—_“n'abc\/m—————dﬁ—:_) C:ﬂabc‘/”———du——,
, (O w)A(u) , (e u)VA(u)

A(u)=(a>+ n)(b*+ u)(c*+4 u).

Cela posé, substituons les valeurs trouvées (98) des vitesses u, ¢, w du liquide
dans les équations (36). ’
On trouve, en tenant compte de 'expression (37) de T,

P
So=a AT 4+ Any + A s,
oP

(99) W:ﬁ‘*‘Amx"‘Azz)"“Azsz’
opP
03 =7+ Asix + Apy +Agps,

ot 'on a posé, pour simplifier 'écriture,

&= 00 (y - 1) — ok ) — e,
dt

— dv,

(100) @-—Wo(0)1+17)—"o(ﬁ)3+")‘7["
dw

\ 7=t (w2+q)— 0 (&’1‘*"1))"_—‘;—22’

/

~ A= apu(r — ap— w;) — (@ + 02)(g + a3) + r(a+ w;) —ga;— 24,
(101) " Apy=ay(p — @os— 1) — (dya~+ @3) (1 + @y) + p(Ay+0,) —ra,—:2B,
VAgs= a3, (q — @3, — 03) — (@as+ 01) (P + As3) + ¢ (@31 + w3) — pas— 2C
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et
/ d
Az:s:(“m’i‘wa)(‘]_asl“%)“"(“31‘*'&)2)—' ;;:3’
da,
(102) A31:(a23+w1)(r—a,2—w3)—p(am—f—ms)—-—Fa;—',
da,,
\ Atz::(a’sl‘+‘f*)z)([)—azs—‘*’:)‘*‘’](az;z“‘f*)l)~ a

ou 'on entend par @,z @a1, @, les expressions (g6).
Les équations (9g) déterminent la pression hydrodynamique en tous les points
du liquide :

A A, A,
P:ax+ﬁy+7;+—2'—’x‘l—|— 2‘2)»?4—%:2

+Apys + Ay sr+ Ay + d(e),

b(¢) désignant une fonction arbitraire de ¢.

26. Formons maintenant les expressions des composantes suivant les axes mo-
biles , 3, 5 de la résultante et des sommes des moments des forces de la pression
du liquide sur la paroi du vase.

La pression étant dirigée suivant la normale 3 la paroi, on trouve, en désignant

par Rz, Ry, R; les projections sur les axes Zz, ¥, s de la résultante des forces de

Rx:jpar/s, Ry:fl)ﬁds, R;:nyds,

ot les intégrales s’étendent a la surface de ellipsoide (S).

la pression,

On peut donc écrire

R,— oP JpP Rz:j opP

Fr dr, R,= Jy dz, r dz,

les intégrales étant étendues au volume de Iellipsoide (S) tout entier.

En se rappelant que lorigine des coordonnées Z, ¥, 3 est située au centre de
Uellipsoide et que les directions de ces axes coincident avec celles des axes princi-
paux de I'ellipsoide, on trouve

‘\/.ﬁb‘ dr—fy dr:f: dr = o,
)fyzdr—fzxdr:fxydr:o

(103)
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et
1
a= [ d=F @),
. M, N
(104) (Bi= [ an =S (0w a),

M désignant la masse totale du liquide.
Cela posé, on trouve, en tenant compte des équations (99) et (100),

d
—R,= <ﬂ 4wy (0y+ q) — vo(w3+ r)>M,

d
(105) { ~Ry:<ﬂ +uo(m3+r)~«vo(w1+p)>M,

—R;= <d;;° 4+ 0p () 4+ p) — o (w5 + q)) M.
/

27. Formons les expressions de composantes suivant les axes fixes de la méme
résultante des forces de la pression du liquide sur la paroi du vase.

Désignons ces composantes respectivement par
R:;, Ry, Ry

par a;, B, yi (=1, 2, 3) les cosinus directeurs des axes z, y, z par rapport aux

axes &, 1, C.
On peut écrire

—Re=—R, 2, — Ry, — Rty

da, da, dot,
dt

d
:Mz_{_t(u"x‘+ Vo0, —+ W 0tg) ——M<u0d—[ + 0 — —+ Wo—

+M$ Uy [(w5-+r)os— (wy+q)os]
+ 0o [(0+p)oyg— (0 +T7) ]
+W0[(m2+q)a1—(m,+p)oc2]?.

Désignons maintenant par U,, V,, W, les composantes de la vitesse d’entraine-
ment du vase suivant les axes §, n, {; par Q,, Q,, Q; les composantes suivant les

mémes axes du tourbillon.

On a

Uy= g0+ vy oty -+ wyats, Vo—=...,

Q= w, 0, + w05+ 03 o3, Q=....

Moyennant ces relations et en tenant compte de formules connues de la Ciné-

Fac. de T., 2¢ S., X. 39
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matique
do,

E‘+(]OC3—I'062‘;_—0, ooy

on transforme 'expression de R; en la forme suivante :

du,
dt

(106) —Rg:M( W, 2,— V093).

On trouvera ensuite de la méme maniére

dt

/AW,
( o RZ_M( dt

/

S — Ry= M(“M U, Q,— wosz,),
(107)

+V,2,— U, 92>.
28. Désignons maintenant par
M., M,, M,

les composantes suivant les axes mobiles z,y, z du moment, par rapport au centre
de Pellipsoide, de forces de la pression du liquide sur la paroi du vase.

On a
P JP
Me= [Py —spras=— (s 52—y 50 )am

My:/.p(zoc —zy)ds—=— (x-d—E—)—z d—E) dr,

On en tire, en tenant compte de (9g), (103) et (104),

('08) Mx:(cl”‘Bi)Aﬂay My:(Ai“‘Ci)Aan Mz:(BA"‘Ai)Am-

29. Les résultats obtenus nous permettent de résoudre d’une maniére trés simple
deux problémes importants d’Hydrodynamique.
Considérons tout d’abord le probleme suivant :

Imaginons un corps solide ayant une cavité de la forme ellipsoidale remplie
par un ll'quide incompressible (a densité un).

Supposons que le liquide soit animé d’un mouvement tel que les lignes de
tourbillons restent toujours des droites.

Supposons encore que les molécules du liguide sattirent suivant la loi de
Newton.

Soient enfin L, M, N les sommes des moments des forces extérieures agissant
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aux points du corps solide, par rapport aux axesz,y,s, et X, Y, Zlesvaleurs
données des composantes suivant les azxes fixes de la résultante de ces forces.

Il S agit de déterminer le mouvement du corps solide, ainsi que le mousement
du liguide contenu dans la cavité.

Quant au mouvement du liquide, les tourbillons w,, w,, w3 doivent satisfaire
aux équations générales (97), ayant lieu toujours, quel que soit le mouvement du
vase solide contenant le liquide.

Il ne nous reste qu’a déduire les équations du mouvement du corps solide.

Or ce probléme se raméne tout de suite au probléme correspondant de la Dyna-
mique générale.

On peut considérer le vase solide comme un corps libre, soumis aux forces
extérieures données et aux forces de la pression du liquide, appliquées & la paro1
de la cavité.

Désignant par T la force vive du corps, on obtient immédiatement les équations

du mouvement sous la forme sulvante :

d (0T oT JaT
;[—t<;)70->_1—0‘—‘0——(];);;+“x—:—x,
d [J7T ar aT ,
(109) 32(&—) —Pm—’d—[l;—i—ﬁy—i—\,
d/JrN_ aT aT .
th(uwn)”(]of/[, _IIE'_O + R, + 7,
A(OTN_ O T 0T 0T
2\ ap )= Tooe, " ow, T gy Ty TN
d (0T aT JIT aT aT
(110) (75<'d?>—"007,0—“oa(—0 p57——r51—)+My+M,
A(oTN_ T 9T 0T 9T
q\ar ) T ou; "0 ae, Tlop Py T

ou Ry, Ry, R;, My, M,, M; sont les fonctions définies par les formules (105)
et (108).
Le probléeme se ramene a la détermination de neuf fonctions de ¢:

Wy, Wy W3y UWUoy VYoo Woo P g5 Ty

satisfaisant 2 neuf équations différentielles du premier ordre (97), (109) et (110).
Ces fonctions étant trouvées, nous obtiendrons les vitesses u, ¢, w du liquide
remplissant la cavité moyennant les formules (98).
Pour achever la solution du probléme, il ne restera qu’a déterminer les cosinus

directeurs ;. B;, vi, ou les trois angles ¢, 6, ¢ d’Euler, ce qui conduit & l'intégra-
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tion des équations

doty
& = ro,—qa;, ’
ou des équations suivantes :
4y sinf sin a9 coSQ =
dt SINe A+ g cose=p, .
dq"sin@ CcoS® 4 i sino =
dt SREP 7Rk Sl b
dd do
uad 6 —L = r.
7 C0s0+ 2 ="

30. On voit, de ce qui précede, que la théorie des tourbillons nous conduit
d’une maniére fort simple a la solution du probléme, énoncé au début du numéro
précédent.

Les équations (109) et (1 10) sont tout & fait générales el contiennent comme
un cas particulier les équations analogues que j’ai déduites par une autre méthode
dans mon Mémoire : Sur le mouvement d’une masse SNuide imcompressible
de la forme ellipsoidale dont les molécules s’attirent suivant la loi de Newton,
qui doit paraitre dans peu de temps dans les Annales de I’ Ecole Normale.

Sans traiter la question dans toute sa généralité, faisons quelques suppositions
particuliéres qui permettent de réduire les équations (109 ) et (110) & une forme
beaucoup plus simple.

Supposons d’abord que le centre de gravité du corps solide coincide avec
celui de Uellipsoide (S) et désignons par M, la masse totale du corps. Dans ce

cason a
2 »2 2
U=+ 05+ w?

',l.’:Mj o

+ Ty,
T, désignant la force vive de la rotation du corps autour du centre de lellip-
soide (S) (l'origine de coordonnées mobiles z, ¥y 5).

Substituant cette expression de T dans (109) et en tenant compte des équa-
tions (105), on aura

o-lfi—l—:" =¢(ar +Mos) — wo(cg +Mw,) + X,

(1171) a(‘%o =wy(ep+Mw,)— w,(or +Mw,) + Y,
dw, .

o =t (0 +Moy) — ¢ (ap +Mo,) + 7,

ol l'on a posé

(112) g=M;,+ M.
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Supposons ensuite que les azes d’inertie du corps cotncident avec ceux de

Uellipsoide (S).

On a, en désignant par a, 3, ¥ les moments principaux d’inertie du corps,
2T,= apt+ B+ 7™
Les équations (110) prennent alors cette forme simple :

i

=(B—y)rqg— (B,—C) A+ L,

(113) { =(y—x)pr—(Ci—A) Ay +M,

dp
\ a
dg
dt
dr .
\ m:(a—ﬁ)pq_(Al’_‘Bl)Am"“N-

31. Considérons le cas ou les forces extérieures sont nulles, c’est-a-dire
X=Y=Z=L=M=N=o.

Substituant dans les expressions (102) de Ay, Ayy, Ays les valeurs de as.
@3y, @yo définies par les formules (96), et en tenant compte des équations (97 ).

on transforme les équations (113) a la forme suivante :

; d,
; xll_g:(12_13)71-+K(c2—b2)m2w3
M a2 B2
M[Cz(ag—[12)/'m2—[)2((;2——a2)qm3],

5
d. .
| )\2([—;/:()\3—7\1)rp+1\(a“’—c’3)w3w1
A
(r13) C oMb (at—e?) ., )
—n——5—[a-(b-—c~)pm3--—cz(a2—b-)rwl],
dr N ,
7\3d-—l:(7\1——}.2)10/]+K(b-—a-)o)lw2

aMec? (b — a? R . ’ S R
+~——L—)[b-(c-——(l-)c]wl—a-(b-—C‘)pco?],

I
ou l'on a introduit les notations suivantes :
_ M ava /o
A= 0ot + 5 (b2— )2 (¢ + a?) (a2 + b?),
5 - A BI 9 9212 9 9
(115) 7\2_054—g(c~—a')-(a2+b’)(b‘+c-),

ho= 8y + B (a1 — 60 (B 4 ) (4 ),

aMa?c? b2
5

>

0= (b>+ c?)(c*+ a?)(a*+ b?), K=
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Dans le cas considéré, les équations (¢7) et (1 14) ne dépendent pas de u,, ¢,
el wy.

Ces équations sont précisément celles que j’ai déduites par une autre méthode
dans mon Mémoire, cité plus haut, ou j’ai fait d’avance la supposition particuli¢re
que le centre de I'ellipsoide (S) reste immobile.

Dans le cas général, que nous considérons dans ce travail, il faut ajouter & ces
¢quations encore les équations (111) qui déterminent le mouvement de translation
du corps solide.

L’intégration de six équations simultanées (=) et (1 14) détermine le mouvement
de rotation du corps autour du centre de Dellipsoide (S), ainsi que les tour-
billons w,, w,, w,; en fonction de ¢, ¢’est-a-dire le mouvement du liquide.

Le mouvement de translation du corps sera déterminé ensuite par Pintégration

des équations différentielles linéaires de la forme suivante :

CZ;O = 0(ar +Mwy) — oy (6q + Mw,),
la

(116) a((;; =wy(gp +Mw,) — u,(ar + Mw,),
/‘I(Vo
o= = (67 +Mw,) — ¢g(cp+Mow,),

auxquelles se réduisent les équations (111), lorsque les forces extérieures sont
nulles.

Remarquons que les équations (116) admettent une intégrale évidente
ul+ ¢+ w?—const.,

qui montre que le mouvement de translation du corps est toujours uniforme.

I suffit de trouver encore une seule intégrale de ces équations pour ramener le
probléme & une quadrature, car aux équations (116) s’applique le principe du
dernier multiplicateur de Jacobi. On peut remplacer les équations (116) par les

autres, plus simples, si nous introduisons les composantes

U,, Vy, W, et Q, Q, &

suivant les axes fixes de la vitesse du centre de Uellipsoide et du tourbillon.
On aura, eu égard a (106) et (107),

(v, 2,— W0, |

dv M
(117) (@ =P Woi—Ue Q) | o=

AW,

= 2— Vo Q)
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les équations qui ne dépendent pas explicitement de la vitesse angulaire de la rotation
du corps solide.

Le but principal de ce Mémoire consiste & indiquer une méthode simple, basée
sur la théorie générale des tourbillons, pour établir les équations fondamentales
du probléme énoncé au début du n* 29.

Quant aux recherches sur I'intégration des équations obtenues et a 'étude de

divers cas possibles du mouvement, ils feront I'objet d’un Mémoire particulier.

32. Je passe maintenant a un autre probléme, devenu classique d’apres les
recherches de Dirichlet et Riemann, a savoir au probléme du mouvement d’une
masse fluide dont la surface libre conserve, sous lu pression constante, la forme
d’un ellipsoide.

Je vais montrer que la théorie générale des tourbillons, appliquée au cas consi-
déré, conduit aussi bien que dans le cas précédent & une méthode fort simple pour
déduire les équations générales du probleme. '

Supposons, comme précédemment, que les molécules du liguide incompres-
stble, remplissant un vase solide de la forme ellipsoidale, s'attirent sui-
vant la loi de Newton et que les lignes des tourbillons soient toujours des
droites.

On aura toujours, quel que soit le mouvement du vase (voir n® 23),

A

(118) P:ax+ﬁy+yz+£2‘1x2+_2_yz+

22 =2
s

és:&
2
+Apys+Aysx+Apay + $(o),

ota, 3,y et Ajx(i, k=1, 2,3) se déterminent par les formules (g6), (100), (101)
et (102).

Quant aux tourbillons w,, w,, wy, elles doivent satisfaire aux équations diffé-
rentielles (g7).

Supposons maintenant que la pression P, définie par Péquation (118), reste
constante en tous les points de la paroi du vase, c'est-a~dire en tous les points
de la surface (S) de Dellipsoide.

L’équation (118) montre que cette condition sera satisfaile, si nous posons

(119) a=o, B=o, 7 =0, d(t) =const,,
‘ Ayp=o, A =o, Ap=o,
(119y) A A A
? A“:Z‘; An:F’ 1\33:;‘

X désignant un parameélre arbitraire.
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Introduisons, au lieu de variables

0y, Wy Wiy Py (s T
les nouvelles variables
Ty, Xy, L3 Yis Y )3
en posant
p(0*— c?) =b*x,+ %)y, 0, =X, — Vi,
qg(ct—a*) = ctzy+ a’y,, W= Ly ) 3

r(a*— b)) =a*z;+ by, Wy = I3 — )3

Substituant ces expressions dans (119,) et (97), on obtient, en lenant compte de
(93), (96), (101) et (102), les équations suivantes :

)2 )3 TYe—qrs=0, Y+ XXy TrXy—qr;=0,
XY+ VsY1+pPys— Ty, =o, Yo Xy X+ pay— e, =0,

Zy+ 1 Yat qYi— PY2=0, Yyt X Ty qxi—pri=o,

A
(119y,) (Za+Ya)r — (o Vo) G — Za)a— X3)3—= %‘ -+ 24,
2k
(xl‘f‘_)’t)])—('Z’s‘*“}’&)r—‘“’;%)’s—mi)'l:—b; + 2B,
' 2A .
(xz“*—}"z)(]'_(xl‘*‘)’l)}’_xl}’l"‘l‘zy-z:? +2C.

Or, si la pression reste constante en tous les points de la paroi du vase, on peut
le supprimer et nous obtiendrons ainsi un cas du mouvement d’une masse fluide
dont la surface libre conserve, sous la pression extérieure constante, la forme
Lun ellipsoide de la figure invariable.

Les équations (119,) sont précisément celles que j'ai déduites par une autre
méthode dans mon Mémoire mentionné plus haut.

33. Nous avons supposé que les demi-axes de Iellipsoide ne changent pas leurs
grandeurs avec le temps.

Mais cette restriction n’a rien d’essentiel et la théorie des tourbillons s’applique
aussi bien au cas général. v

Pour cela, il suffit seulement de remplacer la condition aux limites (93) par la

sulvante :

oxr @ oy b

~
pet
2

> >
(120) JP x oP y —i—%

C
x .
—(Ug+q5— 1y —0,5)— — (Vo+ 17T —p3— 03 l,

q J P L b2

s x? da *db 3 dc
—(Wo+py—qx — m,()’)c—2 _rde ) —-— — — - =O0.
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En prenant, comme aun® 2%, pour P 'expression (94) et en la substituant dans
I'équation (120), nous trouverons pour 2, 3, v, @a3, @3, et @, lesmémes expressions
qu'au n° 24.

Quant aux trois premiéres des équations (93), elles se remplacent par les sui-

vantes :

1 da _1db o
([2]) a”:gm) agg-—zm’ Az3 —

S
SH
o

ol «, b, ¢ sont les fonctions de ¢, liées par la relation

da db de
(122) bcmﬁ—ca%—kabd—t-o,

.

ou, ce qui revient au méme,

abc = const.

Les équations (97) restent inaltérées.
Dans les expressions de A;x(¢, k=1, 2, 3), il est nécessaire d’introduire les
termes dépendant de @,,, @, et a3, qui ne sont pas nuls dans le cas général, et

dans les dérivées
day, das, da,,
de’ de’ - Tde’

qui figurent dans les expressions de A; x(¢, k =1, 2, 3), il faut considérer a, b, ¢
comme fonctions de .

La pression P se représentera sous la forme (118).

Répétant textuellement les raisonnements du numeéro précédent, nous obtien-
drons les équations générales du probleme de Dirichlet sous la forme d’équa-
tions (97), (119) et (119,), auxquelles il faut encore ajouter les équations (121)
et (122).

En effectuant le calcul indiqué, ce qui ne présente aucune difficulté, nous
obtiendrons, 4 I'aide de (97) et (119,), les équations, précisément celles que j’ai
établies, par une méthode différente, dans mon Mémoire dont j’ai parlé plus haut
(voir n° 30).

Orj’y ai supposé d’avance que le centre de 'ellipsoide reste immobile, c’est-
a-dire que les fonctions u,, ¢4, v, soient égales a zéro. Ici, je considére le cas le
plus général, on w,, ¢4, w, restent différentes de zéro et se déterminent a 'aide des
équations (119) qui doivent étre ajoutées aux équations (97), (119,), (121) et (1 22).

En renvoyant, pour les détails, &4 mon Mémoire tout a I’heure mentionné, je
m’arréterai ici au cas le plus simple, ot ellipsoide ne change pas sa figure pendant
le mouvement.

Fac. de T., 2¢ S., X. 4o
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34. Le mouvement de la masse fluide se compose de deux mouvements : d’un
mouvement d’entrainement de I'ellipsoide, comme s'il était un corps solide, et
d’un mouvement du liquide relatif par rapport a ce corps.

Supposons d’abord que P'ellipsoide soit & trois axes a, b, ¢ inégaux.

D’aprés un théoréme énoncé par Riemann et démontré complétement dans mon
Mémoire, déja cité plusieurs fois, on sait que la rotation de ellipsoide, dans le
mouvement d’entrainement, doit étre nécessairement permanent et que les équations
(97) et (119), toujours indépendantes de vitesses w,, ¢4, ¥y de translation, n’ad-
mettent que deux solutions différentes, a savoir, ou

B ‘p:q:o, 0, = 0, =0,
r — const., w3 = const.,

ou

(2) r—o, ;3= 0.

L'ellipsoide fluide peut donc, sous la pression extérieure constante, tourner
uniformément comme un corps solide autour d’un de ces axes principaux, ou
autour d’un axe situé dans un de ces plans principaux.

C’est un résultat connu, établi par Riemann.

Or, la masse fluide peut étre encore animée d’un mouvement de translation
sans cesser de conserver la forme d’un ellipsoide solide pendant le mou-
vement.

Pour déterminer les composantes u,, ¢y, o du mouvement de translation de
Iellipsoide, il faut employer les équations (119) qui s'écriront, en vertu de (100),

comme 1l suit :

1
((lfzo = Vo(&)3‘+‘ ")~“’0(m2+(])’
d(’o

(123) E = ooy p) = (0 1),
d y
_[%0 =ty (0, q) — Yo (01 +P)s

ou, en introduisant les composantes Uy, Vo, W, de la vitesse du centre de Uellip-
soide, et les composantes @, Q,, Q5 du tourbillon suivant les axes fixes,

d;? — "d_‘_i_“ —V,2,—W,Q,,
2 vV .
(124) %_{_0 — dd; W, — U, @,
&z dW,

= UQ Qz’— ‘ro QH

¢t dt
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&g, Yo, 7o désignant les coordonnées du centre de Pellipsoide par rapport aux axes

fixes dans Pespace.

35. Considérons d’abord le premier cas, ol
P=qg—=0,—=0;—0.

Supposant que axe des § coincide avec I'axe fixe de la rotation de Uellipsoide,

on lrouve
Q=9,—o, Q.= w = const.,

et les équations (124) deviennent

du, av,

dW,
— VYV
dt Voo, dt

=—U,», a7 —=o.

On a donc
‘W,=consl.

Done, lellipsoide fluide se meut, comme un corps solide, uniformément lc fong
de l'axe de rotation.

L’intégration de deux premiéres des équations précédentes donne ensuile

1. . '
“Lo Uy=A coswt+ Bsinwt,
dt

{ .

5%2 =V,=Bcoswt— Asinnt,

[4

A et B étant deux constantes arbitraires.
De ces équations on tire, en les intégrant,

AL B
Zy— 0o + —SInwl-— — Costw,
o) (O]

Yo=05+ L sinm £+ f—\—cosmt,
) ®
« ct 5 désignant des nouvelles constantes arbitraires. “

Ces équations montrent que la projection du centre de Uellipsoide sur le
plan, perpendiculaire & U'azxe de rotation de la masse fluide, décrit dans ce
plan un cercle, ayant pour équation
' A+ B

(@o— o)+ (yo—B)= o

Done Uellipsoide fluide peut étre animé, sans changer sa figure, non seu-
lement d’une rotation uniforme autour d'un de ces axes principaur, mais
encore d’un mouvement de transiation.

Ce mouvement est uniforme, car

Ui+ VI=const,, W, = const.,



316 W. STEKLOFF.

et se compose des deux mouvements suivants :

D’un mouvement uniforme le long de l’axe de rotation de Uellipsoide
autour d’un de ces axes principaux et d’un autre mouvement dans lequel son
centre décrit uniformément un cercle dans le plan perpendiculaire & U'axe de

rotation.
36. Supposons maintenant que
r=w,=o,
p = const., q = consl., w,; = const., w, = const.
Les équations (123 ) prennent la forme

du, dv,

(125) - = Wy hay - = wo ki,
dw
(126) %’ = Vohy — Uphs,
ou
—h=p+ o, — =g+ o,

Ces équations admettent les intégrales évidentes
u+ 04 wi=»"n,
U+ voha=g,

I et g désignant deux constantes arbitraires.

La premiére de ces équations montre que le mouvement de translation de
Pellipsoide doit étre uniforme.

D’aatre part, elles conduisent, en vertu de (126), & la relation

d"’(\ : 2 2 2 9 2 2 2 .2
i = (M + 1) (A —w5) — g*=p*— > wy,

ou J'on a posé
p?= (M +2A})A*— g2 et= A2+ A2,
On trouve donc
(12%) ’ woigcoso‘(t-{—t).
En supposant, pour plus de simplicilé, que

T=0 et Wo=1Y pour t=o,
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on peut écrire
o= 17 cosat.

Substituant cette expression de ¢ dans (123), on trouve, apreés les intégrations,

1o .
Uy=o + —sing{,
g
(128) )
P .
=3 — iTsmal,

o et B désignant les valeurs initiales de w, et ¢, (pour ¢ = o).

37. Dans le cas considéré, le mouvement de rotation de lellipsoide se réduit
a une rotation uniforme autour d’un axe de la direction fixe, toujours situé dans le
plan zy.

Prenons cette direction fixe pour l'axe des § et désignons par w la vitesse angu-
laire, par o I'angle que fait 'axe des § avec celui des z, par 6 angle que fait I'axe
des { avec celui des z.

On a
6 =wt
et
‘ oy = c0sQ, B,=sino coswt, Y1= sino sinwt,
(129) ¢ oty =—sino, B = cos¢ cosw, Y2==Cc0s¢ sinwt,
' a3 =0, Bs=—sinwt, Ys=coswt.

On trouve donc, eu égard a (127), (128) et (129),

dz .
—d—t"- = U, = A + Csingy,
o d
(130) %:Vo:Bcoswt——ycosatsinwt—J)sinctcoswt,
dz,

= W,=Bsinw(+ ycosgtcoswt+ D singtsinwe,

les expressions des composantes suivant les axes fixes de la vitesse de translation
de Dellipsoide en fonction de ¢, ou I'on a introduit les notations suivantes :
A = acosg — Bsing, B=asing + f cosg,
-7 ; 2% s :
C_3(7\151n<p+)\2coscp), I):g(kgsmcp—l,coscp).

b 4 : , N . ’ . '3 . M
L’intégration des équations (130), qui ne présente aucune difficulté, détermine
le mouvement du centre de Pellipsoide.
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Supposant, en particualier,

Y=0
on obtient ces formules simples :
dz, dy, ds
— 2 =A 2 —B 220 i
a7 , T coswi, T Bsinwt,
B . B
xo=At+ £, yo::BSUJQt—q—-l, :0:——acosmt+m,

L, [, m étant des constantes arbitraires.

Le mouvement de translation de Iellipsoide se compose d’un mouvement uni-
forme le long de l'axe de rotation de la masse fluide et d’'un mouvement uniforme
du point ¥y, 3o dans le plan perpendiculaire a cet axe, ot ce point décrit un cercle.

On voit donc que Uellipsoide fluide a trois axes inégauz, dont la surface
libre est soumise & une pression extérieure constante, peut conserver sa figure
invariable, si son mouvement d’entrainement se compose d’un mouvement de
translation, défini par les équations (130), et d’un mouvement de rotation
uniforme autour d'un axe, situé dans un des plans principauzx de Uellip-
soide.

38. Faisons enfin quelques remarques sur le cas ou la surface libre du liquide
conserve pendant le mouvement la forme d'un ellipsoide de révolution.

Dans mes Notes, insérées aux Comptes rendus en 1906, j'ai indiqué deux cas
nouveaux du mouvement d’un ellipsoide de révolution allongé, ot le mouvement
du liquide n’est pas permanent, mais l'ellipsoide ne change pas sa figure avec le
temps. 7

Jai démontré que ce mouvement sera possible si 'on communique & I'ellipsoide
un mouvement d’entrainement se réduisant a la rotation de ce-lui:ci, comme s’i}
était un corps solide, autour de son centre fixe dans I'espace.

Or, le méme mouvement sera aussi possible, si l’on ajoute au mouvement de
rotation encore un mouvement de translation, défini par le mouvement du
centre de Uellipsoide.

Cela résulte immédiatement de recherches du n°® 32.

Rappelons que les équations (97) et (119,), ne dépendant pas de uq, ¢, #o,
conduisent, dans le cas considéré, aux expressions suivantes pour les tour-

billons vy, wy, wy:
1 N eo
oy =0 — — - ST
! |1—eo] o ’

, (1 € .
wy=¢ | - — sint,
g 1—aC

w3 =0,
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4
T:e,frdt—l—const, U:\/c—a’

e==1, g==1, ==,

w désignant une constante donnce.

On suppose que
a=25b et c>a.

Les tourbillons w,, w,, w; déterminent, comme on sait, le mouvement des points
du liquide.

Ce mouvement se compose d'un mouvement d’entrainement de ellipsoide,
comme s’il était un corps solide, et d’'un mouvement relatif du liquide par rapport
a ce corps.

Le premier de ces mouvements se réduit a la rotation de lellipsoide autour de
son centre. Les composantes de la vitesse angulaire de cetle rotation se déterminent
comme 1l suit :

La composante 7 suivant I'axe de révolution de Iellipsoide peut étre donnée
d’avance en fonction arbitraire de ¢; les composantes p et ¢ ont pour expressions

P = — €W COST, g =—c¢cewsinrt.

Tels sont les résultats obtenus dans mes Notes, mentionnées plus haut, ot jai
supposé d’avance que le centre d’ellipsoide reste immobile.

Nous pouvons maintenant affirmer, d’aprés les recherches du n® 32, que le mou-
vement de Uespéce considérée sera aussi possible, si l'on ajoute au mouvement
de rotation encore un mouvement de translation défini par lesvitesses uy, v, v, .
du centre de U’ellipsoide.

Pour déterminer ce mouvement, il faut intégrer les équations (123) [ou (4 24)],
qui deviennent

du, .

—— =y — wyh,sint

([L 0 02 ’

dyy
131 { —— = wa,h, cosT—u,r
(131) dt ot 0

div,

—— = U4y A,SinT — ¢y}, cost

| oha ol ’

ou I'on a posé

I 1 5 . (1 &
A= ——— — - —¢), lo—=¢&w( - — —¢ ).
|1—ec| < G 1—¢&G

Supposant, en particulier,
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on trouve
p=-—c¢cw==const,, q=o, Ty=y;—o,
6) (&)
Xy = ;77— YT —
fr—eo| T G

Les équations (131) prennent alors cette forme simple :

du, do,

dw,
ar > dt

dt

= Wy, =— A

Dans ce cas lellipsoide tourne uniformément autour d'un axe, paralléle
& Uaze des &, et son centre se meut dans un plan perpendiculaire & cet axe,
en y décrivant, d’une maniére uniforme, un cercle. Nous retombons ici & un
cas particulier du mouvement du n* 35.

39. Je terminerai mes recherches par 'application de la méthode, exposée aux
n" 4-10, a la solution du probléme sur le mouvement d’un liquide dans lequel
les lignes de courant se confondent avec les lignes de tourbillon.

C’est un cas du mouvement possible, indiqué pour la premiére fois par M. Graig
et étudié ensuite par E. Beltrami.

Iinaginons un liquide remplissant un vase solide, animé d'un mouvement donné
a I'avance, et désignons, comme précédemment, par ug, ¢o, W, les composantes
suivant les axes mobiles, invariablement liées avec le vase, de la vitesse de l'ori-
gine de ces axes; par p, ¢, r les composantes suivant les mémes axes de la vitesse
angulaire de rotation de ces axes autour de Porigine.

Le mouvement du liquide se détermine par les équations (36), jointes & la
condition aux limites (3) du n° 1.

Les équations (36) peavent étre satisfaites si 'on pose

du _de _ dw
7 VARt TR
adw v o
0, = 9 oz =k —qs+ry)
du dwv
(132) / mg_,‘d—:—5.;#7\0'—/1'—{—1)‘),
v du (v — 4 qz)
wx-—“&;—(jy =4 Py +4qz)

o ) désigne une fonction arbitraire, qui dépend en général de z, y et .
La détermination du mouvement dont il s’agit se rameéne a I'intégration des
équations (132) et (2) du n° 1, jointes & la condition (3).
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Si 'on pose, en particulier,
p=qgq=—=r—o,
nous obtiendrons les équations du mouvement du liquide étudiées par E. Beltrami.

40. Supposons, pour plus de simplicité, que X soit une constante, et cherchons
une solution des équations (132) en supposant que «, ¢ et w s’expriment a Paide

de séries, disposées suivant les puissances du paramétre 2,
o L )
N k
(133) u :Z M uy, v :E W gy w :z Megvg
k=0 k=0 k=o

Substituant ces expressions de %, ¢, & dans (132), on trouve ces équations pour

déterminer les fonctions wz, ¢x, wy (k=10, 1,2, ...).

dw,  dv, du,  Ow, de,  du
7 o Yo hehl A SR 20 770

(134) dy g Js oz 0x oy =%
giv—'~é)—l- =Uy— gz +TYy,
dy 0z v
Jdu, owy ) i R

(r35) T T am =TI pa
O _ 0 ow
dx oy TPy %

et, pour toutes les valeurs de k=2, 3, ...

C)W/, dvk —u
—dy — —d~z- = Up_1q,
J i)

(136) (=St =,
O __ Owr _
ox ~ dy = Wk

Remplagons maintenant dans I'expression (4) de o (z, y, 3, &) les vitesses w,, ¢o, W,
respectivement par a, b et c.
La condition (3) s’écrira

ua+vB+wy=(a+qz—ry)a

(137)
+(b+rxz—pz)B+(c+py—qgz)y sur (8).

On en tire, eu égard a (133), les équations suivantes, auxquelles doivent satis-
faire les fonctions uy, vg, wi aux points de la surface (S) :

(1371) woot + voﬁ—i—W(,y:(a-i—qz_..,ry)a—*—(b—+—7'x——pz){3 + (c +py——qxv)y,:
Fac.de T, 2+ S., X. 41
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et, pour toutes les valeurs de I'indice 4, & partir de £ = 1,
(138) o + v +wry=o0  sur(8).

Les fonctions «, ¢, w étant indépendantes de ¢, il faut supposer qu’il en soit de
méme de fonctions p, q, r, a, b et ¢, c’est-a-dire que le vase solide soit animé
d’un mouvement uniforme.

Comme le liquide est incompressible, il faut ajouter encore aux équations
précédentes I’équation

: du dv  Idw
(132,) 9 —+ J}’_ -+ 95

:O’

qui conduit aux équations suivantes pour ux, vk, Wi (K = 0, 1, 2,...) !

()l/k dll/,. de

(139) _()..;+ Jy -+ 95 =° (k=o,1,2,...).

Le probléeme se raméne tout d’abord i la détermination des fonctions wy, ¢4, vy
a Paide des équations (134), (137) et (139) (pour k = o).

On peut considérer uy, vo, wo comme les vitesses d’'un mouvement irrotationnel
du liquide contenu dans le vase solide, animé da mouvement donné, défini par les
valeurs donuées de @, 0, ¢, p, g et r.

Désignant par V lepotentiel de vitesse, on obtienl ces équations pour V :

AV—=o a liatérieur du vase,
av;

om =(a+gs—ry)at(b+re—p3)f+ictpy—q2)y

a la paroi du vase.
La fonction V étant déterminée, on aura
9V oV

Ug= —> Vo= ’ W= ——
dx dy

41. On peut considérer maintenant u,, ¢4, Wy, qui figurent. dans les équa-
tions (135), comme connues.
Posons maintenant
Qo= Uy — G35+ TIY,
QO: Vo — I'T—+ps3,
Yo= Wo— Py ~+ g I+

On trouve, en tenant compte de (13g),

0% 0By Oy,

(140) oz "oy T os
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On peut donc considérer a,, By, Yo comme les composantes, suivant les axes
mobiles, des tourbillons dans un certain mouvement du liquide, u,, ¢, %, comme
les vitesses du méme liquide remplissant le vase donné immobile.

En effet, les fonctions u,, ¢,, w, doivent satisfaire aux équations

om0 —
dy B -
du, ouy .
95 T or =P
a 'intérieur du vase,
gv_, du, N
oz dy -
du, doy | Ow,
oz Toy Yoz T

et a la condition

o+ 0B +wy=o sur la paroi du vase.

Ces équations ont précisément la forme des équations (1), (2) et (3) dun® 1, si
I'on y pose
o(z, y,5t)=o.
Les fonctions a,, 8,, Yo, vérifiant I’équation (140), satisfont encore & la
condition

o+ BoB + yoy =ax+ b3 +cy sur la paroi du vase.

Donc, I'expression oy + 3,8 + Yo7y ne s’annule pas sur la surface (S) du vase,
st a, b, c restent différents de zéro.

Or, moyennant la méthode indiquée aux n's 4 & 10, nous pouvons maintenant
résoudre ce probléme dans chaque cas particulier, car le probleme, comme
nous I'avons montré, se raméne 4 la solution du probléeme de C. Neumann et aux
quadratures (voir n** 4 a 10).

42. Les fonctions u,, v,, v, étant trouvées, nous pouvons ensuite déterminer
successivement toutes les fonctions wuz,, v, et wy pour toutes les valeurs de I'in-
dice 4, & partir de & = 2.

Pour cela, il suffit d’employer les formules du n° 3, car les fonctions Uk_1y V%1,
#k_y, qui figurent dans les seconds membres des équations (136), satisfont aux
conditions (6) et (7).
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On obtient ainsi ces expressions pour ux, ¢y et wy (k=2, 3, .. )

JP
— Q. YNk
ur = 8¢ + oz
daP
(141) | Vk:S(gk)**— ()—y/‘ra
)
,' W= S(sk)_*_ lei’
\ E
ol
f 1 dJ LV//rfl /__L_ J Y je—y ’
! _‘41rdyf r ndzf ’ '
y J 7 1T d W
9 S(M:L—f het g T O b=t g
(152) 2 4T 05 r dz 4T Ox r s

1 d iy 19 Uiy 5
L Seon gor L 9 [ M g,
4T ox r 4w oy r
les intégrales étant étendues au volume da vase.

Quant a Py, c’est une fonction définie par les conditions

AP, =o a I'intérieur du vase,

(143) dP;
dan

=— (8P a+SP B +8¥y)  ala paroi du vase.

43. Supposons que la surface (S) du vase satisfasse aux conditions suivantes :

1° Elle admet en chaque point un plan tangent déterminé.
2° L'angle aigu J que font deux normales a (S) en deux points p et p, satisfait a
I'inégalité
I >ap,

¢ désignant la distance pp,, @ un nombre fixe.

3¢ Il existe un nombre D tel qu’une parallele & la normale » 4 (S) en un point
quelconque p ne puisse rencontrer (S), 4 l'intérieur de la sphére de rayon D,
ayant p pour centre, qu'en un seul point (*). \

Ces conditions étant remplies, on peut appliquer la méthode de Robin pour
déterminer la fonction Py vérifiant les équations (143), comme je I’ai montré dans

mon Ouvrage, tout a 'heure cité [voir aussi mon Mémoire : Sur les problemes

(1) Foir le Mémoire de M. A. LIAPoUNOFF, Sur certaines questions qui se rattachent au
probléme de Dirichlet (Journal de Mathématiques. 1898, 3° fasc., p. 243 et 244), ainsi que
mon OQuvrage : Les méthodes générales pour résoudre les problémes fondamentaur de
la Physique mathématique [ Kharkow, 1go2, p. 17-18 (en russe)].
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Jondamentaux de la Physique mathématique (Annales de I’Ecole Normale,

1902).
Posons .
p(oln')...__ (S(i/-‘)a S(z/-‘)ﬁ S(;sk);/),
I cosd
3 3 Yd
. T — O‘ —
2s 2ch‘“‘*’ 0

en désignant par 7 la distance de deux points p, et p de la sarface (S), par ¢
'angle que fait la direction pp, (p étant le point variable) avec la normale exté-
rieure a (S) en p,.

La fonction P, se représentera sous la forme du potentiel de la siinple couche

1 " o ds
(14%) PA-:;;f(ph’”’+p/‘"+---+pi~"‘+---)7’

ou r désigne la distance d’'un point quelconque z, y, z de l'espace du point
variable p de la surface (S).
Désignant par ¢, la densité de cette couche simple, on a

gr=pF + o+ L

J’ai établi, dans mon Ouvrage déja cité, que la série du second membre de cette

.

égalité converge absolument et uniformément sur la surface (S) et que
~ k ok
(145) [0 | < gR ok,

ou R') désigne le maximum de module de o sur (S), ¢ un nombre positif
ne dépendant que de la surface (S), ¢ un nombre positif plus petit que 'unité.

4%. Prenons maintenant sur (S) deux points quelconques p et p/, assez voisins
'un de l'autre, et soit ¢ la distance pp'.

Désignons par ¢ ct ¢/, les valeurs de gk aux points p et p'.

Supposons que 5" satisfasse a la condition.

e k K
(146) [0” — (p0)' | < bo?,
ol best unnombre fixe, x un autre nombre fixe satisfaisant a I'inégalité

o

A

L3

(2i") désigne la valeur de ¢ au point p'.
Démontrons que, dans ce cas,

(147) [gx— 7k | < cpb,
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¢ désignant un nombre fixe ne dépendant pasde o, 8 le plus petit de deux nombres a
1

et~ (on suppose que p <1).

Moyennant la méthode de M. Liapounoff, Jai établi dans mon Ouvrage cité
I'inégalité suivante :

(148) |25 — (p§)' | < LR, Vp,

o L est un nombre fixe ne dépendant que de (S); R, désigne le maximum de
module de o, sur (S), (S la valeur de oo au point p'.

Cette inégalité a lieu pour toutes les valeurs de s & partir de s = 1.

En remarquant maintenant que

| 76— g2l <1pd® = (o) [+ [P — (p) [+ .+ o — (o) |+ .,
et en tenant compte des inégalités (148) et (146), on trouve
| 4r— 4| < bp*+ LVp(RP + RP +. ..+ RP +...),

d’ou l'on tire, en vertu de (145),
(1471) | 76— gk | < bp*+ L(I+7%;>RB"\/E-

Cette inégalité conduit immédiatement & I'inégalité (147).

45. Formons maintenant la différence

W — (pky,

en se rappelant que

pi)lﬂ____ S({c)a o+ S(‘zk)ﬁ 4+ S;/:)./.
On a, en employant les notations adoptées plus haut,
(149) ol — (p) = [87 ot — (LY '] + [S{B — (SEY 5] + [y — (S5 .

Considérons la différence

So— (8) <,
qui peut s’écrire
(]50) S(‘k)(a _ “1) 4+ [S(ik)— (S(ilc))l1aI: S<,’f’o: . (S(,k’)’ot’

Désignant par n et ' les directions des normales extérieures a (S) aux points p
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et p' de (S), par P une direction arbitraire, on a

cos(n, P)=cos(n', P)cos(n, n')+ sin(n', P)sin(n, n') cosy,

¢ désignant un certain angle.
De cette égalité on tire

!
cos(n, P) —cos(n’, P) =— acos(n/, P) sin’(n—’zn——) -+ sin(n', P) cosysin(n, n')

:2sin(—'1’—2”—) [—cos(n’,P)sin (~—n’2n ) +sin(n/, P)cosd co s( R )]

On en conclut que
[cos(n, P)—cos(n/,P)|<<2(n,n')=123,
d’oti, eu égard aux propriétés de la surface (8), énoncées au début du n° 43,
[cos(n, P)—cos(n’,P)| << 2ap.
Cette 1négalité, ayant lieu quelle que soit la direction P, nous donne
(151) oo — o' |<<2ap.

46. Désignons maintenant par Kz, L, My les maximums desmodules des fonc-
tions ux_y vi_y, wi_y dans le domaine (D), par Ni_, le plus grand des nombres

K/;, Lk, M/,.

On trouve
, I , nN—y 1 §—z ,, Ni_
(152) ls‘lk)lzlﬁfwk-gTd‘f'—A—ﬁf"'k--i-erT i<2—nl g} = QNiy,

Q désignant un nombre fixe ne dépendant que de la surface (S).
Considérons enfin la différence

Stlk)_ (S(lk)),‘
Posons
_Y<k>——_ﬂ5; “’k— ! — 'nfw/,””"‘}’dr,
r 0 Ve 1 , L—z
Z(k):ﬁ —d—;- —k;‘—-i-dT’ :4—1;/‘"/“_1——,_3——(1‘[.

Y® et Z® représentent les composantes suivant les axes y et z de la force

7 ’

. . ., Wy vh_ . .
d’attraction des masses, a densité —£! et -—/"—7?' respectivement, remplissant le
4

4

volume (D), sur le point z, y, =
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Moyennantles propriétés connues du potentiel newtonien, on s’assure que
[ YR — (YR Y | < aNi_;p,
|20 — (29 | < aN,_yp,

2 étant un nombre fixe ne dépendant que du domaine (D).
En remarquant que

1 — (S{9)= Y0 — (Y4)'— [20) — (2#)'],

on trouve
ISYC)— (S(ik))/ I < ZOCNk_lp.

Cette inégalité et les inégalités (151) et (152) nous donnent, en vertu de (130),
[8{a— (8 a'| < ANz, p,

A désignant un nombre fixe ne dépendant que de la surface (S).
On démontrera de la méme maniere que

[8578 — (87)'B'| < ANk p,
857 — (857 | < ANisp.
On en tire, en tenant compte de (149),
1o — (05”)' | <3AN—sp.
La fonction pf satisfait donc & I'inégalité (146), ou il faut poser
b=3AN;_,.
L’inégalité (147,) devient
(133) | 76— %] <BNi.1V5,
B désignant un nombre fixe, car il estévident que
R{P < 2N;_y,

L étant un nombre assignable.
On voit donc que la fonction P, se représente sous la forme du potentiel de la

Pk:—l-fg—kdé‘,
2T r

dont la densité g satisfait & la condition (153), ainsi qu’a I'inégalité suivante :

simple couche

(154) | 95| < CNi—y,

qui résulte immédiatement de I'inégalité (143).
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Il importe de remarquer que la constante positive G, dans 'inégalité (154), ne
dépend que des dimensions du domaine (D).

47. Ces propriétés du potentiel Py étant établies, on en conclut, d’apres le
théoreme de M. Liapounoff (*), queles dérivées

oPy OB 0P
oz’ dy’  0s

ont les valeurs bien déterminées en tous les points de la surface (S) et qu’elles

satisfont aux inégalités

op,
dy

v

~ oP; oP;
(150) l"d—;‘l<MNk—-u \<MNA‘—-1! !d_;

< MNIc—h

ou M est un nombre fixe ne dépendant que de la surface (S).
Ces inégalités se déduisent sans peine des formules données par M. Liapounoff
au n° 4 de son Mémoire, cité plus haut (p. 256, 257).

48. Les inégalités (152) et (155) conduisent aux suivantes :
(1 56) I ulr[ < KNIf—h I Yk I < KNA‘—h | (’Vlrl < KNk—ly

ou

K=Q-+M.

Ces inégalités ont lieu pour tous les points du volume du vase [du domaine (D)].

Cela résulte de ce que cette propriété appartient évidemment a l'inéga-
lité (152).

Quant aux inégalités (155), nous n’en avons démontré que pour les points de la
surface (S).

Or, les dérivées
oPi Py 0Py
doxr’ dy 0z

du potentiel de la simple couche sont toujours fonctions harmoniques al'intérieur
de (S).
On en conclut, en tenant compte des propriétés fondamentales des fonctions

harmoniques (2), que les inégalités (155) restent vraies pour tous les points du
domaine (D).

(1) A. LiapounorF, Sur certaines questions, etc. (Journal de Mathématiques, 1898,
n” 3, p. 255 et suiv.).

(2) Une fonction harmonique, continue dans une certaine région sans étre constante, ne
peut avoir ni maximum ni minimum & l'intérieur de cette région. Voir, par exemple, JORDAN,
Cours d’Analyse, t. 11, 1894, p. 213.

Fac.de T., 2°S., X. 42
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Les inégalités (156) montrent que les séries (133)

@ ) o
u ::2 M g, ¢ :Z Ao, W= E A gpy
k=0 k=0 k=0

convergent uniformément et absolument dans tout le domaine (D) pour toutes les
valeurs du paramétre ) satisfaisant a I'inégalité

(157) <
49. Posons maintenant
(158) w=uy+ AU, P =0,+ AV, w=w,+ AW,

ou

U :il"—‘ uy, V:i}"“wk, W :i}""wk,
k=1 k=1

k=1

Ces derniéres séries convergent aussi uniformément et absolument dans le
domaine (D), pourvu que } satisfasse a 'inégalité (157).
Considérons I'intégrale

(159) 8, = ALTE/W": fV

O’na
! w n—v,, ! S b=t \D Y 4.
[”Tf = L dt' = 7 f A Wk> = dr';

k=1

d’r.

on en conclut que

A

Y dr —21/» l_f w22 e,

k=1

car la série

®

2 M=ty

k=1

converge uniformément dans le domaine (D).
On démontrera de la méme maniére que

r_ k- — ,
-4—71 V———d 27\ 1 f(
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On en conclut, eu égard a (142), que

(160) Y sner=8,.

k=2

Les mémes raisonnements conduisent aux égalités analogues

(160,) YsPar=s, Y sEr=s,
k=2 k=2

oul'on a posé

. 1 L—3 I f—z ,,
be_,:ﬁfb—l-;—dfl—ﬁfw P d‘L‘,

_ b 5_‘1" I_____'_ TN =Y 4
3_va_—-r3 de [me Y g,

50. Formons maintenant la série

(1594)

szk>)‘k—2:_2)\k~:(s({c)a+ 8¢9 6 +S(3k)y)-

k=2 k=2

L'inégalité (152) montre que cette série converge uniformément et absolument
en tous les points de la surface (S) et représente, par suite, une fonction continue

sur (8). ’

D’autre part, il est évident que cette fonction satisfait a la condition

/ NS w«—z> ds=o. i
. k=2

Cherchons une fonction P satisfaisant aux conditions

AP =o a l'intérieur de (D),

ap oP P
£“+5}7f>+5;7—f sur (S),

ol 'on a posé, pour simplifier 'écriture,
L
=3 e
k=2

Employant I'une des méthodes connues (par exemple, la méthode de C. Neu-
mann ou celle de Robin), nous pouvons résoudre ce probléme, car la surface (S)
satisfait aux conditions du n° 43, d’aprés Phypotheése faite.



332 W. STEKLOFF.

Nous trouverons ainsi la fonction déterminée P, harmonique a 'intérieur de (D),
dont la dérivée normale
oP;  oP JP apP
il i ol e
se réduit, en effet, & la fonction donnée f sur (S).
La fonction P étant ainsi déterminée, posons

JP
u = uy + hu, +)\2<Sl+ %>,
oP
(161) v :vo—i-)\v,—*-)\z(sz—i—a?),

W=, + Ao, 4+ )\2<Ss+ 3—5),

ol Uy, vy, Wy, Ui, v1, W, sont les fonctions connues, définies par les équations (134),
(135), (13g) (pour k= o et k = 1) et par les conditions aux limites (137) et (138)
(pour k = 1).

B1. Il est évident que les fonctions u, v, w, définies par les formules (161),
représentent la solution cherchée du probléeme.
Elles satisfont, en effet, a la condition

uot+vﬁ-—i—wy:(a—l—qz—ry)oz_-{—(b—}—rx——pz)ﬁ—i—(c—}—py-—qx)y:x.p,

car, d’aprés définition,
Ugot 4 9,3+ woy =1,

wo + v+ wy=o,
opP apP opP .
(5; +S1>0C+ <0_}7 +S2>ﬁ+<7)—;— +S3>}’ — O

Elles satisfont & I’équation
du + dv + dw o
dx  dy  dz =
car u,, Vo, Wo, Ly, ¥, €t w salisfont & cetle équation, et
28, . 0S, . 08, o
Jdz  dy Js 7
ce qui résulte des expressions mémes (159) et (159,) des fonctions Sy, S, et S;.

On a enfin

car P est une fonction harmonique a U'intérieur de (D).
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Il ne nous reste qu'a montrer que les fonctions (161) satisfont aux équa-
tions (132), ce qui est d’ailleurs presque évident.
En effet, eu égard aux expressions (159) et (1594), on trouve

i} <83 -+ —3?) 0 (S, + ——3?) ] '
< . . — hatl P . .
ay dz 4w A r e v

On a donc, en tenant compte de (134), (135) et (158),

ow  dv _ 0w, ?L‘l (_d(ﬁ _ﬂ)_,) .
W"b—:‘dy_dz+x oy ~9s) MU

=Mue+ AU —qz+ry)=ru—qz+ry).

La premiére des équations (132) est donc satisfaite.

Les mémes raisonnements montrent qu’il en est de méme de deux autres des
équations (132).

On voit donc que la méthode employée résout le probléme du mouvement de
I’espéce considérée du liquide, au moins pour les valeurs du paramétre k
dont le module ne surpasse pas une certaine limite ne dépendant que des
dimensions de la surface (S) qui limite le vase contenant le liquide.

52. Remarquons que cette méthode sera en défaut si nous supposons que le

vase reste immobile, car alors

Ug= Py—= W= 0,

et, par suite, tous les ux, vx, Wi deviennent nuls.
Or, il est possible qu’il existe une suite de valeurs positives, bien déterminées,

du paramétre A, auxquelles correspondent les fonctions bien déterminées, diffé-

rentes de zéro et satisfaisant aux équations (132), jointes a la condition

. uo+ B +wy=o sur (S).

L’existence de ces valeurs de X et des fonctions correspondantes u, ¢, w, sielles
existent, peut étre établie, en partant des recherches précédentes, a I'aide de la
méthode de Schwarz-Poincaré. Je me bornerai par cette remarque, sans étudier la
question dans ce travail.

Encore une remarque pour finir.

Vai considéré un cas, ou le liquide remplit un vase solide, animé d’un mouve-
ment uniforme, donné a I'avance.

Dans ce cas, la condition aux limites prend une forme particuliére (137).
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L’analyse précédente s’applique presque sans changement a la solution
d’un probléme un peu plus général que j'énoncerai comme il suit :

Déterminer le mouvement d’une masse fluide, limité par une surface fer-
mée(S), dans lequelles lignes de courant se confondent avec les lignesde tour-
billon et la composante normale de la vitesse se réduit a la surface (S) a une
Sonction continue f(z, y, z) satisfaisant a la condition

ffds:o.

Il est évident qu'il suffit de poser, dans les équations (132),
p=qg=r=o,

et de remplacer le second membre de I'équation (137) par f(z, y, 3) pour obtenir,
moyennant la méthode indiquée plus haut, la solution du probleme.



