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SUR LES INTÉGRALES SINGULIÈRES,

PAR HENRI LEBESGUE,

Professeur à l’Université de Poitiers. 

Ce travail est consacré à l’étude de la convergence vers f (x) des intégrales de la
forme 

’

Le théorème classique sur cette question suppose, comme l’on sait, que f est à
variation bornée ; il est démontré le plus souvent par l’emploi du second théorème
de la moyenne. Si l’on essaie de construire un raisonnement analogue en utilisant le

premier théorème de la moyenne, on est conduit à ne faire sur f aucune autre

hypothèse que celle de la continuité au point x étudié, mais à admettre que le

noyau y (a , n) est positif et tel que l’intégrale

est singulière et admet I pour valeur limite. Sous ces seules conditions, la conver-

gence de In vers f est assurée et même cette convergence est uniforme à l’intérieur
de tout intervalle de continuité de f.

Il me semble qu’il y a au moins un intérêt pédagogique à faire cette remarque
puisque le même raisonnement fait successivement avec les deux théorèmes de la
moyenne fournit d’une part la théorie des séries de Fourier, par exemple, et d’autre

part le théorème précédent, lequel s’applique en particulier à l’intégrale
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- qui se rencontre dans la théorie de la Chaleur, dans les questions d’approximation
de grands nombres et de laquelle Weierstrass a déduit ses théorèmes si remarqua-

bles sur la représentation approchée des fonctions arbitraires, - à l’intégrale Pn de
Poisson, à l’intégrale Fn de l’étude de laquelle M. Fejér a déduit que toute fonction
continue admettait une série de Fourier sommable par le procédé de la moyenne
arithmétique.

D’ailleurs ce théorème se prête immédiatement à des applications assez variées.
Prenons en effet pour le noyau ~ (x, n) un polynome en a ou une suite finie de Fourier
en i remplissant les conditions imposées, I,~ sera alors un polynome en x ou une
suite de Fourier en x et ainsi nous démontrerons les théorèmes de Weïerstrass dont

je viens de parler. En essayant de choisir simplement ln, on est conduit tout natu-
rellement aux intégrales

que M. Landau et M. de La V-allée-Poussin viennent d’étudier récemment.

Il y a plus, si l’on remarque avec M. de La Vallée-Poussin que pour des noyaux
assez simples comme ceux de Ln et Vn on peut calculer effectivement une limite

supérieure de In - f , on déduira de là des renseignements sur l’ordre de grandeur
de l’approximation à laquelle on peut prétendre en approchant d’une fonction con-
tinue à l’aide de polynômes de degré n ou de suites de Fourier d’ordre n.

J’ai l’occasion dans le dernier numéro de ce travail de faire une application d’un
tel résultat en montrant qu’on peut affirmer la convergence de la série de Fourier
de f si, quel que soit n, on peut approcher de f avec une suite d’ordre n et en com-

mettant une erreur d’ordre supérieur à . . De là se déduit une nouvelle démons-log n t
tration de la convergence des séries de Fourier des fonctions satisfaisant à la con-

dition de Lipschitz-Dini.
Comme autres applications immédiates du même théorème, je signale l’obtention

de formules d’interpolation permettant l’approximation indéfinie et la résolution de
certains « problèmes de moments )).

Le théorème dont je viens de parler a certainement été aperçu par la plupart de
ceux qui se sont occupés des intégrales singulières ; aussi ai-je été étonné que l’atten-
tion n’ait pas été davantage appelée sur lui (1). Il me semble qu’on peut en voir la
raison. Presque tous les travaux sur les intégrales singulières ont été faits en vue

d’application aux séries trigonométriques ou à d’autres développements analogues.
De sorte que ce que se proposaient les auteurs c’était surtout, étant donné un

n), de rechercher les fonctions f pour lesquelles In converge vers f et le

(1) Voir cependant les travaux récents de Haar et Hobson, qui sont cités plus loin.



théorème précédent imposait des restrictions inacceptables pour les applications
qu’on se proposait. Cela m’a conduit à r~echercher, au contraire, les noyaux ~ propres
à la représentation approchée de toutes les fonctions f d’une certaine famille, de la
famille des fonctions continues par exemple.

On trouve facilement les conditions nécessaires et suffisantes que doit véri-

fier 9(a, n) ; elles consistent en ceci : certaines intégrales dépendant de n et au plus
de deux paramètres, ~,, ~, doivent être bornées ou tendre vers des limites détermi-
nées o et 1.

Il peut sembler qu’on ne gagne rien à énoncer ces conditions parce qu’elles parais-
sent de même nature que la question à étudier, la convergence de ln vers f ; mais il
faut remarquer que dans In, sous le signe d’intégration, figure la fonction arbitraire f
et qu’au contraire les intégrales à l’aide desquelles s’expriment les conditions néces-
saires et suffisantes portent sur des quantités connues quand 03C6(03B1, n) est donné.

L’avantage qu’il y a à démontrer des conditions nécessaires et suffisantes pour la

convergence c’est qu’on a en même temps en quelque sorte des conditions de diver-

gence, et c’est ainsi que j’ai pu rattacher à un fait général l’existence de fonctions
continues dont la série de Fourier ne converge pas partout. Cela résulte de ce que le
noyau de l’intégrale de Fourier-Dirichlet (*)

ne satisfait pas à toutes les conditions nécessaires pour permettre la représentation
de toutes les fonctions continues. D’un autre théorème on déduit l’existence de fonc-

tions continues dont la série de Fourier converge partout sans converger uniformé-
ment partout (2).

Pour cette recherche, j’ai cru utile de démontrer, pour le cas où l’on adopte la
définition de l’intégrale que j’ai proposée, un certain nombre de théorèmes bien
connus dans le cas des intégrales ordinaires : les théorèmes de la moyenne, le théo-
rème du changement de variable, de l’intégration par parties. Certains de ces théorè-
mes ont d’ailleurs été déjà utilisés par d’autres auteurs ou par moi-même. La démons-
tration de ces théorèmes généraux étant acquise, j’ai pu étudier la convergence de ln

(1) Cette intégrale, qui représente la somme des n + i premiers termes de la série de Fourier
de f, joue le rôle fondamental dans le travail classique de Dirichlet sur les séries trigonométri-
ques. Il ressort clairement des observations de M. Darboux (0152uvres de Fourier, t. 1, n0 235,
p. 234 ; no 416, p. 499; n° 423, p. 5II) que Fourier avait aperçu l’intérêt de l’étude d’une inté-
grale fort analogue et le moyen d’entreprendre cette étude.

(2) J’ai indiqué ces résultats dans une note des Comptes rendus (y novembre I905) et aussi,
mais en me bornant au cas des séries Fourier, dans les numéros 45 à 47 de mes Leçons sur les
séries trigonométriques.



vers f en d’autres points que les points de continuité ou les points de discontinuité
de première espèce. J’ai réussi à étendre à des cas assez généraux une propriété que
j’avais démontrée jadis pour l’intégrale et qui me paraît pouvoir être utile dans
l’étude des fonctions discontinues, savoir que l’intégrale Fn converge presque en tout

point vers la fonction f correspondante ; les points exceptionnels, s’il en existe, for-

ment un ensemble de mesure nulle. La même proposition a été démontrée par
M. Fatou en ce qui concerne l’intégrale de Poisson Pn et par M. Riesz pour l’inté-

grale Ln précédemment citée.
Ce travail, commencé il y a quelques années déjà, n’a été repris que récemment, à

la suite de la publication d’une note de M. Landau, Uber die Approximation einer

stetigen Funktion durch eine ganze rationale Funktion (1), contenant l’étude de la con-

vergence de l’intégrale Ln et des applications à la démonstration des théorèmes de
Weïerstrass et à la résolution d’un problème de moments. Cette note provoqua plu-
sieurs travaux (2), parmi lesquels je citerai une note de M. Friedrich Riesz (3) conte-
nant en particulier le résultat déjà cité et un travail de M. Hobson (4) qui présente
une grande analogie avec celui-ci, puisque M. Hobson se propose de trouver un carac-
tère de convergence de In vers f applicable en tout point de continuité de f, quelle
que soit la fonction sommable f. Le travail de M. Hobson est même en un sens plus
général que le mien puisqu’il est relatif aux intégrales In de la forme

Sans nouveaux raisonnements, il serait facile d’étendre les résultats qu’on trouvera

plus loin au cas de ces noyaux plus compliqués.
La principale différence entre le travail de M. Hobson et le mien vient de ce que

son auteur étudie seulement des conditions suffisantes de convergence, tandis que je

m’occupe des conditions nécessaires et suffisantes (5).

(1) Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. XXV, semestre, I908, pp. 337-345.
(2) J’ai moi-même publié à cette occasion, dans les Rendiconti del Circolo matematico di

Palermo, t. XXVI, 2e semestre I908, pp. 325-328, un extrait d’une lettre adressée à M. Landau
le 24 février igo8, qui contenait l’énoncé de ceux des résultats de ce travail qui se rapportent
aux fondions continues.

(3) j Uber die Àpproximation einer Funktion durch Polynome (Jahresberich der deutschen
mathematiker-vereiuigung, Bd. 17, mai 1908, pp. 196-211).

(4) On a general convergence theorem, and the theory o f the representation of a funcfion
by series of normal functions (Proceedings of the London mathematical Society, sér. 2, vol. 6,
part. 5, 1908, pp. 

(5) Au moment où je terminais ma rédaction, j’ai reçu une nouvelle note de M. Hobson : :
On the second mean-value theorem of the integral calculus (Proceedings of the London mathe-
matical Society, ser. 2, vol. 7, part. i, I909, pp. contenant une démonstration du second

théorème de la moyenne valable pour les intégrâtes à mon sens.



Dans son Inaugural-Dissertation (1), M. Alfred Haar indique une condition per-
mettant de reconnaître qu’une série de la forme

où les forment un système orthogonal, converge quelle que soit la fonction con-
tinue f et un critérium permettant au contraire d’affirmer l’existence d’une fonction
continue f pour laquelle la série diverge. Si l’on pose, avec M. Haar,

on voit que ce noyau Kn(s, t) joue le rôle de (t, n) et que le résultat de Haar ne

diffère pas essentiellement de ceux qui sont rapportés ici relativement à la représen-
tation des fonctions continues.

Je dois enfin signaler un article de M. de La Vallée-Poussin (2), dans lequel il

étudie avec soin les intégrales Ln et V n, poussant même cette étude jusqu’au calcul
de l’ordre de grandeur de l’approximation obtenue, ainsi qu’on le verra plus loin.

II.

[1] ] Ce travail est consacré à des intégrales définies portant sur le produit (x)
de deux fonctions. Les théorèmes qui servent à l’évaluation approchée de ces inté-
grales sont la généralisation de ceux qui servent à l’approximation des sommes de la

i=n .

forme ~ ai bi et que je vais rappeler.
i=0

Le plus simple s’énonce ainsi :

a) Si l’on a, quel que soit i, ,

on a aussi

Et de là on conclut que, si l’on a constamment

onaaussi

(1) Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme, Gbttinben, I908.
(2) Sur l’appro,rimation des fonctions d’une variable réelle et de leurs dérivées par des

polynomes et des suites finies de Fouriei (Bulletin de l’Académie royale de Belbique, classe des
sciences, no 3, igo8, pp. ig3-254).



La seconde proposition n’est que le résultat de l’application de la précédente à la
suite transformée par l’identité d’Abel :

b) Donc, si les ai vont en décroissant et sont positifs et si, quel que soit i, , on a

on a aussi

Si l’on sait seulement que l’on a constamment

on concluera

A ces deux propositions, il faut joindre celle qui s’exprime par l’inégalité

laquelle résulte immédiatement de l’identité

[2] Pour étendre aux intégrales des propriétés telles que a), b), c), démontrées

pour des sommes, il est souvent commode, si l’on adopte la définition de l’intégrale
que j’ai donnée, de la rapprocher de la définition de Riemann en faisant voir que
l’intégrale, à mon sens, peut toujours être définie par certaines, convenablement choi-

sies, des sommes qu’on utilise dans la définition riemannienne de l’intégrale. En d’au-
tres termes, je vais montrer que f(x) étant mesurable (’) dans (a, b), a ~ b, on peut

(1) Toutes les fonctions dont il s’agira dans ce travail sont des fonctions mesurables; je ne
prendrai pas toujours la peine de l’indiquer.



toujours décomposer (a, b) en intervalles partiels Iu et choisir dans chaque Ik un

point distingué tk de manière que, désignant la mesure de Ik, la somme

diffère de l’intégrale de f, , prise de a à b, d’aussi peu que l’on veut, si l’intégrale
existe, et que la somme des valeurs’ absolues des termes de S soit aussi grande que l’on
veut si l’intégrale n’existe pas.

Cela est à peu près évident. Il est facile de prouver, en effet, qu’en profitant de la
double indétermination des élém.ents de base Ik et tk avec lesquels a été construite S

on peut faire en sorte que cette somme tende vers telle limite que l’on veut entre les

intégrales par excès et par défaut quand on fait varier ces éléments de base de façon

que la longueur maximum des Ik tende vers zéro. Et l’intégrale d’une fonction est

toujours comprise entre ses intégrales par excès et par défaut.
Mais nous trouverons avantage à employer une démonstration plus longue.

e étant arbitrairement choisi positif, désignons par Ei l’ensemble des points de (a, b)
pour lesquels on a iê  (i + I)ê. La série

est absolument convergente et a une somme qui diffère de de - a)

au plus si cette intégrale existe ; si l’intégrale n’existe pas, s n’est pas absolument

convergente.
Conservons seulement dans cette somme un nombre fini de termes convenable-

ment choisis, de façon à satisfaire aux conditions suivantes :

cJ Si f(x) n’est pas sommable dans (a, b), la somme des valeurs absolues des

termes conservés doit surpasser -; ;
6

c2) Si f (x) est sommable dans (a, b), la série s’ = û 1 i E m(Ei) 1 est convergente

et il existe un nombre 03C3 tel que tout ensemble contenu dans (a, b) et de me-
sure c fournisse dans s’une contribution au plus égale à ~ (1). Les termes négligés

(1) On peut déterminer un tel nombre a comme il suit : Soit N un nombre assez grand pour
que les termes d’indice i supérieur à N en valeur absolue fournissent dans s’une contribution

inférieure à ~ . Soit r~ la mesure de la somme des ensembles Ei, ( N). Un ensemble exté-

rieur au précédent et de mesure aQ fournit dans s’ une contribution au plus égale à Donc

on peut prendre pour a le plus petit des deux nombres ?i et 2N .



dans s (ou s’) doivent correspondre à des ensembles E; dont la mesure totale r est au
plus 5; alors la somme des valeurs absolues des termes négligés ne peut pas sur-
passer E :

Nous obtenons ainsi une somme qui, en changeant de notations, peut s’écrire

Nous allons la transformer en remplaçant les eh par des ensembles d’intervalles. On

remplacera d’abord e1 par un ensemble ai d’intervalles obtenu en conservant seule-
ment un nombre fini d’intervalles convenablement choisis dans un ensemble dénom-

brable d’intervalles couvrant tout on remplacera en même temps eh (h > I ) par
la partie eh de eh qui est extérieure à a1, cela donnera

On remplacera ensuite de même e’2 par un nombre fini d’intervalles formant l’en-
semble a2 et eh (h > 1, 2) par la partie e"h de e’h extérieure à a2, etc. En continuant

ainsi, on arrivera à la somme

Ces transformations devront être faites de façon à satisfaire aux conditions sui-
vantes :

Cg) Les intervalles formant les ensembles ah doivent être chacun de longueur infé-
rieure à e, contenir chacun des points de l’ensemble eh correspondant et ne pas

empiéter les uns sur les autres.

cj Le passage de chaque somme à la suivante, de t à u par exemple, doit modifier

la somme des valeurs absolues des termes de - au plus.
P

c5) Enfin, si j(x) est sommable dans (a, b), chaque quantité ~ m(eh) - m(ah) ~

doit être inférieure à 201420142014 .
P

Dans chaque intervalle a faisant partie de a~l choisissons un point ç appartenant

à eh dans w remplaçons m (ah) par ~ m (x), puis développons les produits et rem-
plaçons chaque ),h m(a) par la quantité f (~) . nz (a.) correspondante. Cela augmente
w au plus de e (6 - a) et nous donne une somme z qui ne diffère des sommes rieman-
niennes que parce que les intervalles a ne couvrent peut-être pas tout (a, b). 

’



Divisons les parties de (a, b) non couvertes par les a en intervalles p ayant chacun
une longueur au plus égale Dans chaque intervalle !j nous choisissons un point r
tel que )/(?)) ~ ~ ne surpasse la limite inférieure de ~ dans ~ que de e au plus.
L’introduction des termes f (r,) m (~) augmentera la somme des valeurs absolues des
termes de z et, quand f est sommable, modifiera z au plus - a + 1),

puisque la somme des 03B2 a une mesure au plus égale à 6  b - a.

En résumé, la somme riemannienne

b

que nous avons formée, diffère de Ô f (x) dx de moins de

si f (x) est sommable, et, si f (x) n’est pas sommable, la somme des valeurs absolues
des termes de S surpasse 

.

Cette somme S satisfait donc bien aux conditions imposées. 
’

[3] Voici maintenant des conséquences de la démonstration adoptée. Supposons
f(x) sommable dans (a, b); soit (a, , 6J une partie quelconque de (a, b). Ne conser-
vons dans S que les termes provenant d’intervalles Ik intérieurs à (ai, cela nous

donnera ce qu’on peut appeler la somme riemannienne Si relative à (a, , b1) et cons-
truite avec les mêmes éléments de base que S.

On a évidemment, (a2, 6J étant l’intervalle effectivement couvert par les Ik inté-
rieurs à (ai, 

De là il résulte que si, à des nombres e tendant vers zéro, on a associé des éléments

de base permettant de calculer l’intégrale de f dans (a, b), les sommes construites
avec les mêmes éléments de base et relatives à f dans (ai, 6J tendent vers l’inté-

grale / 1 f (x) dx , et cela uniformément, quels que soient as et b! tels que
a,

Soient f1, ... fp des fonctions définies dans (a b), je dis qu’on peut définir les

intégrales de toutes ces fonctions à l’aide de sommes rienzanniennes construites avec les
mêmes éléments de base.



Désignons par 22, ..., i~ l’ensemble des points en lesquels sont vérifiées les p iné-

galités de la forme

Rangeons ces ensembles en suite simplement infinie, soit la suite E, , E~, ... La

somme analogue à s et relative à fk peut alors s’écrire :

si Ei désigne on a = ik _

Parmi les Ei nous choisirons les eh de façon que la condition ci soit vérifiée pour

chaque fonction f~~ non sommable et que la condition c2 soit vérifiée pour la série s’

formée par la réunion. de toutes celles des séries ( qui sont
. i=1

convergentes. Les nombres c et : sont définis à l’aide de cette série s’. La condi-

tion c2 est ainsi vérifiée pour chaque fonction flç sommable.
Le passage des eh aux an se fait comme précédemment, les conditions c3, cd, c~

doivent être remplies.
Pour que la condition c~ soit remplie pour chaque fn il suffirait évidemment

qu’elle le soit pour les sommes relatives à Ifi + 1 f21 + ( + ... -~-- ~ fp et on peut
évidemment faire qu’il en soit ainsi.

Le choix du point de base § dans chaque élément de base a se fait comme précé-
demment, ainsi que le choix des éléments de base 6 ; quant au choix des points r, on .

le fera en faisant jouer le rôle de ~ f (x) à la somme des valeurs absolues de celles

des fk(x) qui sont sommables.
La proposition qui vient d’être démontrée s’étend évidemment à une suite dénom-

brable de fonctions fi. Il suffit en effet de choisir des nombres ~i décroissant jusqu’à
zéro et de supposer que dans le choix des éléments de base relatifs à êlt on tient

compte seulement des h premières fonctions fi. .

Remarquons encore que les éléments de base choisis conviennent pour le calcul

des intégrales des sommes k1f1 + + ... + kpfp, , k1 I f 1 + k2|f2 | + ... + I f p i
quelles que soient les constantes k2, ... kp. Cela n’est entièrement démontré par
ce qui précède que si toutes les fi sont sommables. Pour les cas où elles ne le seraient

pas toutes, quelques précautions nouvelles seraient nécessaires.

[4] Les considérations précédentes, qui sont souvent utiles, ne sont nullement

indispensables pour la démonstration des théorèmes suivants, mais grâce à elles ces
théorèmes se présentent avec le maximum de simplicité et d’uniformité.



Considérons des éléments de base permettant de définir les intégrales de f, de (p,
de f ~ dans un intervalle positif (a, b). Pour f ~ nous aurons la somme .

Nous allons appliquer à cette somme les trois propositions a), b), c) et nous passe-
rons à la limite.

Pour appliquer a) nous supposerons que l’on a constamment

et nous poserons

d’où

En passant à la limite on a le premier théorème de la moyenne.

A. - Si les trois fonctions f, sont sommables dans (a, b), (a C b), et si l’on
a constamment 

.

on a aussi

Supposons seulement que l’on a :

et appliquons la proposition a) à la somme S’ des valeurs absolues des termes de S
on a : 1

Donc, en multipliant une fonction sommable 03C6 par une fonction bornée f on obtient .

un produit qui est som.mable.

Pour appliquer b) supposons f(x) positive et décroissante ; nous trouvons

si l’on a, quel que soit ce,



lt=a

Or, quand on passe â la limite, les sommes ~ n(tk) m(Ik) tendent uniformément
k=t

x

. 

vers ~ ~ (x) dx, x étant convenablement choisi dans (a, b) , Donc si l’on a, quel

que soit x,

on a aussi

Si l’on suppose seulement f (x) décroissante, f (x) - fCh - o) est positive et dé-
croissante. Donc, les autres hypothèses étant les mêmes, on en conclut

x

Ou encore, en tenant compte de ce que / est fonction continue de x et par

suite prend toutes les valeurs entre n et N,

~ étant convenablement choisi dans (a , b).

On raisonnerait d’une façon analogue pour les fonctions décroissantes; nous

pouvons donc énoncer le second théorème de la moyenne :

B. - Si f est bornée et monotone dans (a, b) et si 03C6 est sommable dans (a, b), -auquel cas f03C6 l’est aussi, d’après un théorème précédent, - on a

; étant convenablement choisi dans (a, b).

Si l’on suppose seulement que l’on a, quel que soit b,

on en concluera



Donc, si la variation totale de f(x) dans (a, b) est finie et égale à ~~, et si l’on a,
quel que soit x dans (a, b) ,

on a aussi 1

On obtiendra facilement des énoncés analogues où l’on mettrait en évidence

f (a + o) ou f (c), c étant quelconque dans (a, b), au lieu de f (b - o). Ces énoncés se
déduisent facilement de B et réciproquement.

Posons maintenant

et appliquons l’inégalité c) à la somme S ; il vient :

on déduit de là l’inégalité

~ 

Avant d’énoncer le résultat, appliquons encore l’inégalité c) à la somme S’ ; il

vient : ,

Si donc les sommes du second membre tendent vers des limites finies, S’ reste

inférieure à une limite fixe et par suite f ~ est sommable. De là la proposition connue
sous le nom d’inégalité de Schwarz : 

’

C. - Si f et c~$ sont des fonctions sommables dans (a, b), il en est de même de fy,
et l’on a :

D’une façon analogue, on démontrerait l’inégalité

Cette inégalité est moins bonne que l’inégalité de Schwarz pour le calcul appro-
ché de bf03C6dx parce que la moyenne arithmétique des deux quantités f2 dx,a yx
b

03C62 dx est toujours au moins égale à leur moyenne géométrique.a



A l’égard du second théorème de la moyenne une remarque est utile. Les seules
fonctions que nous avons considérées sont des fonctions sommables et dont, par

conséquent, la valeur absolue a une intégrale. Dans la démonstration classique, au
contraire, on s’occupe d’intégrales de fonctions non absolument intégrables (voyez,
par exemple, le Cours d’analyse de Jordan, 2e édition, t. Il, n° 216, p. 222). Il

serait facile, mais cela nous est inutile, d’étendre le résultat obtenu de manière qu’il
contienne le résultat classique.

Il est au contraire utile d’étendre à un intervalle infini les propositions précé-
dentes. Cela se fait comme pour l’intégrale de Riernann (voyez, par exemple, Jordan,
loc. cit., n° 2 19, p. 226) ; mais il est utile de préciser ce qu’on entend par l’intégrale
de f dans un intervalle infini (a, oo), par exemple. J’entends par là, si la limite

pour due | f |dx existe, la limite de bafdx . Cette définition diffère de

la définition classique par la considération de / b ( f | clx, mais il n’en résulte aucune
complication nouvelle si l’on se rappelle que dans un intervalle fini f et Ifl sont
sommables en même temps, et si l’on remarque que f ~ ] est à variation bornée, si

f l’est.

[5] Nous venons de voir que le produit de deux fonctions sommables est certaine-
ment sommable toutes les fois que l’une des fonctions est bor~née ou toutes les fois que
les deux fonctions ont leurs carrés sommables.

Le premier cas peut être étendu un peu. Deux fonctions qui ne diffèrent qu’aux
points d’un ensemble de mesure nulle ont la même intégrale dans tout intervalle,
nous dirons qu’elles sont équivalentes.

Le produit d’une fonction équivalente à zéro par une autre fonction, même non
mesurable, est évidemment équivalent à zéro.

Le produit d’une fonction sommable par une fonction équivalente à une fonction
bornée est sommable ; c’est l’extension annoncée.

On peut compléter ces énoncés par deux remarques : :

Si (p est une fonction sommable, non équivalente à une fonction bornée, on peut tou-

jours déterminer une fonction sommable f telle que le prochiit ne soit pas sommable

dans l’intervalle considéré. 

Puisque [ sont sommables en même temps que f, on peut

supposer c~ positive et rechercher f parmi les fonctions positives.
Les nombres ai, a2, a3, ... étant positifs et croissant jusqu’à + oo, appelons ui la

mesure de l’ensemble Ei des points où l’on a ai ~ Cf (x)  ai+1. D’après les hypo-
thèses, il y a un nombre infini de nombres ui différents de zéro ; donc, en supprimant
au besoin certains des ai précédemment choisis, on peut supposer que tous les m sont
différents de zéro. Enfin, admettons que l’on a, quel que soit i, ai > i.

La série étant inférieure à l’intégrale de ~, est convergente.



Prenons pour f la fonction égale à I dans Ei, et cela quel que soit 1 ; f est
l ai ui

sommable et son intégrale est égale à

Au contraire, n’est pas sommable, car la série

est inférieure à l’intégrale de f9-

Si cp est une fonction sommable, dont le carré n’est pas sommable, on peut toujours
trouver une fonction f, dont le carré est sommable (1), et telle que f03C6 ne soit pas som-
mable dans l’intervalle considéré.

Supposant encore qu’il s’agit de fonctions positives, appelons Ei l’ensemble des

points où l’on a : iê  (i + I ) ~ . La série ~ est divergente par
hypothèse.

Si, dans chaque Ei, f est constante et égale. à )..i, l’intégrale de f2 est 03A303BBizm(Ei);
cette série doit être convergente. Et si la série ~ ?,i i ~ m(Ei), valeur approchée par
défaut de l’intégrale de est divergente, la fonction f répondra à la question.

Nous sommes ainsi amenés, étant donné une série divergente à termes positifs

03A3 i2~2 m(Ei) = ui , à trouver des multiplicateurs 03BBi is = xi tels q ue la série

03A3 03BBi i ~ m (Ei) = 03A3 ai ui soit encore divergente, mais que la série 03A3 03BBi2m(Ei)

_ ~ ui soit convergente. 
’

Réunissons les ui en groupes de façon que les ui d’un même groupe aient une

somme supérieure à 1, on remplace ainsi la série 03A3ui par une série 03A3vi à termes plus
grands que i. A tous les ui contenus dans vp nous associons comme multiplica-
teurs ai le nombre . Alors la série ai ui = 03A3vp x I pvp est divergente. Au

contraire, la série

est convergente.
Les remarques précédentes ne sont jusqu’ici démontrées que pour un intervalle

d’intégration fini, l’extension à un intervalle infini est immédiate.

(1) Bien entendu si f2 est sommable, f l’est aussi ; cela résulte par exemple de l’inégalité

ou de l’inégalité de Schwarz.



. III.

[6] Lorsqu’il s’agit de fonctions continues, pour le calcul de l’intégrale de on

emploie souvent les deux procédés d’intégration par substitution et par parties. Ces
procédés peuvent encore être employés lorsqu’il s’agit de fonctions sommables quel-
conques, mais ces procédés ne résultent plus immédiatement des deux identités

et il est nécessaire de les légitimer.
Comme la démonstration que je vais employer est assez différente de la démons-

tration classique et comme on ne démontre le plus souvent que des cas particuliers
des théorèmes généraux relatifs à l’intégration au sens de Riemann (1), je m’occuperai
aussi de cette intégration.

La démonstration, qu’il s’agisse de fonctions intégrables ou sommables (2), se

résume en ceci : on montre que les deux identités précédentes sont vraies presque
partout et qu’on peut négliger l’ensemble des points où elles ne sont pas vraies.

Soit u(x) une fonction intégrable, V (x) = k + une de ses intégrales

indéfinies. On sait que u(ç) est bornée et de plus continue partout, sauf tout au plus
aux points d’un ensemble de mesure nulle, cette propriété étant d’ailleurs caractéris-

tique des fonctions intégrables. Il résulte de là, en appliquant le premier théorème de
la moyenne à ’T(X), que V(x) est une fonction à nombr~es dérivés bornés ayant de plus
une dérivée continue en tout point, sauf peut-être aux points d’un ensemble de mesur~e
nulle convenablement choisi.

(1) C’est ainsi que M. Jordan (loc. cit., t. 1, no 141, p. 133~ étudie seulement le changement
de variable

où ~’ est continue et de signe constant.
Je dois à l’obligeance de M. de la Vallée-Poussin de pouvoir signaler un résultat dû à M. Dini

(Fundamenti per la teorica delle funzioni di variabili reali, pp. 3y et suiv.) plus voisin de
celui que j’ai en vue. M. Dini légitime la formule

~~ , étant un nombre dérivé de ’f et cela pour des cas déjà très généraux.
Dans le Cours de M. de la Vallée-Poussin (2e édit., t. I, p. 220) on trouvera l’étude du cas

où ~~, est une dérivée continue de signe quelconque. Dans ce qui suit, je n’étudierai que les
changements de variable univoques; pour les cas plus généraux on pourra imiter ce que fait
M. de la Vallée-Poussin.

(2) Je rappelle qu’intégrable veut dire ayant une intégrale au sens de Riemann, et som-
mable ayant une intégrale à mon sens.



Ces propriétés caractérisent les intégrales indéfinies au sens de Riemann ; soit en
effet F(x) une fonction à nombres dérivés bornés admettant une dérivée f(x) continue
quand on néglige les points d’un ensemble E de mesure nulle ; f n’est pas définie
aux points de E, mais si xo est un point de E, il existe des points en lesquels f est dé-
finie aussi voisins que l’on veut de xo, de sorte qu’on peut définir les limites infé-
rieure et supérieure de f quand x tend vers xo . Nous prendrons, par exemple,

égal à la moyenne arithmétique de ces deux limites. La fonction f(x) ainsi par-
tout définie n’ayant comme points de discontinuité que des points de E est intégrable
et la fonction ¢ (x) = F (x) - est à nombres dérivés bornés et a une dé-

rivée nulle sauf peut-être aux points de E. Je dis que 9(x) est une constante.
D’après les hypothèses, en effet, il existe un nombre M tel que l’on ait constamment

Enfermons les points de E dans un ensemble ~~ d’intervalles de longueur totale
inférieure à 03C3 et soit (a, b) l’intervalle positif où F est donnée.

Si a appartient à E, a est dans un intervalle de ( , l’intervalle (l, m), j’attache à a
l’intervalle (a, m). Si a n’appartient pas à E j’attache à a un intervalle (a, n) tel que
l’on ait, ce qui est possible puisque = o,

En tous cas j’attache ainsi à a un intervalle (a, j’opère ensuite sur a1 comme
sur a, ce qui me donne aQ), et ainsi de suite. Si je n’atteins pas b au bout d’un
nombre fini d’opérations, les points ai, a~, ... tendent vers un point limite aw à
partir duquel j’opère comme sur a pour définir (aw, etc. On définit ainsi une
chaîne d’intervalles.

w

Posons quelques définitions : ~ ui est la somme d’une série ordinaire où’ i prend
i

toutes les valeurs inférieures à c~, c’est-à-dire toutes les valeurs entières finies. Si
a - ~ existe, c’est-à-dire si a transfini est de la première espèce, par définition on a

03A3 ui = ua + 03A3 ui . . Si a - I n’eYiste pas, c’est-à-dire si a est de la seconde

a ~

espèce, ~ Ui est la limite, si elle existe, de u2 quand on donne une suite de
i i

valeurs croissantes tendant vers a.

Ces définitions supposent a transfini de la seconde classe numérique de M. Cantor
(première classe de nombres transfinis). Alors les ui forment un ensemble dénom-
brable. Il n’en saurait d’ailleurs être autrement pour que la somme à définir existe,



au moins si les ui sont positifs, car sans cela pour e assez petit il devrait y avoir une
infinité non dénombrable de ui plus grands que e.

Une série ordinaire 03A3 ui étant donnée, la ranger en série de type a c’est faire
1

correspondre à tout nombre de première espèce au plus égal â x l’un des indices
des ui et cela de façon que chaque indice soit employé une fois. On démontrera faci-

lement en copiant le raisonnement classique que les deux séries 03A3 ui, 03A3 Vj qu’on
i t

fait ainsi correspondre ont la même somme si l’une d’elles (et par suite l’autre) est

absolument convergente, c’est-à-dire si les sommes 03A3|ui| , 03A3|vj| ( ont un sens.

1 i

Ceci posé, si aa a été trouvé comme point de la chaîne construite et s’il est entre
a et b, on a évidemment

d’où il résulte qu’on atteint ou dépasse b avec une chaîne contenant une infinité
dénombrable d’intervalles.

D’autre part on a évidemment, a03B1 étant le dernier point de la chaîne avant b,

La série de type i est évidemment absolument convergente, car pour les ai-i fai-

sant partie de E on a :

et pour ceux qui ne font pas partie de E

donc on a :

Et, puisque s et c sont quelconques,  (b) - c~ (a) = o.
Or, ce que nous venons de faire pour (a, b) aurait pu être fait pour (a, x), (x  b) ; ;

donc p (x) est une constante. Là proposition est démontrée (~).

(1) Pour plus de détails sur les chaînes d’intervalles, voir mes Leçons sur l’intégration,
ch. iv, en particulier page 63.

La proposition caractéristique des fonctions intégrables qui nous a servi a été obtenue indé-
pendamment par M. Vitali (Rendiconti del R. Istituto Lomb. di sc. e lett. série II, vol. XXXVII,

pp. 6g-73) et par moi-même (Leçons sur l’inlégration, pp. Zg et 



[7] Soit u(x) une fonction sommable, V(x) = k + Ô u(03BE) d03BE unè de ses inté-
grales indéfinies. On sait que u(x) est la dérivée de V(.r) en tous ses points sauf au
plus ceux d’un ensemble de mesure nulle et que 1’(ce) est à variation bornée, sa varia-

tion totale dans un intervalle (i,, N,) étant au plus ~ u(;) ~ d~; il y a, en réalité,

égalité entre cette intégrale et la variation totale.
Soient des intervalles, non empiétant les uns sur les autres, {î~l, {~2, N.2), ....

La somme des variations totales de V(x) dans ces intervalles sera au plus l’intégrale
de u{~) ~ étendue à l’ensemble de ces intervalles. Or, il existe évidemment un nom-

bre a tel que tout ensemble de mesure inférieure à 03C3 fournisse dans / |u(03BE) |d03BE

une contribution au plus égale à un nombre  arbitrairement choisi positif (1).
Donc, étant donné un ensemble de points de mesure nulle, on peut toujours l’en-

fermer dans un ensemble d’intervalles tels que la somme des variations totales cor-

respondantes de V(x) soit aussi petite que l’on veut. Disons, pour résumer, que ’T(X)
est à variation bornée et de variation totale nulle dans tout ensemble de mesure nulle.

Ces propriétés caractérisent les intégrales indéfinies des fonctions sommables; soit,
en effet, F(x) une fonction y satisfaisant. F(x) ayant une variation totale bornée a
presque partout (2) une dérivée f, et la fonction f égale à cette dérivée où elle existe et
à zéro ailleurs est sommable. Des hypothèses relatives à F et du théorème d’après
lequel une intégrale indéfinie a presque partout pour dérivée la fonction intégrée il

résulte que la fonction c~ = F (x) a une dérivée nulle presque partout.

D’ailleurs, dans l’ensemble de mesure nulle E des points où elle n’a pas une dérivée
nulle, elle est à variation totale nulle. Enfermons les points de E dans un ensem-
ble 0i d’intervalles tel que la somme des variations totales correspondantes de 03C6 soit
inférieure 

Raisonnons maintenant comme au numéro précédent, en ayant soin, quand la
construction de la chaîne nous conduira à un point ai appartenant à E, auquel cas
ai est intérieur à un intervalle (k, l) de 0i, d’attacher à ai l’intervalle (ai, /); ; de la
sorte, on arrivera à l’égalité

et l’on en conclura j (x) - ér, (a) (3).

(1) Pour la détermination de ce nombre or on peut imiter ce qui a été fait dans la note i

du no 2, page 3i .

(2) J’emploie « presque partout o pour « sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle ~).

(3) J’avais énoncé cette proposition incidemment et sans démonstration dans les dernières
lignes et dans la note de la page 129 de mes Leçons sur l’intégration, I904. J’en ai donné la
démonstration dans une note parue aux Rendiconti dei Lincei la recherche des fonctions
primitives par l’intégration, vol. XVI, Ier semestre Entre temps, la proposition avait



[8] INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION. - Si la fonction f(x) a une intégrale dans (a, b)
et si la formule

définit une fonction non décroissante de t qui varie de a à b quand t varie de x à 03B2, on a

Cet énoncé suppose que f et p sont intégrables, s’il s’agit d’intégrales au sens de

Riemann; que f et Cf sont sommables, s’il s’agit d’intégrales à mon sens. Je ne m’oc-

cupe que de ce dernier cas, le cas des fonctions intégrables se traitant d’une façon
entièrement analogue en utilisant les résultats du numéro 6.

L’énoncé indiqué est presque inutilement général, je veux dire qu’il démontre

plus qu’il n’est nécessaire pour le changement de variable ordinaire. On n’y suppose
pas, en effet, que l’inversion de la fonction x = puisse se faire d’une façon uni-

voque ; on n’exclut donc pas le cas où aurait des traits d’invariabilité. Mais ce
cas se ramène de suite à celui où l’inversion est possible. Il suffit de prendre 1’ égal
à t diminué de la mesure ~,(t) des traits d’invariabilité depuis a jusqu’à t; on pren-
dra ~’ _ ~ - ’~(8), , i’ = a , ~’’(t’) =1t~ (t) , c~’ (t’) = c~ (t) et il suffira de légitimer le

changement de variable défini par ces symboles accentués puis de remarquer que les
deux intégrales

ont un sens en même temps et sont égales.
On pourra donc supposer que de x = 9(t) se déduit la fonction continue uni-

voque t = p(x).
La correspondance univoque entre x et t fait correspondre à tout ensemble Ex de

valeurs de x, un ensemble Et de valeurs de t et inversement. A un ensemble Ax d’in-

tervalles non empiétant et enfermant Ex correspond un ensemble d’intervalles non

empiétant et enfermant Et et réciproquement. Or, entre deux intervalles correspon-
dants Ix et It on a évidemment la relation

été retrouvée et démontrée par M. ’Vitali (Sulle funzioni integrali, Atti clellcz Accad. di

Torino, vol. XL, I905). Pour d’autres formes de cette condition nécessaire et suffisante, voir

Applications d’un théorème sur la convergence en moyenne, par E. Fischer, C. R., Ier se-

rnestre 1 g07. ..



en désignant par la fonction égale à dans les intervalles constituant et

égale à zéro ailleurs.
Considérons une suite infinie d’ensembles A~ chacun de ces ensembles étant con-

tenu dans le précédent. Soient ~t l’ensemble des points communs à tous ces At,
~ l’ensemble correspondant, la fonction égale à W(f) aux points de ~ et égale
à zéro ailleurs.

Quand les A~ varient, ~(~) tend en décrois san t vers X(f); donc / tend

vers /~X(T)~).
Donc on a

Or, on peut choisir les At de façon que ne diffère de Et que par un ensemble de
mesure nulle ; donc

Ft et Fx étant formés par les points qui ne font pas partie de Et et Ex on a de même

Or, comme on a

on en déduit

De là résulte qu’à un Et de mesure nulle correspond un Er de mesure nulle. La
réciproque n’est pas nécessairement vraie, mais si à Ex de mesure nulle corres-

pond Et, puisque W(t) est équivalente à une fonction non négative, on peut affirmer
qu’aux points de est nulle, exception faite des points d’un ensemble et de
mesure nulle.

(1) Cela résulte soit de la sixième condition du problème d’intégration (voir Leçons sur l’in-
tégration, p. soit d’un théorème qui sera rappelé plus loin, n~ 1 i.



Ceci posé, supposons f(x) sommable et bornée ; alors (t)] 03A8(t) est sommable.
D’ailleurs, sauf aux points d’un ensemble Ex de mesure nulle (en x), f (x) est la dé-

rivée de ~~‘ (x) _ Ô , f (x) dx . E~ et et correspondant à Ex comme il a été dit plus
haut, on a évidemment

sauf aux points de et -}- e’t, e’t étant l’ensemble de mesure nulle (en t) des valeurs
de t pour lesquelles 03A8(t) n’est pas la dérivée de son intégrale indéfinie.

Comparons g[03C6(t)] et g(t) = f[03C6(t)]03A8(t)dt. Ces deux fonctions de t s’an-

nulent pour 1 = a, elles ont la même dérivée presque partout, si donc on démontre
est une intégrale indéfinie en t, la différence y [~ (t)] - (~ (t) sera une

intégrale indéfinie à dérivée presque partout nulle; donc elle sera identiquement
nulle et le théorème sera démontré.

Or, la substitution ce = ~ (t) transforme une fonction non décroissante en une
fonction non décroissante, donc transforme  (x) en une fonction à variation bornée.
De plus, la variation totale de 3 dans un ensemble At formé d’intervalles non

empiétant étant celle de ’~ (x) dans l’ensemble Ax correspondant, ij [c~ (t)] J est à

variation totale nulle dans tout ensemble Et de mesure nulle. Ainsi f [-~ (t)] est une

intégrale indéfinie en t et le théorème est démontré pour les fonctions f bornées.
Si j sommable n’est pas bornée, désignons par fn la fonction égale à f quand j

est inférieure à n et égale à zéro ailleurs. Le théorème s’applique et à f~, ~ ; de là

résulte que les intégrales | fn [03C6 (t)] 03C8 (t) | dt ne croissent pas indéfiniment avec n,
donc est sommable. D’ailleurs les intégrales de f(x) et de 

étant les limites de celles de fn(x) et de rl!’ (t), le théorème est vrai de f
comme des fn. .

Si l’on s’occupait de fonctions intégrables, on raisonnerait exactement de la même
manière, seulement on prendrait pour Ex et e’t les ensembles des points de discon-
tinuité de f(x) et de ~’(t) et on utiliserait les propriétés caractéristiques des fonctions
intégrables et des intégrales indéfinies qui ont été signalées au numéro 6. Pour ce
cas on pourrait, bien entendu, faire disparaître toute trace de l’emploi des intégrales
à mon sens, mais il ne résulterait de là, il me semble, que des complications dans
l’exposition.

[9] INTÉGRATION PAR PARTIES. - sont deux fonctions sommables dans (a, b)
et y admettant respectivement F et ch comme intégrales indéfinies, on a : .



Opérons comme précédemment. Nous remplaçons la limite supérieure b par une
variable x, les deux membres sont des fonctions de x qui s’annulent pour x = a, ils
ont la même dérivée pour tous les points où f et (p sont les dérivées de F et ~, il

suffit. donc de démontrer que le second membre est une intégrale indéfinie pour
qu’on en puisse conclure l’égalité des deux membres.

Il suffit de prouver que le produit F(x) ~(x) de deux intégrales indéfinies est une
intégrale indéfinie; tout d’abord ce produit est à variation bornée. Soit mainte-

nant M la limite supérieure de dans (a, b) et considérons une suite
dénombrable d’intervalles (ak, bk) non empiétant. La variation de ~(x) dans
cet ensemble est

~ _ ~ ~ - + h’ (an) - 1

et cette quantité est au plus égale au produit par M de la somme V des variations 
’

de F et de ~~~ dans l’ensemble E d’intervalles considéré. Or, quand on fait varier E de
façon que sa mesure tende vers zéro, V tend vers zéro, donc la variation de F ~
dans E tend aussi vers zéro.

La proposition est exacte aussi pour les intégrales riemanniennes; sa démonstra- .

tion est analogue.
L’intégration par parties peut encore se légitimer en faisant appel à la théorie des

intégrales doubles qui montre que dans l’expression on

peut intervertir l’ordre des intégrations.

IV.

[10] Nous considérons l’intégrale In=f(03B1)03C6(03B1, n)d03B1, construite avec un

noyau donné 03C6(03B1, n) et une fonction f (a), et nous voulons rechercher sa limite

pour n infini. Le seul cas élémentaire est celui où la suite des fonctions f (x) ~ (x, n)
converge et est intégrable terme à terme. Bien que ce cas ne soit pas celui des inté-
grales dites singulières que nous voulons étudier, il est utile de s’y arrêter un instant.

Soit une suite u2’ ... de fonctions sommables convergeant vers une fonction
sommable u. Soit En(s) l’ensemble des points de l’intervalle considéré en lesquels on
a, quel que soit ~V > n,

Soit Fn(s) l’ensemble des autres points. On a évidemment (’)

(~ ) Pour que et existent certainement, il faut que l’intervalle d’intégration
soit fini, ce qu’on supposera; mais l’extension des résultats aux intervalles infinis est immédiate.



Or, puisque / u dx tend vers zéro avec I , l’égalité
n

où 0 est compris entre 2014 i et -p i, montre que uN dx tendra vers udx toutes
les fois que / tendra vers zéro avec lim~=0[limn=~ / ==o.

~ L J

Si l’on désigne par 03BBn une fonction égale à i aux points de et à o ailleurs on

a, par définition même,

(a, b) étant l’intervalle d’intégration, (b > a) . Donc on peut utiliser les théorèmes .

A, B, C pour l’évaluation de cette intégrale.

La quantité
,. h

est une fonction non décroissante de e > o qui, pour chaque valeur de e, tend vers

zéro avec -. . Ceci posé :
n

a Pour appliquer le théorème A, je suppose M, quel que soit i, alors on a :

et la suite des ni est intégrable terme à terme ;

j3 Pour appliquer le théorème B je suppose ui à variation bornée, et soit vi sa
variation totale de a à b, on a :

si l’on a, quel que soit i, vi fl la suite des ui est intégrable terme à terme.

Y Pour appliquer le théorème C, je suppose que ui est sommable et que l’on a,
~6

quel que soit 1, / u2i dx  M; ; alors si l’on remarque que 03BB2n = 03BBn on en déduit :

et la suite des ui est intégrable terme à terme.



Avant d’énoncer les résultats, remarquons que le second théorème de la moyenne
ne nous donne pas un cas-nouveau, ce qui est fort naturel puisque ),n n’est jamais

. négatif.
Si les hypothèses du cas 03B2 sont en effet remplies, on a, quel que soit x dans (a, b),

1 uN (a) ~ + M et les hypothèses du cas a sont aussi vérifiées.
Remarquons encore que si les conditions indiquées sont vérifiées pour les r~~ des

conditions analogues sont vérifiées par les restes u - ui. La réciproque n’est pas
vraie, mais cela importe peu, car on peut évidemment considérer la suite des ui comme
somme de la suite ui - u et d’une suite dont tous les termes sont égaux à u.

Une suite de fonctions sommables u2 convergeant vers une fonction sommable u est

intégrable terme à terme : x, si les restes u - ui sont uniformément bornés, ou bien :

Y, si les fonctions (u - ui)2 sont sommables et ont des intégrales uniformément bor-
nées (~). Les conditions précédentes, convergence et condition a, peuvent n’être pas
remplies aux points d’un ensemble de mesure nulle sans qu’il y ait rien à changer
à nos conclusions.

[11] ] Avec la forme qui vient d’être adoptée l’énoncé précédent s’applique à la
suite ui + v s’il s’applique à ui et si v est sommable. Voyons ce que l’on peut dire de
la suite uit.

Si la condition a est vérifiée, c’est-à-dire si 1 U - ui| est toujours inférieure à un
un nombre M, 1 uv - uiv est toujours inférieure à l~Z ~ v ~ ; par suite, si uv est som-
mable, uiv l’est aussi. De plus on a :

à quelque ensemble mesurable qu’on étende les intégrales. Si on les étend à l’en-
semble ~n(£) relatif à analogue à l’ensemble relatif à ui, l’intégrale de v ~ 1
tend vers zéro et par conséquent la suite uiv est intégrable terme à terme.

Si la condition ~~ est vérifiée, c’est-à-dire si / /~ (u- ui)dx est toujours inférieurea
à M, et si v~ est sommable, uv et les uiv sont sommables en même temps et a :

donc la suite uiv est intégrable terme à terme.

(1) J’ai donné la première partie de ce théorème dans ma thèse, puis dans mes Leçons sur
l’Intégration, p. I I4. La seconde parlie est due à M. Friedrich Riesz les systèmes ortho-

de fonctiuns, C. R., I8 mars 



D’où les énoncés suivants: :

a’ La suite u1, , u2, ... , formée de , fonctions sommables et convergeant vers une
fonction som.mable u est intégrable terme à terme si, quel que soit i et x, on a

étant une fonction sommable (~).

,~’ La suite , ... , convergeant vers la fonction uv , est intégrable term.e à
terme si uv et v2 sont sommables, si (u - est sommable et tel que quel que soit i,
on ait dans l’intervalle considéré

M étant une constante (~).

Du théorème a’ il résulte en particulier que si des fonctions sommables vi tendent
en croissant vers une fonction sommable v la suite est intégrable terme à terme. Cela

(’) J’ai donné ce théorème dans un article récent (Sur la méthode de M. Gour~sat pour la -

résolution de l’Equation de Fredholm, Bull. de la Soc. math., On est conduit d’ailleurs
très simplement a ce théorème en recherchant quelles hypothèses on doit faire pour que les rai-

sons qui nous ont permis de négliger À(i) u déc permettent aussi de négliger / 
A la page 121 des Leçons sur la Théorie du potentiel newtonien, professées à la Sor-

bonne en i 8gh-g5 par M. Poincaré et rédigées par :11M. Le Roy et Vincent, qui ’f’urent publiées
en i 8gg chez Carré et Naud, on lit : .

Soit l’intégrale / f’(;x, y, drl étendue à un certain domaine S.

Supposons : 
_

~~ que le contour C qui limite S ne dépende pas de ~; 
’

20 que l’on ait en tout point de S : y, z) ~  cp (x, ~~, u étant une fonction positive ;
3o que l’intégrale 03C6dx dy, étendue au domaine S, ait un sens ;

/;o enfin, que l’on ait y, z) i~, o~, quels que soient x et y, pourvu qu’ils
restent fixes.

Dans ces conditions, on a la relation :

On voit que c’est le théorème a’ énoncé pour le cas de deux variables. Comme cet énoncé est
donné sans démonstration, il est difficile de se rendre compte de sa portée exacte, d’autant que
les explications qui le précèdent semblent indiquer qu’il s’agit de fonctions continues et que ce
n’est qu’en des points exceptionnels qu’on renonce à la convergence uniforme y, f) vers
~’(~x, y, o). En tous cas cet énoncé me paraît devoir être signalé, ne serait-ce que parce qu’on ne
connaissait pas d’autre cas que celui des séries uniformément convergentes pour l’intégration
terme à terme des séries, jusqu’à ce que M. Osgood ait démontré le cas particulier du théo-
rème x où les u et ui sont continues (On the non-uniform convergence, American Journal, I897).

(2) Toutes ces propriétés ne sont que des cas particuliers d’un théorème très général dù il
M. Vitali integrazione per serie, Rend. del Circ. Inat. di Palermo, t. XXIII, I907,
pp. 137-155).



n’est d’ailleurs guère surprenant, puisque cette propriété est la sixième condition

que j’ai imposée à .priori à l’intégrale dans l’énoncé du problème d’intégration (voir
mes Leçons sur l’Intégration, p. 99).

Il n’est pas sans intérêt de remarquer, comme le fait M. Beppo Levi (1), que la
fonction v, limite de la suite croissante des vi, est sommable quand la série des inté-

grales des Vi est convergente, de sorte qu’on peut dire que la suite est toujours inté-

grable terme à terme que v soit sommable ou non. Pour le prouver, remarquons que

u = v - v1 et les vi-i ne sont jamais négatifs ; donc, si la série des

ui dx n’est pas convergente, pour n assez grand et pour surpassant une certaine
limite, / vi dx surpasse tel nombre que l’on veut M ; alors / vdx surpasse
aussi M et par suite

est infinie.

Remarquons encore avec M. Levi qu’une série dont les termes sont en valeur
absolue égaux aux ui représente à fortiori une fonction sommable et est intégrable
terme à terme quand la série des intégrales des ui est convergente; donc : : une

série ~ wj est intégrable terme à terme dans un intervalle (a, b), dans lequel elle est

convergente, si la série 03A3 a | wi | dx est convergente. Ou plus particulièrement une 
,

série wi est intégrable terme à terme dans (a, b), si la série ~ i wi j converge

dans cet intervalle vers une fonction sommable. Ces énoncés ne supposent pas l’in-
tervalle (a, b) fini.

V.

[12] Considérons l’opération fonctionnelle f (x) 03C6 (x, n)dx faisant cor-

respondre un nombre à chaque fonction f (x) appartenant à une certaine famille
de fonctions. Nous allons rechercher que doit être le noyau ;~ (x, n) pour que In tende

vers zéro avec 2, quelle que soit f.
, 

Nous savons déjà que, pour que In ait un sens pour toutes les fonctions de la
famille ~, il faut et il suffit :

(1) Sopra l’integrazione delle serie (Rend. del Ist. Lomb. di sc. e lett., série II, vol. XXXIX,
1906, pp. 775-780).



1° ° que n) soit équivalente à une fonction bornée, pour n fixe, si ~ est la
famille des fonctions sommables;

2° n) soit de carré sommable, si f est la famille des fonctions dont le
carré est sommable ;

3° que 9 (rx, n) soit sommable, si GJ est la famille des fonctions sommables bornées.

Ces conditions résultent des et 5.

[13] I, - Pour que In ( f ) tende vers zéro avec I , quelle que soit la fonction som-
mable f, il faut et il suffit

1 ° que le noyau n) soit équiva.lent à une fonction restant inférieure en module
à un nombre fixe l~I indépendant de x et de n; ;

2° (p(x, n) da lende vers zéro avec - 1 ., quels que soient ?, et  pris dans (a, b).

Les conditions sont suf fisantes. Pour le démontrer, j’utiliserai un mode de raison-
nement de proche en proche qui m’a déjà servi pour démontrer un théorème de Rie-
mann, cas particulier de celui dont il s’agit ici, et d’après lequel les coefficients d’une
série de Fourier tendent vers zéro (1). On se rendra compte facilement que ce raison-
nement revient à la définition des intégrales dont on s’occupe à l’aide de certaines
sommes riemanniennes ; inversement, d’ailleurs, les propositions démontrées précé-
demment à l’aide de sommes riemanniennes peuvent être obtenues par un raisonne-

ment analogue au suivant.

c~ (x, n) satisfaisant aux conditions de l’énoncé, soit une fonction f et supposons

qu’on puisse déterminer des fonctions fp telles que In (fp) tende vers zéro avec - pour

chaque valeur de p, et telles que | f - f p | dx tende vers zéro avec - . La relation
. a p

évidente

qui résulte du théorème A, montre que In ( f ) tend aussi vers zéro avec I . .

Ceci posé, il est évident que tend vers zéro si f est égale à I dans un nombre

fini d’intervalles et égale à zéro ailleurs.
Si f est égale à 1 dans une infinité d’intervalles et égale à zéro ailleurs, on pren-

dra pour fp la fonction égale à I dans les p premiers intervalles considérés et égale à
zéro ailleurs, donc tend vers zéro.

(1) Sur les séries trigonométriques (Annales de l’École normale, oct. Igo3). Voir aussi mes
Leçons sur les séries trigonométriques, n0 1 3.



Si f est égale à 1 dans un ensemble mesurable E et égale à zéro ailleurs, on pren-
dra pour fp la fonction égale à 1 dans un ensemble d’intervalles enfermant E et dont

la mesure diffère de celle de E de au plus ;’ et l’on voit que ln ( f ) tend vers zéro. Il
en est évidemment de même si f est une fonction mesurable ne prenant qu’un
nombre fini de valeurs.

Si f est une fonction sommable bornée, pour définir fp on divisera l’intervalle
. 

d’intégration en un nombre fini d’ensembles mesurables sur chacun desquels f a une
oscillation au plus égale à ê (f) et on prendra fp constant sur chacun d’eux et égale,
par exemple, à la limite inférieure de f sur cet ensemble. Ainsi on voit que In(f) tend
vers zéro.

Enfin, si f est sommable quelconque, on prendra pour j) la fonction égale à f
quand 1 fine surpasse pas p et égale à zéro ailleurs. Le théorème est ainsi démontré
dans tous les cas.

Les conditions sont nécessaires. - Il est évident que la condition 2 est nécessaire.

D’autre part, nous savons déjà que, pour chaque valeur de n, 9(Cl, n) est équivalent
à une fonction bornée, sans quoi In ( f ) n’aurait pas toujours un sens (n° 5) ; mais
supposons que la limite supérieure du module de cette fonction bornée équivalente à

n) tende vers oo avec n, c’est-à-dire qu’on puisse trouver n tel qu’il existe un
ensemble E de mesure non nulle en les points duquel ( c~ (x, n) surpasse tel nombre
que l’on voudra. Si l’on décompose E en l’ensemble des points où 03C6 est positive et
l’ensemble de ceux où elle est négative, l’un d’eux est de mesure non nulle et l’on
peut toujours supposer, en changeant au besoin le signe de c~(x, n) pour certaines
valeurs de n, que c’est l’ensemble correspondant aux valeurs positives.

Ceci posé soient E,, E2, ... des ensembles de points de l’intervalle considéré (a, b)
en lesquels 9 (Cl, ni), c~ (x, n~), ... sont respectivement supérieures, par exemple, à

1,2, ...; n, , n2, ... sont des nombres croissants indéfiniment. Les Ei ont des mesures
non nulles.

En rapetissant au besoin les Ei on peut faire en sorte que chaque Ei ait une me-
sure supérieure au double de la mesure de la somme des ensembles .Ei+i + ... ;

en supprimant ensuite de chaque Ei les points appartenant à + Ei+2 + ..., on
obtient des ensembles es, e2, ... de mesures non nulles et sans points communs.

Soit li la limite inférieure de  (, ni) dans e~ et Li la limite supérieure de ni ) [
dans (a, b); li, et à plus forte raison Li, croît indéfiniment avec i.

Pour former une fonction F sommable et telle que In(F) ne tende pas vers zéro
nous attribuerons à F une valeur constante dans chaque ei et nulle ailleurs. Nous

(1) Ce qui est évidemment possible, il suffit de prendre les ensembles pour lesquels on a,
K étant constant, - fK+I p,



pouvons d’ailleurs laisser de côté certains des ei ; nous désignerons ceux que nous
utiliserons par el, e2, ..., par Li, ni les valeurs correspondantes de l, L, n, et par
Ki la valeur constante de F sur ei.

Alors F sera sommable si la série

qui représente son intégrale quand elle existe, est absolument convergente. Nous

ferons en sorte que Ki m(ei) ne surpasse pas en module I ; donc F sera sommable.2i ,

Je prends el pour el et K1 tel que = I . Alors si K1 e1 03C6(03B1, n)dx ne tend
pas vers zéro avec -, je laisse de côté tous les autres ei; sinon, pour n > ul,n

est en module inférieur à I .

Je néglige tous les ei qui suivent e’l jusqu’à celui qui correspond à un ni plus grand

que 1 et à un li plus grand que 23 Ll. Soit e2 ce premier ei , je prends K2m(e2) = 2R I L’
alors, si

ne tend pas vers zéro avec 1 , je laisse de côté tous les autres ei; sinon, pour n > 2,
cette quantité est inférieure à I.

Je néglige tous les ei qui suivent e2 jusqu’à celui qui correspond à un ni plus grand

que 2 et à un li plus grand que 24L2. Soit e3 ce premier ei, je prends K3 m (e3) = I 23L2.
En continuant ainsi, on définit une suite finie ou dénombrable de Ki et la fonc-

tion F sommable ainsi définie répond bien à la question, car si la suite est illimitée
on a :

donc, pour au moins égal à 2, on a



On pourrait aussi se demander comment doit être modifiée la condition néces-
saire et suffisante que nous venons d’examiner si l’on désirait seulement que

existe pour chaque fonction sommable f (~,), dès que n surpasse une certaine limite,

variable avec f, et tende vers zéro avec I . Les conditions énoncées devraient alors
n

être vérifiées à partir d’une certaine valeur fixe de n; car, par des raisonnements

analogues à celui du numéro 5, on montrera facilement qu’étant données des fonc-
tions ~1, ~~, ... sommables mais dont aucune n’est équivalente à une fonction bornée
on peut former une fonction sommable f telle qu’aucune des fonctions f c~~, f c~~, ...
ne soit sommable.

La proposition qui suit prête à une remarque analogue.

[14] II. - Pour que In( f ) tende vers zéro avec I n, , quelle que soit la fonction f de
carré sommable, il faut et il suf fit :

I° Que le noyau 03C6(03B1, n) soit de carré sommable et que l’intégrale ba 03C62(03B1, n) da
reste inférieure à un nombre NI indépendant de n; ;

2° Que (a, n) ÉlÉl tende vens zéro aVeC - n 1 , quels qite soient X pris clans (a 6). ’

Les conditions sont suf fisantes. - cp (x, /z) satisfaisant aux conditions de l’énoncé,
soit une fonction f, et supposons qu’on puisse déterminer des fonctions fp telles que

tende vers zéro avec I n pour chaque valeur de p et telles que a b 
tende vers zéro avec I . . La relation évidente

P

qui résulte du théorème C, montre que In(j) tend aussi vers zéro avec À ..
n

Cette remarque faite, la démonstration s’achève comme précédemment.

Les conditions sont nécessaires. - Il est évident que la condition 2 est nécessaire ;
d’autre part, nous savons déjà que le noyau n) doit être de carré sommable,
n° 5 ; mais supposons que la valeur de n)d7 tende vers l’infini avec n.

Alors si petit que soit s, si grand que soi t r , on peut trouver un ensemble E de

mesure au plus égale à e et tel que, pour une certaine valeur de n, E 03C62(03B1, n) di
surpasse Pour cette valeur de n il existe un nombre 03B6 tel que tout ensemble de



mesure inférieure à 03B6 fournisse dans lb 03C62(03B1, n) d03B1 une contribution inférieure à i

(n° 7, note I, page 43). 03B6 est inférieur à e, surpasse 1. ,

Prenons d’abord ~ = 2 et e = 1 . Soit E, , n1, 03B61 les ensemble et nombres E, n, 03B6

correspondants. Prenons ensuite r = 3, ~ = 03B61 2. Soit E2, n2, 03B62 les ensemble et nom-

bres correspondants. Prenons ensuite 1 = 4, e égal au plus petit des deux nombres

i , ,;, 2 cela nous donne n3, 03B63. Puis nous prendrons = 5, e égal au plus petit

des trois nombres ~1, ~~ , ~3, , et ainsi de suite. 
’

23 2~ 2
Retirant enfin de chaque Ei les points appartenant à certains des ensembles sui-

vants, il nous reste des ensembles e2, ... sans point commun et auxquels cor-
respondent des nombres ni, n2, ... indéfiniment_croissants tels que

~6

augmente indéfiniment avec i. Soit Li == / ~~(x, .

a

Nous allons former une fonction F de carré sommable et telle que ne tende

pas vers zéro en attribuant à F («,) la valeur Ki03C6 (03B1, ni) pou r les points de ei et la
valeur zéro ailleurs. Les Ki sont des constantes à déterminer. Nous laisserons de côté

certains des ei et nous affecterons d’indices supérieurs ceux que nous conserverons
ainsi que les nombres correspondants.

F sera de carré sommable si la série

est convergente. Nous ferons en sorte que (Kili) ne surpasse pas I2 ; ; donc F2 est

sommable.

Je prends e1 pour e’ et K~ ~el que I . .
2 

Alors si K’ e1 03C6 (x, n) p (a , n’) dx ne tend pas vers zéro, je néglige tous les autres
ei; sinon, pour n > u.l, K1 03C6 (a, n) 03C6 (a, nl) dx est en module inférieur à 1.

e’

Je néglige tous les e~ qui suivent el jusqu’à celui qui correspond à un ni plus grand

que et à un li plus grand que Soit e2 ce premier ei, je prends I 22L1.

Alors si n’)da. + K2 e2 03C6(03B1, n)03C6(03B1, n2)d03B1 ne tend pas vers zéro

avec’:, je laisse de côté tous les autres ei; sinon, pour n > ~,~, cette quantité est
n

inférieure a i .



Je néglige tous les qui suivent e2 jusqu’à celui, e3, qui correspond à un ni plus

grand que et à un li plus grand que 24L2. Je prends = I 23L2, etc.
La fonction F de carré sommable, ainsi construite, répond bien à la question, car,

d’après C, on a :

si ni et nj diffèrent, et, si ni = nj, cette intégrale égale De sorte que

[15] III. - Pour que In( f ) tende vers zéro avec I , quelle que soit la jonction j
n

bornée et sommable, il faut et il suf fit :

I ° Que le noyau n) soit sommable et que l’intégrale ~ y (x, n) ~ dr , étendue à

un ensemble quelconque d’intervalles de mesure totale a,, reste inférieure à un nombre
M (a) indépendant de n, et tendant vers zéro avec ~ ;

2 ° Que 03C6 (x, n) dx tende vers zéro avec n I , quels que soient 03BB et  pris dans (a, b). .

Les conditions sont suffisantes. - 03C6(03B1 , n) satisfaisant aux conditions indiquées,
soit une fonction f, et supposons que f soit la limite d’une suite de fonctions f~, bor-

nées dans leur ensemble et pour lesquelles tende vers zéro avec ’ . Reprenons
n

le raisonnement employé pour le cas x’ du n° I I ; soit l’ensemble des points en
lesquels fN ~ est inférieur à ~ pour 1~ ~ n et soit l’ensemble des autres

points. On a : ’ 

.

si . est le maximum du module Soit Ap (E) un ensemble d’intervalles enfer-
mant Fp(z) et de mesure au plus égale à 2 m [~~, (~)~ ; alors le second membre de

l’inégalité précédente est au plus égal à

quantité qui tend vers zéro avec P I , , uniformément quel que soit n. 
’

Ainsi les hypothèses faites sur f entraînent la convergence de In Cf) vers zéro.
Le raisonnement se poursuit comme précédemment.



Les conditions sont nécessaires. - Il est évidemment nécessaire que -,~ soit som-

mable et que la deuxième condition soit remplie; mais supposons que la première
ne le soit pas. Raisonnant comme précédemment, on montrera qu’en changeant au
besoin le signe de ~~(x, n) pour certaines valeurs de n, on peut trouver des ensem-
bles el, e2, ... sans point commun, auxquels correspondent des nombres n1, n2, ...
tels que, sur ei, ni) soit positive ou nulle et que ni)dx surpasse un

nombre fixe z, indépendant de i. Pour construire une fonction F sommable bornée
et telle que In(F) ne tende pas vers zéro, j’attribuerai la valeur i à F aux points de
certains des ei que j’appellerai et, e2, ... et la valeur o ailleurs.

Pour e’, je prends el, nl. Soit s’ un nombre tel que, étendue à un ensemble

quelconque de mesure au plus égale à ~1, I 03C6(03B1, n’) d03B1 / soit inférieure à z . .
Si e103C6(03B1, n)d03B1 ne tendait pas vers zéro avec I n, je laisserai de côté tous les

autres et; mais il n’en sera pas ainsi généralement, et je laisserai seulement de côté
assez des ei suivant e’ pour que ceux qui restent aient une mesure totale infé-

rieure as.

Je prends pour e2 le premier des ei qui restent auquel correspond un ni assez grand

pour que, quand N est au moins égal à ni, e 1 y (x, 1 soit inférieure à i. .
Alors si e1+e203C6(03B1, n) dx ne tend pas vers zéro, le choix de F est achevé, sinon on
déterminera un nombre ~2 analogue à ~1, n2 remplaçant n’, et on laissera de côté

assez des ez suivant e2 pour que ceux qui restent aient une mesure totale inférieure
à ~~; et ainsi de suite.

La fonction F’ ainsi définie est évidemment bornée et sommable; de plus, on a :

le théorème est donc démontré.

On pourrait examiner de même le cas où la famille ~ de fonctions f est la famille
des fonctions intégrables au sens de Riemann, il n’y aurait à cela aucune difficulté
que l’on adopte ou non ma définition de l’intégrale. Mais, pour la suite, il sera plus
intéressant d’étudier deux familles plus particulières de fonctions, celle des fonctions
continues et celle des fonctions à variation bornée. Quelques remarques prélimi-
naires ne seront pas inutiles.

[16] Jusqu’ici, pour chacune des familles de fonctions f étudiées, si, quelle que
soit f,



tendait vers zéro quand on l’étendait à (a, b), il en était de même à quelque partie de

(a, b) qu’on étende cette intégrale. Cela ne sera plus nécessairement vrai quand il

s’agira de fonctions f continues, et cela ne doit pas nous étonner parce que, f étant
continue dans (a, b), la fonction g égale à f dans (À, p), intérieur à (a, b), et à zéro
ailleurs ne sera pas nécessairement continue. de sorte que rien ne prouve que

tende vers zéro. Cette première différence disparaîtrait si, au lieu de s’occuper de la
famille des fonctions f continues on s’occupait de la famille des fonctions f ayant au. 

plus deux points de discontinuité, ces points étant de première espèce.
D’autre part jusqu’ici les familles de fonctions f considérées étaient de plus en

plus restreintes, chacune formant une sous-famille de la précédente. Au contraire, les
deux familles des fonctions continues et des fonctions à variation bornée ont des

éléments communs, mais aucune ne comprend l’autre. Si l’on se rappelle que les
fonctions à variation bornée n’ont que des points de discontinuité de première
espèce, - c’est-à-dire que pour une telle fonction f les limites f (x - o) et f(x + o)
existent quel que soit x, - on est assez naturellement conduit à étudier la famille
des fonctions n’ayant pas d’autres points de discontinuité que des points de première
espèce. J’appellerai ces fonctions les fonctions sirnplement discontinues.

Une fonction simplement discontinue n’a qu’un nombre fini de points de disconti-
nuité en lesquels l’oscillation surpasse un nombre donné t > o; car, s’il en était autre-

ment, ces points de discontinuité auraient au moins un point limite A, et, par suite,
quel que soit (B, C) contenant A à son intérieur, l’oscillation de la fonction à l’inté-

rieur (1) de l’un au moins des intervalles (B, A), (C, A) surpasserait e et A serait un

point de discontinuité de seconde espèce.
Il résulte de là que les fonctions simplement discontinues n’ont qu’une infinité

dénombrable de points de discontinuité - desquels on peut par suite ne pas tenir

compte dans les intégrations - que ce sont des fonctions intégrables au sens de Rie-
mann et aussi que, si f est simplement discontinue dans (a, b), on peut diviser (a, b)
en un nombre fini de parties de manière qu’à l’intérieur de chacune d’elles l’oscillation
de f ne surpasse pas ~. En effet, marquons les points de discontinuité en lesquels
l’oscillation est au moins égale à ~. Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de points de

discontinuité en lesquels l’oscillation surpasse 1, les points de discontinuité non

marqués ont tous une oscillation inférieure à un certain nombre , e.

Si donc À et ~, sont deux points de discontinuité marqués consécutifs, d’après un

(1) Il ne faut pas confondre l’oscillation à l’intérieur d’un intervalle, qui se définit sans tenir
compte des valeurs de la fonction aux extrémités de l’intervalle, avec l’oscillation dans un inter-
valle, qui se définit en tenant compte des valeurs de la fonction aux extrémités de l’intervalle.



théorème de Baire, généralisation du théorème classique sur la continuité uni-
forme (1), on peut diviser (~, u) en un nombre fini d’intervalles dans chacun desquels
l’oscillation ne surpasse pas ~, pourvu peut-être qu’on remplace pour un instant
f (~~) par f (~ + o) et f (~) par ,Î (N~ - ~) 

En opérant ainsi sur chaque (À, u,), on divisera évidemment (a, b) en intervalles à
l’intérieur de chacun desquels f a une oscillation au plus égale à ~. On verra facile-
ment que cette propriété est caractéristique des fonctions simplement discontinues
de même que la proposition suivante est caractéristique des fonctions continues : on
peut toujours diviser l’intervalle fini où une fonction continue est donnée en un
nombre fini d’intervalles partiels dans chacun desquels la fonction a une oscillation
inférieure à ~, arbitrairement donné.

[17] IV. - Pour que ln Cf) tende vers zéro avec I , quelle que soit la fonction f
n

simplement discontinue, il faut et il siif fit :

loQue le noyau 03C6 (x, n) soit sornmable et que l’intégrale / b | 03C6 (u n) | du , reste

inférieure à un nombre fixe M indépendant de n ;

2° Que (03B1 , n) d x tende vers zéro avec n I , quels que soient 03BB et u, pris dans (a, b).
Les conditions sont suffisantes. - n) satisfaisant aux conditions indiquées,

soit une fonction f limite d’une suite uniformément convergente de fonctions fp telles

que tende vers zéro avec I . La relation évidente :
n

dans laquelle m ( f - fp désigne le maximum de |f - fp | quand x varie dans (o, l),

prouve que In ( f ) tend vers zéro avec -. .
n

Or, si f est simplement discontinue, on peut prendre pour fp la fonction obtenue
en divisant (a, b) en parties telles qu’à l’intérieur de chacune d’elles l’oscillation de f
soit inférieure à I et assujettissant fp à avoir dans chaque partie une valeur constante
et égale, par exemple, au minimum de fp à l’intérieur de cette partie; aux points de
division on prendra fp = f.

Les conditions sont nécessaires. - Il est évident n) doit être sommable et

que la condition 2 doit être remplie. Mais supposons que la condition ne soit pas

(1) Voir, par exemple, la thèse de M. Baire, Sur les fonctions de variables réelles, Annali
di matematica, i 3 ; ou mes Leçons sur l’Intégration, p. a i .



remplie, on peut alors trouver un nombre n0 tel que b |03C6(03B1, n0)|d03B1 surpasse un
a

nombre arbitrairement donné Je considère la fonction de x, bornée et sommable,

signe c~ (x, no) ; elle est égale à -~- i dans un ensemble P, à - I dans un ensemble N (1).
Enfermons P dans un ensemble d’intervalles A dont la mesure surpasse très peu
celle de P, puis ne conservons qu’un nombre fini des A, enfin désignons par fo la 

’

fonction égale à I dans les intervalles conservés et à .-1 I ailleurs. Les points où

n°) diffère de c~ (x, na) ~ forment un ensemble aussi petit qu’on le veut ; donc on
b b

peut supposer que surpasser comme / ~ (x, no) ~ dx .’ ° 

a 
°

fo(x) peut d’une infinité de manières être considérée comme la limite vers laquelle
tend une suite de fonctions continues u1(x), u~(x), ..., inférieures à i en modules.

Même, si on attribue la valeur o pour a et (x = b, on pourra supposer que
tous les ui (x) s’annulent pour ces deux valeurs de x. D’après le théorème u’, n° I 1, .

~ /~ tend, pour 1 croissant indéfiniment, vers 
a a
donc nous pouvons trouver une fonction continue, et même s’annulant en x = a

b ,

et Y = b, telle que c~ (x , n) dx surpasse lo .
a

Ceci posé, soit 1, = 2 un nombre auquel nous faisons jouer le rôle de soit n1

et g1 les nombres et fonctions correspondantes et soit L la valeur de ba|03C6 (x n1), .

Si ne tend pas vers zéro avec I , nous arrêterons là nos considérations et
nous prendrons F =g1, sinon, pour rt > u,1, on aura |In(g1)j C 1. Soit alors l2=22L1
et soient n ~ ~.~ et g~ les nombres et fonctions correspondantes.

Si In ( 7, + ne tend pas vers zéro avec I , , alors nous prendrons
B ~L1 ~ n

sinon, pour n > 2, on aura (g1 + I 2L1 g2) h i. Soit alors L = ; (a, n,) 

prenons l3 = 2sL2, et soit ns > 2 et g3 les nombre et fonction correspondantes. On

essayera F = g1 + I 2L1 g2 + 
I 22L2 g3, et ainsi de suite.

. En fin de compte, on a une fonction définie par une somme ou une série unifor-
mément convergente de la forme

(1 ) On pourra faire rentrer les points où ~ (x, no) = o dans P ou dans N, comme on le voudra.



donc F est continue et, si l’on veut, s’annule en a = o et x = 1. On a de plus :

donc

où, pour au moins égal à 2,

le théorème est démontré.

[18] Les conditions du théorème IV sont encore nécessaires et suffisantes si l’on

veut que f (x) n) dx, , étendue à une partie quelconque de (a, b), tende vers zéro
I

avec 
-, quelle que soit la fonction continue f. Mais si l’on désire seulement que

ab f(03B1)03C6(03B1, n) du tende vers zéro, il n’est plus prouvé que la condition 2 soit néces-
saire. En fait elle ne l’est pas; si l’on prend en effet a = o, b = l, (p(a, n) nul à fexté-

rieur de L 2 -. I n , z l + n I , égal à -n dans l z -- n’ I l 2 et égal à + n dans 2 , l , 

2 

l 

+ n ’ I
on a évidemment un noyau tel que In( f ) tende vers zéro pour toutes les fonctions

i

f (x) continues au point x = l et cependant on a : / 2 n) du = - I , quel que
soit n. 

2 o 
_

Pour voir par quoi nous pouvons remplacer cette condition 2, remarquons
d’abord que les énoncés précédents ne nous renseignent nullement sur la structure
des noyaux 03C6(03B1, n) ; ; même ils pourraient sembler illusoires parce qu’ils ramènent
l’étude de la convergence vers zéro d’une intégrale In( f ) à l’étude de la convergence
vers zéro d’autres intégrales / 03C6(03B1, n) dx. Mais; tandis que l’étude directe de InU)
ne pouvait se réduire à un calcul parce que la quantité à intégrer contient la fonction

arbitraire f, l’étude de l’intégrale (u n) du , quand n) est donnée, se fait

grâce au calcul de cette intégrale ordinaire, qui est une fonction des deux para-
mètres ~, ~,.

En somme, nos énoncés ne nous fournissent nullement le moyen de construire
tous les noyaux relatifs aux quatre familles 5 de fonctions f qui ont été étudiées,
mais ils nous permettent, un noyau 03C6(03B1, n) étant donné, de reconnaître s’il corres-



pond ou non à l’une de ces familles. On peut encore dire que nos énoncés nous per-
mettent de remplacer l’étude de In( f) : I° par l’étude de la nature finie ou non de la

borne supérieure d’un ensemble de nombrés ; 2° par l’étude de In ( f ) pour une famille
très particulière de fonctions f, les fonctions fa,w égale à I dans (7,, u) et à zéro
ailleurs.

. Pour remplacer la condition 2, il suffit donc de désigner une famille de fonctions
continues qui remplacera la famille des 

Puisque, lorsqu’on étudie la famille des fonctions continues, la condition I reste

nécessaire et que, lorsque cette condition I est remplie, la première partie du raison-
nement~ fait pour démontrer que les conditions du théorème IV sont suffisantes

subsiste, la condition 2 pourra être remplacée par celle-ci : devra tendre vers

zéro quelle que soit la fonction continue f telle que y =f(x) soit l’équation

d’une ligne polygonale.
Or, une telle fonction est une combinaison linéaire de fonctions fa(~) égale à zéro

pour x  ~ et égale à « - ~ pour x ~ ~ ; donc :

IV’. - On peut dans l’énoncé IV remplacer la famille des fonctions simplement
discontinues par la famille des fonctions continues, pourvu qu’on remplace la condi-
tion 2 par :

2’, - que l’intégrale Ô n) dx et, quel que soit a dans (a, b), , l’intégrale

(x - 03BB)03C6 («, n) drx tendent vers zéro avec n - .

D’une façon analogue, on légitime les théorèmes suivants: 
,

IV". - On peut dans l’énoncé IV remplacer la famille des fonctions simplement
discontinues par la famille des fonctions continues s’annulant pour x = a pourvu qu’on
remplace 2 par : 

’

2’, - que l’intégrale b03BB (x - ),) 03C6 (x, n) d« tende vers zéro avec I n , quel que soit 03BB

dans (a, b) .

I~r"’. - Si l’on s’occupe de la famille des fonctions continues s’annulant pour a = a
et x = b , on remplacera 2 par :

- que l’intégrale

tende vers zéro avec I , quels que soient ~ et ~, dans (a b).
n

L’intégrale qui figure dans ~~~~ est l’intégrale In (g~, ~) relative à la fonction g~, ~ (a)
nulle à l’extérieur de (a, égale à a - ), de ~ à 

~ + ~ 
et égale à - a de 

~ + ~ à .



Bien entendu, les familles de fonctions f~, ~, f~, g~, a que nous mettons ainsi en
évidence peuvent être remplacées par d’autres de bien des manières ; par exemple,
remplaçons chaque côté de la ligne polygonale dont il a été parlé par un arc de sinu-
soïde aboutissant aux mêmes sommets et limité par deux tangentes parallèles à ox.
Cela nous conduira à remplacer l’intégrale qui figure dans z"‘ par l’intégrale

Je n’insiste pas davantage, ces énoncés étant à peu près inutiles pour la suite
parce que, dans toutes les intégrales singulières, par définition même de ce que l’on
entend par ces mots, la condition 2 est remplie.

[19] Le second théorème de la moyenne, appliqué à l’intégrale

montre que le module de cette intégrale ne surpasse pas la variation totale V dey,

supposée à variation bornée, multipliée par le maximum de / /~ ~(~, étant
a

dans (a, 6). Donc, In Cf) tend vers zéro avec I , quelle que soit la fonction à variation

bornée f, si l’intégrale 03C6 («, n) d« tend vers zéro avec , et cela uniformément, quel
a n

que soit 1 dans (a, b) .
Ce résultat est celui qu’on utilise dans la théorie classique des intégrales singu-

lières, mais il est évident que le noyau y est assujetti à une condition trop restrictive.

Posons, en effet, a = ô, b = i , y («, n) = n de o à I n, 03C6(03B1, n) = 2014 n de I à 2 , ,

et 03C6(03B1, n) = o de - 2 à 1. On a constamment n003C6(03B1, n) dx =1, donc le noyau ne
satisfait pas.à la condition de l’énoncé précédent, mais, comme il satisfait aux condi-
tions du théorème IV, il convient cependant pour la famille des fonctions simple-
ment discontinues et à fortiori pour la famille des fonctions à variation bornée.

Avant d’étudier l’énoncé que suggère la comparaison du théorème IV et de la pro-
position ci-dessus démontrée, il est utile de rappeler succinctement quelques pro-
priétés des fonctions à variation bornée. Une telle fonction étant la différence de
deux fonctions croissantes jouit de toutes celles des propriétés des fonctions crois-
santes qui sont vraies d’une différence quand elles sont vraies des deux termes de la
différence.

Une fonction à variation bornée n’a que des points de discontinuité de première
espèce car il est évident qu’il en est ainsi pour les fonctions croissantes. Les deux



quantités f (x) - f (x - o) et f (x + o) - f (x) s’appellent les sauts de gauche et de
droite au point x. Puisqu’il n’y a qu’une infinité dénombrable de points de discon-
tinuité, n° 16, il n’y a qu’une infinité dénombrable au plus de sauts non nuls. La

série des sauts ~ ~ f (x) -, f (x - o)] -+- ~ ~ f (x + o) - est absolument conver-

gente, car il est évident que si f est croissante tous ses termes sont positifs et que
leur somme est au plus j(b) - f (a), s’il s’agit de l’intervalle (a, b) . La fonction des
sauts s (x) définie comme la somme de la série des sauts de l’intervalle (a, x), c’est-

à-dire la fonction

la somme £ x étant étendue à tous les points de discontinuité ’ 1 de (a x), est donc

une fonction bien déterminée.

La fonction f(x) - s(x) est une fonction continue à variation bornée.
Désignons par ~1, ~~, ... les points de discontinuité et par sp(x) la fonction ana-

logue à s(x) mais définie en tenant compte seulement des points de discontinuité
~~, ~~, ... ~p. Il est évident que sp(x) tend vers s(x), quand p croît indéfiniment; et
d’autre part la différence s(x) - sp (x) a évidemment pour variation totale la somme
des valeurs absolues des sauts relatifs aux points de discontinuité non employés,

03BEp+1, 03BEp+2, .... Donc la variation totale de s (x) - tend vers zéro avec I .

[20] Nous pouvons maintenant démontrer le théorème V.

V - Pour que tende vers zéro avec I , quelle que soit la fonction f à variation
n

bornée, il faut et il suffit :

I° Que le noyau 03C6 (« , n) soit sommable et que son intégrale / x 03C6 (« n) dx reste infé-
rieure à un nombre fixe M indépendant de n et de ?, pris quelconque dans (a, b).

2° Que 03BB 03C6 («, n) d« tende vers zéro avec n I , quels que soient î, et  pris dans (a, b).

Les conditions sont suffisantes. - n) satisfaisant au; conditions indiquées,
soit une fonction f, et supposons qu’on sache trouver des fonctions fp telles que

tende vers zéro avec I, , et que la variation totale Vp de f - fp tende vers zéron

avec I . Le second théorème de la moyenne nous donne :

donc ln (j) tend vers zéro avec I . .
n



Appliquons cela à la fonction des sauts s (x), nous prendrons pour f p (x) .
Or, sp (x) est constante dans chacun des intervalles en lesquels (a, b) est divisée

par ii , ~.... ~ ; donc, d’après 2, In tend vers zéro avec’: et il en est de même
n

de In [s (x)] .
Il suffit donc de considérer le cas où f est continue et à variation bornée (1). Sup-

posons d’abord que soit l’intégrale indéfinie d’une fonction sommable g (x) .
On a :

Il suffit évidemment de s’occuper du terme indépendant de la constante K ; ce
terme, grâce à l’intégration par parties, s’écrit : .

Le premier terme du second membre, qui est [f(b)-f(a)] ba03C6(03B1, n) dx, tend

vers zéro avec I n. Le second terme est l’intégrale de la fonction n)dt,

laquelle tend vers zéro avec I n et est constamment inférieure à d’après le

théorème n" 11, la limite de cette intégrale est l’intégrale de la limite, c’est zéro.
Soit maintenant f (x) continue et à variation bornée; ce n’est pas nécessairement

une intégrale indéfinie. Soit s l’arc compté à partir du point d’abscisse a de la courbe
dont l’équation en coordonnées rectangulaires est y = f (x) . L’abscisse et l’ordonnée

d’un point de cette courbe sont des fonctions continues de s, ayant des nombres
dérivés inférieurs à I . Soient t x = ;~ (s) , y = ] ces deux fonctions ; d’après les
propriétés sus-indiquées et le théorème du n° ~, ce sont des intégrales indéfinies en s.
Soit Z’(s) une fonction est l’intégrale indéfinie.

(1) Je m’écarte ici, pour abréger, du mode de démonstration de proche en proche que j’ai
employé pour les théorèmes précédents. On peut cependant encore l’utiliser; on vérifiera d’abord,
par la méthode du texte, que In tend vers zéro pour les fonctions représentables par des lignes
polygonales, puis on prouvera que l’on peut trouver de telles fonctions jouant le rôle des 
Pour cela, par un changement de variable au besoin, on rend y intégrale indéfinie d’une fonction
sommable g et l’on montre qu’on peut trouver une combinaison linéaire h des f03BB,  du no 18,
telle que ~ g - h soit aussi petit que l’on veut ; et l’on prend h dx pour f~,.

Par un raisonnement analogue à celui qu’on va lire, on pourrait démontrer le second théo-
rème de la moyenne pour les fonctions continues à variation bornée; il serait facile ensuite de

passer au cas général.



L’intégration par substitution nous donne

S étant tel que ;~ (S) = b. Et nous sommes conduits à étudier une intégrale en s de
même forme que la proposée et relative au noyau û (s, n) = cp [l (s), n] ;’(s) et à l’inté-
grale indéfinie Or, l’égalité

montre que s003C6(s, n) ds est toujours inférieur à M et tend vers zéro -; donc 

tend aussi vers zéro avec - . 
n

Les conditions sont nécessaires. - Il est évident que n) doit être sommable
et que la condition 2 doit être remplie; mais supposons que la condition I ne soit

pas remplie. Alors on peut trouver no et un intervalle (Ào’ 0) tel que no} dx

surpasse un nombre arbitrairement donné lo .
La fonction n° 18, peut d’une infinité de manières être considérée comme

la limite d’une suite de fonctions continues non supérieures à 1 en module et dont

la variation totale ne surpasse pas 2. Parmi ces fonctions, d’après (/, on en pourra

toujours trouver une telle que 11b go( a.) 9 (a., no) dx ) surpasse lo .
Raisonnant à partir de ces fonctions comme à partir de celles considérées

au n° 17, on montrera que l’on peut former une fonction continue F, à variation

bornée, s’annulant pour y = a et et telle que In(F) ne tende pas vers zéro
I

avec - .
n

On pourrait démontrer aussi qu’en remplaçant dans l’énoncé V la condition 2

successivement par 2’, 2", 2"’ on obtiendra les énoncés relatifs aux familles des fonc-
tions qui sont à variation bornée et de plus : V~ continues, ~r" continues et s’annulant

pour a = a, ’T’" continues et s’annulant pour ~ = a et u = b.

[21] Il importe de remarquer que tous les énoncés précédents s’appliquent au
cas où (a, b) est infini soit dans un sens, soit dans les deux. Nos démonstrations

s’appliquent à ce cas, tout au plus y aurait-il quelques précautions de langage à
prendre de-ci de-là, mais rien d’essentiel à changer. Seulement il faudrait bien se

rappeler qu’une fonction f est dite continue dans (a, b) si elle y est uniformément

continue, qu’elle est dite simplement discontinue si elle n’a que des points de dis-
continuité de première espèce dans (a, b), d’où il résulte que si (a, b) s’étend jusqu’à _

+ oo la limite f (~ oo} de j(x) quand x tend vers + ~o doit exister, qu’elle est dite
à variation bornée dans (a, b) si elle est la différence de deux fonctions croissantes



bornées, qu’elle est dite sommable si 1 fia une intégrale dans (a, b). Cette dernière

hypothèse pourrait être en partie supprimée, mais cela nous serait inutile.

Une dernière remarque doit être faite. Nous venons de considérer principalement
cinq familles de fonctions que je désignerai par ~~’R, ’; 93, et auxquelles
sont relatifs les théorèmes 1 à V. Pour démontrer que les conditions énoncées dans

chacun de ces théorèmes sont suffisantes pour la famille de fonctions considérées, on

a évalué approximativement l’intégrale In. Pour cette évaluation - sauf en ce qui
concerne SY5, mais des remarques analogues s’appliquent à ce cas - on a défini par
l’intermédiaire des fonctions désignées par fp des fonctions f1, f2, ... telles que

tende uniformément vers In( f ), quel que soit n. Le choix de ces f~ a été fait

d’après la seule connaissance de f et de telle manière que f p soit une somme de fonc-
tions n° 18. Le calcul de la limi te supérieure de la différence - In ( f p) ~
ne dépend que de f, de fp et du nombre ~~I ou M(À) qui figure dans la condition I

du théorème que l’on considère.

D’autre part on démontre que In( fp) tend vers zéro avec I , , pour chaque valeur
de p, en s’appuyant sur la condition 2 du même énoncé, c’est-à-dire que la limite

supérieure de ] dépend seulement de f et des limites supérieures de

03BB03C6(03B1, n)d’X, , pour chaque couple 03BB, .

Si donc 03C6 (x, n) dépend de certains paramètres x, y, z, ... mais si le nombre M
ou ’~I(~) de la condition i n’en dépend pas et si l’on sait que l’on a, quels que

soient x, y, z, ..., / / /"*~ ~(~, ~N(~, u., n) tendant vers zéro avec n, quels que

soient À et p (je ne dis pas uniformément quels que soient A et ~.), nous pouvons
calculer une limite supérieure de |In(f)| indépendante de x, y, z, ... et qui tende

vers zéro avec -. .
n

C’est ce que l’on peut exprimer en disant : si le noyau n) , dépendant de

certains paramètres x, y, z, ... , satisfait aux conditions de l’un des énoncés précé-
dents, et cela uniformément quels que soient x, y, z, ... au moins pour n supérieur à

une certaine limite, pour chaque fonction f de la fan2.ille correspondante ) tend

vers zéro unlformément quels que soient x, y, z, ...

D’ailleurs, les conditions ci-dessus énoncées sont nécessaires pour la convergence

uniforme vers zéro de l’intégrale .. ,

Tout d’abord, la condition 2 doit être remplie uniformément puisque fait

toujours partie de la famille de fonctions considérée. Si la condition I ne l’était pas,

cela voudrait dire, en supposant par exemple qu’il s’agisse de la famille ~~1, qu’on pour-
rait trouver une suite indéfiniment croissante de nombres n1, ny, ... , auxquels sont

associés des cortèges de paramètres y~, ... ; ; ... tels que la fonction



ne soit pas équivalente, n° 5, à une fonction bornée inférieure en module à t. Posons

alors

Ï)(~, ni) = f~(x, ni, ...);

le noyau 03A6(03B1, ni) ne satisfaisant pas à la condition i du théorème I, nous savons for-

mer une fonction F(03B1) telle que / b h’ (x) 03A6(03B1, ni)d03B1 ne tende pas vers zéro avec - .~/Z ni .

Donc, / /~~ F (x) ~ (x, n) du ne tend pas vers zéro avec 2014, 1 du moins uniformément
>2

quels que soient x, y, z, ...
Le n’est pas défini par toutes les valeurs de n, mais il est évident que

cela importe peu. On peut toujours supposer que les variables x, n, x, y, z, ... sont

assujetties à prendre seulement les valeurs de certains ensembles. Au reste, il est

bien inutile de s’occuper de ces complications, car pour les faire disparaître il suffit

de convenir qu’on posera 03C6 = o pour les valeurs des variables pour lesquelles 03C6 ne

serait pas tout d’abord défini.

Relativement aux théorèmes IV’ à ~-’ "’, on peut faire des remarques analogues à

celles de ce paragraphe.

VI.

a) REPRÉSENTATION AUX POINTS DE CONTINUITÉ.

[22] Le théorème classique sur les intégrales singulières nous apprend que, dans
des cas étendus, l’expression

tend vers f (x) quand n augmente indéfiniment.
Dans la théorie classique, la fonction f(t) est supposée continue au point t = x

ou tout au moins régulière en ce point, c’est-à-dire qu’on suppose que l’on a :

Par analogie, on va rechercher d’abord à quelles conditions doit satisfaire le

noyau -,~ pour que l’intégrale In existe et tende vers f (x), pour n croissant ; f(t) étant
une fonction continue pour t = x et appartenant dans (o, 1) à l’une des cinq familles
considérées au chapitre précédent. Les raisonnements de ce chapitre conduisent
immédiatement aux conditions cherchées que j’énonce en employant le mot inté-
rieur dans son sens étroit, c’est-à-dire qu’un point x sera dit intérieur à (o , 1) si l’on

a o ~ ~  l, les égalités étant exclues ; de même (a, b) sera intérieur (ou complète-
ment intérieur) à (a, b) si l’on a 



f (t) étant une fonction quelconque appartenant dans (o, l) à l’une des familles

~~.,, ô~3, ~~, , ~~’~, pour que l’intégrale

tende, quand n augmente indéfiniment, vers f(x) en tous les points t = x où f(t) est
continue, il faut et il suffit que le noyau n), défini dans (- l, + l), satisfasse
aux conditions suivantes : ,

i ) et 2) Dans tout intervalle (a, b) intérieur à (o, 1) ou à (- l, o), ~ (x, n) satisjait
aux conditions f et 2 de celui des théorèmes 1 à V du chapitre précédent qui est relatif
à la famille de fonctions considérée.

3) l1 étant pris arbitrairement intérieur à (o, 1), si fC t) appartient à l’une des

f amilles J1 à , l’inté g rale -l +l’ I 03C6 (ce, n) I dx doit être uni f ormément bornée, quel que

soit n ,

et si f{t) appartient à , l’ intég ra le Ô n) d:t , étendue à l’intervalle (c , d)

intérieur à (- l1, + l1), doit uniformément bornée quels que soient n c, d .

4) L’intégrale e+le03C6 (x, n) dx , étendue à un intervalle quelconque (e e + 1) inté-

rieur à {- l, , + l), , doit tendre vers T quand n croit indéfiniment.

Les conditions sont suf fisantes. -- Si ces conditions sont remplies en effet, l’in-

tégrale In est une intégrale singulière dont le point t i x est le point singulier. Ce

qui signifie que l’intégrale In a les mêmes valeurs limites si l’on restreint l’intervalle

d’intégration à être (x - h, x + h), , si petit que soit h; d’où, d’ailleurs, une trans-
formation de la condition 4 sur laquelle il est inutile d’insister.

On peut donc remplacer l’étude de In par celle de

On a :

ou, si est le maximum de l’oscillation de f(t) dans (x -- h, x + h),

D’après 2 et 4, l’intégrale du premier membre tend vers 1; d’après 3, s’il s’agit
des familles à J4, l’intégrale du second membre est bornée, et comme 03C9(h) tend

vers zéro avec h, il est démontré que In tend vers f (x) pour les familles ~1 à 



S’il s’agit de la famille ~’~~, on arrivera à la même conclusion en désignant
par w(h) la variation totale de jet) dans (x - h, x + h) et en utilisant la formule

dans cette formule, conséquence du second théorème de la moyenne, ~ et ,~ désignent
deux valeurs convenablement choisies dans (- h, + h). .

Les conditions sont nécessaires. - Nous avons vu en effet que si les conditions
i ou 2 ne sont pas remplies dans un intervalle (a, b), il est possible de trouver ~’(x)
telle que ab F ( n ) 03C6(03B1, n ) clx ne tende pas vers zéro avec - . . Et, par suite, ne

tend pas vers f (x) pour la fonction f (t) égale, si (a, b) est dans (o, l), à o de o à
a + 1 - b et égale à F (t + b - 1) de a + 1 - b à l, du moins pour le point de con-
tinuité x = 1 - b.

De même la condition 3 est nécessaire. Supposons, par exemple, que nous nous
occupions d’une des familles ~1 à ~4..Alors si 3 n’est pas remplie, l’une des deux
intégrales 0-l1|03C6(03B1, n) | dx, l1003C6(03B1, n1) | du n’est pas bornée, et par suite, comme

on l’a vu en démontrant le théorème IV du chapitre précédent, on peut trouver F(«)
continue, nulle à l’origine, et telle que l’une des intégrales 

o 

n) F(x)d« ,
l, . 

- h

03C6(03B1, n)dx ne tende pas vers zéro. Supposons que ce soit la seconde qui ne
tende pas vers zéro, alors la fonction f (t) égale à o de o à 1 - l1 et égale à F (t + l1- 1)
de 1 - l1 à l, donne naissance à une intégrale In qui ne tend pas vers f (l - l1) pour
x=l-l1. .

Un raisonnement tout à fait analogue s’applique au cas de la famille 
Enfin, la condition 4 est nécessaire comme le montre le cas de f (t) = I.

[23~ L’énoncé précédent peut, pour chacune des familles étudiées, recevoir des
formes plus élégantes, en particulier en ce qui concerne les familles ~4 et 

Je n’insiste pas sur ces transformations évidentes et j’étudie le cas de la famille
des fonctions f (t) continues.

Si l’on ;eut que l’intégrale In soit une intégrale singulière, la famille des fonc-
tions continues peut remplacer la famille ~4 dans l’énoncé précédent ; mais il n’est
plus indispensable maintenant que In soit intégrale singulière. Un exemple simple est
donné par le noyau 03C6(03B1, n) égal à n pour - n + I n  03B1  - I, p our - I 2n  03B1 I 2n

et pour  x I, égal à - n pour - 1  x fl - et pour

+ I  «  , et égal à zéro ailleurs. Alors, si 
. 

1 = 2, il est bien évident que



In tend vers J(x) si est partout continue; mais In n’est pas intégrale singu-
lière nécessairement, au sens ordinaire du mot, puisque, pour f (t) - ~ et x = I,

n’a pas même limite par exemple. 
’

Dans cet exemple, on pourrait encore dire cependant que In est singulière

parce que, dès que h et k sont assez petits positifs, l’intégrale +k-h 03C6(03B1, n)clx a une

- lt

limite indépendante de h et k. Mais pour qu’il n’en soit pas ainsi, il suffirait de

compliquer la définition de ~(x, n) pour que des circonstances analogues à celles

qui se rencontraient autour de (x = + 1 se rencontrent autour de chacun des points
d’un ensemble dénombrable ayant ’:1.. = o comme point limite.

Les raisonnements du numéro précédent nous apprennent que les conditions 3
et 4 sont encore nécessaires. D’ailleurs, en considérant une fonction continue dans

(0, l) et nulle dans un certain intervalle à partir de o, on voit que les conditions du

théorème IV" doivent être remplies dans tout intervalle (a, b) tel que l’on ait

- t ~ b ~ a ~ o ou Cela revient à remplacer dans l’énoncé relatif

à la famille la condition 2 par la condition 2". On vérifiera de suite que les condi-
tions ainsi énoncées sont nécessaires et suffisantes.

Plaçons-nous dans l’hypothèse n) aurait la période 1 en 0~ et où l’on exa-

minerait la famille des fonctions f (t) continues et de période l; alors il faudrait

évidemment remplacer les conditions 1 et 2 par celles qui expriment que, (a, b)
étant intérieur à (o, l) ou si l’on veut ne contenant au sens large aucun point congru

à o suivant le module l, l’intégrale 03C6(03B1, n)f(t)dt tend vers zéro pour toute fonc-

tion f (t) continue s’annulant pour t = a et t = b. C’est-à-dire qu’il suffirait de rem-

placer 2 par 2"’.
Les mêmes remplacements de 2 par 2" ou 2nr doivent être faits si l’on s’occupe des

familles de fonctions à variation bornée continues ou continues et de période l,

, 

Bien qu’il n’y ait guère de chaRgements à introduire pour examiner le cas général,

je suppose dans la suite que les intégrales que j’étudie sont singulières, donc que la
condition 2 est remplie (1).

[24] Supposons maintenant o(Y, n) fonction de certains paramètres X, Y, Z, ... et
étudions la convergence de I~, ~ f (t), x~ vers f (x) pour une valeur déterminée de x. En

(1) Au moment où j’ai écrit ma Lettre à M. Lanclaa, j’ai voulu reconstituer de mémoire
l’énoncé de la condition nécessaire et suffisante pour les fonctions continues. Ma mémoire m’a

trahi, et l’énoncé que j’ai indiqué n’est ni nécessaire ni suffisant. Je dois dire d’ailleurs que je
n’avais pas encore remarqué à cette époque que la condition 2 était inutilement restrictive,
c’est-à-dire que je confondais l’énoncé relatif aux fonctions continues et celui relatif aux fonc-
tions simplement discontinues. Ce n’est qu’à la rédaction que j’ai reconnu la possibilité d’em-

ployer d’autres intégrales que les intégrales singulières pour la représentation des fonctions
continues.



raisonnant comme au n° 21, on voit que les conditions de l’énoncé- précédent doivent
être remplies uniformément pour que la convergence de I,~ [ f (t), x] vers j(x) soit uni-
forme en chaque point de continuité. Ce qui veut dire que les bornes supérieures
dont il est parlé dans cet énoncé précédent doivent être indépendantes de X, Y, Z ...
et que les convergences indiquées doivent être uniformes en X, Y, Z, ...

Voici une autre remarque aussi immédiate mais plus importante ; je l’énoncerai
comme les suivantes en supposant que ~(o~, n) ne contienne pas de paramètres
X, Y, Z, ... afin d’éviter les complications inutiles.

Supposons que f(t) soit fonction d’un autre paramètre 8 et que les fonctions de 8
obtenues en donnant à t une valeur constante soient également continues; ce qui
veut dire que le maximum de j f (t, 8) - f(t, [ pour t variable, 6 et 91 constants,
doit tendre vers zéro avec 0 - 81 j . Alors, s’il s’agit d’une des familles ~~1 à ~~ et si
les conditions du théorème n° 22 sont remplies, les In [ f (t, ~), x] fournissent pour

chaque couple n, x des fonctions de a formant une famille de fonctions également
continues. Cela est une conséquence immédiate de la condition 3.

On pourrait dire aussi d’ailleurs que cette remarque ne diffère pas de celles que
nous faisions au début des raisonnements du chapitre précédent pour démontrer que
les conditions des théorèmes 1 à IV sont suffisantes.

Il résulte en particulier de là que si dans l’intégrale In nous remplaçons f(t)

par une fonction tendant uniformément ;ers f(t) quand 1 tend vers zéro - ce
qui n’implique bien entendu pas la continuité des jn(t) - on obtient une nouvelle

intégrale In [ f~ (t), x] J tendant vers j(x) pour n croissant indéfiniment. De plus, si,

pour x dans (x, p), fn(x) tendait uniformément vers f (x), il en sera de même de

I~ x] ~
Cela n’est plus nécessairement vrai si c~ (x, n) satisfait seulement aux conditions ,

relatives à la famille c~~ . On peut alors donner un énoncé analogue, que je ne déve-
loppe pas, la condition que le maximum du module ~~) - f(t, [ tende vers
zéro avec j J 0 - 03B81| étant remplacée par celle-ci : la variation totale de f (t, 8) - f (t, 81)
en tant que fonction de t tend vers zéro avec (a - 81).

[25] Examinons maintenant la question suivante : : f (t) étant une fonction de
l’une des familles J1, à que doit être 03C6(03B1, n) pour que In [ f (t), x] tende vers f (xl et
cela uniformément dans tout intervalle (i, j) entièrement intérieur à un intervalle 11)
de continuité de f (t).

En prenant pour J(t) la fonction f ~, ~ égale à i de À à  et à zéro ailleurs, 1~
devient



Et In doit tendre uniformément vers zéro quel que soit x intérieur à un inter-
valle complètement à (o, ).) ou (y, ).). Donc il faut, dans l’énoncé du n° 22, remplacer
la condition 2 par : 

’

; quel que soit l’intervalle (a, b) intérieur à (o, 1) ou (- l, o), l’intégrale

03C6(03B1, n)d03B1, pour chaque couple 03BB, , doit tendre vers zéro et cela uniformément

quel que soit x, pourvu que (03BB + x, y. + x) soit intérieur à (a, b).

Je dis qu’après ce changement les conditions du n° 22 sont suffisantes. Soit en
effet ~ un nombre inférieur à la fois à et à~2014~/. Posons x, n) _ ~ (t, x, n).
quand t est extérieur à (x - e, x + ê) et ~~ (t, x, n) = o dans le cas contraire, on a :

D’après les hypothèses, le noyau § (ce, x, n) satisfait aux conditions I et 2 de celui

des théorèmes 1 à V du chapitre précédent qui est relatif à la famille considérée, et
cela uniformément quel que soit la variable x dans (i, j); donc la première intégrale
du second membre tend uniformément vers zéro avec -. La seconde intégrale s’écrit :

e étant compris entre - et + l’et (d étant le maximum de l’oscillation de f dans un
intervalle d’étendue z ~ compris dans (i, j). Donc, s’il s’agit d’une des familles

~~ à ’J4, le coefficient de w est uniformément borné quel que soit n, et, par suite, le
terme en () tend vers zéro avec e; f(x) étant supposée continue dans (i1, il est

démontré que In tend uniformément vers f(x) dans (i, j).
La même conclusion s’obtient dans le cas de la famille ~5 en remplaçant la der-

nière égalité précédente par 
’

0, 61 et ~~ étant des nombres compris entre - i et + 1 et v désignant le maximum de
la variation totale de f dans un intervalle d’étendue 2e intérieur à 

[26] Arrivé à ce point de l’exposition, il ne sera pas inutile de s’arrêter un instant
sur le cas particulier qui m’a entraîné à tous ces développements. J’en indiquerai
l’étude directe pour mettre bien en évidence la simplicité des raisonnements.

Supposons que le noyau ~ («, n) ne soit jamais négatif et recherchons quel il doit t
être pour pouvoir servir à la représentation de toutes les fonctions sommables bor-
nées en leurs points de continuité. Le théorème du n° 22 nous apprend qu’il suffit



que la condition 4 soit remplie ; ainsi il faut et il suf fit que le noyau 03C6 (03B1, n), supposé
non négatif, donne naissance à une intégrale singulière

(- l  - h  o  + k  + 1) ayant le point x = o pour point singulier et 1 pour

valeur limite. 
’

Il est évident que cette condition est nécessaire ; vérifions directement qu’elle est
suffisante.

Soit e un nombre positif inférieur à x et à 1- x, x étant le point de continuité

que l’on étudie. Écrivons ,

Si M est la borne supérieure de ~ f (t) i, la première et la troisième intégrale ont
une somme au plus égale à

Si l’on convient de ne s’occuper que des valeurs de x dans (a, b) complètement
intérieur à (o, 1) et si l’on a pris ~ inférieur à a et à 1 - b, ceci est au plus égal à

~ (~, rt, a, b) est indépendant de f et, quels que soient a, b, e satisfaisant aux condi-

tions énoncées, tend vers zéro avec - . .
n

Il ne reste qu’à étudier

d’après le premier théorème de la moyenne, ceci s’écrit

e étant compris entre - ~ et -f- r, U~ (~) désignant l’oscillation de/dans (x - e, x + s)
et n) étant une fonction indépendante de f jouissant de toutes les propriétés
ci-dessus indiquées comme appartenant n, a, b).

La conclusion résulte de là immédiatement ; on voit même, puisqu’ici le module
de la différence In - f (x) se limite facilement par la formule



que la convergence de In vers f (x) est uniforme quand x est dans un intervalle
complètement intérieur à un intervalle de continuité de f (x).

Comme je l’ai annoncé au début, le raisonnement précédent ne diffère pas de celui
que Poisson a indiqué pour l’étude de l’intégrale qui porte son nom et que Schwarz
a rendu rigoureux en lui donnant la forme classique. C’est aussi le raisonnement qui
sert pour l’étude de l’intégrale de Weierstrass et de celle de M. Fejér. Enfin, le rai-
sonnement ne diffère de celui qu’on fait dans la théorie classique des intégrales sin-
gulières que par l’emploi du premier théorème de la moyenne au lieu du second, d’où
une plus grande simplicité.

[27] La théorie des séries de Fourier suggère la question suivante : Un

noyau n) satisfait aux conditions I1V du n° 22, 2 du n° 25, 3y du n° 22,4 du
même n° 22, mais pas à 3,~ de ce n° 22 (1). C’est=à-dire que In tend vers f (x) pour
toute fonction f à variation bornée, et cela uniformément dans tout intervalle de con-
tinuité ; mais nous savons qu’il existe des fonctions continues pour lesquelles In ne
tend pas toujours vers f (x) . Existe-t-il des fonctions continues pour lesquelles I~ lend
vers mais non uniformément? On va voir que la réponse est affirmative.

L’hypothèse IIV est vérifiée, mais 3,v ne l’est pas; il en résulte que, quel que soit

l (o  l), l’intégrale +l1-l1 | 03C6(03B1, n) | d03B1 augmente indéfiniment avec n. Ceci posé,

supposons x dans une partie (i, j) intérieure à (o, 1); on a :

cette intégrale Ir~ est étendue à un intervalle contenant (- l, l - j) . Posons alors

quantité qui croît indéfiniment avec n ..

Je dis qu’on peut trouver une fonction f (t) continue à variation bornée de module
au plus égal à l’I et pour laquelle In [ f (t), x] surpasse ou au moins s’approche autant que
l’on veut de est un point donné de (i, j). Cela résulte de suite d’un raisonne-
ment analogue à celui fait au n° 1 ~ pour démontrer que les conditions du théorème IV
sont nécessaires. D’autre part, h étant positif et inférieur à la fois à i et à 1- j con-

(1) Je désigne ici par Lv et 3v les conditions 1 et 3 relatives aux familles J4 et On re-

marquera qu’on ne changerait rien au résultat en remplaçant iv par i, II ou III. Au contraire la

question ne se poserait même plus s’il s’agissait d’autres changements, celui de Iv en III et de v
en Iv, par exemple.



sidérons encore une fonction en module non supérieure à M et qui soit nulle dans

(x - h, x + h); alors on a :

désignons par R(h) le maximum du module pour n variable de la quantité entre
crochets; d’après 1,~ elle est finie, d’ailleurs elle ne décroît évidemment pas quand
h décroît. 

’

A l’aide de ces deux remarques, nous atteindrons facilement notre but. Soient x~
un point de (i, j), 12, ... des intervalles contenus dans (i, j) n’empiétant pas
les uns sur les autres et tendant vers xo’ Nous désignerons leurs milieux par

x~, ... , , leurs longueurs par C~h~, l~h3, ... 1~~ sera la plus petite distance

de x0 à un point de Ip .
Déterminons une fonction fp continue, à variation bornée, de module inférieur

à lp et telles que, pour une certaine valeur de n, le module de ln (t) xp ] sur-
passe p + 2 R (hx,) de sorte que l’on a :

Cette détermination de fp pourra être faite en assujettissant vp à surpasser telle
valeur donnée que l’on voudra.

Soit 9p une fonction à variation bornée et continue telles que l’on ait c~~ = o à

l’extérieur de Ip, 9p dans (xp - hp, x~, + hp), ~ C l~ et - fp ~  i dans

tout Ip. Cette détermination est possible si, comme nous le supposerons, on a lp  1;

alors on a :

Pour la fonction, f égale à ~~ dans chaque Ip et à zéro ailleurs, on a :

La convergence de I(x) vers f(x) n’est donc pas uniforme autour de x0 si les vp
croissent indéfiniment, mais elle est uniforme partout ailleurs puisque f(t) est con-
tinue et à variation bornée partout sauf peut-être autour de Pour légitimer l’affir-
mation qui a été faite, il va suffire de profiter de l’indétermination des lp et des vp de
façon que f (t) soit continue au point x~ et que In [ f (t), xo] tende vers zéro quand n
croît indéfiniment.



Le premier point sera réalisé si les lp tendent vers zéro avec -. Pour le second,
P

remarquons que l’on a :

Chaque terme de cette série tend vers zéro avec I ; ; d’autre part, les termes de
n

cette série sont majorés par ceux de la série

il suffit donc, par exemple, de prendre lp égal au plus petit des deux nombres
et R I - pour fournisse l’exemple cherché.

La fonction ainsi construite présente le seul point de convergence non uni-
forme t = xo; il ne serait évidemment pas difficile de faire en sorte qu’il y ait une
infinité de tels points, mais il y aurait sans doute quelques difficultés à vaincre pour
construire une fonction continue f pour laquelle In(x) converge partout vers f (x)
sans converger uniformément dans aucune partie de (o, 1) . Nos raisonnements lais- ,

sent douteuse l’existence d’une telle fonction.

b) REPRÉSENTATION AUX POINTS DE DISCONTINUITÉ.

[28] Il est naturel d’étudier tout d’abord ces points de discontinuité de pre-
mière espèce en lesquels on a :

et que j’appellerai points réguliers.
Il est tout à fait évident que pour que In(x) tende versf(x) en tout point régulier

il faut et il suffit que les conditions du n° 22 soient vérifiées, la condition 4 étant

remplacée par la suivante :

(4) quel que soit l1, tel que o C li [ t, les intégrales

doivent tendre vers I , quand n croit indéfiniment.
2



Il n’est pas inutile Ne remarquer que cette condition (4) est remplie si ~(x, n) est
une fonction paire en x, c’est-à-dire telle n) + p (- oc, n) = o, et satisfait

aux conditions du n° 22.

[29] Les remarques précédentes suffisent pour l’étude de In (x) aux points de dis-
continuité de première espèce (1). D’après la théorie de l’intégration des fonctions
sommables, il existe des points de discontinuité de deuxième espèce qui sont en

quelque sorte les points ordinaires de ces fonctions sommables, puisque les points ne
faisant pas partie de leur catégorie forment au plus un ensemble de mesure nulle :
ce sont les points x en lesquels j(x) est la dérivée de l’intégrale indéfinie de jet) et

plus particulièrement ceux pour lesquels la fonction / ) j’(1) - J(x) | dt considérée

comme fonction de t admet une dérivée nulle pour t = x.

Etudions les points de cette dernière catégorie. Les conditions 4 et (4) des n°S 22
et 28 ont été obtenues en examinant le cas des fonctions f(t) ne prenant (sauf
pour t = x) que les valeurs o et 1 et ayant au point t = x une singularité de la
nature considérée. Quelles sont les fonctions analogues dans le cas qui nous intéresser

Ces fonctions ne prenant que les valeurs 1 et o ont, à l’origine, soit la valeur 1,
soit la valeur o. Il suffit d’examiner le premier cas, car, si f (o) =1, la fonction

03C6(t) = 1 - f (t) prend la valeur o à l’origine.

Soit E l’ensemble des valeurs de t pour lesquelles f(t) = 1 ; pour que t0| f (t)- Il dt

admette une dérivée nulle à l’origine, il faut évidemment que, si d désigne la mesure
de la partie de E contenue dans un intervalle (a, b) contenant l’origine, le rapport

1 d ( b) tende vers 1 avec longueur (a, b). Ce que l’on peut exprimer en

disant que E doit avoir une densité égale à I à l’origine.
’D’où la nouvelle forme de la condition 4 : ï

((4)) l’intégrale E03C6 (x, n)dx étendue à un ensemble mesurable quelconque E con-

tenu dans (- l1 + lJ, , (o [ l1 ~ 1), et de densité ~ à l’origine, doit tendre vens 1 quand
n cnoît indéfininzent. 

’

Mais cette transformation ne suffit pas toujours pour fournir la condition néces-
saire et suffisante. Il est évident en effet que, dans le cas des familles rd~~, ’~~, les

conditions imposées n) n’assurent même pas l’existence de I,~ pour toutes les

fonctions f de la famille (n° 5).
Mais la transformation de la condition 4 du n° 22 nous fournit bien la condition

nécessaire et suffisante dans le cas de la famille 

(1) Dans ce qui suit, nous ne nous occupons plus que des les.seules

dont les fonctions peuvent avoir des points de discontinuité de seconde espèce.



En effet, de la condition ((4)) il résulte que l’intégrale 03C6(03B1, n)d03B1, étendue à

un ensemble de densité nulle à l’origine, tend vers zéro avec I ; il en est donc de

même de l’intégrale f(03B1) ’P(oc, quelle que soit la fonction f(03B1) de J3, puisque
/’(oL) est bornée. Ceci posé, si petit que soit E, l’ensemble des points où l’on a

r étant le point que l’on étudie en lequel on suppose que t |f(t) - f(x)|dx a une
dérivée nulle, a une densité égale à i à l’origine. Donc, on ne modifie In que d’une

quantité qui tend vers zéro avec 2014 si on la remplace par

e étant compris entre - 1 et + I . L’égalité précédente permet de conclure de suite 
’

que In [ f (t), x~ tend vers f(x).

[30] La condition ((4)) est trop compliquée pour être facilement maniable ; aussi
n’irais-je pas plus loin dans cette voie, d’autant qu’ici les réciproques ne sont plus

guère intéressantes et que par suite on peut se borner à la recherche de conditions
suffisantes applicables aux noyaux de formes très particulières qui se rencontrent
dans les applications. C’est pourquoi je suppose ici que, pour toute valeur de ce ~ o,

n) tend vers zéro avec I j , que 03C6 (x, n) admet une dérivée partielle continue en ce

que je représente par 03C61 (a,, n) (’) et que 03C6 (x, n) est une fonction paire de x (2).

~ (x, n) étant toujours supposé convenir pour la représentation des fonctions de
l’une des familles Sfl, ~~~, gf3 en leurs points de continuité, pour une fonction de la
famille considérée l’étude de In [ f (t), x~ se ramène à celle de

si petit que soit A. Nous écrirons cela : 1

(1) Cela n’interviendra que par cette conséquence; on a

k étant une constante en a et p~ une fonction sommable de a.

(’~) Cette dernière condition n’est nullement essentielle au raisonnement; voir la note suivante.



et, en posant

l’étude de la convergence de In [ f (t), x] vers f (x) revient à l’étude de la convergence
vers zéro de

Or, si l’on pose ~~’ («) = / f~ («) d«, ceci s’écrit :
0

donc, avec nos hypothèses, c’est l’étude de cette dernière intégrale qu’il suffit
d’effectuer.

Supposons que 9F (a) ait une dérivée nulle pour x = o, ce qui est en particulier
réalisé quand 0 f (x)dx admet une dérivée égale à f (x) pour t = x. Alors on peut

= x 6 (x), 6 (x) étant une fonction continue s’annulant avec ce. Notre inté-

grale s’écrit .

. 

Elle tendra vers zéro toutes les fois que le noyau ce ~1 (x, n) satisfera aux trois pre-
mières conditions du n° 22 qui sont relatives à la famille ~~. Or, dans le cas de la
famille ~~, la condition 3 entraîne la condition 1; de plus, la condition 2 est évidem-
ment remplie par le noyau ce c~1 (x, n), car on a :

et nous avons supposé que (p(x, n) était le noyau d’une intégrale singulière. Il suffit
donc d’exprimer la condition 3 : l’intégrale A003B1|03C61(03B1, n) est uniformément bor-

née, quel que soit n. Or, on a :

, 
, 

~A ~ 
, i 

., _.

donc 0 |03B103C61(03B1, n)|d03B1 et o ~03B1 03B103C6(03B1, n)|d03B1 sont uniformément bornées en même

(1) Si l’on ne supposait pas /x) soit une fonction paire de x, les résultats qu’on va
obtenir seraient vrais à condition de prendre pour définition de f1 (x) l’égalité

Les résultats mêmes du texte seraient encore vrais n), sans être une fonction paire,
satisfaisait aux conditions du no 28.



temps, puisque 03C6(03B1, n) satisfait à la condition 3 du n" 22. Remarquons encore que

/ 2014 n)| d03B1 ne diffère pas de la variation totale dans (o. A) de
~/0 oY

donc on peut formuler la proposition suivante, dont l’énoncé est évidemment inuti-
lement restrictif :

a) Si le noyau c~ (x, n) convient pour la représentation des fonctions de l’une des
familles J1, J2, J3 en leurs points de continuité, s’il satisfait aux conditions énoncées
au début de ce numéro;

b) Si enfin x ~~ («, n) a une variation totale finie inférieure à un nombre fixe, indé-

pendant de n, dans un intervalle (o, A), , l’intégrale

tend vers fC x) pour toute valeur de x telle que la fonction ‘~~(x),

admette une dérivée nulle, pour « = o.

La condition relative à la variation totale de a :~ («, n) peut être simplifiée dans un
cas particulier important, celui où, quel que soit n, «c~(a, n) en tant que fonction
de «, n’a pas plus de p maxima et minima, p étant indépendant de n. Il suffit alors
évidemment que « c~ (x, n) soit uniformément borné, quels que soient a et n, pour que
la condition considérée soit remplie, et inversement.

Une dernière remarque. Supposons n) satisfasse aux conditions de

l’énoncé précédent, sauf à la dernière, et que l’on ait pu poser

a,P(«, n) satisfaisant aux conditions 2 et 3 ci-dessus examinées ; c’est-à-dire que, pour

o 03BB , 03BB « P (x, n) dx tend vers zéro et que ce ( P («, n) est uniformé-o  À  pw, 
a 

(1. P (03B1, n) d03B1 tend vers zéro et que 
o 

(1. 1 P (rL, n) 1 d’X est uniformé-

ment borné. Alors la contribution de P dans l’intégrale étudiée tend vers zéro

avec - d’après le raisonnement précédent.

[31] Dans le calcul précédent; on n’a tenu compte que d’une des propriétés
de sa continuité. Or est de plus à variation bornée dans tout intervalle (a,, ;~.~
ne contenant pas l’origine (o ~ a  u).. _

Même sa variation totale dans (~, quand, ~, étant fixe, ). tend vers zéro est unc



fonction de ~ dont l’ordre de grandeur n’est pas quelconque, puisque a 9 (x) doit être
à variation bornée jusqu’à zéro. Pour tenir compte de cela, écrivons : .

La seconde intégrale pourra s’évaluer par le second théorème de la moyenne ;
mais ceci ne pourra nous servir que si an varie avec n, sans quoi la convergence
vers zéro de l’intégrale étendue à (an, A) serait évidente. Il faudra donc faire tendre

an vers zéro avec - , assez lentement pour que, en tenant compte de l’ordre de gran-
deur de la variation totale de 6 (x) dans (an, A), on puisse affirmer que la seconde
intégrale tende vers zéro. Quant à la première, on l’étudiera par le premier théorème
de la moyenne, c’est-à-dire en somme par la méthode du numéro précédent.

Pour l’application que j’ai en vue, il y a avantage à écrire l’intégrale à étudier
sous la forme

on supposera d’ailleurs que J, («) a une dérivée nulle pour u = o.o ~
(ce qui revient à dire que la variation totale de SI (t) dans (o , a) a une dérivée nulle

pour « = o). On posera O, («) = r 03B81 («) ; 03B81 (u) tend vers zéro avec u.
Calculons d’abord, dans ces conditions, une limite supérieure de la variation

totale V/ [03B8 (03B1) 03B1] de 
03B8(03B1) 03B1 

dans l’intervalle (03BB, p) . On a :À « « 
i

d’où il résulte (1) :

Pour la première intégrale, nous servant de l’intégration par parties, nous aurons

(1) On utilise ici la relation évidente :

dans cette relation c’est toujours le signe == qui convient, mais l’inégalité précédente nous suffira.



Or

désignant la limite supérieure de ()1 (x) dans (o, p.). Quand ), tend vers zéro,

étant fixe, la plus grande des limites de ), ~ (x) a est donc au plus égale à 4 ~ u,).

Mais, si v est un nombre compris entre o et ;~, pour a assez petit il est entre A et tJw et

par suite on peut écrire + V 03BD, donc 
03B8

(x) a tend au plus 

quand A tend vers zéro. Et comme on peut prendre ~(03BD) aussi petit que l’on veut

~ («) « tend vers zéro quand, ’ u étant fixe, ), tend vers zéro.

Ceci établi, opérant comme il a été dit, nous écrivons :

M (a") étant le maximum pour n donné de ’ ~. -~1 (x , rt) ~ , x variant de o â an, et

~ le maximum pour rt donné de j / t~ ~1(t, n) dt j quand (a, ,f3) est un intervalle
ce

quelconque tel que l’on ait a~  x C a  A. On voit qu’il suffit que 
I 

et ~1 (a,z)’ ~ (an) 
’

soient des infiniment petits âe l’ordre de an pour qu’on puisse en conclure que l’in-

tégrale considérée tend vers zéro.

Ainsi, lorsque 03C6(03B1, n) satisfait conditions a) de l’énoncé da précédent et

lorsqu’il est possible de trouver un nombre an tendant vers zéro avec I tel que les quan-
a

tités ci-clessus définies I M(an) et N (an) soient cle de an , l’intégrale

en tout point x tel que la fonction J1(03B1),

adm-ette une dérivée nulle, pour x = o.

Plaçons-nous maintenant dans les conditions indiquées à la fin du numéro pré-
cédent : c~ satisfait aux conditions a) on a posé m1= P + Q et P satisfait aux condi-



tions indiquées. Si donc on suppose qu’on définit M(an) et par la considération

de « Q(«, n)| et de / n)dt , et que l’on puisse déterminer an comme il est

dit dans l’énoncé précédent, la conclusion de cet énoncé subsiste.

[32] La portée des énoncés de ce chapitre se trouve considérablement accrue
moyennant une remarque très simple qui nous a déjà servie, mais qu’il importe de
formuler explicitement.

Parmi les conditions du n° 22, les deux premières permettent d’affirmer que,
pour les fonctions de celle des familles à à laquelle elles sont relatives, la con-

tribution dans l0 f(t)03C6(t - x, n)dt de la partie extérieure à un certain intervalle

(a, b), arbitrairement choisi intérieur à (o, 1) et contenant x, tend vers zéro avec -. Et
n

même cette convergence vers zéro sera uniforme, quel que soit x dans (al, b1) inté-
rieur à (a, b), si la condition 2 du n° 22 est remplacée par la condition 2 du n° 25 ;
donc : lorsque le noyau 03C6(03B1, n) satisfait aux deux premières conditions du n° 22 rela-
tives à l’une des familles ‘~1 à pom° les fonctions de cette famille, la convergence ou
la divergence de In [ f (t), xJ vers f(x) ne dépend que de l’allure de la fonction au voisi-
nage du point x.

Et aussi : si 03C6 (u n) satisfait aux conditions 1 (n° 22) et 2 (n° 25) relatives à l’une

des familles J1 à J5 et si l’on considère deux fonctions f, fl de cette famille égale dans
(a, b), , quel que soit x dans (al, intérieur à (a b), les deux intégrales In [ f (t), x],
In [ f (t), x] convergent ou divergent en m.ême temps et leur différence tend uniformément
vers zér°o.

Tout cela a déjà été dit, c’est l’objet du chapitre précédent; mais il n’était peut-
être pas inutile d’attirer l’attention sur ce fait que les conditions 3 et 4 du n° 22 n’in-
terviennent pas dans ces énoncés, de sorte que, par exemple, un noyau satisfaisant
aux conditions 1, ("), 2, 3~, 4 fournit une intégrale In qui, quelle que soit la fonc-
tion sommable f à laquelle on l’applique, tend uniformément ;ers f à l’intérieur de
tout intervalle dans lequel f est continue et à variation bornée Q.

Tirons de là une autre conséquence. Supposons ; ~ o et satisfaisant à la condi-
tion 4 du n° 22 ; alors, si/est comprise entre z et Z dans (o, 1), quel que soit x dans
(o, 1), on aura, pour n assez grand, d’après A (n° 4), .

sous la seule réserve que x~ existe.
Mais d’après ce qui précède, au lieu de définir z et Z par la considération de

(t) Pour cette notation, voir no 27, en note.
(2) L’application aux séries de Fourier est évidente; voir le numéro suivant.



tout (o, 1), on peut n’en conserver qu’une petite portion contenant x, de sorte que,-
si m et M sont les minimum et maximum de f au point x 03BB et 03A9 les limites d’indéter-
minations pour n = ~o de l’intégrale In [ f (t), x~, on a :

quand le noyau ~(a,, n) est positif et satisfait à la condition 4 du n° 22. .

~ 

VII.

[33] L’intégrale de Fourier-Dirichlet. - L’intégrale

représente, on le sait, la somme des n + 1 premiers termes de la série de Fourier
de f (x). Sa théorie est connue ; je rappelle seulement les résultats la concernant, qui
sont établis par ce qui précède. 

’ 

.

tend + o) + f (x - o)~, quand n augmente indéfiniment, si x est
intérieur à un intervalle (x, a) où f (x) est à variation bornée ; la convergence est uni-
forme si x est dans (a, b) entièrement intérieur à (al, b1) où f(x) est continue et à
variation bornée 22, 25, 32).

La convergence où la divergence de pour une valeur x, dépend seulement de
l’allure de f au voisinage de cette valeur x, quelle que soit d’ailleurs la fonction som-
mable f (n° 32). 

’

. 

Le noyau

‘la

est tel que Ô | 03C6 (t, n)|dt n’est pas bornée, car on a :



puisque dans les intervalles considérées surpasse - ; or, cela s’écrit :
2 2

et la série de terme général L ( 1 4 6p + I) est divergente.
De là résulte (nos 22, 27) qu’il existe des fonctions continues dont la série de Fou-

rier n’est pas partout convergente, et aussi des fonctions continues dont la série de
Fourier est partout convergente (~), mais n’est pas partout uniformément convergente.

Relativement aux séries de Fourier, on peut ajouter que les coefficients d’une
telle série tendent vers zéro, quelle que soit la fonction sommable qui a donné nais-
sance à la série (n° 13). Voir aussi les résultats des deux numéros suivants.

[34] Intégrale de Poisson. - Cette intégrale s’écrit :

Le noyau

est positif ; il tend uniformément vers zéro dans tout intervalle où cos « ne s’annule
pas, quand on donne à r des valeurs, fonctions de n, tendant vers i par valeurs plus
petites que i. Donc il suffit, ce qui est immédiat, de vérifier que

pour en conclure que Pn tend vers ) [f(x + o) + f (x - o)~ en tout point ce de discon-
tinuité de première espèce de la fonction f sommable (n° 28) ; cette convergence est
uniforme à l’intérieur de tout intervalle de continuité (n° 25). La convergence de

(1) Pour être tout à fait rigoureux, je devrais seulement conclure l’existence de fonctions
continues dont la série de Fourier ne converge pas partout vers la fonction; car, du no 22 et du
chapitre v, il résulte seulement que si ’P satisfait aux conditions i, 2, lt du no 22 pour une des
familles à sans satisfaire à la condition 3 correspondante, il existe une fonction .f(t)
faisant partie de la famille considérée, nulle et continue pour t = x et telle que ln ~ f’(t), x ne
tende pas vers zéro. Mais en modifiant très légèrement les constructions du chapitre v, on arri-

. 
verait à une f (t) telle que la limite supérieure d’indétermination de | In [f’(t), x] | soit infinie.

Pour le cas des séries de Fourier de fonctions continues, on sait d’ailleurs que la conver-
gence ne peut avoir lieu vers une autre limite que la fonction ayant donnée naissance à la série;
cette proposition intéressante pourrait, sans doute, être étendue à de nombreuses intégrales
singulières. ’



Pn en un point de discontinuité ne dépend que de la nature de f (x) au voisinage de
ce point (n° 32).

x r~) a évidemment une variation totale finie et bornée, s’il en est ainsi pour
sin a . ~ (x, n). Étudions cette quantité ; on a : ,

Cette expression n’a donc qu’un nombre fini de maxima ou minima dans (o, 27t)
et la valeur absolue de ses maxima et minima est

Donc (n° 30) Pn tend vers f (x) en tout point x tel que f (x + t) [et plus généra-
lement f (x + t) + f (x - t) - f(x)] soit, pour t = o, la dérivée de son intégrale
indéfinie en t.

Ce résultat est dû à M. Fatou qui l’a obtenu par des considérations différentes (r).
Bien entendu, nous n’étudions ici que la variation de l’intégrale de Poisson quand

on se déplace sur un rayon ; il n’y aurait aucune difficulté à aller plus loin, mais
aussi aucun intérêt, puisque la méthode utilisée ici est la méthode classique.

[35] Intégrale de M. Fejér - Cette intégrale s’écrit :

elle représente la moyenne arithmétique des n premières sommes de la série de
Fourier de la fonction sommable f.

Le noyau est positif et tend uniformément vers zéro quand la variable est dans un

intervalle entièrement intérieur à (o, 2 03C0); de plus, il est évident que n) dx
est égal à I puisque cette quantité est la moyenne arithmétique des n premières som-
mes de la série de Fourier de la fonction f constamment égale à 1.

(1) Séries trigonométriques et Séries de Taylor (Thèse 1906 ou Acta mathématica, t. XXX,
pp. 335-4oo). Voir pp. 3fj8-34g.



Donc Fn tend vers ) [ f (x + o) + f (x - o)] en tout point de continuité ou de dis-
continuité de première espèce, et cela uniformément, quel que soit x, dans un inter-
valle complètement intérieur à un intervalle de continuité de f. La convergence de
Fn en un point ne dépend d’ailleurs que de l’allure de f au voisinage du point étudié.

Etudions maintenant ~ 03C6(03B1, n). On a :J~x ’~ ( )

Posons

et essayons d’utiliser les résultats indiqués en fin des n°g 3o et 31. Pour la simplicité
du calcul, nous remplacerons aP(a, n), , aQ(a, n), n) par 2 sin « . P (x, n),

2

2 sin - . Q (a, n), 2 sin x 2 ~ . Q (x, n), ce qui est évidemment légitime.2 B 2 ,
P (a, n) tend uniformément vers zéro avec - dans tout intervalle entièrement inté-

n

rieur à (o, 2 -) ; de plus, on a :

P remplit donc les deux conditions du n° 30.
On a d’ailleurs :

quantité dont le maximum est n . . Donc; quel que soit an (n° 3i), on a M’(an) .

par suite on a : N (an)  - .
nx



Si donc on prend an = 03C0 n, les conditions du n° 31 sont remplies.
Ainsi il est prouvé que Fn tend vers f(x) pour toute valeur de x telle que |f(x + t) |

[et plus généralement + t) + f(x - t) - 2 f (x) ( ] est, pour t = o, la dérivée de
son intégrale indéfinie.

La démonstration précédente ne diffère que par des détails de forme de celle que
j’ai donnée dans un article des Mathematische Annalen (Recherches sur la conver-

gence des séries de Fourier, Bd LXI, I905, p. C’est en vue de cette démonstra-

tion qu’a été écrit le n° 3i ; j’avais d’abord cru pouvoir étendre assez le théorème du
n° 3o pour pouvoir en déduire le théorème qui nous occupe, mais à la rédaction je
me suis aperçu de mon erreur. Ce n’était d’ailleurs pas la première fois que je me

trompais sur ce point; dans mes Leçons sur les séries trigonom.étriques, n° 50, j’ai
prétendu donner une démonstration élémentaire de la proposition précédente, mais,
comme on le verra sans peine, mon raisonnement est basé sur une grossière faute de

calcul, sur l’oubli d’un exposant 2. Pour réparer cette erreur il faut, ou bien substi-
tuer à la démonstration fautive celle de l’article des Mathematische Annalen, ou bien

je l’ai indiqué dans le même article au début du paragraphe VI, se contenter
de démontrer que la moyenne arithmétique des n premières moyennes arithmétiques
des sommes de la série de Fourier de la fonction f(x) tend vers f(x) en tout point x

où f (x + t) -E- f (x - t) - 2 f (x) est, pour t = o, la dérivée de son intégrale indé-

finie en t. La démonstration de ce fait résulte d’ailleurs de l’expression de cette

seconde moyenne arithmétique qui se présente sous la forme d’une intégrale singu-
lière à noyau positif à laquelle s’appliquent les théorèmes des n°s 26 et 30.

On peut appliquer à l’intégrale de M. Fejér, comme à celle de Poisson, les remar-

ques du n° 32, et de là se déduisent les résultats sur la nature de la divergence d’une

série de Fourier que j’ai donnés dans mes Leçons sur les séries trigonométriques, au

n° 51, et qui avaient été obtenus par le même procédé par M. Fejér lui-même (Unter-
suchungen über Fouriersche Reihen, Bd p. 68). Je rappelle ces

résultats uniquement pour réparer une omission, pour dire qu’ils avaient été obtenus

antérieurement par le Professeur E. Hossenfelder comme conséquences d’une étude

directe de l’intégrale faite suivant les méthodes jadis utilisées par P. du Bois-

Reymond (Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, XXVII Jahresbericht des kônigl.

Gymn. zu Strasburg, I900 ; Teubner, éditeur).

[36] L’intégrale de Weierstrass. - L’intégrale de Weierstrass s’écrit :

Weierstrass l’appliquait à une fonction f uniformément continue et bornée dans

(2014201400, + oo).



Le noyau étant positif, tendant uniformément vers zéro dans tout intervalle fini

ou non ne contenant pas zéro et de plus étant tel que n) du = I, les théo-

rèmes des nos 22, 28 s’appliquent et nous pouvons conclure que vVn tend vers

2~fBx + ~) + x o ’

en tout point de continuité ou de discontinuité de première espèce quelle que soit la
fonction f, sommable dans (- + oo); et cela uniformément à l’intérieur de tout
intervalle de continuité.

Mais ce résultat ne contient pas celui de Weierstrass (i). Remarquons que, quels
/"*+oo

que soient a [ o et b>o, les intégrales a-~ (03B1, n)d03B1, +~b03C6(03B1, n)d03B1 tendent

vers zéro avec I . . Donc, si f est bornée à l’extérieur de (a, b) et sommable à l’inté-

rieur, VV n a encore un sens et la contribution dans Wn des intervalles (- oo, a),

(b, + oo) tend vers zéro avec I : l Mais, d’autre n) tendant uniformément

vers zéro avec I n dans (- oo, a) et (b, + la contribution de ces deux intervalles

tend aussi vers zéro dans quand f est bornée ou non, rnais sommable dans

+ Par suite, a un sens si f est sommable dans un intervalle (),, p)
fini ou non et bornée à l’extérieur de cet intervalle, et la conclusion précédente
s’applique à qu’on étende l’intégrale VV n de à + oo comme il a été indiqué
ou seulement à un intervalle (a, b) contenant o à son intérieur.

On a

donc, n) admet le minimum o qui est atteint pour 03B1 = ± ~, un maximum

et un minimum atteints pour 1 - 2n203B12 = o et égaux à ± I 203C0e. Les conclusions

du n° 30 s’appliquent et Wn tend vers /(.r) en tout point x tel que

soit, pour t = o, la dérivée de son intégrale indéfinie.
Pour généraliser l’intégrale Wn, Weierstrass considère le noyau

(1) Il importe de se rappeler que/’ et sont sommables à la fois, et que le fait que mesu-
rable soit bornée dans (- ~, + n’entraîne pas la sommabilité de f.



W étant une fonction paire bornée, continue et positive dans (- oo, + oo) et co dési-

gnant l’intégrale ~0 W(x)dx que l’on suppose finie.
A ces intégrales s’appliquent le théorème du n° 26 et les remarques du n° 32.

[37] L’approximation des fonctions de grands nombres. - Le mémoire de
Weierstrass (1) ne traite que des généralisations qui viennent d’être indiquées, les

propriétés de Wn étant supposées connues. ,

C’est qu’en effet l’étude de cette intégrale avait déjà été faite à l’occasion de la
Théorie de la Chaleur.

L’étude du mouvement de la chaleur dans une droite indéfinie conduisit Fou-

rier (2) à rechercher une intégrale de ,

se réduisant pour t = o à une fonction donnée f (x) . Fourier remarque d’abord que
la fonction

satisfait à l’équation proposée ; il admet que la limite de cette fonction, pour t = o,
est 

’

et il en conclut

d’où

Or, faisons le changement de notations :

on trouve

c’est l’intégrale Wu. .

(1) Ueber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkürlicher Functionen einer

reellen Veränderlichen (Sitz. d. K. Pr. Akad. d. Wiss..zu Berlin, 1885). Une traduction, faite
par M. Laugel, a été publiée dans le Journal de mathématiques en 1886.

(2) Théorie de la chaleur, art. 36l~, pp. 4~3-415 du tome I de l’édition complète des 
de Fourier, Paris, ~888.



Comme l’indique Fourier, Laplace (1), de son côté, effectuait la même intégra-
tion d’une façon analogue.

L’étude des questions d’approximation des fonctions de grands nombres que
soulève le Calcul des probabilités conduisit aussi Laplace à étudier toute une famille

d’intégrales comprenant en particulier W n. La méthode qu’emploie Laplace con-
siste d’ailleurs à ramener toutes ces intégrales à une intégrale analogue à Wn par un

changement de variables (~).
Parmi les résultats de Laplace, je choisis celui qui est le plus important pour

nous : c, u, u’, u" ... étant des fonctions positives de x ; s, s’, s" des grands nom-
bres, Laplace pose y = y rzvu’S’u"S" ...

Y désigne le maximum de y, de sorte que dY dx est supposé en suppo-

sant d3Y dx2o, Laplace donne comme valeur approchée de + ydx l’expression

La démonstration de Laplace manque entièrement de rigueur, la signification
même qu’il faut accorder au résultat est peu claire. Cependant ce résultat a été fré-

quemment invoqué par les géomètres du dix-neuvième siècle, soit pour démontrer
certaines propositions dans les cas où les inconvénients signalés étaient peu sérieux,
soit pour montrer seulement la vraisemblance de ces propositions.

Dans un Mémoire sur l’approximation des fonctions de très grands nombres et sur
unè classe étendue de développements en séries (3), M. Darboux a légitimé et précisé le
résultat de Laplace. Il a prouvé ] n’atteignant dans (A, B) qu’un seul

maximum et l’atteignant au point a, la valeur principale de / J(x) ’!((x)n(jx est,

pou r n très grand,

Il ressort de la Correspondance d’Hern2ite et de Stieltjes (4) que ce dernier avait
obtenu un résultat analogue, auquel il donne une forme particulièrement intéres-
sante pour nous. On a : 

’

(1) diverses questions (Journal de l’École polytechnique, cahier XV).
(2) Théorie analytique des probabilités, livre I, 2e partie, chapitre i. Voir en particulier le

no 27, pp. 11 i-i iS du tome VII des 0152uvres de Laplace, Paris, I847.
(3) Journal de 3e série, t. IV, 1878 (ire partie, pp. 5-56).
(4) Tome Il, lettres 3I4 à 317 . Voir sur ce sujet une note qui paraîtra à la suite de ce mémoire.



si y(x) est positif dans (a, c), (a  c), plus petit que 1, sauf au point b au voisinage
duquel on a :

a étant une constante positive, s une fonction de t qui tend vers zéro avec t; f est
continue au point b . .

Ce résultat de Stieltjes, comme celui de M. Darboux, contient les plus simples de
ceux qui résultent des considérations de ce mémoire. Voir, par exemple, les résultats
relatifs à ’BV n et aux intégrales Ln et Vn des n°S 3g et 41.

[38] Théorèmes de Weierstrass. - Quand on connaît une fonction entière repré-
sentant dans un intervalle fini une fonction réelle donnée avec une approximation
aussi bonne que l’on veut, il est évidemment facile d’en conclure que la fonction

donnée est représentable avec telle approximation que l’on veut par un polynome ou
une suite finie de Fourier. D’après ce qui précède, toute fonction continue est dans
ce cas puisque Pn , sont des fonctions entières de x. La démonstration qui
vient d’être faite est due à Weïerstrass en ce qui concerne à Picard pour Pli,
à M. Fejér pour Fn.

Signalons une petite différence entre et les autres intégrales. ’Vn est étendue
à un intervalle infini, on ne peut donc espérer représenter dans tout cet intervalle le

noyau de aussi approximativement que l’on veut par un polynome ou une suite
de Fourier, et ce n’est qu’après avoir démontré directement que VTn est une fonction
entière qu’on pourra obtenir des polynômes ou suites de Fourier appiochées..£u
contraire, quand l’intégrale considérée est étendue à un intervalle fini, on peut

espérer approcher autant que l’on veut de son noyau avec un polynôme ou suite de
Fourier, et le remplacement du noyau par ce polynôme ou cette suite de Fourier
fournit des polynomes ou suites de Fourier approchées. Cela a l’avantage de conduire
à des expressions plus simples des polynomes ou suites de Fourier approchées.

Mais le seul cas vraiment simple est celui n) est un polynome ou une
suite de Fourier; les théorèmes de Weierstrass sont alors immédiats. Dans le cas

de F n, y (a, n) est une suite de Fourier; aussi Fn est-elle une suite de Fourier appro-
chée de f.

[39] Représentation des fonctions continues par des polynomes dans un intervalle

fini. - Voyons comment on peut choisir 9(a, n) relatif à (o, I) pour obtenir des

polynômes approchés dans un intervalle fini, qu’on supposera être intérieur à (o, 1).

Posons 03C6(03B1, n) = kn 03C61 (a, n) , kn étant une constante. Si 03C61 était connu, on pour-

rait déterminer kn par la condition que kn +1-1 03C61(03B1, n)da soit égale à i quel que

soit n ou au moins tende vers 1, quand n croît indéfiniment.
Étant donné les . conditions que n) doit remplir, on est assez naturellement



conduit à rechercher ~1 parmi les familles de fonctions qui sont représentées par des
courbes ayant pour courbe limite la ligne polygonale formée du segment (2014 i, o)
de ox, du segment (o, + I) puis du segment (+ 1,0) de oy, et enfin du segment
(o, + I) de ox. .

Si l’on se rappelle la forme de la courbe des erreurs, on est conduit à essayer
~~ = d’où l’intégrale et des intégrales analogues.

On généralise ce choix en prenant ~1 de la forme

1 étant une fonction indéfiniment croissante de n (1). Il est évident que la fonction

~t) déduite de la fonction ~~(x, n) remplit bien les conditions voulues si ~~ est

une fonction continue positive égale à I pour x = o et plus petite que I pour a non

nul et compris dans (- i, + 1). Le choix le plus simple auquel on est ainsi conduit

pour n) soit un polynôme est celui de

se calcule alors facilement par l’intégration par parties. On a :

d’où

D’ailleurs, d’après la forme de ivallis, on a :

mais on a aussi

donc

. (1) Pour le calcul de kn dans ce cas, voir le nO 37.



En définitive on prendra

avec

Cette intégrale a été étudiée récemment par M. Landau (1).
Comme les intégrales les plus intéressantes ne sont certainement pas celles qu’on

construit artificiellement mais celles qui se présentent naturellement, je ne ferai pas
d’autre application du procédé indiqué pour choisir ,~ (a, n). Je préfère indiquer un
procédé de choix en apparence très différent et qui conduira aussi à l’intégrale Ln.

Posons

’f(a, n) doit être une fonction continue, croissante si 03C6 est positif, c’est-à-dire si on
utilise le résultat simple du n° 26, qui tend, pour n croissant, vers la fonction

Signe a égale à + 1 ou à 2014 i. suivant que a est positif ou négatif.
On est ainsi ramené à la recherche d’une expression de la fonction Signe (a)

comme limite d’une suite de fonctions continues qu’on devra vérifier être crois-

santes. C’est là un problème identique au fond à celui auquel conduit la méthode de
démonstration du théorème de Weierstrass qu’a indiquée M. Runge (2). On peut
donc utiliser les calculs qu’on a faits pour l’application de cette méthode. Par

exemple, imitant un raisonnernent de M. Mittag-Lemer, on peut essayer

Il serait facile de déduire de cela des polynômes approchés d’une fonction donnée.
Pour indiquer un cas où y (a, n) se présente de suite sous la forme d’un polynome,
je remarque que Signe (a) est la dérivée de la fonction

(1) E. LANDAU, Ueber die Approximation einer stetigen Funktion durch eine ganze ratio-
nale Funktion (Rendiconti del Circolo mat. di Palermo, t. XXY, pp. 337-345).

(2) Cette méthode se trouve exposée dans les Leçons sur les fonctions de variables réelles
et les développements en séries de polynomes de E. Borel, au chapitre m. On trouvera là la
bibliographie relative aux théorèmes de Weierstrass.



Le développement précédent est valable dans (- ~z , + ~~. Lorsqu’on le

dérive deux fois, tous les termes disparaissent comme il fallait s’y attendre. Mais,
si l’on borne le développement à ses termes de degrés non supérieurs à n + J

en 1 - a~, il reste un terme dans la dérivée seconde, le terme

Si on essaie cette quantité pour n), , on retrouve Ln (’).

[40] Représentation des fonctions continues par des polynomes dans un intervalle
infini. -*- Ce qu’on se propose alors c’est seulement que la convergence soit uniforme
dans toute partie finie de l’intervalle considéré.

Soient (al, (a2, b~), ... des intervalles de plus en plus grands et qui tendent
vers l’intervalle infini donné (A, B); n), , ~~(a, n), ... des noyaux propres à la
représentation uniforme des fonctions continues dans ces intervalles. Supposons, de
plus, ces noyaux positifs, afin de pouvoir utiliser la formule .

du n° 26 dans laquelle, je le rappelle, l~Z est la borne supérieure de dans l’in-
tervalle (o, 1) auquel est étendue l’intégrale In, x est un point d’un intervalle (a, b)
entièrement intérieur à (o, l), e est un nombre positif plus petit que a et que 1 - b,
(j) (E) la borne supérieure de l’oscillation de f (t) dans les intervalles de longueur 2S
compris dans (a - ê, b + ~) ; enfin, [2 et 1 + Q~ désignent les quantités

Si nous supposons, ce qui est réalisé dans les exemples précédents, que l’on ait
toujours

- ~ Eil en résulte est égal à i 2014 n1, n1 étant positif, et que Q ne sur-

passe pas la formule devient donc :

(1) De la représentation analytique de 1 a par la série ci-dessus indiquée on déduit des repré-
sentations analytiques des fonctions représentées par des lignes polygonales et de là se déduisent
les théorèmes de Weierstrass. C’est la méthode de démonstration que j’ai indiquée autrefois
(Sur l’approximation des fonctions, Bull. des Sc. math,, ~8g8, p. 2~8); elle apparaît ainsi
comme beaucoup moins éloignée qu’il aurait pu sembler de celle qui utilise l’intégrale Ln.



Supposons donc que l’on a toujours

posons

et désignons par Mp le maximum de ~ dans bp) on aura

Q? désignant le nombre analogue à ~~1 et relatif à yp , e étant quelconque positif et x
étant dans l’intervalle (a, b), arbitrairement choisi complètement intérieur à (ap, bp),
et aussi à (ap -~- E, bp - e). .

Si l’on convient de prendre là dedans E = 1 , pour p assez grand (a, b) sera inté-
rieur à (ap -t- ~, bp - s) . .

Prenons ensuite n, fonction de p, de façon que pour la valeur de ~ choisie

Mp 03A9p1 soit, par exemple, inférieur à I . . Ce qui, sauf pour le cas f - o qu’on peut

laisser de côté, entraîne limp=~ 03A9p1 = o, car Mp ne peut que croître avec p. Alors
l’inégalité précédente montre que les noyaux n) choisis permettent la repré-
sentation uniforme de f dans toute partie (a, b) entièrement intérieur à (A, B).

Le choix de la correspondance entre n et p a été fait en vue d’une fonction déter-
minée f, mais comme seuls les nombres Mp ont servi dans ce choix, il est à peu près
évident que les r2oyaux considérés conviennent encore pour la représentation de toutes
les fonctions I", telles que l’on ait, au moins pour ah assez grand,

En effet, si cette inégalité est vérifiée pour x extérieur à l’intervalle fini (a, tJw), il

suffira de remplacer dans les formules précédentes Mp par le plus grand des deux
nombres Mp et ni., in désignant le maximum de F(t) ~ [ dans ()., ~~), pour voir que
l’intégrale In,p relative àF tend bien vers F.

En invoquant un théorème de P. Du Bois-Reymond, on en déduira en particulier
qu’étant donné une famille dénombrable quelconque de fonctions continues on peut
les représenter toutes à l’aide des mêmes noyaux.

Si f (x) = x, la famille des ~’ contient toutes les fonctions bornées et continues ;

toutes ces fonctions sont donc représentables à l’aide des mêmes noyaux; c’est

d’ailleurs ce qui résultait de l’étude de 
Au contraire, il est impossible de représenter avec les mêmes noyaux toutes les

fonctions qui sont bornées et continues dans toute partie finie de (A, B) infini. Si, en
effet, on suppose que les noyaux correspondants à (a2, b~), ... sont ?l’ ~~~, ...,



par un raisonnement analogue à celui du n° 5 on construira une fonction f continue

dans toute partie finie de (A, B) et telle que les intégrales b1 a1 f(t)03C61(t-x)dt,
a1

jb2 f(t) - x) dt, ... ne convergent pas.
a2

On a supposé les intervalles (ai , bi) finis parce qu’on supposait que les ? étaient
des polynômes; si les ~ sont quelconques, on pourra examiner de même le cas de
noyaux étendus à tout (A, B) ; la conclusion est la même.

Remarquons encore que, quel que soit (A, B), qu’il soit fini ou non, à condition
de définir f continûment à l’extérieur de (A, B), nous aurions pu considérer des

(ai, bi) en partie extérieurs à (A, B).

[41] Représentation d’une fonction continue par des suites finies de Fourier. -

L’intervalle que l’on considère est alors fini et au plus égal à la période des suites,
qu’on supposera être 2~, ou bien encore la fonction à représenter a la même période
que les suites. On désire la représentation uniforme à l’intérieur de tout intervalle
de continuité et par suite partout s’il s’agit de fonctions continues périodiques.

L’intégrale Fa de M. Fejér fournit une première solution; pour en avoir d’autres
on peut reprendre les considérotions du n° 3g. On est ainsi conduit à l’intégrale

où kn a les valeurs indiquées au n° 39, ou encore la valeur

avec laquelle on a 203C0003C6(03B1, n) dx = I. 
°

Cette intégrale a été considérée récemment par de Vallée-Poussin (t) en même
temps que son analogue Ln, dont M. Landau venait de signaler les propriétés.

L’analogie entre Ln et va presque jusqu’à l’identité. Considérons l’intégrale

dans laquelle v n’est plus nécessairement entier. Ce que nous avons dit de In est
vrai de Lv pourvu que Kv soit un infiniment grand équivalent à l’inverse de

kv = +1-1 (1 - . Or il est évident que si v est compris entre n. et n + I, kv est

(1) Sur l’approximation des fonctions d’une variable réelle et de leurs dérivées par des
polynomes et des suites finies de Fourier [Bull, de l’Acad. roy. de Belgique (el. des Sciences),
n0 3 (mars), I908, pp. I93-254].



compris entre et kn ; donc lîv et sont deux infiniment grands équivalents.

On pourra donc prendre Kv = é " ou un infiniment grand équivalent.
Faisons le changement de variables t = sin  dans

il vient

Si l’on tient compte de ce que a la période 203C0, il en résulte que

tend vers 1 quel que soit ). positif et plus petit que 27c; et par suite l’intégrale

tend vers f, si f est continue. Mais Vn n’est pas autre chose que A~,_2 , puisque Kv
et sont deux infiniment grands équivalents. On conçoit donc que, dans le

numéro suivant, on puisse conclure une propriété de Vn de l’étude de Lv parce que
ces deux intégrales dérivent d’un même noyau (1). Cela ne serait plus légitime cepen-
dant s’il s’agissait d’une propriété dans laquelle on doit prendre pour Kv exactement

l’inverse de (i 2014 ; mais on est en droit d’espérer que des raisonnements,

analogues à ceux qui auraient fourni cette proposition, exigeant que dans Ln on ait
pris pour kn la première valeur indiquée au n° 39, permettraient de conclure pour le
cas où dans on aurait pris la valeur de lin indiquée dans ce numéro-ci (~).

[42] Représentation des fonctions discontinues par Ln et - Le noyau de Li, est

(1) Il serait plus exact de dire d’un même élément différentiel 03C6(03B1, n) du.

(N) Si dans L,v on avait posé t = sin 03B8 2, .r== sin 03BE 2, on aurait eu une intégrale singulière
propre à la représentation d’une fonction continue dans (o, 7:). Cette intégrale n’est pas de la
forme de celles que nous avons étudiées ; nos énoncés ne s’y appliquent donc pas immédiatement,
au contraire celui de 1I. Hobson (voir la note 6 du chapitre 1) s’y applique.



v), qui est égal à o pour x = + I, atteint donc un maximum et un minimum,
pour i - 2 (V + I ) x~ = o, lesquels sont égaux à

quantité qui, pour 03BD ==: ~, a pour limite ± 201420142014.
B/27~~

Le noyau 03C61 de At; est c (sin 03B8 2, v) cos -. . Le facteur 2014201420142014 = 0 cotg 03B8 2 étant à
variation bornée, 03B803C61 est à variation uniformément bornée comme v). Donc

(n° 3o), Lt? et v et par suite Vn tendent vers f(x) en tout point x tel que

soit, pour t = o, la dérivée de son intégrale indéfinie en t.

Ce théorème, en ce qui concerne Ln, a été établi par IIM. F. Riesz (1), qui a prouvé
de plus que Ln jouit des propriétés qui résultent des remarques du n° 32, lesquelles
s’appliquent à Lv et Av .

. VIII.

[43] Les problèn2es de mom.ents. - Stieltjes, dans ses Recherches sur les fractions
a appelé problème des moments la recherche d’une fonction f(x) satis-

faisant aux égalités de la forme Vo / , les cm étant des constantes

données, (/~===o, 1 2, ...).
On dit souvent maintenant qu’on a à résoudre un problème de moments lorsqu’on

b
a à déterminer une fonction f(x) par des égalités de la forme / /~ f(x) gm (x) dx = cm,

. a
les gm(x) et cm étant des fonctions et constantes données.

Le cas de gm (x) = a = o, b = i, a été étudié par Stieltjes lui-même (3) qui a

(i) Ueber die Funktion durch Polynome (Jahresbericht d. Deutschcn
Math. Vereinigung, XVII, igo8, 5, pp. Ig4-21I).

(2) Annales de la Faculté des scienccs de Toulouse, t. VIII, i8()4; IX, i8g5.
(3) Correspondance d’Hermite et de t. II, lettre 385.-Je saisis cette occasion de

signaler, ce que mon ignorance de la correspondance d’Hermite et de Stieltjes m’avait empêché
de faire, l’entière analogie de l’artifice que Stieltjes emploie dans cette lettre pour démontrer

qu’une fonction continuer est bien déterminée par les nombres cm = / et de celui

que j’ai utilisé à la page 37 de mes les séries trigonométriques pour prouver
qu’une fonction continue est déterminée par ses constantes de Fourier.



démontré que ce problème ne saurait admettre plus d’une solution continue. Ce
résultat avait d’ailleurs été obtenu antérieurement par M. Lerch (1).

Comme le remarque Landau dans son travail déjà cité, la théorie de l’inté-
grale Ln fournit ce résultat. Il y a même n) étant un noyau polynome
relatif à (o, I) et propre à la représentation des fonctions continues, on a ;

Ao, Ai ... A~ étant des polynômes en .c. On en conclut que, /(a?) étant la limite
/-i

de / si / est continue, la seule solution continue est la limite,

pour n infini, de

c’est-à-dire de

De là résulte en particulier l’unicité de la solution supposée continue. Ne faisons
plus cette dernière hypothèse ; il est nécessaire que f soit sommable dans (o, 1 )
puisqu’on admet l’existence de c~. Alors, s’il existe une solution f, elle est donnée
par la limite des In partout, sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle, au
moins pour certains noyaux, par exemple pour le noyau de Ln, d’après le théorème
dû à M. Riesz et démontré au n° 42.

On voit donc que dans le cas général f est déterminée, sauf aux points d’un

ensemble de mesure nulle par la connaissance des nombres ck = / f (t) et

nous savons définir une suite de polynomes tendant vers f (t) partout où elle est
déterminée.

c

On peut encore dire que 11 J dt est déterminée.

Lorsque les gm(x) sont quelconques, on raisonnera évidemment de même toutes
les fois qu’on aura pu mettre c(~2014 r, n) sous la forme

la suite du second membre étant limitée ou intégrable terme à terme dans (a, b)
après la multiplication par fC t) (~).

(1) Sur un point de la théorie des fonctions génératrices d’Abel (Acta mathématica,
t. XXVII, igo3). M. Lerch annonce là qu’il avait donné antérieurement son résultat en i8)2
dans une note de l’Académie de Prague.

(2) Un artifice analogue est utilisé par M. Ch. N. Moore : : On certain constants analogous
of Fourier’s constants (Bulletin of the Am. Mat. Soc., 



En particulier, on peut étudier le cas où les gm(x) sont les cos et sin des mul-
tiples entiers de x. Il sera alors commode de prendre pour ? (a, n) une suite finie de

’ 

Fourier en a. On aura alors .

d’où

les ah et bk étant les constantes cm données. In sera ainsi une suite finie de Fourier

qui tendra vers f, si f est continue, et, si f n’est pas continue et que le noyau ait été
bien choisi, qui tendra vers f partout, sauf au plus pour un ensemble de valeurs de x
de mesure nulle. Donc une fonction est déterminée, sauf au plus aux points d’un ensem-
ble de mesure nulle, par ses constantes de Fourier, et nous savons calculer cette fonction
là où elle est déterminée. En d’autres termes, nous savons sommer une série trigono-
métrique divergente; ce sont les suites finies In que nous venons de former qui jouent
dans cette sommation le rôle que jouent les sommes de termes dans la recherche de
la somme d’une série convergente. Si l’on prend l’intégrale Fn, on retrouve natu-
rellement le procédé de sommation de M. Fejér; si l’on prend Pn, on a le procédé de
Poisson (~); si l’on prend Vn , on a un nouveau procédé qui a été signalé par M. de la
Vallée-Poussin.

Quant au problème des moments de Stieltjes, il se différencie de ceux qui précè-
dent en ce que les fonctions ne sont plus sommables dans l’intervalle consi-
déré. On ne peut donc plus espérer raisonner comme précédemment et cela est bien
d’accord avec cette remarque de Stieltjes : le problème des moments, s’il est possible,
est indéterminé. Il faudra donc faire une hypothèse sur f (x); si l’on désire utiliser
les résultats obtenus au n° 40, ce qui est facile, on sera amené à faire une hypothèse
sur la croissance de f (x). La méthode que je vais indiquer sur un exemple conduit à
faire une hypothèse de même nature; il est à remarquer, d’ailleurs, que les travaux
de Stieltjes conduisent aussi à choisir une hypothèse analogue pour déterminer d’une
façon unique la solution du problème des moments. M. Borel a insisté sur ce point
dans son Mémoire et dans ses Leçons sur les Séries divergentes en introduisant la
dénomination de fonction de Stieltjes.

Prenons l’intégrale Wn; l’élément d’intégration est :

(1) Voir, par exemple, mes Leçons sur les séries trigonométriques, p. 8g, et surtout la thèse
de M. Fatou, ,S’éries trigonométriques et séries de Taylor (Acta mathématica, t. XXX).



S’il s’agissait d’une intégration relative à un intervalle fini quelconque, on
pourrait effectuer cette intégration terme à terme, mais cela n’est plus légitime quand
il s’agit d’intégrer de o à + oo. Cependant cela redeviendra légitime si la croissance
de f(t) est assujettie à certaines conditions.

Remarquons que les termes de la série précédente, pris en valeurs absolues, ont

pour somme n ~ f (t) ~ et cette série de valeurs absolues est elle-même
Vr

majorée, pour t assez grand, x étant fixe par la série 2014= ~ ,

Il nous suffit donc que, quel que soit n, j f (t) ( enatadt existe, pour que l’inté=

gration terme à terme soit légitime (n° I I). Concluons en particulier que si l’on a,
pour x assez grand ,

A, m, ~ étant des constantes positives, la fonction f (x) est uniquement détermi-
née par la connaissance de ses moments, en entendant par là que la valeur de f (t)
est déterminée d’une façon unique, sauf tout au plus aux points d’un ensemble de

’ 

mesure nulle. Quant à ces valeurs de f (x), elles se présentent comme limite, pour
n = oo , des expressions

Le terme général est (- I)P n2p p! (c - x)(2p), le développement de la puissance

symbolique 2 p doit être fait suivant la règle ordinaire, puis les exposants de c doi-
vent être remplacés par des indices; il faut tenir compte de la puissance c°; co, cI’ c2, ...

désignent bien entendu les moments donnés.
Si le problème admet une solution continue, les ~~n convergent uniformément

vers cette solution dans tout intervalle intérieur à (o, + oo).
Les méthodes de Stieltjes fournissent, on le sait, des résultats bien plus étendus

que celui que je viens de citer, en particulier elles prouvent la détermination du pro-
blème des moments pour les fonctions satisfaisant à l’inégalité

mais j’ai voulu, en indiquant ce résultat, montrer que le problème des moments

pouvait être abordé sans l’emploi des fractions continues. Il est peut-être possible,
par exemple, de retrouver les résultats concernant les fonctions de Stieltjes par des
raisonnements analogues à ceux qui précèdent.



[44] Représentation approchée due 03B203B1 f(x)g (x) dx . - Je suppose que 03C6 (x, n) est
propre à la représentation de toutes les fonctions d’une des classes ~~ à ‘~3 en leurs
points de continuité, qu’il ne soit jamais négatif et qu’il satisfasse aux conditions
des n°~ 30 ou 3 i . Alors

tend vers f (x), quand n augmente indéfiniment, pour toute valeur de x sauf au plus
pour un ensemble de mesure nulle de telles valeurs. De plus, si f est bornée, In est
aussi borné uniformément quel que soit n. Alors (théorème a’, n° I I), on a :

g(x) étant une fonction sommable dans 6) non extérieur à (o, 1). Cette formule

suppose f bornée. Définissons g (x) à l’extérieur de (a, 03B2) en lui donnant alors la
valeur o, notre formule s’écrira :

sous cette forme elle suppose que l’une des deux fonctions f ou g soit bornée, l’autre
étant seulement sommable.

Passons au cas où j’ et g sont seulement supposés sommables ; il faut alors

énoncer cette nouvelle hypothèse que j(x) g (x) est sommable pour que le pr emier
membre ait un sens ; quant au second, il a un sens si 03C6 est bornée pour n fixe, ce que
nous admettons. Soient fp et gp.des fonctions bornées tendant, en croissant en valeur
absolue avecp, vers f et g, nous avons alors (n° 11) :

Mais cela ne nous permet pas d’intervertir les deux signes lim dans le second
membre de

ce qu’il faudrait faire pour généraliser l’égalité précédemment établie.
La question à étudier est donc celle de l’interversion des deux signes lim placés

devant l’intégrale double an, p du second membre.
Parmi les cas où l’on a le droit de faire l’interversion, l’un des plus simples est

celui où an,p est une fonction croissante et de n et de p. Ici, 03C6 ayant été supposé



positif, an, p croît avec p si les fonctions fp et gp ne sont pas négatives. Or on peut
supposer qu’il en est ainsi, car si f et g n’étaient pas positifs, il suffirait de poser

f’, g’, grr n’étant jamais négatives, et l’on remplacerait l’intégrale / fg dx à
calculer par la somme de quatre intégrales analogues (1).

Quant à la croissance de an,p avec n, quelles que soient les fonctions non néga-
tives f et g, elle ne peut être réalisée. On voit facilement, en effet, que cela entraîne-
rait que, quels que soient a, b, c, d dans (o, /), (a  b, c  d), l’intégrale

soit une fonction croissante de n ; or, quand le rectangle d’intégration ne contient

pas de points de x - y == o, c~ ~x - y, n) tend uniformément vers zéro avec I , ,
n

d’après nos hypothèses.
Mais on verra que la croissance de an,p avec n, pour f - g, n’est pas contradic-

toire avec nos hypothèses. 
’

Lorsque an, p croît avec n quelle que soit f - g; alors, en supposant f et g~ som-
mables, les identités évidentes

nous permettent de conclure comme précédemment

(1) Il résulte de là que, sous la seule condition nouvelle >~ o, on a :

Cette inégalité peut être considérée comme la généralisation de la célèbre inégalité d’Harnack,
laquelle s’obtient en prenant pour c~ le noyau de l’intégrale de M. Fejér comme on va le voir.



égalité qui suppose, je le rappelle, que f2 ~ et g$ sont sommables, que ~ vérifie les
conditions des n°$ 30 ou 31, et que, quelle que soit F(x) sommable et de carré som-
mable, l’intégrale

croisse avec n .

Pour opérer comme nous l’avons fait jusqu’ici, il faudrait maintenant remplacer
cette dernière condition par d’autres ne contenant plus la fonction indéterminée F;
cela ne présente pas de difficultés sérieuses, bien que le résultat ne paraisse pas sus-
ceptible d’être très simplement exprimé à cause de la présence du produit F (x) F (y).
Mais pour l’application que j’ai en vue cette transformation est inutile.

Prenons pour 9 (a, n) le noyau de l’intégrale F n, n° 35, on a :

les et bi, étant les coefficients de la série de Fourier de f ; d’où, en multipliant
par j(y) et intégrant,

Cette expression montre que an,p croît avec n , donc notre théorème est vrai ; la
suite du second membre a évidemment pour limite ~ (ab + b~), d’où l’égalité

qui constitue le théorème de Parseval. Pour le cas de f et g différents, on a :

les ak, bk ; ~k étant les coefficients des séries de Fourier de f et g.
La démonstration de ces égalités de Parseval suppose seulement que , f’~ et g2 sont

sommables. Dans sa Thèse, M. Fatou a le premier légitimé le théorème pour ce cas
très étendu. J’ai dans ce qui précède procédé comme dans mes Leçons sur les séries
trigonométriques pour le cas des fonctions bornées et, pour le cas des fonctions non



bornées, j’ai utilisé des raisonnements qui ne diffèrent que par la forme de ceux
qu’avait employés M. Fatou.

[45] Interpolation. - Les résultats du n° 24 nous ont appris que si 03C6 (u, n) satis-
fait aux conditions du n° 22 relatives à l’une des familles ~~~ à ~5, f(x) était en tout
point de continuité la limite de

les étant des fonctions telles que [ f (t) - fn(t)~ tende uniformément vers zéro,
quand n croît.

Supposons en particulier que f soit continue partout dans un intervalle (a, b)
intérieur à (o, l) et définissons f à l’extérieur de (a, b) par

Prenons arbitrairement des points

N étant fonction de n . Les valeurs correspondantes de la fonction nous permettront
de définir des fonctions fn remplissant les conditions indiquées, pourvu que la gran-
deur maximum des intervalles partiels en lesquels on divise (a, b) tende vers zéro

avec -. . On pourra prendre par exemple :

ou encore prendre pour fn la fonction continue constante pour t et t> aN et

représentée entre ai et a~ par la ligne polygonale dont les sommets sont les points
de coordonnées ai, f (ai).

Ce choix des f~, peut être varié à l’infini, il faut seulement que les fonctions f n
tendent uniformément vers f quand n augmente indéfiniment. On a ainsi des for-
mules permettant l’interpolation avec une approximation indéfinie, ce qui n’est pas
le cas pour la formule d’interpolation de Lagrange (1).

Ces fonctions d’interpolation sont naturellement des polynômes ou des suites
finies de Fourier, en même temps n).

(1) Voir sur ce point : MÉRAY, Nouveaux exemples d’interpolations illusoires (Bull, des
Sc. math.) i8g6); - RUNGE, Ueber empirische Funktionen und die Interpolation zwischen
äquidistanten Ordinaten (Zeilsc. i. u. Phys.. - BOREL, Leçons sur les fonctions
de variables réelles et les développements en série de polynomes.



Si l’on fait l’un ou l’autre des deux choix indiqués pour f,i(t), le calcul de ces

fonctions est particulièrement simple, car elles se présentent sous la forme

les xi étant des fonctions qu’on peut calculer une fois pour toutes, car elles ne

dépendent pas devinais seulement de n, n) et des points a~.

La forme précédente est celle sous laquelle M. Borel donne une formule d’inter-
polation permettant l’approximation indéfinie. Seulemen t, pour compléter l’indica-
tion de M. Borel, il faudrait calculer les polynomes ai jouissant des propriétés qu’il
indique; les méthodes indiquées ici permettraient de le faire, et ainsi à chaque noyau

n) on ferait correspondre, autrement que je ne l’ai fait, une formule d’interpo-
lation permettant l’approximation. ,

Qu’on définisse les xi comme je l’ai fait, ou indirectement par l’emploi de la
méthode de Borel, le calcul sera simple dans le cas des noyaux de Ln et V n si

les ai sont les points divisant (o, 1) en n parties égales.

[46] De la meilleure approximation qu’on peut obtenir avec des polynomes de
degré IL - Les intégrales singulières que nous avons considérées permettent d’abor-
der des questions concernant le degré d’approximation auquel on peut prétendre en
utilisant des polynômes de degré n parce qu’elles fournissent des expressions sim-
ples de polynômes approchés. Pour fixer le langage, convenons de dire que s est
l’approximation relative à un polynôme P(x), expression approchée de f(x) dans
(a, b), est la limite supérieure de ! P(x) - f(x) ~ dans (a, b)..

Si P(x) est un polynôme quelconque de degré n, s est une fonction des coeffi-
cients qui admet une limite inférieure sn ; En est appelé la limite d’approximation
relative aux polynômes de degré n.

On sait que cette limite est l’approximation relative à un certain polynôme de
degré.n au plus, le polynôme de Tchebicheff de degré n au plus.

Du théorème de Weierstrass il résulte que En tend vers zéro en même temps
I

que -; ; on pourra donc dire que l’approximation qu’on peut obtenir avec des poly-
nomes de degré n est de l’ordre si on a démontré que En et ? (n) sont deux
infiniment petits de même ordre.

Je vais étudier la limite d’approxirnation relative aux polynomes de degré n pour
une classe de fonctions continues, celles des fonctions f satisfaisant à une inégalité
de Lipschitz

Mais auparavant je veux prouver qu’une restriction analogue à celle de Lipschitz est
nécessaire pour qu’on puisse dire quelque chose de la limite d’approximation; d’une
façon plus précise, je vais démontrer que : si l’on considère la famille des fonctions



f (x) continues dans un intervalle (a, b) et telles que | ne surpasse pas M, quel que
soit le degré n des polynomes d’approximation, la limite supérieure de la limite d’ap-
proximation correspondante est égale à M .

Bien entendu, quand f est déterminée, la limite d’approximation tend vers zéro

avec 1, mais, dans les conditions indiquées, une limite inférieure de l’ordre de cette
n

lim.ite ne peut être assignée.
Pour démontrer le premier point, je vais faire voir qu’un nombre t, positif et

plus petit que M, étant donné on peut, pour chaque valeur de n, construire un
polynome f (x), satisfaisant aux conditions indiquées, et différant de plus de ~ de
tout polynome P?~ de degré n.

Les seuls polynomes Pn qu’il nous suffit de considérer sont évidemment ceux
qui restent en valeur absolue inférieurs à i~r + r, dans (a, b), r étant un nombre
compris entre E et D’un raisonnement connu (1) on déduit une limite supérieure
pour les modules des coefficients ; soit L cette limite. Soient a le plus grand des

nombres | a , | b |, |an |, I bn| et P un entier tel que l’on ait P(~ - ~ (n + I)03B1 > L. Considé-
rons les polyomes ^ qui sont de degré n au plus et dont les coefficients font partie
de la suite .

Soient ~1, ~~, ... TN ces polynômes, en nombre N. Divisons (a, b) en N parties et

prenons pour f(x) une fonction continue dans (a, b) comprise entre et + M et,

quel que soit 1 fl N, différant de 03C0i de plus de ~ en un point au moins de la

iième partie de (a, b) ; ce qui est possible puisque l’on a : o  ~  M .

Je dis que f (x) répond à la question. En effet, f(x) diffère au moins de ~ de tout
polynôme x . Or, soit un polynôme Pn de degré n au plus ; il ’a au plus n + I coeffi-
cients, en remplaçant chacun de ces’ coefficients par le nombre (ou l’un des nombres)

le plus voisin de la forme k(~ - ~) (n + I)03B1, où k est entier, on modifie chaque coefficient
de moins de ~ - ~ (n + I)03B1, donc le polynôme de moins de r - E . Or si Pn différait de f
de moins de e, le polynôme ainsi obtenu serait un polynôme 7i:, car 1 k ] ne pourrait
alors surpasser P, et ce polynôme r différerait de f de moins de

ce qui est impossible.
Pour démontrer le second point, remarquons que si l’on savait que l’approxima-

(1) Voir, par exemple, Borel, Leçons sur les fonctions de variuble réelle et les développe-
ments en série de polynomes, p. 8fj.



tion relative aux polynomes de degré n était de l’ordre de ~(n) il en résulterait que,
pour chaque fonction f (x) de la famille considérée, à partir d’une valeur de r~, varia-
ble peut être avec f (x), l’approximation serait inférieure à ~~ (n) . Il suffira donc de

montrer que, quelles que soient les suites, nq, ... ; ; ~$, ... la première com-
posée d’entiers croissants, la seconde de nombres positifs tendant vers zéro, on peut
trouver une fonction f (x) de la famille considérée qui, pour une infinité de valeur
de i, diffère de plus de Ei de tout polynome de degré rti. Pour construire cette fonc-
tion il nous est loisible de laisser de côté une infinité de valeurs de et cela nous

permettra de supposer que, pour celles qui sont conservées, les ~i satisfont à des
conditions de grandeur qui vont être indiquées.

Aux deux suites données associons deux suites de nombres positifs tendant vers
zéro, les suites "f;1’ ... ; M2, ... telles que l’on ait Le premier
nombre i conservé sera celui pour lequel on a Mi  NI, soit if, . Pour le second, i2,
on devra avoir

Pour le troisième, on doit avoir

Il résulte de là que, quel que soit ip, on a

Ceci posé, construisons comme précédemment une fonction f1 continue telle que
! ne surpasse pas Mi1 et qui, en certains points de (a, b), diffère au moins de de
tout polynôme de degré ni1 au plus. Puis, ce qui se fait à peu près de la même ma-
nière, une fonction f2 continue telle que ne surpasse pas Mi2 et que, en certains
points de (a, + f~ diffère au moins de de tout polynome de degré nia, f3 sera
telle que |f3| ( ne surpasse pas Mi3 et que, en certains points de (a, b), f1 + f2 + f3
diffère au moins de de tout polynome de degré etc.

La série -~- f3 ... est uniformément convergente et définit une fonc-
tion continue non supérieure à M en module. De plus, quel que soit le polynôme Pnip
de degré nip au plus, on a :

ce qui, pour certains points au moins de (a, b), donne



La fonction f répond donc bien à la question (’). ~
Ainsi on ne peut fixer aucune limite supérieure intéressante pour la limite

d’approximation relative aux polynômes de degré n si l’on sait seulement que le mo-
dule de la fonction f à représenter ne surpasse pas M.

Les formules

des n°s 26 et 4o montrent au contraire qu’on peut fixer une telle limite supérieure si
l’on connaît une limite supérieure 1Z du module de la fonction et une limite supé-
rieure c~ (~) de l’oscillation de la fonction f dans tout intervalle d’étendue 2 ~, puisqu’il
suffit alors de choisir un noyau polynôme pour que les formules précédentes nous
fournissent cette limite supérieure.

J’avais appliqué cette méthode en prenant l’intégrale Ln et des fonctions satisfai-
sant à une condition de Lipschitz et j’avais obtenu ce résultat ; on peut, avec des poly-
nomes de degré n, représenter les fonctions considérées à moins de r et cela de manière
que, quand n croit indéfiniment, n~6 tende vers une limite finie. de la Vallée-

Poussin (2), qui s’était posé de son côté le même problème, obtenait, par des calculs
très simples que je vais reproduire, un résultat bien meilleur puisqu’il prouvait que,
pour une fonction satisfaisant à la condition de Lipschitz, la limite d’approximation

relative aux polynomes de degré n est au moins de l’ordre de I n
.

Soit f (x) une fonction satisfaisant à l’inégalité

, quels que soient x et x + h dans (o, 1). Considérons l’intégrale

dans laquelle on prendra pour kn la première des deux valeurs indiquées au n° 39,

c’est-à-dire celle pour laquelle +1-1 03C6(03B1, n)d03B1 = I(3). x est quelconque dans un

(1) Ce raisonnement n’exclut pas la possibilité d’un énoncé tel que le suivant : Quelle que
soit la fonction f (x) continue, il existe une infinité de valeurs de n variables avec f (x), pour
lesquelles l’approximation relative aux polynômes de degré n est de l’ordre de la fonction don-

(n).
L’existence d’une proposition de cette nature me paraît très improbable. 

’

(2) Sur l’approximation des fonctions d’une variable réelle et de leurs dérivées par des

polynomes et des suites limitées de Fourzer (Bulletin de l’Académie royale de Belgique, classe
des sciences, mars Ig08, pp. ig3-25/t).

(3) Cette supposition est essentielle pour ce qui suit. Dans mon calcul, j’avais pris au contraire

= n , cela explique en partie la différence entre le résultat de NI. de la Vallée-Poussin et

le mien.



intervalle entièrement intérieur a (o, 1); prenons un nombre positif fixe s assez petit
pour que x - e et x + e soient toujours aussi dans (o, 1). Alors on a :

Pour la seconde intégrale, on a :

La valeur asymptotique de kn étant n, pour n assez grand on a kn  n(1).

La seconde intégrale est donc au plus égale à M (I - ~2)n, |f(t) | ne surpassant
pas M ; la même conclusion s’applique à la troisième intégrale, donc on a :

0 étant compris entre 2014 i et + I . Faisant f(x + a) - f (x) quel que soit x, on en tire

d’où, à moins de 4M ( - près,

Le terme négligé est de l’ordre d’une exponentielle, le dernier membre des éga-
lités et inégalités précédentes est de l’ordre de ’ ’ de l’ordre de /, ,n + I n
donc In - j(x) est au moins de cet ordre. Le théorème de M. de la Vallée-Poussin
est démontré puisque In est un polynôme de degré 2n.

Pour faire une application de la première méthode indiquée, reprenons l’inté-
grale Ln mais supposons seulement que j(x) satisfasse à-la condition de Lipschitz-
Dini, c’est-à-dire que, si l’on appelle A(§) le maximum de + 03B4) - f(x)|, x + ~

et x étant deux valeurs de l’intervalle (o, i) considéré, on ait :

(1) Cela est vrai, en réalité, pour toute valeur de n.



La limite supérieure w (~) de l’oscillation def(x) dans an intervalle d’étendue 2 ~
est donc de la forme

6(e) étant infiniment petit avec e.
Avec le choix fait pour kn, nous sommes dans les conditions où l’on peut appli-

quer la formule p), dans laquelle on a :

D’où

~ 

Ici, e n’est pas un nombre fixe, indépendant de n, E est assujetti à la seule condi-
tion d’être assez petit pour que x - e et x + e soient toujours dans (o, I); donc, au

moins pour n assez grand, on peut prendre  = n 3. On en déduit

Le premier terme est équivalent à - 3 _, donc le produit du second membre par
.

log n tend vers zéro avec 1 . Ainsi, pour une fonction satisfaisant à la condition de

Lipschitz-Dini, la limite d’approximation relative aux polynomes de degré n est d’ordre

supérieur à . 

’

[47] De la meilleure approximation qu’on peut obtenir avec des suites de Fourier
d’ordre n. - Tout ce qui vient d’être dit de l’approximation par des polynomes de

degré n peut être redit de l’approximation pour des suites de Fourier d’ordre n,
c’est-à-dire s’arrêtant aux termes en cos nx et sin nx. Seulement, là où dans nos rai-

sonnements on faisait intervenir Ln il faudra maintenant faire intervenir Vn, et, con-

formément à ce qui a été dit au n° 4I, il faudra dans Vn donner à kn la valeur indi-

quée à ce numéro et qui est telle que le noyau 03C6(03B1, n) de l’intégrale Vn satisfasse à la

relation / p(a, n)da = I .

Je me borne à vérifier, pour les suites de Fourier, les deux dernières propriétés
indiquées pour les polynômes.



Nous partons de l’intégrale

qui, pour la valeur choisie pour donne exactement

On voit immédiatement que si l’on modifie les limites d’intégration - x, a~ - x,
si on les remplace par - ~~ , + T par exemple, on ne modifie le second membre que
d’une quantité qui, quel que soit x dans un intervalle entièrement intérieur à (o, 2x),
est de l’ordre d’une exponentielle a-?1. Or après cette modification, si f satisfait à
la condition de Lipschitz indiquée, il reste une quantité qui s’écrit

si l’on remarque que 201420142014 atteint son maximum dans (o, 03C0) pour x = » . Or ceci

2

s’écrit

quantité qui est de l’ordre de 2014=. . Le théorème analogue à celui de M. de la Vallée-
vn -

Poussin est donc démontré.

Prenant la même intégrale supposons maintenant que f satisfasse à la con-
dition de Lipschitz-Dini indiquée au numéro précédent et conservons les notations
de ce numéro. Nous avons

d’où

, 

Faisons là dedans ~ -- Zr~ 1 3, sin - sera un infiniment petit équivalent et
2



cos~ - 2 sera égal à i 2014 /~ à des infiniment petits près d’ordre supérieur à -. d Donc
le premier terme est équivalent à

et nous pouvons conclure comme précédemment qu’à toute fonction satisfaisant à
une condition de Lipschitz-Dini correspond une limite d’approximation relative aux

suites de Fourier d’ordre n qui est d’ordre supérieur à celui de I log n (1).og n

[48] Théorème sur la convergence des séries 4e Fourier. - Pour faire une appli-
cation du résultat précédent reprenons l’intégrale #n : :

. 

- ,

qui représente la somme des n + I premiers termes de la série de Fourier de f (x).
Nous avons déjà remarqué, n° 33, que l’intégrale

n’est pas bornée; cherchons une limite supérieure de son ordre d’infinitude. On a :

et cette dernière quantité est de l’ordre de log n. Donc on peut trouver un nombre A

tel que, quel que soit la fonction f de module au plus égal à M, la somme Ln des

(1) Vn est d’ordre pair; mais il est évident que si l’énoncé est vrai pour les valeurs paires il
l’est aussi pour les valeurs impaires. Les démonstrations supposent aussi que .r soit intérieur à
un intervalle (a, b) intérieur à (o, 2 r) ou du moins de longueur plus petite que 2 x et intérieur
aussi à un intervalle où les conditions de Lipschitz ou de Lipschitz-Dini sont remplies. Si ces
conditions sont remplies quel que soit x, il suffit de considérer séparément les deux intervalles
40, 7:) ~ (7:, 2 7:) pour voir que la conclusion est alors exacte quel que soit x .
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(n + 1) premiers termes de la série de Fourier de f ne surpasse pas AM log n en
valeur absolue.

Ceci posé, supposons que, quel que soit n, on puisse trouver une suite finie de
Fourier d’ordre n, fn, telle que ~ f - fn ~ ne surpasse jamais ~~n . fn étant à elle-même
sa série de Fourier, la somme des /z -+- I premiers termes de la série de Fourier de f
diffère de fn de moins de log n . . Et par suite cette série converge vers f si

log n tend vers zéro avec n . Donc si, quel que soit n, , la limite d’approximation

relative aux suites de Fourier d’ordre n est d’ordre supérieur à celui de I log n , la série

de Fourier de f est uniformément convergente (1). 
’

En rapprochant cet énoncé de celui du numéro précédent on a une nouvelle
démonstration de la convergence des séries de Fourier des fonctions satisfaisant à la

. condition de Lipschitz-Dini.

(1) Si la condition relative aux polynômes d’approximation n’est vérifiée que dans une partie
(a, b) de (0, 203C0), d’après le no 32, la conclusion subsistera pourvu que x soit dans un inter-
valle 6~) entièrement intérieur à (a, b). .


