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SUR

LES CONGRUENCES DE NORMALES
QUI APPARTIENNENT A UN COMPLEXE DONNE,

PAR

Emice TURRIERE,

Professeur au Lycée d’Alencon.

INTRODUCTION.

Le développement des études de Géométrie réglée, en ce qui concerne les com-
plexes, est certainement en retard par rapport a la théorie des congruences de
droites, notamment au point de vue des propriétés métriques : la théorie des con-
gruences, en effet, a donné lieu & de nombreuses recherches se rapportant surtout &
la géométrie projective. « Les propriétés infinitésimales des congruences, écrit
« M. G. Keenigs (1), sont connues depuis beaucoup plus longtemps que celles des
« complexes. Elles se sont présentées aux géométres dés les premiéres recherches
« sur la théorie des surfaces. Dans son Traité de Géométrie, M. Darboux leur a con-
« sacré une place importante et a ajouté a I'intérét que les géométres leur prétaient
« déja en les rattachant aux recherches de Laplace sur les équations linéaires aux
« dérivées partielles du second ordre. »

Parmi les quelques recherches qui sont relatives aux propriétés infinitésimales
des complexes, se trouve I'étude du probléme considéré, pour la premiére fois en 1861,
par Abel Transon et qui peut étre énoncé ainsi : « Un complexe étant donné, déter-
miner loules les congruences de droites qui appartiennent & ce complexe et qui sont des
congruences de normales. » Outre le grand intérét géométrique que présente cette

(1) G. K®nies, La Géométrie réglée et ses applications, chap. v, § 66 (Annales de la
Faculté des Sciences de Toulouse, t. VI, 1892, p. 55).
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question, elle offre aussi un intérét physique, puisqu’elle est équivalente i la déter-
mination des systémes de rayons lumineux jouissant d’une propriété donnée. Au
méme probléme de Transon, Lie (?) rattache d’ailleurs le probléme qui consiste &
déterminer toutes les surfaces pour lesquelles les tangentes & une famille & un para-
metre de géodésiques appartiennent & un complexe de droites donné.

Dans son Mémoire sur les propriétés d’un ensemble de droites menées de tous les
points de lespace, suivant une loi continue (*), Transon attache & tout point M (x, v, z)
de Pespace une droite D dont les cosinus directeurs X, Y, Z sont trois fonclions
données des coordonnées de M. Si I'équation

Xdx + Ydy + Zdz=o0

est intégrable, on sait que la totalité des droites données se répartit en groupes res-
pectivement normaux aux différentes surfaces particuliéres que renferme son inté-
grale générale. Mais la répartition des droites en de tels groupes n’est nullement
subordonnée 4 U'intégration de cette équation : quelles que soient les fonctions don-
nées, i1 y a toujours une infinité de maniéres de répartir Yensemble donné, lorsque
c’est un complexe, en groupes normaux a des surfaces distinctes, et dans le cas méme
ou 'équation ci-dessus est intégrable, la répartition qu’elle procure n’est qu'un mode
particulier entre unc infinité d’autres. Toute surface (8) — que Transon appelle
résolvante — intégrale de 'équation linéaire '

Y Z
(G5

est un lieu de points de départ M de rayons D d’une certaine congruence de normales.
Il en résulte qu'a toute intégrale de cette derniére équation correspond une con-

2Z X\ XY
22Ty

dy dx’

gruence de normales appartenant au complexe et réciproquement.

Tel est le résumé du Mémoire remarquable de Transon, Mémoire qui fut I'objet
d’un rapport de Chasles (3).

L’équation linéaire de Transon est d'une forme digne d’intérét : je ferai remarquer
que c’est I'équation des surfaces de tourbillon dans le champ de vecteurs (X, Y, Z);
et j’al pu obtenir cette équalion en appliquant le théoréme d’Ampére-Stokes. Les
caractéristiques sont les lignes de tourbillon et, dans le cas du complexe tétraédral
convenablement défini, j’ai obtenu leurs équations sous la forme des trois équations
d’Euler pour le mouvement d’un corps solide ayant un point fixe et qui n’est soumis

A aucune force. L'intérét de la méthode de Transon est donc grand, d’autant plus que

(1) Sopnus Lig, Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe mit Anwen-
dung aufdie Theorie partieller Differentialgleichungen (Mathematische Annalen, V, 1872, § 52).

(2) Comptes rendus, 1861, LI, pp. 245-247. Journal de UFEcole Polytechnique, 1861, XXII,
38e cahier, pp. 195-208.

(3) Comptes rendus, LII, pp. 1013-1018. '



LES CONGRUENCES DE NORMALES APPARTENANT A UN COMPLEXE DONNE. 145

j’ai pu obtenir une équation plus générale pour des coordonnées curvilignes ortho-
gonales quelconques.

Mais, & cOté de certains avantages, se trouvent de trés grands inconvénients, pro-
venant principalement du choix des points de départ des droites du complexe lorsque
celui-ci est défini, non plus analytiquement, mais géométriquement. J'ai bien pu
obtenir des régles permettant de choisir des points de départ, dans divers cas parti-
culiers, mais lorsqu’on se trouve en présence d'un complexe tel que le complexe de
Painvin, on est assez embarrassé : il ne s’agit pas, en effet, de choisir des points de
départ quelconques; il faut surtout ne pas perdre de vue l'équation finale qui
doit étre simultanément simple et élégante. La méthode de Transon échoue tota-
lement dans le cas du complexe de Painvin, alors que, par une autre méthode, jai
pu obtenir une équation, non plus linéaire, il est vrai, mais possédant une intégrale
quadratique; le probléme est alors équivalent & la détermination des géodésiques
pour un certain élément linéaire de surfaces harmoniques.

La définition d'un complexe a l'aide des points de départ présente aussi I'incon-
vénient de ne pas toujours fournir un complexe, mais parfois une congruence de
droites : si I'on se donne, par exemple, une quadrique et si, & chaque point de l'es-
pace, on attache les focales du cone circonscrit a la quadrique, on constitue une
congruence isotrope remarquable.

Dans le cas ou la méthode de Transon est praticable, on obtient, non pas les sur-
faces dont les normales appartiennent au complexe, mais les surfaces résolvantes
qui, malgré I'interprétation géométrique donnée par Ossian Bonnet (1), ont des rap-
ports plutdt lointains avec le complexe. Il est d’ailleurs bien naturel qu’il en soit
ainsi et que les surfaces résolyantes ne soient pas intimement liées au complexe,
puisque ces surfaces dépendent du choix des points de départ, lequel choix est arbi-
traire, dans le cas d’'un complexe défini géométriquement.

I1 convenait donc de reprendre le probléme sous un autre jour et d’avoir princi-
palement en vue la détermination des surfaces dont les normales appartiennent au
complexe. Ces surfaces, pour abréger, je les désignerai sous le nom de surfaces tra-
Jectoires. Le premier, en 1870, M. Darboux (*) énonga incidemment le théoréme.
suivant : Etant donné un complexe de droites dont on connait a priori une famille & un
paramétre de surfaces trajectoires, non paralléles, la solution compléte du probléme de
Transon pour le complexe considéré s’obtient sans introduction de nouvelles quadra-
lures. Des conséquences de ce théoréme fondamental ont été développées par
M. Darboux lui-méme dans deux Communications récentes & '’Académie (3) Sur les

(1) Comptes rendus, LII, p. 1082.

(?) G. Darsoux, Sur les systémes de coniques et de surfaces du second ordre (Bulletin des
Sciences mathématiques, 1870, p. 351).

(3) Séances des 15 et 22 novembre 19og.

Fac. de 7., 3¢ S,, 1. 19
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congruences de courbes et sur les surfaces normales aux drottes d'un complexe, qui,
comme l'indique le titre, contiennent des résultats plus généraux et relalifs aux con
gruences de courbes quelconques.

L’'importance du théoréme de M. Darboux n’a point échappé & Sophus Lie (1), qui
rattacha I'étude du probléme de Transon & ses recherches sur les transformations de
contact. Sous la dénomination de probléme des normales, Lie (?) considéra le probléme
de Transon et établit que 'équation aux dérivées partielles du premier ordre dont
dépendent les surfaces trajectoires est caractérisée par son invariance dans la trans-
formation infinitésimale constituée par la dilatation. Je ferai remarquer que cela
revient 4 dire que I'équation du probléme de Transon, pour un complexe quelconque,
est I'équation du premier ordre la plus générale qui posséde une intégrale dévelop-
pable isotrope.

Aprés ce résumé des recherches qui furent faites sur le probléme de Transon,
pour un complexe quelconque, il convient d’observer qu’en ce qui concerne des com-
plexes particuliers, on connait, indépendamment de toute théorie générale, des sur-
faces dont les normales appartiennent & ces complexes : c’est ainsi que Monge (3)
avait déterminé, bien antérieurement a Transon, les surfaces dont les normales
appartiennent au complexe spécial des tangentes a une surface développable, ou a
une sphére. Plus généralement pour un complexe spécial quelconque, le problére
étant équivalent & la détermination des lignes géodésiques de la surface de singula-
rité, le probléme peut étre considéré comme ayant été résolu par Geisenheimer, dans
son Mémoire Sur les systémes de rayons formés par les tangenies a une surface (*), et
par tous les géomeétres qui se sont occupés du probléme des géodésiques.

Dans le cas du complexe linéaire, le probléme fut résolu par Lie et par
M. E. Picard qui, dans sa Thése de Doctorat (1877, p. 31), établit d’'une maniére
purement géométrique que les surfaces trajectoires sont des hélicoides.

Tel est le résumé succinct de I'historique du probléme de Transon, probléme
auquel je vais consacrer le présent Mémoire.

Pour point de départ de mes recherches, j'ai pris le théoréme de M. Darboux; ce
théoréme m’a conduit & des méthodes nouvelles de résolution du probléme de
Transon et n’a amené & faire reposer une théorie nouvelle des complexes de droites
sur la considéralion de leurs congruences de normales.

Un premier chapitre est consacré au théoréme de M. Darboux et & I'illustration
de ce théoréme par quelques exemples: et & propos des exemples, je me permets de

faire observer dés maintenant que, pour des raisons diverses, j'ai cru devoir leur

(1) Lie et Scuerrers, Geometrie der Berithrungstransformationen, p. 273 et pp. 675-685.
(%) Lig, Ueber Complexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe (M. A. 1872).

(3) Application de lanalyse & la géométrie, pp. 246-321.

(4) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, 1872.
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accorder une large place, tout en m’efforcant d’éviter I'exagération. L'examen d’un
exemple bien choisi, étudié sous des points de vue différents, permet de comprendre
les théories générales qu’il précise et offre I'avantage appréciable d’étre parfois 1'ori-
gine de nouvelles recherches. L’'absence d’ouvrage didactique concernant les com-
plexes, autres que le complexe linéaire et les complexes quadratiques, m’a souvent
obligé, & propos des exemples signalés, a faire quelques digressioﬂs inévitables.

Aprés 'examen de ces cas particuliers destinés & mettre en évidence l'intérét du
théoréeme de M. Darboux, jaborde le probléme de Transon dans le cas le plus
général; pour un complexe quelconque, il semble que le théoréme de M. Darboux
soit absolument inapplicable; il n’en est rien et je montre qu’il est possible de réduire
I'équation aux dérivées partielles du probléme & une forme canonique remarquable.

Une telle réduction nécessite I'emploi de coordonnées tangentielles qui ne sont
pas différentes de celles qui furent considérées par Ossian Bonnet, dans ses recher-
ches sur les surfaces minima. Deux systémes de coordonnées me serviront dans la
suite : le second chapitre est consacré a rappeler ou & établir des formules qui
seront utilisées; je me suis d’ailleurs limité & ces formules.

Au chapitre III commence I'étude de classes de complexes; m’inspirant constam-
ment des travaux de Lie. j'étudie des cas ou I'équation aux dérivées partielles est
équivalente & une équation différentielle du premier ordre : c’est le cas ou le com-
plexe donné admet une transformation infinitésimale connue a priori. Je consacre
une place importante aux complexes dont I'équation est homogéne par rapport aux
coordonnées pliickériennes qui jouent le role de moments; ces complexes sont ceux
qui jouissent de I'invariance dans une homothétie infinitésimale de péle fixe. De
méme que, par la considération des courbes dont les tangenles appartiennent & un
complexe donné, Lie fut amené & associer a tout complexe de droites une équation
de Pfaff ou de Monge caractérisant ce complexe, de méme, par la considération des
surfaces trajectoires, il est possible, pour les complexes particuliers précédents, de
leur associer une seconde équation de Pfaff-Monge ; réciproquement, & toute équation
de cette nature correspond un complexe déterminé, invariant dans I'homothétie infi-
nitésimale : c’est ainsi que le complexe de M. Humbert, dans un cas de dégénéres-
cence, est susceptible d’étre associé & une certaine équation différentielle d'Euler.

L'interprétation du role de I'équation associée m’améne  considérer les complexes
admettant des surfaces développables parmi leurs trajectoires : I'examen de ces com-
plexes particuliers s’imposait d’ailleurs, puisque les surfaces développables échappent
aux méthodes tangentielles de recherche et puisque 1'équation la plus générale, con-
sidérée par Lie, invariante dans la dilatation infinitésimale, n’est autre, comme jele
fais observer, que celle qui posséde une intégrale développable isotrope.

Le chapitre est continué par I'étude des complexes de révolution et terminé par
celle des complexes de translation; les résultats contenus dans ce chapitre I1I sont
donc applicables a un trés grand nombre de complexes connus.
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Les chapitres IV et V sont principalement consacrés a une classification des com-
plexes de droites. Comme conséquence de la simplicité de forme de I'équation aux
dérivées partielles, je caractérise tout complexe de droites par une courbe plane que
je désigne sous la dénomination de figuratrice du complexe. 11 en résulte tout d’abord
une classification des complexes analogue A celle des courbes planes. Et comme il se
trouve que, dans Ia plupart des cas, la figuratrice est une droite ou une conique, je
n’ai eu a envisager que deux catégories de complexes : les complexes semi-lindaires,
pour lesquels la figuratrice est une droite ou peut étre décomposée en droites, et les
complexes semi-quadratiques associés & des coniques. Vu les propriétés spéciales des
équations linéaires et vu I'importance et la fréquence des complexes semi-linéaires,
j'ai consacré le chapitre IV & ces complexes.

Passant ensuite aux complexes semi-quadratiques, je les ai étudiés dans le
Ve chapitre qui est un des plus longs: ce développement est justifié par des appli-
cations nouvelles, en Géométrie réglée, des belles recherches de M. Keenigs sur les
intégrales quadratiques du probléme des géodésiques. Devant Vintérét qu’offrent le
probléme des géodésiques et la théorie, encore incompléte, des surfaces harmoniques,
je n’ai pas hésité & accorder une place importante aux complexes pour lesquels le
probléme de Transon est réductible au probléme des géodésiques pour un élément
linéaire quelconque et, en particulier, pour un élément de Liouville.

L’introduction des figuratrices de complexes ne permet pas seulement une classi-
fication plus ou moins intéressante des complexes. On sait qu’ « il est souvent utile
« de représenter une congruence en exprimant les coordonnées de I'une quelconque
« de ses droites en fonctions de deux paramétres. De méme il est souvent utile de
« représenter les coordonnées d'une droite d’'un complexe au moyen de fonctions de
« trois variables (). » L'emploi de la figuratrice permet précisément d’exprimer les
coordonnées des rayons d’'un complexe en fonctions de trois paramétres et d’étendre
aux complexes la notion de genre des courbes planes : c’est I'objet du chapitre V1. qui
est terminé par la résolution du probléme de Transon pour les complexes définis
paramétriquement; I'équation du probléme est alors linéaire et admet I'unité pour
multiplicateur, tout comme I'équation formée par Transon. ‘

Le théoréme de M. Darboux suppose essentiellement que I'on connait a priori
une famille de congruences de normales appartenant au complexe donné. Au cha-
pitre VII, je m'occupe des complexes pour lesquels on sait qu'une congruence de
normales jouit d’une certaine propriété, d’étre par exemple formée de normales &
une surface de M. Appell ou & une surface minima. Il n’existe pas en général de sur-
face trajectoire qui soit une surface de M. Appell; s’il en existe une, il en existe une
infinité (en se bornant aux surfaces non paralléles); ces surfaces sont déterminables

par quadratures et le probléme de Transon est résoluble par application du théoréme

() Kawigs, La Géométrie réglée el ses applications, chap. v, § 71, p. 63.
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de M. Darboux. Il existe des théorémes analogues pour les surfaces moulures, les
surfaces minima et autres surfaces satisfaisant a des équations du second ordre.
L'étude des complexes de droites qui admettent des surfaces minima pour trajec-
toires particuliéres est étroitement liée & la solution d'un probléme de Mécanique
physique, concernant les tourbillons de grandeur constante. Ce méme chapitre con-
tient la détermination des complexes dont toutes les trajectoires sont des surfaces
de M. Appell, des surfaces moulures..., question intéressante et qui trouve la sa
place toute naturelle.

Un VIII® chapitre est relatif aux complexes spéciaux, a leur propriété de conduire
A une équation aux dérivées partielles dont les caractéristiques sont lignes de cour-
bure des surfaces intégrales, a la condition nécessaire et suffisante pour qu’'une figu-
ratrice soit associée & un complexe spécial et & la détermination des complexes, plus
généraux que les complexes spéciaux, dont les droites singuliéres constituent une
congruence de normales. Bien entendu, dans la rédaction de ce chapitre, j’ai soigneu-
sement évité toute digression sur le probléme des géodésiques de la surface de sin-
gularité d’'un complexe spécial : le lecteur ne doit pas perdre de vue que mon but
n’est point d’écrire une compilation sur tout ce que I'on sait des congruences de nor-
males d’un complexe, mais de mettre en évidence I'intérét d'un théoréme de M. Dar-
boux, de montrer lout le parti qu'on peut tirer de ce théoréme en vue d'une orien-
tation nouvelle des recherches de Géométrie réglée.

Ici s’arréterait mon travail si je n’avais, sur les conseils de M. E. Cosserat, tenu
A rattacher aux considérations précédentes la méthode de Transon lui-mémne : la forme
remarquable de I'équation de Transon mérite une pareille étude. Dans les cha-
pitres VIII et sq., j’ai repris la méthode de Transon que j’ai rattachée a la théorie des
mouvements tourbillonnaires. Je me propose de publier de nouveaux Mémoires sur
cette question, attendu que je me suis borné & I'exposition des considérations qui
permettent d’étre amené aux méthodes tangentielles. Aprés une extension de I'équa-
tion de Transon au cas de coordonnées curvilignes quelconques, j'ai essayé de montrer
comment on peut choisir des poinls de départ des rayons d'un complexe donné; en
particulier, il y a dans une foule de cas le plus grand intérét & prendre pour point de
départ d’un rayon la projection orthogonale d’un point fixe. De cette considération
de la projection d’un point fixe, résulte une représentation analytique des congruences
de normales au moyen d’une fonction homogeéne et un nouveau procédé de recherche
des congruences de normales d'un complexe : l'interprétatién géométrique de cette
derniére méthode améne immédiatement aux méthodes tangentielles déduites du
théoréme de M. Darboux.



CHAPITRE PREMIER.

Le théoréme de M. Darboux.

Le théoréme de M. Darboux. — Exemples d’application : complexe tétraédral; complexe des
droites équidistantes de deux points; troisiéme exemple Liré de la théorie des variables com-
plexes. — Forme canonpique, déduite du théoréme de M. Darboux, de Péquation aux dérivées
partielles dont dépendent les surfaces trajectoires d’'un complexe quelconque. — Méthodes
tangentielles.

[1] M. Darboux a le premier fait remarquer que, lorsqu’on connait une famille
dépendant d'un paramétre de surfaces trajectoires (c’est-a-dirve de surfaces dont les
normales appartiennent au complexe) non paraliéles, la solution compléte du pro-
bléme de Transon s’obtient sans I'introduction de nouvelles quadralures, autres natu-
rellement que celles qui peuvent déja figurer dans I'équation du complexe ou dans
I'équation de la solution connue. La dilatation est une transformation infinitésimale
pour I'équation du probléme de Transon; par suite, lorsqu’on connait une famille &
un paramétre de surfaces non paralltles, on connait une intégrale compléte de cette
équation aux dérivées partielles du premier ordre. La solutiop générale s’obtient
donc comme enveloppe de la famille obtenue en supposant, dans 'intégrale compléte,
les deux paramétres liés par une relation arbitraire.

[2] L’exemple le plus simple est celui & propos duquel M. Darboux fut amené &
découvrir le théoréme précédent : celui du complexe tétraédral, c’est-d-dire du com-
plexe constitué par les normales aux quadriques d'un systéme homofocal. On connait,
d’aprés la nature méme de la définition du complexe tétraédral, une famille de tra-
jectoires non paralléles qui est précisément constituée par les quadriques du systéme
homofocal. La surface la plus générale dont les normales appartiennent au complexe
est donc, d’aprés le théoréme de M. Darboux, I'enveloppe d’une famille quelcongue
de surfaces paralléles & ces quadriques.

[3] Un second exemple non moins remarquable est celui du complexe des droites
équidistantes de deux points donnés, complexe qui est identique au complexe des
droites telles que les projections orthogonales d’un point fixe O soient dans un plan
donné Oxy passant par ce point; on connait alors une famille de surfaces non paral-
léles (cylindres de révolution autour de droites du plan Oxy issues du point O) dont
les normales constituent le complexe. Le probléme est dés lors résoluble sans qua-
drature. Effectuons une transformation de contact : prenons les podaires des trajec-

toires par rapport au point O; la podaire d’un cylindre de révolution d’axe passant
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par le point O est un cercle de centre O et de diamétre Oz, perpendiculaire & Oxy. 11
en résulte que la surface la plus générale dont les normales appartiennent au com-
plexe est antipodaire par rapport & O de la surface cerclée la plus générale engendrée
par un cercle de centre O et de diamétre Oz. En d’autres termes, la trajectoire géné-
rale est antipodaire de la transformée apsidale, par rapport au point O, d’une courbe
arbitraire du plan Oxy (!). Ce théoréme est d’ailleurs un cas particulier d'une pro-
priété plus générale, résultant aussi du théoréme de M. Darboux et qui concerne les
complexes de droites sur lesquelles un point fixe O se projette en les points d'un
cone de sommet O : la trajectoire la plus générale est antipodaire, par rapport a O,
de la surface transformée apsidale, par rapport au méme point O, d’une courbe arbi-

traire tracée sur le cone (§ 14).

[4] Le théoréme de M. Darboux est susceptible d'un grand nombre d’applications
de cette nature; on en trouvera plusieurs disséminées dans ce Mémoire, ce qui me
dispense d’insister ici en multipliant des exemples plus ou moins remarquables.
Jen indiquerai toutefois un troisiéme destiné & montrer qu’il n’est pas nécessaire de
se limiter toujours aux complexes linéaires ou quadratiques et que l'on peut faire
appel & des complexes d’équation compliquée et qui pourtant conduisent a des résul-
tats intéressants.

Au plan Oxy d’une variable complexe

1= + iy,
associons un axe Oz, perpendiculaire en O & ce plan; soit
J@O=P +Q

une fonction de la variable complexe; & tout point m du plan, de coordonnées x, y,
associons un cone de révolution ayant ce point pour sommet et d’axe paralléle 4 Oz;
le demi-angle V au sommet du céne sera, par définition de la correspondance entre
le cOne et le point m, déterminé par la relation

sin V=|f(2)];

dans ces conditions, les génératrices des divers cones associés aux points du plan (ou
d’une fagon plus correcte aux points de la région du plan pour laquelle le module
de f(z) est inférieur & Y'unité) constituent un complexe qui dépend du choix de la
fonction f(z). Pour compliquée que soit I'équation de ce complexe, le probléme de
Transon est cependant résoluble par application du théoréme de M. Darboux.

(1) Dans un article Conséquences de deux: théorémes de M. Bricard concernant les tan-
gentes commaunes ¢ deux quadriques (Nouvelles Annales de mathématiques, 1gro, pp. 32-38),
J’ai étudié d’une fagon plus détaillée le complexe des droites équidistantes de deux points et
donné des exemples de surfaces cerclées transformées apsidales par rapport a O d’une courbe
générale du plan Oxy.
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Soit, en effet, 6 un angle arbitraire; du point m, faisons partir une droite de
cosinus directeurs

p,="Pcost 4+ Qsin 6,
p,=Psin 6 —Qcos 6,
J— 2 2, .
pa - \/I - P - Q ’
d’aprés la troisiéme de ces équations, la droite est une génératrice du cdne associé
au point m. Ecrivons que le point . de cette droite, de coordonnées
. N ; -
S=X A, =Yy +Ip,  (=Wp,.
ou A est une fonction & déterminer de x et de y, engendre une surface normale A la
droite my.; il faut que I'on ait '

pld\:t + padn +p3d::0’
ou
dh=— (pdx + pdy);

I'expression entre parenthéses doit étre une différentielle exacte: on a

p, p, AP 2Q QAP .
Sy—b—x—<b—&+—b—gg>cose+(a—y—ﬂ)sm0,

d’aprés la définition de P et de Q, les coefficients de cos 6 et de sin 6 dans la relation
précédente sont nuls. La congruence est donc une congruence de normales quel que
soit 6 (*); on a alors

’

A = — partie réelle de : e " /f(z) dz

-ou encore en introduisant la variable z, conjuguée de z :

)\:-igeieff(zo)dzo+e_i°/f(z)dz§;

ainsi donc, dans le complexe considéré, nous connaissons une famille de congruences
de normales correspondant aux diverses valeurs constantes du paramétre 6. Le pro-
bléme de Transon est donc résoluble d’aprés le théoréme de M. Darboux.

[5] Etant donné un complexe quelconque, il semble que, puisque 'on ne connait
aucune surface trajectoire de ce complexe, le théoréme de M. Darboux doive étre

() Nous avons établi non seulement la propriété énoncée, mais encore une propriété réci-
proque. Si 'on considére dans les expressions de p,, p, et p, les fonctions P(x, y) et Q(x, y)
comme étant quelconques, on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que la con-
gruence soit de normales, pour toutes valeurs de 0, est que P et Q soient deux fonctions synec-
tiques associées. Le théoréme ci-dessus constitue donc une interprétation géométrique des
relations entre les fonctions synectiques et la propriété énoncée est caractéristique de ces
tonctions.
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inapplicable. Je vais cependant mettre en évidence des conséquences fondamentales
de ce théoréme, relativement au complexe le plus général.
Soit I'équation de ce complexe

C(p‘, pg’pa’ pa’pn’ps):O’

équation dans laquelle p,, p,, p, représentent les coordonnées pliickériennes de
direction et p,, p,, p; les autres coordonnées, qui sont les moments d'un vecteur par
rapport aux axes. L’équation, en coordonnées cartésiennes rectangulaires, des sur-

faces trajectoires du complexe est I'équation aux dérivées partielles du premier ordre
C(p, ¢ — 1,y + 92, — ©—pz, py — qx) =o.

Lie remarque que cette équation est invariante dans la dilatation infinitésimale; les
formules relatives a cette derniére transformation étant

aq a

X:w a—p— XT:y+——..__, Z:Z——.:
Vitp +q Vitp +¢

+ , P=p, Q=q,
Vit+p+¢

de I'aspect méme de toutes ces relations, il résulte que les calculs seront générale-
ment compliqués, dans le systéme des coordonnées ordinaires : ils ne pourront étre
simples que pour des complexes tout particuliers.

Pour faire d'une part une é¢tude approfondie du probléme de Transon, dans des
cas trés généraux, et pour avoir d’autre part les calculs les plus simples lorsqu’il
s’agit de résoudre ce probléme pour un complexe déterminé, il est tout naturel de
profiter de la connaissance de la transformation infinitésimale dont jouissent les
équations afin de les simplifier. L'idée qui s’offre immédiatement est de faire dispa-
raitre la fonction inconnue : a cet effet, il n’y a qu'a prendre pour fonction la dis-
tance d'un point fixe au plan tangent de la surface trajectoire générale.

Dans ces conditions, I'équation du probléme est plus simple; mais elle est encore
susceptible d’une simplification plus grande. Dans les questions qui nous occupent,
les six coordonnées pliickériennes d’une droite se séparent en deux catégories dis-
tinctes : les coordonnées de direction d’une part, les coordonnées-moments d’autre
part; en choisissant donc pour variables les deux paramétres qui fixent la direction
d’une droite dans 'espace, et pour fonction inconnue la distance d’un point fixe au
plan tangent, I'équation des trajectoires ne contiendra pas sous forme explicite cette
fonction inconnue et ses dérivées ne figureront que dans les termes provenant de p,,
de p, etde p,.

Et cette simplification a d’autant plus d’intérét que les équations les plus com-
pliquées de complexes, que I'on rencontre dans les diverses recherches qui ont été
faites en Géométrie réglée, sont généralement trés simples lorsque, faisant abstraction
totale de p,. n,, p,, on ne considére que p,, p,, p,; on rencontre fréquemment des
complexes d’équation homogéne par rapport & p,, p,, p,. pour lesquels le probléme

Fac. de T'., 3¢ S., II. 20



104 L. TURRIERE.

de Transon sera réductible & une équation différentielle (chapitre I11); des complexes
linéaires par rapport & p,, p,, p,» pour lesquels on aura A intégrer une équation
linéaire (complexes semi-linéaires du chapitre IV), et des complexes du second degré
en p,, p,. p, (complexes semi-quadraliques du chapitre V).

Tout ce qui précéde s’applique a n'importe quel systéme de variables fixant la
direction d’une droite dans I'espace. Les surfaces trajectoires sont ainsi représentées
tangentiellement. Le seul inconvénient est qu'une représentation tangentielle laisse
échapper les trajectoires développables, ce qui est compensé par I'obtention des
courbes dont toutes les normales appartiennent au complexe (*). Dans ce Mémoire,
J'utiliserai, suivant les cas, 'un ou l'autre de deux systémes de coordonnées tangen-
tielles. Le chapitre suivant est consacré & la mise en équation du probléme de
Transon, dans I'un ou I'autre cas.

CHAPITRE II.

Formules générales.

Expressions des coordonnées plickériennes de la normale d’une surface quelconque en coor-
données tangentielles symétriques. — Exemple d’application au probléme de Transon : com-
plexes P, p, 4+ P,p, + P p, = o0; cas particuliers, — Expressions des coordonnées pliické-
riennes de la normale en coordonnées tangentielles géographiques. — Application au
complexe des droites équidistantes de deux points.

[6] Je rappellerai tout d’abord des formules fondamentales concernant les nor-
males d’une surface considérée comme enveloppe du plan

(1) X —iY) + y(X +3iY) + (xy — DZ=2(1 4 wy);

dans cetle équation, X, Y, Z représentent les coordonnées du point de contact M,
par rapport & des axes rectangulaires; x, y désignent des paramétres des génératrices
imaginaires de la sphére, dans la représentation sphérique de Gauss; z enfin est la
distance de l'origine O des coordonnées au plan tangent (1). Dérivant partiellement

(1) Deux exemples suffisent 4 mettre en évidence I'existence possible de trajectoires déve-
loppables ou de courbes-trajectoires : le complexe des droites équidistantes de deux points
donnés, considéré au paragraphe 3, admet pour trajectoires les cylindres d’axes situés dans Oxy
et passant par O; le complexe tétraédral, du paragraphe 2, admet pour trajectoires les trois
courbes focales du systéme homofocal.

Les complexes admettant des développables pour trajectoires parliculiéres seront étudiés
ultérieurement (aux paragraphes 12 et sq.).
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en x et y 'équation (1) et désignant par p et ¢ les dérivées partielles de cette fonc-
tion z de x et de y, on obtient deux équations qui, associées & 'équation (1), donnent

les coordonnées du point de contact M de ce plan :

‘ . . 2
X+ iY=—px’+q +1+:vyz’
T 2y
(2) ,X—IY— qy*+p +1+acyz’
— ry—1t._.
\ Z= prtayt =

de ces formules résultent I'expression
OM*=2"+ pq(1 + xy)*
du carré de la distance OM et celle
3 OP*=pq(x + zy)"
du carré de la distance OP de I'origine O 4 la normale en M.
Cette normale sera définie par ses six coordonnées pliickériennes p,, ..., p,; les
trois premiéres p,, p,, p, seront les cosinus directeurs :

x4y .Y—x xy —1

([‘) pl:.’L‘y—f—I, P,: {Ey+l pa:$y+l,

arrétons-nous un instant sur des formules, qui sont des cas particuliers des formules
dont dépend le probléme général de la réprésentation sphérique des surfaces; on
obtient les relations suivantes entre x, y et les dérivées du premier ordre de P Py Pyt

A . 9P,

2 .
(r+wy)”3—p£=I—y’- (I+xy) - U O (I+wV) o2

®)
2 pz :2%;

2 9P, s
(1 + xy) W:I——x , (1 4y =2

. : 2 9P,
i(142a%, (1 + xy) y

(6) g(gi"y:o, (I—%—x)g‘p" P —a, §<\p">:

e \y .
(,_) D(pz’ ps): ——Qipl D(ps’pa):_ 2ipg D(pl'p:) —2[})3
D(@,y) (t+zy)” D=, y) i+ D@y (+ay
\p ap, .Ip d p .p
8 =2 A kS ot SN ot |
( ) ps p Dx Lax’ pa ay zay lay’

et les formules analogues qui s’en déduisent par permutation circulaire des in-
dices 1, 2, 3.
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Nous utiliserons fréquemment aussi les relations suivantes entre les dérivées des
deux premiers ordres :

(9) ’*p, - 2y p, O p, - 2L P, F*p, _ 2Dy .
Qo 1+xy &’ dy* 14ay oy @y (14 xy)t’

k désigne I'un quelconque des trois indices 1, 2, 3.
Les trois autres coordonnées pliickériennes, les moments p,, p,, p,, par rapport

aux axes, des segments unitaires portés par les normales, se présentent alors sous
les formes suivantes :

gp.z Ll —atp— =y,

(10) (p5=—§[(1 + 29 + (1 +y)q],

p.= i[px—qyl;

tenant compte des formules (5), nous mettrons ces derniéres formules sous la forme
symétrique

§ )_i 2(D(z’ px) D(Z. pz) D(Z’pa) .
(rr) (Por P> Py =7 (14 2Y) D@, v) Dz, y) Dz, y>§,

la présence remarquable des jacobiens s’explique par la considération des surfaces
de révolution autour des axes coordonnés.
A cOté de ces six coordonnées pliickériennes de la normale, nous introduirons

quelquefois les coordonnées ordinaires ,, y,, z, du point P projection orthogonale
de l'origine O sur cette normale; x,, y,, z, ont pour expressions

1 p p
12 c,=-—(1+xy)p= =),
(12 =a+ay (B + o)
et les deux autres qui s’en déduisent par permutations circulaires.

[7] Avant d’aller plus loin, et afin de mettre en évidence dés maintenant 1’élé-
gance des équations obtenues par I'introduction des coordonnées précédentes, que je
_désignerai sous la dénomination de coordonnées symétriques, je résoudrai le probléme
de Transon pour la classe suivante de complexes.
Soit un complexe dont ’équation est linéaire et homogéne en p,. p,, p,, les coef-
ficients P de p,, P, de p,, P, de p, étant trois fonctions homogénes et de méme degré

de \/pf + p; + p; et de chacune des trois coordonnées respectives p,, p,, p,; en d’au-
tres termes, cette équation se présente sous la forme

(]3) P4p5+P2ps+P3ps:O’\

dans laquelle, en tenant compte de l'identité p; + p; + p> =1, P,, P,, P, sont trois
fonctions données respectivement de p,, de p, et de p,.
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11 résulte immédiatement des rclations (1 1) que Véquation aux dérivées partielles
dont dépendent les surfaces dont les normales appartiennent & un tel complexe (13)
est une équation linéaire susceptible d’8tre mise sous la forme

D(z, p,) D(z, p,) D(z, p,)
T R TER R T
ou
D(z, V)
Dz, y)
en posant

\"=fP.dpl+ngdpg+fPadps:

toutes les surfaces cherchées sont données, par conséquent, par la formule

f(z):fP,dpi +fP,dpﬂ+/P3dp3,

dans laquelle f(z) est une fonction arbitraire d’intégration. Par un choix convenable
de notations, c’est-d-dire en prenant pour P,, P,, P, trois dérivées de fonctions con-
nues, les quadratures disparaitront dans le résultat précédent.

Il s’agit 1a d’une classe importanle de complexes; je citerai les exemples suivants :

I. Le complexe tétraédral

Ap.p, + Bp,p, + Cp,p,=o.
engendré par les normales aux quadriques

2 3 2

x—+y+ — const
AT To et

et a leurs quadriques homofocales.

II. Le complexe du troisiéme ordre

p P p
B—C)~ + (C— A=+ (A—B)~=o;
( )p, ( P s

2 3

ce complexe est polaire réciproque par rapport & une sphére de centre O d'un com-

plexe sur lequel je reviendrai et qui est une dégénérescence d’'un complexe qui
fut étudié par M. G. Humbert (§ 11. 1II).

I11, Le complexe du sixiéme ordre

-\/a~p—;‘p4+\/b_l)q'p5+\/a;s'pe:0’

constitué par les tangentes aux cubiques qui passent par les points a 'infini sur les
axes coordonnés et par deux poinls confondus avec O (c’est-a-dire qui passent
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par O avec une tangente en ce point déterminée et de coefficients directeurs a, b, c¢).
C’est 13 un cas particulier du complexe des tangentes aux cubiques gauches qui
passent par cing points donnés dont on doit une étude intéressante & M. G. Koenigs (1).

IV. En quatriéme et dernier lieu, je citerai le complexe, du paragraphe 3,

b.pi— PP, =0

des droites équidistantes de deux points, signalé par Sturm (?) et dont jai fait
ailleurs une étude (3).

[8] De méme qu'en Mécanique rationnelle on accorde la préférence sur des
coordonnées symétriques & des coordonnées qui conduisent a des formules non symé-
triques, de méme dans la question actuelle, et pour les mémes raisons qu’en Méca-
nique, nous introduirons souvent un systéme qui sera appelé sysiéme des coordonnées
géographigues. L'emploi de ces coordonnées géographiques est particuliérement
commode lorsqu’il existe une direction de droite privilégiée, pour les complexes de
révolution par exemple. Dans d’autres cas, 'introduction de ces mémes coordonnées
conduit & des équations aux dérivées partielles & variables séparées.

Les surfaces trajectoires orthogonales des congruences de normales du complexe
considéré sont définies comme enveloppes du plan

X cos g cos b + Y cos g sin y 4 Z sin 9 = G;

’

les coordonnées du point de contact de ce plan ont pour expressions en fonction
de © et de ses dérivées partielles

plo] hlo}

_ — (= —~——

P P q %
. . sin ¢
X=mwcosgcosy—psingcos}—gq L
COS?
cos

Y=wcos¢sin} —psingsind +g¢

cos ¢’
Z= Wsing 4 pcosa;

par conséquent, on pourra prendre pour coordonnées pliickériennes de la normale &

(1) Sur les cubiques gauches passant par cing points donnés (Nouvelles Annales de mathé-
matiques, 1883, p. 301, et 1884, p. 47). Le méme complexe des tangentes aux cubiques consti-
tuant une gerbe de Reye a été étudié depu's par M. Stuyvaert dans un Mémoire : Dewxiéme
congruence linéaire de cubiques gauches (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo,
1908, p. 64).

(2) Die Gebilde I und II Grades der Liniengeometrie, t. 1, p. 364.

(3) Conséquences de deux théorémes de M. Bricard concernant les tangenies commaunes
deow quadriques (Nouvelles Annales de mathématiques, 1g1o, p. 31).
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cette surface au point défini par les coordonnées géographiques g et 4 de son image
sphérique, dans la représentation de Gauss, les six expressions suivantes :

p,=cosgcos ¢,

p,=cos ¢ sin J,

p,=sin o,

(16) { T
p,=psiny —qcosdigo,
/psz——pcosqa——qsinq;tgo.
' Pe=4q-

Comme exemple, je citerai celui du complexe du IV° du paragraphe précédent ;
on a
PP, — P, P;=p X CO8 9,
et, par suite, la trajectoire générale du complexe des droites équidistantes de deux
points est
wv=U,

¥ désignant une fonction arbitraire de ..

CHAPITRE III.

Complexes possédant une transformation infinitésimale connue.

Intérét présenté par la considération des complexes invariants dans une transformation infinité-
simale connue. — Complexes invariants dans I’homothétie infinitésimale de pole fixe ;
réduction du probléme de Transon & l'intégration d’une équation différentielle du premier
ordre. Equation de Monge-Pfaff associée a4 un complexe invariant dans I’homothétie;
exemples. Interprétation de ’équation différentielle; complexes dont des trajectoires sont des
surfaces développables; la condition, formée par Lie, d’invariance, dans la dilatation infini-
tésimale, d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre est équivalente & la pré-
sence d’une développable isotrope parmi les trajectoires; détermination des trajectoires
développables et résolution compléte du probléme de Transon pour le complexe; exemples. —
Complexes de révolution ; réduction du probléme de Transon i une quadrature; exemples :
complexe des sécantes harmoniques de deux sphéres. — Complexes de translation; réduction
du probléme & une quadrature; complexe des droites sur lesquelles deux plans rectangulaires
interceptent un segment de longueur constante; complexes dont toutes les trajectoires sont
des surfaces moulures.

[9] Du point de vue de Lie, I'équation qui détermine les surfaces dont les nor-
males appartiennent & un complexe donné est une équation qui posséde la dilatation
pour transformation infinitésimale. Si donc on cherche A résoudre le probléme de
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Transon pour un complexe possédant une transformation infinitésimale connue,
I'équation aux dérivées partielles sera une ¢quation A deux transformations infinité-
simales, réductible, par conséquent et en verlu d'un théoréme de Lie (1), soit a I'in-
tégration d’une équation différentielle du premier ordre, soit & une quadrature (*).

[10] COMPLEXES POSSEDANT UNE HOMOTHETIE DE POLE DONNE POUR TRANSFORMATION
INFINITESIMALE. — Je m’occuperai, en premier lieu, du cas ou la lransformation infi-
nitésimale est une homothétie de pdle donné, mais de puissance arbitraire.

Soit O le pdle commun aux diverses homothéties; tout complexe possédant
I'homothétie pour transformation infinitésimale est caractérisé par la propriété
d’avoir une équation séparément homogéne en les deux systémes de variables p,, p,, p,
d’'une partetp,, p,, p, & autre part.

Dans le cas ot I'équation du complexe est homogéne séparément par rapport aux
trois coordonnées de direction et par rapport aux trois coordonnées-moments, I'équa-
tion aux dérivées partielles des surfaces dont les normales appartiennent au com-
plexe est une équation homogeéne, qu’il s’agisse des coordonnées symétriques ou des
coordonnées géographiques. Cette équation se présente sous la forme

Nl p
F (——,ac, y> =o0;
q

son intégration est équivalente A celle de I'équation différentielle

F(dyac >—0'
a’ T )T

¢ désignant la constante d’intégration, soit
¢(e,y, )=0

Iintégrale générale de I'équation différentielle; I'intégrale générale de I'équation aux
dérivées partielles est
#(@. 3, Z)=o,

Z désignant une fonction arbitraire de z.

(1) Geometrie der Berithrungsiransformationen, t. I, pp. 622 et 633.
(®) 1l en est de méme des complexes possédant plusieurs transformations distinctes. Clest
ainsi que les complexes signalés par Sophus Lie (p. 623 de Pouvrage cité) et dont I'équation est

p. + D,
6: 3f< 2 >’
P=p D

sont invariants dans la rotation infinitésimale autour de Oz et dans la translation infinitésimale
paralléle au méme axe. Un cas particulier remarquable cst celui du complexe linéaire. Un auire
cas est celui qui est signalé au paragraphe 35 de ce Mémoire et qui conduit & des surfaces étu-
diées par M. Darboux et par M. J. Haag.
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Dans le cas d’'un complexe homogéne en p,, p,, p, d’'une part, et en p,, p,. p,
d’autre part, le probléme de Transon est donc réductible & une équation différentielle
du premier ordre; réciproquement i une équation différentielle du premier ordre
quelconque correspond un complexe bien déterminé pour lequel le probléme de
Transon est réductible & 'intégration de I'équation différentielle.

Je vais transformer ce résultat et obtenir un théoréme en vertu duquel on pourra,
I'équation du complexe étant donnée, écrire immédiatement I'équation différentielle,
et inversement, I'équation différentielle étant donnée, on pourra former immédiate-
ment 'équation du complexe.

Les équations des caractéristiques de 1'équation aux dérivées partielles présentent
actuellement la combinaison intégrable

dz=o;
en vertu de cette équation, on peut poser
dx = qdt, dy =— pdt,

et, par suite, on a

d 2 d p
p ap op aop
dp =22 g —dy=|qg——p-=—)di;
en tenant compte des relations (11), les différentielles dp,, dp,, dp, sont donc propor-
tionnelles respectivement & p,, p,, p,; 'équation du complexe étant

S(p,- Py, Dy P> D, P) =0,

I'équation différentielle & intégrer est par conséquent

f(pi’ps’pa’ dpi’ dpz’ dps): O.

D'oti le théoréme : Le probléme de Transon pour un complexe séparément homogéne
par rapport aux coordonnées de direction et aux coordonnées-momenls est équivalent &
la détermination des courbes qui, sur la sphére

Xg-{—Yz-{'—Z’:I,

sont intégrales d’une équation de Monge.

Réciproquement, si, étant donné une équation de Monge, on connait les courbes
intégrales de celle équalion sur une sphére, on peut faire correspondre & cette équation
de Monge un complexe pour lequel le probléme de Transon est résolu.

Lie (*), par la considération des courbes dont les tangentes appartiennent  un
complexe donné, a mis en évidence les relations entre les équations de Monge et les
complexes de droites. A tout complexe de droites, Lie a fait correspondre une équation

(1) Geometrie der Beriihrungstransformationen, t.1, p. 248.

Fac. de T., 3¢ S., I1. 21
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de Monge; mais & 1'équation de Monge la plus générale ne correspond pas de cette
fagon un complexe.

Ici, au contraire, & chaque équation de Monge, je fais correspondre un complexe,
mais ce complexe est un complexe qui offre une particularilé.

[11] Le théoréme précédent étant établi, je vais indiquer des exemples destinés
d lillustrer; je rappelle tout d’abord la régle de formation de I'équation de Monge :
dans I'équation du complexe, on substitue respectivement dp,, dp,, dp, & p,, P,» P

I. A I'équation de Pfaff générale correspond un complexe dont I'équation est
linéaire et homogéne par rapport a p,, p,, p,. On peut retrouver, 4 I'aide du théoréme
précédent, le résultat obtenu plus haut (§ 7) relativement aux complexes

P(p).-p.+P(p) p,+ P(p) - p,=o0.

IL. Soit le complexe du quatriéme ordre
2y ==ap,,
c’est-a-dire
(P.py— Pap) = a* (P + P + POPG;
"équation de Monge correspondante se réduit & I'équation de Pfaff
xdy —ydr=adz

attachée par Lie au complexe linéaire; on est ainsi conduit & déterminer les courbes
qui, sur la sphére, sont les courbes d'un complexe linéaire. On pose, avec M. Appell,

ocz\/a;' .cos b, y:\/aao' .sinb, =gy,
¢ étant une fonction inconnue de 6, définie par I'équation
! 2 ___ .
ap ¢ =1
d’ott 'on déduit

6— 6
= th 2
¢ a

revenant au probléme de Transon, on doit éliminer 6 entre

mad ]}
. e H—6,
PP, = p,=th——:
ch 2

a

IT désignant une fonction arbitraire de @, on a donc

I(w) =17 + a Log I:tang <§ + £>:|
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Dans le cas particulier a =1, ces surfaces dérivent de I'alysséide

©,=Y + Log {tang (% + E):I,

par la transformation géométrique simple

©, = fonction arbitraire de ©.

ITI. Le probléme précédent eilit pu étre traité directement sans avoir recours au
théoréme général; il eiit suffi d’intégrer I'équation
cos ¢ X p—ag=o.

Mais voici un exemple, non moins intéressant, qui va me permettre de considérer
une équation d’Euler.
Les normales aux quadriques
X* : Y z
+ =+ —1
b4+o)(c+0o) (cH+o)(a+0o) (a+0o)(b+0)

=o,

engendrent un complexe du troisiéme ordre qui fut étudié par M. G. Humbert (?);
I'équation de ce complexe est
(b —)p,p,p,+ (¢ —a)p,p,p, + (a—b)p,p,p,= (2 —b) (b — ¢) (¢ — a)p,p,p,

le probléme de Transon pour ce complexe est immédiatement résolu en vertu du
théoréme de M. Darboux.
Je considére le complexe

(b —o)p,p,p, + (¢ —@)p,p,p, + (@ —b)p,p,p, =0,
dégénéré du précédent et qui correspond aux cénes homocycliques
X Y VA
Crae+s cro@te  @rabrs

ce complexe est celui des génératrices des quadriques homothétiques aux quadriques
d’un faisceau homofocal.

L’équation de ce complexe est homogéne en p,, p,, p,; le probléme de Transon
pour ce complexe est donc équivalent & I'intégration, sur la sphére 2* + y* 4+ 2* =1,
de I'équation de Monge

(b —c)xdydz 4 (¢ — a)ydzdx + (a — b)zdxdy =o,

- Cest-d-dire de I'équation de Monge que Lie(?) associe au complexe tétraédral
d’équation
aplpt + bp:p:s + Cpaps:o'

(1) Sur les normales aux quadriques (Comptes rendus des séances de 1’Académie des
Sciences, t. CXI, 22 décembre 18go, p. 963).
(?) Geometrie der Berihrungstransformationen, t. 1, p. 318.
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Or, il résulte des considérations de Lie concernant les courbes tétraédrales, que
les courbes qui, sur la sphére

x%+y’+z’:1,

appartiennent au complexe tétraédral, sont des coniques sphériques; I'équation
générale de ces coniques sphériques peut étre mise sous la forme

xﬂ + yﬂ + ZS L
at+sc b4+s c+o

s

o désignant un paramétre variable. De la forme méme de leur équation, il résulte
que ces coniques sphériques sont homofocales.

D’autre part, I'équation du complexe du troisiéme ordre étant mise sous la forme
aptxo + bp5y0 h CPGZOZO,

il résulte des formules (11) et (12) que I'équation aux dérivées partielles a intégrer

est
NPA/ AN D AN
) a<b—y> p= a<ﬂ> - q;

en utilisant alors les expressions (5) et en posant

a-+b—ac

R(f) =1 — —

41,

on est conduit & 'équation différentielle d’Euler :

de  dy
VR@) VR
L’équation différentielle d’Euler dans le cas ot le polyndéme du quatriéme degre est
simultanément réciproque et bicarré s’interpréte donc de deux fagons & Uaide de la
Géométrie réglée : c’est d’elle que dépendent les surfaces dont les normales appartiennent
au complexe, dégéneré du complexe de M. Humbert, constitué par les génératrices des

quadriques homothétiques aux quadriques homofocales. C'est de celte méme équation
d’Euler que dépendent les coniques sphériques tracées sur la sphére

x! + yﬁ + zl —1
et dont les tangentes appartiennent au complexe tétraédral
ap,p,+ bp,p, + cp,p,=o.

La forme de I'intégrale de cette.équation d’Euler qui se déduit des considérations
précédentes rentre dans celle que donnérent Stieltjes et M. Keenigs.
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IV. Comme dernier exemple, que jemprunte & Monge (1), je considére le com-
plexe spécial attaché & un cone du second degré. L’équation d'un tel complexe s’ob-
tient en annulant une forme quadratique, & coefficients constants, de p,, p,, p,. La
résolution du probléme de Transon pour le complexe spécial attaché & un coéne du
second degré est donc équivalente a la détermination des courbes de la sphére dont
les tangentes sont paralléles aux génératrices d'un cone du second degré.

Un tel probléme, qui est équivalent & la détermination des hélices des quadriques,
ou encore des lignes de longueur nulle des quadriques, est réductible aux fonctions

elliptiques.

[12] Apres avoir traité ces exemples, je reviens sur l'interprétation géométrique
du théoréme du paragraphe ro. Lorsqu’on a & résoudre le probléme de Transon pour
un complexe d’équation homogéne par rapport aux moments, on réduit U'intégration
de P'équation aux dérivées partielles & l'intégration d’une équation différentielle.
Cette équation détermine les courbes de contact sur la sphére des développables cir-
conscriles & la sphére et aux diverses surfaces dont les normales appartiennent au
complexe : c’est une propriété caractéristique des complexes considérés que les courbes
de cette nature ne dépendent que d’un paramétre variable.

Pour le complexe

ZOZaps’

ces courbes constituent une famille de loxodromies; pour le complexe dégénéré du
complexe de M. Humbert, ces courbes sont des coniques sphériques homofocales ;
pour le complexe tétraédral, ce sont des coniques sphériques admettant mémes arcs
cycliques.

La remarque précédente m’améne a considérer les complexes qui contiennent des
congruences de normales & des surfaces développables paralléles. Je vais monirer que,
pour un complexe d’équation homogéne par rapport aux frois moments, il est possible
de délerminer une infinité de développables, circonscrites & une sphére de centre O, et
dont les normales appartiennent au complexe.

[13] L'introduction des coordonnées tangentielles, dans la résolution du probléme
de Transon, offre de grands avantages; elle permet d’obtenir les courbes dont les
normales appartiennent & un complexe, mais elle exclut les développables dont les
normales pourraient appartenir au complexe. Il y a done lieu d’examiner s'il existe
des complexes contenant des congruences de normales & des développables.

Placons-nous au point de vue de Sophus Lie (2). Un complexe étant donné, I'équa-

(1) Applications de U'analyse & la Géométrie. .
(3) Geometrie der Berihrungstransformationen, t. 1, p. 675.



166 E. TURRIERE.

tion, en coordonnées rectangulaires ordinaires, des surfaces dont les normales appar-
tiennent & ce complexe est réductible a la forme

F(p, .« +pz.y +q5) =o;
cette équation est I'équation générale du premier ordre qui admet la dilatation pour
transformation infinitésimale et elle est caractérisée par la condition

oF F - dF

— b g———=—o.
pbw qby 2z

Cette condition donnée, par Sophus Lie, n'est autre que celle que 'on obtient en
exprimant la compatibilité de 'équation

F(p, ¢, x.y,2)=0

avec I'équation des développables isotropes
1+ p*+ ¢ =o.

Il résulte donc de cette remarque et des recherches de Lie, que l’équation du pro-
bléme de Transon, pour tout complexe, est U'équation du premier ordre la plus générale
‘ qui posséde une intégrale developpable isotrope.

Les droites isotropes d’un complexe constituent une congruence particuliére ; en
vertu du théoréme précédent, on a le droit de considérer cette congruence de droites
isotropes comme une congruence de normales appartenant au complexe.

Excluant cette solution particuliére, considérons une équation du premier ordre

S, gy, 2)=o0
donnée et une équation
¢(p,q)=o,
¢ étant une fonction inconnue de p et de g; écrivons la condition de compatibilité
entre f—=oet g=o0:
R Q Qo Q
qdy dz\' op 2q

pour une équation admettant la dilatation pour transformation infinitésimale, cette

'yi
':/
'UI'J

condition devient

(3 LN >w1~+<w+ N >aF
P35y pq\q q\q pa5 5y

Elle exprime qu’en vertu de F =o. le rapport des dérivées de I en x et y ne contient
ni . ni y, ni 2.

Cetle condition est nécessaire; elle est aussi sufﬁsahte, car, si elle est remplie, le
rapport des dérivées de g en p et ¢ est une certaine fonction de p et ¢; la détermina-
tion de cette fonction inconnue 3 de p et de ¢ est alors équivalente & I'intégration
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d’une équation différentielle du premier ordre. Il existe, par suite, une famille & un
paramétre de développables non paralléles dont les normales appartiennent au
complexe.

En résumé, étant donné un complexe quelconque de droites, il ne contient pas de
congruence de normales a des surfaces développables non isotropes ou bien il en contient
une infinité dependant d'un paramétre.

11 résulte de ce qui précéde que le complexe étant donné par son équation, pour
reconnaitre s’il contient ou non des congruences de normales a des développables, on
doit procéder d’aprés la régle suivante : on élimine de I'équation la coordonnée
pliickérienne p,, & T'aide de la relation identique entre les six coordonnées plickeé-
riennes; soit alors

C(p.+ ps» Py> P P) =0

I'équation obtenue. Pour que le complexe contienne des congruences de normales &
des surfaces développables non isotropes, il faut et il suffit que le rapport des dérivées
de Cen p, et en p, ne soit fonction ni de p, nide p,, en vertu de C=o.

11 en est ainsi, en particulier, pour les complexes dont 'équation est homogéne
en p,, p,, p,; pour un tel complexe, I'équation est réductible, théoriquement du
moins, a I'équation

Py _ fonction de (P> Py» P,)-

[14] Etant donné un complexe que l'on sait posséder des congruences de nor-
males & des surfaces développables, le probléme de Transon pour ce complexe est
résoluble a priori en vertu du théoréme fondamental de M. Darboux et puisque ces
congruences de normales & des développables sont en nombre infini. D’'une fagon
précise, le probléme de Transon pour un complexe de cette nature est réductible a la
détermination de ces congruences, laquelle dépend d'une certaine équation différen-
tielle du premier ordre. Quant a celle-ci, on peut la former comme plus haut, a
moins que I'on ne préfére procéder de la fagon suivante. On peut se proposer de
chercher les arétes de rebroussement des développables qui sont des solutions parti-
culiéres du probléme de Transon. A cet effet, on écrit que les paralléles & la binor-
male émanant des divers points de la tangente & la courbe cherchée appartiennent au
complexe.

Supposons que le paramétre choisi pour exprimer les coordonnées d'un point M
‘de la courbe soit 'arc s compté & partir d’'une certaine origine. Les coordonnées
pliickériennes d’une telle droite sont proportionnelles aux six quantités

pp“:ylzrl —Z'.’L’”, Icp‘:Aw'—(B _+_)\>x”’
i:pn:Z,w”_x,z”c FPEZA)"—‘(B—*—)\))’”;
=y —ya',  op,=Ad—(B+N,
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% désignant le paramétre qui fixe le point de la tangente, et en posant
A=uxx" + yy" 4 22", B=uxx"+ yy + zZ'.

En portant ces six expressions dans I'équation du complexe, celle-ci doit étre vérifiée
quel que soit B + 2.

Prenons I'exemple du complexe tétraédral :

ap,p, +bp,p, + cp,p,=o;:

on obtient deux relations qui doivent étre vérifiées toutes deux :

A X Zaw!(yrzn . Z'y") =0, 2 a(E”(y,Z" . Z'y”) —o;
la véritable solution est

A=o, E ax'(y'?" —Zx"y=o.

L'équation A =o exprime qu’entre le rayon vecteur OM = r et I'arc s il existe la
relation

r* — s* =const.,

caractéristique des courbes dont les tangentes touchent une sphére de centre O : ces
courbes sont des développées particuliéres de courbes quelconques de la sphére.
Tenant compte alors de la seconde relation, on trouve que les courbes sphériques
sont les coniques sphériques ayant les mémes arcs cycliques :

aX*® + bY*® + ¢Z* = const.

Pour un complexe d’équation homogéne en p,, p,, p,, réduite a la forme linéaire
Ppa + Qp.-s + Rpazo’

on est ainsi conduit a I'intégration, sur la sphére, de I'équation de Pfaff
JX + Lay + N dz=o,

ou 9;, J, "R représentent les fonctions d’X, Y, Z obtenues en substituant dans
P, Q, R les variables X, Y, Z aux variables p,, p,, p,.

Par l'intégration de cette équation de Pfaff sur la sphére on connait donc les
courbes de contact des développables circonscrites a la sphére et aux diverses sur-
faces solutions du probléme de Transon pour le complexe homogéne en p,, p,, p,:
on connait donc ces développables elles-mémes, puisque leurs arétes de rebroussement
sont des développées particuliéres de ces courbes sphériques et, par I'application du
théoréme de M. Darboux, on en déduit la solution générale du probléme de Transon.

Pour terminer, j'appliquerai ce théoréme de M. Darboux au complexe des droites
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telles que les projections d’un point fixe O soient sur un céne donné de sommet O.
11 existe une famille de développables dont les normales appartiennent au complexe :
ce sont les cylindres de révolution ayant pour axes les génératrices du cone; pour
appliquer le théoréme de M. Darboux. on doit considérer une infinité de cylindres
non paralléles et prendre leur enveloppe. A cet effet, effectuons une transformation
de contact : prenons la podaire de cette enveloppe cherchée par rapport au point O:
cette podaire est le lieu des podaires des cylindres, c’est-d-dire une surface cerclée
engendrée par un cercle de centre O et dont le plan est tangent au cone supplémen-
taire du cone donné. La solution générale du probléme de Transon est donc antipo-
daire de la surface transformée apsidale d’une courbe générale du cone donné.

Dans le cas de dégénérescence du cone en un plan passant par O, le complexe est
le complexe des droites équidistantes de deux points, déja considéré au paragraphe 3.

[15] COMPLEXES DE REVOLUTION. — Si la transformation infinitésimale que pos-
séde le complexe est une rotation autour d’un axe, Oz par exemple, le complexe est
de révolution autour de cet axe. C’est le cas du complexe linéaire.

L’équation d’'un complexe de révolution est de la forme

F(pi +pss b3 P - Par PI) = 0.

Soit & résoudre le probléme de Transon pour un complexe de révolution. L'intro-
duction des coordonnées géographiques conduit & une équation du premier ordre ne
contenant ni la fonction inconnue @, ni la longitude ¢, c’est-a-dire & une équation a
variables séparées, intégrable par une quadrature. Ce résultat est une conséquence du
théoréme de Lie (1) sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre possé-
dant deux transformations infinitésimales indépendantes.

Ainsi donc, en coordonnées géographiques, Uéquation qui résout le probléme de
Transon pour un complexe de révolution autour de Oz est réductible & une quadrature.

On s’explique ainsi les résultats obtenus par Monge (*) pour le complexe spécial
attaché a un cdne de révolution, par Lie (3) et M. E. Picard (*) pour le complexe
linéaire.

Soit le complexe spécial des tangentes au cone de révolution

=tg'a.(x*+7°);
I'équation du complexe est (%)
pPi+pi=pitga;

(1) Geometrie der Beriihrungstransformationen, t. 1, p. 622.

(3) Monae, Applications de Uanalyse & la géométrie, pp. 280-321.

(3) Lie, Ueber complexe....., § 52.

(%) Picarp, Thése sur le complexe linéaire (Annales de I’Ecole Normale, 1877, p- 31).

(8) D’aprés le paragraphe 11 (IV), le probléme actuel est équivalent & la détermination, sur
une spheére, d’hélices ayant ’axe Oz pour directrice, ou encore a la détermination des lignes de
longueur nulle d’un hyperboloide de révolution.

Fac. de 7., 38 S., 1I. 22
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I'équation aux dérivées partielles, & variables séparées,

P

Viga—ig'y

admet pour intégrale générale

La quadrature disparait d’ailleurs par un changement de variables : en posant

sing=sin a sinv,
on obtient

f Vigta— tg* o dp = ° _are tang (cos a tang v).

cos a

Soit de méme un complexe linéaire, Paxe central étant pris pour axe des z. De
I'équation
ps + apa =0,
il résulte que I'équation & intégrer est
g -+asing=—o0;
son intégrale est
B=—alsine + P,

& représentant la fonction arbitraire d’intégration. Cette solution représente les héli-
coides de Lie et de M. Picard.

(18] Comme complexes de révolution remarquables, je citerai :

1° Ceux qui sont constitués par des droites pour lesquelles il existe une relation
donnée entre la distance & un point fixe donné et I'angle avec une direction fixe
également donnée ; I'équation a intégrer est alors de la forme

2

q

cos’ g

P+

= F(s).

en choisissant le point fixe pour origine et la direction fixe pour axe Oz: les variables
se séparant, on en déduit I'intégrale compléte

cf:avw/VF@— “—dy + b;

Ccos

2° Les complexes de droites coupant harmoniquement deux quadriques de révo-
lution de méme axe (1). Parmi ceux-ci, je considérerai le complexe des sécantes har-

(1) Ces complexes appartiennent 4 une catégorie de complexes du second ordre qui ont
donné lieu & divers travaux de Battaglini, d’Aschieri, de Loria et Segre, etc.
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moniques de deux sphéres. En prenant le plan radical pour plan Oxy et la ligne des
centres pour axe Oz, les équations

&4y +2*—2az—c=o,

4y 42 —a2bz—c=o0
représenteront les deux spheéres et I’équation

P. + P + p; —c(p; + p; + p3) + (2 + b) (p,p, — p,p,) — abp, = o

représentera le complexe de leurs sécantes harmoniques. L’équation dont dépend la
solution du probléme de Transon pour ce complexe est :

2

. q
P+ cos’ ¢

—c¢—absing—(a+ b)pcosg=o0;

les variables se séparent et, en posant
u==sin g,

R=Au'+Au 4+ A,

avec
GA, = (a— b,
A, = 4 b ac,
Ag:(a——zli)— +c—A*,

on a l'intégrale compléte suivante qui dépend d'intégrales elliptiques des trois
espéces :

2

*du . du
+Ao/u — +(A0+A1+Ag)/‘_~——_-:;
VR (u*—1)V/R

A et B sont les deux constantes de cette intégrale compléte.

t:)':f\v,',—{—a+bu+B+(A°+A1)/\i—u~
R

Telle est la solution du probléme de Transon pour le complexe des sécantes har-
moniques de deux sphéres quelconques; j'ai tenu 4 donner le résultat des calculs, A
cause de l'importance de ce complexe dont on rencontre souvent des dégénéres-
cences : complexe de Painvin attaché 4 une quadrique de révolution (§ 22), complexes
des droites dont la somme ou la différence des distances 4 deux points fixes est cons-
tante, complexe des droites dont le rapport des distances & deux points fixes est
constant, etc...

3° Les complexes spéciaux de révolution. Le probléme de Transon est alors équi-
valent au probléme des géodésiques d'une surface de révolution quelconque : il est,
par conséquent, inutile d’insister sur ces derniers complexes. Je me bornerai &
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I'exemple, considéré par Monge dans ses Applications de I'Analyse & la Géoméirie
(pp- 246-286), du complexe spécial attaché & une sphére: ce complexe d’équation
P+ pi+pe=R

conduit 4 équation aux dérivées partielles

qui admet une intégrale compléte

R a) -+ arc tang ¢ — a arctang (af) + b;

a el b sont constantes, et 'on a posé

je donnerai incidemment 1'équation, en coordonnées symétriques,
pq(r + xy)* —R*=o0

des trajectoires de ce complexe; cette équation qui résulte de la formule (3) sera utile
par la suite.

[47]) COMPLEXES ADMETTANT UNE TRANSLATION POUR TRANSFORMATION INFINITESIMALE.
— Un complexe admet pour transformation infinitésimale la translation paralléle &

Oz si son équation ne dépend ni de p, ni de p,. En d’autres termes, I'équation sera
réductible 4 la forme

f(ps’ pi’ p-:’ ps):0'
Les coordonnées géographiques s'imposent : I'équation aux dérivées particlles est
g9, b)=0;
s . . o . . do
elle s’intégre comme une équation différentielle du premier ordre en ——, ne conte-

nant pas la fonction inconnue : une quadrature suffit donc pour obtenir I'équation

de la surface la plus générale dont les normales appartiennent & ce complexe. La
constante arbitraire d’intégration devra étre remplacée par une fonction arbitraire de
la latitude.

Des exemples de complexes de cette nature sont nombreux. On peut, par exemple,
envisager :

1° Le complexe des droites pour lesquelles il existe une relation donnée entre
la distance & une droite fixe et I'angle avec une direction fixe.

2° Le complexe des droites qui coupent harmoniquement deux cylindres du
second degré paralléles...
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Comme exemple remarquable (1). je considérerai le complexe des droites sur les-
quelles deux plans rectangulaires interceplent un segment de longueur constante. En
prenant les deux plans pour plans de coordonnées z =o0, y=o0 et désignant par 2a
la longueur constante, ’équation du complexe prend la forme

PiPi
Pi+pi+ps

ce complexe est donc du quatriéme ordre : les courbes planes du complexe sont

p; = 4a’

N

d’ailleurs des courbes paralléles d’hypocycloides & quatre rebroussements et, plus
particuliérement, des hypocycloides méme; toutes ces courbes sont de quatriéme
classe.

L’équation & intégrer est :
g=-2acos’gcosYsin J;
une intégration donne
w=TFacos*gcos’ Y + P,
¢ désignant une fonction arbitraire de 5.

Au chapitre VII (§ 33) enfin, je considérerai les complexes d’équation

P D,
()
Vpi+p P
qui admettent pour trajectoires des surfaces moulures : cette famille de complexes

appartient & la classe des complexes invariants dans la translation infinitésimale
paralléle & Oz.

(1) On sait que les droites dont trois points sont situés dans trois plans rectangulaires for-
ment une congruence de normales; M. Darboux a établi que 'une des trajectoires est le lieu du
milieu du segment formé par le point ou une telle droite coupe 'un des plans coordonnés et par
le pied de la perpendiculaire abaissée de 'origine sur la droite.

Par une translation arbitraire paralléle & 'une des arétes du triédre trirectangle constitué par
les plans donnés, on obtient une famille de surfaces non paralléles dont les normales sont les
droites du complexe que j’envisage ci-dessus. D’aprés le théoréme fondamental de M. Darboux,
le probléme de Transon pour ce complexe est résoluble et I'intégrale générale ne dépend pas de
quadrature.

Je ferai observer que ’on peut établir la propriété de la congruence des droites dont trois
poiats décrivent les trois plans coordonnés, a partir des équations

PPy + pi + Py =4a"pips,
pi(pi + p £ p) =46 pip3;
les équations aux dérivées partielles, qui résolvent le probléme de Transon pour les deux com-
plexes représentés par ces deux équations, sont respectivement
psiny —gcosdtang g == 2asingcos ¢ sin ¥,
— pcosd —gsin Yy tang o = 2b sin g cos g cos Y ;

il est aisé de vérifier que ces équations sont compatibles et admettent la solution commune :

w::i(x+-amg?)ua4—b)amz+-+(b—-an.
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CHAPITRE TV.

Classification des complexes : figuratrice. — Complexes semi-linéaires
Figuratrice d’un complexe; la figuratrice caractérise le complexe. — Classification des com-
plexes d’aprés les degrés des figuratrices. — Complexes semi-linéaires; leur fréquence;.

réduction du probléme de Transon pour un complexe semi-linéaire lorsqu’une solution est
connue a priori.

[48] FicuraTtricE. — Dans ce qui suit, je vais faire une application d’une
remarque antérieure. Au paragraphe 5, j’ai fait observer que I'équation aux dérivées
partielles, dont dépendent les surfaces trajectoires d’'un complexe donné, dépend
essentiellement, quant a sa forme, de la maniére dont figurent les trois coordonnées
D.» P, et p, dans I'équation du complexe : ce sont, en effet, ces trois coordonnées
seulement qui introduisent les dérivées de la fonction inconnue @ ou z.

Je prendrai pour élément d'une classification des complexes de droites, non plus
I'ordre de ce complexe, mais le degré de I'équation aux dérivées partielles. L'ordre,
en effet, ne joue absolument aucun réle dans la théorie des congruences de normales;
ce qui importe, c’est de savoir si I'équation aux dérivées partielles est linéaire ou non,
décomposable ou non, ... c’est de se rendre compte de la complexité de cette équation
et des particularités qu’elle peut présenter.

Qu’il s’agisse des coordonnées géographiques ou des coordonnées symétriques,
cette équation aux dérivées partielles est I'équation la plus générale du premier ordre

qui ne contienne pas explicitement la fonction inconnue :
S(p. gz, y)=0;

pour faire I'étude de cette équation, il y a avantage & donner au raisonnement une
forme géométrique, en attachant & chaque complexe de droites une courbe plane qui
le caractérisera. Procédant d’une maniére analogue a celle de M. Hadamard dans ses
Lecgons sur le calcul des variations (1), je considérerai sous le nom de courbe figuratrice
du complexe la courbe plane représentée par 'équation

S(ps q. x, y) =0,

dans laquelle p et ¢ sont regardées comme des coordonnées ordinaires et ou x et y
sont deux paramétres. Pour le moment, aucune condition supplémentaire n’est im-

posée, pas méme la condition qui exprime que p et ¢ sont des dérivées partielles d’'une

(1) Tome I, § 68.
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méme fonction : p, ¢, a, y sont deux coordonnées et deux paramétres uniquement
liés par I'équation f—o.

Etant donné un complexe, on sait former immédiatement I'équation de ses sur-
faces trajectoires par application des formules du paragraphe 6 (ou 8) qui donnent
les expressions des coordonnées pliickériennes en fonction de x, y, p et ¢. 11 est
évident que, réciproquement, étant donné une équation du premier ordre ne
contenant pas la fonction inconnue sous forme explicite, un complexe unique cor-
respond & cette équation. S'il s’agit des coordonnées symétriques, par exemple, en
portant dans I'équation aux dérivées partielles considérée les expressions suivantes

de p et de ¢,
d D d
(e,
p'— L<pibx+psbx+psaw>’
(W, W,
q= L<P‘W+P5—D*}7+Ps$>’

utilisant ensuite les formules qui donnent x et y en fonction de p,, p, et p,, et tenant
compte enfin de 'homogénéité, on forme I'équation de ce complexe. Tel est le sens
qu’il faut donner & la correspondance entre le complexe et I'équation aux dérivées
partielles. Il en résulte que, élant donnée une courbe plane dépendant ou non de
parametres, il est possible, sous la condition unique de bien préciser le réle de ces
paramétres, de la considérer comme étant la figuratrice d’'un complexe bien déter-
miné, dont I'équation peut étre obtenue aisément. |

La figuratrice caractérise donc le complexe de droites (). Dans ces conditions, on

() De la remarque ci-dessus, il résulte que 'emploi de la figuratrice peut présenter, dans
certains cas, un avantage qui n’est pas'a négliger. Par la considération des figuratrices on peut,
en effet, reconnaitre I'identité de deux complexes dont les équations en coordonnées plickeé-
riennes sont trés différentes. C’est ainsi que les équations

pgpt _plps:O’
(P +p3) (P, +p2) — pips=o0,

qui, & premiére vue, semblent n’avoir aucune relation entre elles, représentent un méme com-
plexe (§ 8), puisque, dans les deux cas, la figuratrice a pour équation
hloj
— =0,
RS
en coordonnées géographiques. Une fois I'identité des complexes établie, il est aisé de la mettre
en évidence indépendamment de la considération des figuratrices : il suffit de mettre la seconde
équation sous la forme équivalente

(i + p2) (Pe + p2) — (p,p, + p,p,) =o.

et de lui appliquer alors une identité connue. Il est bien naturel d’ailleurs qu’il en soit parfois
ainsi, lorsqu’on fait usage de variables liées entre elles par des relations supplémentaires et
d’équations qui ne sont pas d’une forme canonique.
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congoit la possibilité d’une classification des complexes entiérement analogue a celle
des courbes planes. Bien entendu, je ne me servirai de I'analogie que pour obtenir
des résultats intéressants et j'écarterai toute considération étrangére A la présente
étude. Je me bornerai & 'introduction d’une classification des complexes, d’aprés les
degrés des figuratrices et & I'application de la notion de genre des courbes planes.

[19] CrassIFICATION DES COMPLEXEs. — La classification des complexes reposera
sur la considération des degrés des figuratrices qui les caractérisent. Il est important

de faire observer que 'on envisagera toujours la figuratrice générale
S(p, g, x. y)=o0,

qui correspond & des valeurs absolument quelconques des paramétres x et y et que
I'on ne tiendra aucun compte des particularités qui peuvent se présenter pour des
valeurs singuliéres de ces paramétres, auxquelles pourraient étre liés un abaissement
de degré ou de genre. En second lieu, il convient d’observer que. dans les applications
qui vont suivre, il importe peu qu'il s’agisse de tel ou tel systéme de coordonnées :
quoique les figuratrices d'un méme complexe soient distinctes en coordonnées géo-
graphiques et en coordonnées symétriques, les degrés seront les mémes, ainsi que
les genres, ot les singularités se correspondront: ces courbes sont en effet transfor-
mées l'une de I'autre par une affinité particuliere qui laisse invariants les degrés, les
genres et les singularités des figuratrices générales.

Les complexes les plus simples seront les complexes admettant des droites pour
figuratrices. Par analogie avec le complexe linéaire, je désignerai par la dénomination
de complexes semi-linéaires les complexes -ayant une droite pour figuratrice. Aprés
les complexes semi-linéaires, viendront les complexes semi-quadratiques constitués
par les complexes admettant pour figuratrices des coniques et ainsi de suite. Aux
figuratrices algébriques correspondront ainsi les complexes semi-algébriques et aux
figuratrices transcendantes correspondront les complexes semi-transcendants. On
comprend la raison de ces dénominations en songeant au role exclusif que jouent la
moitié des coordonnées pliickériennes.

L’intérét d’une telle classification réside dans I'importance des complexes semi-
linéaires et des complexes semi-quadratiques, et dans la fréquence de ces complexes.
Les complexes linéaires sont naturellement semi-linéaires; les complexes quadrati-
ques sont semi-quadratiques, semi-linéaires ou décomposables en complexes semi-
linéaires. Bien peu de complexes d’ordre supérieur au second ont été considérés
jusqu’a présent et les quelques rares complexes de cette nature que I'on rencontre
dans les travaux de Géométrie réglée sont semi-linéaires ou semi-quadratiques, pour
compliquées que soient les équations habiluelles. C’est ainsi que le complexe du
troisiéme ordre de M. Humbert (cité au § 10) est semi-quadratique. C'est aussi le cas

du complexe des directrices des sections planes d'une quadrique : ce complexe du
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sixiéme ordre, qui fut l'objet d’'un Mémoire de M. Rouquet (!) et qui est I'un des
complexes les plus compliqués que je connaisse, rentre pourtant dans la catégorie
des complexes semi-quadratiques. '

Je me bornerai donc & étudier, d'une fagon spéciale, les complexes semi-linéaires
et les complexes semi-quadratiques.

[20] CoMPLEXEsS SEMI-LINEAIRES. — Je commencerai par les complexes semi-
linéaires et les complexes qui se décomposent en complexes semi-linéaires. 11 ne
s’agit pas d’une décomposition de nature géométrique, mais d’un fait purement ana-
lytique. Je m’explique par un exemple.

Le complexe, dégénéré du complexe de M. Humnbert, constitué par les généra-
ratrices des quadriques homothétiques aux quadriques d’un systéme homofocal a pour
équation (§§ 7, 10) :

b—o)p,p.p,+ (¢c—a)p,p,p, + (@—b)p,p,p,=—o0;

ce complexe cubique n’est nullement décomposable en complexes linéaires ou qua-
dratique; mais la figuratrice se décompose en deux droites issues de l'origine, de
sorte que ce complexe semi-quadratique est analytiquement décomposable en deux
complexes semi-linéaires.

Il importe peu que les éléments de décomposition de la figuratrice soient liés ou
non entre eux par des relations plus ou moins intéressantes. Ce qu’il est essentiel de
noter, c’est la décomposition lorsqu’elle se produit, qu’il s’agisse d’ailleurs d’une
décomposition en complexes semi-linéaires ou non. Cela découle de la théorie des
équations aux dérivées partielles qui sont décomposables. Et I'on sait combien il est
important, a cause des propriétés toutes particuliéres des équations linéaires, de
mettre en évidence les décompositions en des équations de cette nature.

L’emploi de la figuratrice est tout indiqué pour faire I'étude d’un complexe
donné, du point de vue de la décomposition. Par de simples considérations ressor-
tissant & la Géométrie analytique la plus élémentaire, on saura s’il y a décomposition
ou non et, dans le premier cas, on saura mettre en évidence les divers éléments de
cette décomposition. Il ne restera plus qu’a étudier successivement les divers cas, qui
pourront étre trés différents les uns des autres.

Je considére donc un complexe semi-linéaire ou un élément de décomposition de
cette nature. Pour un tel complexe, le probléme de Transon est réductible a I'inté-
gration d’une équation linéaire, particuliére parmi les équations linéaires, la fonction
inconnue ne figurant pas explicitement.

Deux cas seront pratiquement & discerner. suivant que l'on connaitra ou non

(1) Rouquer, Etude d’un complexe du sixiéme ordre (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, 18¢q).

Fac. de T'., 3¢ S., II. 23
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a priori une solution particuli¢re (c’est-A-dire une famille de surfaces paralléles).
Dans le cas o 'on ne connait a priori aucune solution, on aura a intégrer une équa-~
tion diftérentielle du premier ordre suivie d’'une quadrature.

Mais si I'on connait une solution particuliére 3,. en posant
S —3
V=0,+ ©,,

la nouvelle fonction inconnue @, sera donnée par une équation linéaire et homogéne
et on sera ramené au cas du chapitre III (§ 10). Ainsi : s on connait a priori une tra-
jectoire particuliére d'un complexe semi-linéaire, le probléme de Transon est réductible
au méme probiéme pour un complexe possédant Uhomothétie pour transformation infi-
nitésimale.

Insister sur les complexes semi-linéaires serait reproduire inutilement la théorie
de I'équation linéaire. Il ne me reste qu’'a citer des exemples de complexes semi-
linéaires, pour prouver leur importance. Cette catégorie de complexes comprend les
complexes linéaires, les ccmplexes possédant I’homothétie pour transformation infi-
nitésimale, le complexe quadratique

2(p,p,— p,p.) + Bpl + Ap; + (A + B)p;=o

des arétes des diédres droits dont les faces touchent le paraboloide d’équation tan-
gentielle

Av’ + B —aw=—o0;

Téquation générale des trajectoires de ce dernier complexe est :
2@ =sin g (A cos’ ¥ 4+ Bsin® L) — (A + B) Log [tang (g + %):I + v,

¥ désignant une fonction arbitraire de 4. Le terme logarithmique disparait dans le
cas o le paraboloide est équilatére : I'équation des trajectoires du complexe de Ball
(The theory of screws, p. 21) est donc

a3 =Asingcosay + ¥.

De nouveaux exemples seront donnés au chapitre suivant, & propos des intégrales
linéraires des équations aux dérivées partielles des complexes semi-quadratiques.
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CHAPITRE V.

Complexes semi-quadratiques.

Equivalence du probléme de Transon pour un complexe semi-quadratique et d’un probléme de
Mécanique, du probléme des géodésiques notamment ; application au complexe des arétes des
diédres droits circonscrits 4 une quadrique a centre. — Complexes d’équation

Pi +p:+pi=S(p,» pys Py)- —

Application de la théorie des intégrales quadratiques du probléme des géodésiques au pro-
bléme de Transon; exemples.

~ [21] Je consacrerai ce chapitre 4 I'étude du probléme de Transon pour les com-
plexes semi-quadratiques non décomposables en deux complexes semi-linéaires.
C’est dire que je supposerai que la figuratrice est une véritable conique non décom-
posable pour toutes valeurs des paramétres x et .

Pour tout complexe semi-quadratique, le probléme de Transon est équivalent a
un probléme de Mécanique concernant le mouvement d’un point sur une surface, les
liaisons ne dépendant pas du temps, et, en particulier, au probléme des géodésiques
pour un élément linéaire donné. 11 s’agit, bien entendu, d’une correspondance pure-
ment analytique; dans le cas particulier d'un complexe spécial semi-quadratique, la
correspondance entre le probléme de Transon et un probléme de géodésiques sera,
en général, essentiellement distincte de celle qui existe entre le probléme de Transon
pour ce complexe spécial et le probléme des géodésiques pour sa surface de singula-
rité. Quelque lointains que soient les rapports entre le complexe semi-quadratique
donné et les surfaces qui admettent ’élément linéaire correspondant, on peut toute-
fois espérer obtenir des résultats en considérant cette équivalence entre probléme de
Transon et probléme de géodésiques.

Si le probléme de Transon est résolu pour un complexe semi-quadratique, &
I'aide de considérations quelconques, il en résultera que le probléme des géodésiques
sera résolu pour un certain ¢lément linéaire facilement déterminable. Considérons,

par exemple, le complexe quadratique spécial, d’équation
Ap. + Bp + Cpi — BCp{ — CAp; — ABp; =o,
attaché & une quadrique a centre d’équation tangentielle

Au® 4+ Bv* 4+ Cw®* — 1 =o0.
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Le probléme de Transon pour ce complexe (1) est équivalent non seulement au
probléme des géodésiques, sur la quadrique précédente, mais encore au méme pro-
bléme pour un élément linéaire assez compliqué, mais dont il est aisé d’obtenir la
forme. L’équation des trajectoires du complexe est en effet de la forme

tbp—2Tpg+ Cr=9,
en posant
A=B—A)2" 4+ 2A + B—aC)x* + B—A,
"B =A@ — 1)y — 1) — B + 1) (¥ + 1) — 4Cay,
® =B—A)y'+2A+B—2C)y +B—A,
4

D = ———[BC(z + y)' — CA(z — ) + AB(zy — 1)];

Gy i BCE 9 — CA — )" + AB(zy — 1

identifiant cette équation avec celle
Gp® — 2Fpq + E¢* =EG — I*
du probléme des géodésiques pour I'élément linéaire

ds* =Edx*® 4+ 2Fdxdy + Gdy*,
on trouve :

GD "B A D

N

— G—e—

=, F——, 1 i
J{ob—— i MG — 1y Jb@—’}%

[22] Comme second exemple, je citerai celui des droites par lesquelles on peut
mener des plans tangents rectangulaires & une quadrique donnée. Considérons deux
quadriques (H,), (H,) d'un faisceau homofocal d’équation

2 2 2

x 4 y + z o
—1=—o0.
A+) B+Xx C+n
qui correspondent aux deux valeurs symétriques X, = X et J,=—2> du paramétre. La

congruence commune aux deux complexes quadratiques spéciaux respectivement
atlachés a (H,) et & (H,) a pour équations

SA +0pl =SB +2)(C +np:=o,

SA—np:—KB—w(C—np*=o;

(1) On peut appliquer le théoréme de M. Darboux au complexe quadratique spécial. D’aprés
un théoréme de Chasles, si on considére une quadrique homofocale & la surface de singularité
du complexe, la congruence des tangentes communes aux deux quadriques est une congruence
de normales a une famille de surfaces dont Liouville donna ’équation. En faisant varier la qua-
drique homofocale, on engendre le complexe avec une congruence de normales et le probléme
de Transon est dés lors résolu.
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par simple soustraction des premiers membres de celles-ci, on vérifie que I'équation
Pi+pi+pi— B+ COpi— (C+ A)p, — (A + B)p;=o

est satisfaite; la congruence considérée appartient donc au complexe des arétes des
diédres droits dont les faces touchent la quadrique (H,) du systéme homofocal qui
correspond & la valeur zéro du paramétre et dont I'équation tangentielle est

Au® + Bv* 4+ Cw* — 1 =o,

cest-A-dire au complexe de Painvin attaché & la quadrique précédente (*). En faisant
varier le paramétre A, on établit que le complexe de Painvin peut étre envisagé
comme engendré par une certaine congruence qui, d’aprés un théoréme de Chasles (?),
est une congruence de normales; les surfaces orthogonales ont été déterminées par
Liouville (3). I résulte donc du théoréme fondamental de M. Darboux que le pro-
bléme de Transon pour le complexe de Painvin est résolu et que I'équation de la tra-
jectoire la plus générale se déduit de I’équation formée par Liouville. L’équation aux
dérivées partielles étant

Pt + ' =B+ C) @+ —(C+A)(x—y)+ A+ B)(@y—1),
1’élément linéaire correspondant est de la forme

s — a(x 4+ y)* 4+ blx —y)" + c(xy —1)*
o (xy + 1)* '

Je reviendrai plus loin sur cet élément linéaire et je montrerai qu’il est réductible
A la forme de Liouville. Pour le moment, je ferai observer que, dans le cas particulier

(1) Dans un article Conséquences de deux théorémes de M. Bricard concernant les tan-
gentes communes « deux quadriques (Nouvelles Annales de mathématiques, 1910, p. 25), j’ai
établi le résultat ci-dessus par un raisonnement géométrique qui présente 'avantage de subsister
dans le cas ou le quadrique (H,) est un paraboloide. Cette démonstration géométrique est une
conséquence d'un théoréme remarquable que M. Bricard avait fait connaitre dans les Nouvelles
Annales de 1908 : St une droite varie en touchant constamment denx quadriques homofocales,
les plans tangents menés par celte droite aux diverses quadriques homofocales aux deux
premiérés forment un faisceau de grandeur constante. Considérons alors le complexe des
arétes des diédres de grandeur constante donnée dont les plans touchent une quadrique
donnée (H,); soit (y) une courbe quelconque du complexe; toute tangente 3 a (y) est touchée
par deux quadriques (H,) et (H,) du systéme homofocal (H)- auquel appartient la quadrique par-
ticuliére (H,). Puisque 3 est un rayon du complexe, la congruence des tangentes communes
a (H,) et a (H,) appartient au complexe, d’aprés le théoréme cité de M. Bricard; en remarquant
alors que, d’aprés un théoréme de Chasles, cette méme congrience est une congruence de nor-
males et en appliquant le théoréme de M. Darboux, j’ai établi que le probléme de Transon est
résoluble non seulement pour le complexe de Painvin attaché a la quadrique (H,), mais encore
pour le complexe plus général des arétes des diédres de grandeur constante donnée dont les
faces touchent cette quadrique. -

(3) Apergu historique sur Porigine et le développement des méthodes en Géométrie, p. 392.

(3) Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XVI, 1851, p. 6.
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on la quadrique est de révolution autour de I'axe Oz, le complexe de Painvin se pré-
sente comme un cas particulier du complexe des sécantes harmoniques de deux
sphéres. Cette propriété, qui fut établie par Loria et Segre ('), résulte de I'équation
P+ p; + pe—e(p; + p; + p;) + (a + b) (p,p,— p,p,) — abp, =o
qui représente le complexe des droites coupées harmoniquement par deux sphéres :
& +y + 2 —aaz—c=o,
e+ y 4+ 22 —a2bz—c=o,
rapportées & leur ligne des centres et & leur plan radical (cf. le paragraphe 16). Par

comparaison des équations des deux complexes, on établit I'identité du complexe de
Painvin attaché i la quadrique de révolution d’équation

x2+ya 2 .
A +E I—20

et du complexe des sécantes harmoniques des deux sphéres égales d’équations
@ +y +2+2/C—A.z—A—C=o0.

Plus particuliérement encore, lorsque la quadrique (H,) est une sphére, le complexe
de Painvin est identique au complexe spécial des tangentes d'une sphére donnée
(cf. le paragraphe 16). .

[23] Le complexe de Painvin appartient, par la forme de son équation, & une
catégorie de complexes semi-quadratiques d’équation générale

P+ Di+pe=S(p, D, D)

tout complexe de cette nature est constitué par des droites dont la distance & un point
fixe est une fonction donnée des paramétres qui en définissent la direction. De tels
complexes, que j'ai rencontrés ailleurs (3) comme invariants dans une certaine trans-
formation de droites, conduisent & une équation aux dérivées partielles de la forme
générale

pq=F@, ). :

Pour ces complexes semi-quadratiques particulicrs, le probléme de Transon est
équivalent au probléme des géodésiques de la surface la plus générale rapportée & ses

(1) Loria et Secre, Sur les différents complexes du second degré de droites qui coupent
harmoniquement deux quadrigres (Mathematische Annalen, 1884).

() Sur une transformation de droites (Nouvelles Annales de mathématiques, 1909, p. 254).
Dans cette Note, j’ai défini et étudié une transformation de droites laissant invariantes les con-
gruences isotropes de Ribaucour, les congruences de normales des surfaces de M. Appell et les
complexes semi-quadratiques ci-dessus envisagés.
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lignes de longueur nulle; I'élément linéaire correspondant est, en effet,
ds* = F(x, v)dxdy,

F(x, v) désignant une fonction quelconque de x et de y; entre les fonctions

f(p,, p,> p,) et F(x, y), existe, en vertu des expressions (4) de (p,, p,, p,) en (x,Y),
la relation

S P, p) = (1 -+ xy)F(x, y)

qui peut servir & former l'une des deux fonctions connaissant 1'autre.

On sait que le probléme des géodésiques des surfaces rapportées 4 leurs lignes de
longueur nulle a donné lieu & des recherches du plus grand intérét, de M. Keenigs
notamment. Dans un Mémoire sur les lignes géodésiques (1), M. Koenigs a étudié les
problémes des géodésiques & intégrales quadratiques et il a précisé un théoréme anté-
rieurement établi par Massieu (*). M. Koenigs a montré que si U'équation

Pg=Mz.y).
dont dépend le probléme des géodésiques pour I'élément linéaire d'une surface rap-

portée & ses lignes de longueur nulle

ds* = .dxzdy,
est supposée avoir une ou plusieurs intégrales quadratiques de la forme
Ap®™ + 2Bpg + C¢*=const.,

cet élément linéaire est nécessairement réductible 4 'une ou lautre des formes dites
respectivement de Lie ou de Liouville; pour la forme de Lie, on a

r=yflx) + g(x),
et pour celle de Liouville

r=[f(x +y)—glx—1y);

réciproquement, si un élément linéaire se présente sous I'une ou Pautre des deux
formes précédentes ou si, par un changement de variables, il est réductible A I'une
d’elles, I’équation aux dérivées partielles

Pg="

(1) Mémoires présentés par divers savants ¢ I' Académie des Sciences (Prix Bordin, 1892) et
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse (18g2).

Le théoréme de Massieu a servi de point de départ & Raffy, dans son Mémoire Sur quelques
propriétés des surfaces harmoniques (Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 1895),
pour certaines recherches concernant les surfaces dont I’élément linéaire est réductible i la forme
de Liouville.

() Cf. le tome III (pp. 30-37) des Legons de M. Darboux.
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admet une ou plusieurs intégrales quadratiques. Le coefficient A est nécessairement
une fonction de la variable 2 seule, et C est de méme fonction de la seule variable y :

A =\(x), C=Y(v);
la fonction 4 de (x, y) satisfait a I'équation donnée par M. Darboux

D I A
— + X""=2Y— 4+ 3Y — + Y%,
2y dy

L.T

dans laguelle X', Y', X", Y" sont les dérivées des deux premiers ordres des fonc-
tions X et Y. Si % étant donnée, (X, Y) est un couple de fonctions satisfaisant i cette
équation, le changement de variables défini par les formules

, dx dy
X ___/____ . f
VX
fait prendre a 1'é1ément linéaire la forme de Liouville.

I1 en est ainsi si X et Y sont toutes deux distinctes de zéro; si lune de ces fonc-

tions, X par exemple, est identiquement nulle, le changement de variables défini par

les formules
, dy
xr =x, f

fait alors prendre & I'élément linéaire la forme de Lie.

[24] Ces résultats remarquables étant rappelés, considérons un complexe semi-
quadratique de la famille

p. + pi+ps=f(p,. p,> p,)

auquel correspond un élément linéaire déterminé

ds’ — S

SiIélément linéaire est réduclible, par changements de variables & la forme de Lie
ou & celle de Liouville, le complexe considéré jouit d'une propriété digne d’étre re-
marquée : il existera une ou plusieurs familles de complexes semi-quadratiques —
correspondant aux diverses intégrales quadratiques — dont les intersections avec le
complexe considéré seront des congruences de normales.

La réciproque n’est pas nécéssairement vraie, en général : si, un complexe
2 2 2
pA +p5 +p6"—f(pa’ pe’ p,l)

étant donné, on connait, i la suite de considérations géométriques par exemple, une

famille de complexes semi-quadratiques constiluant avec ce complexe des con-



LES CONGRUENCES DE NORMALES APPARTENANT A UN COMPLEXE DONN[‘II. 181)

gruences de normales, il ne s’ensuit pas que 1'¢é1ément linéaire associé au complexe
doive nécessairement étre réductible par changements de variables & I'une des formes
de Lie ou de Liouville. Pour étre assuré d'une telle réduction, il est nécessaire de

montrer que I'intégrale quadratique est de la forme
Ap® + 2Bpg + Cq* = const. ;

la constante arbitraire doit figurer sous forme additive, en tenant compte s’il y a lieu
de I'équation

Pg=~n.

(’est ce qui arrive relativement au complexe de Painvin et 4 I'¢é1ément linéaire que
nous lui avons associé au paragraphe 22. Le complexe de Painvin est engendré par
une infinité de congruences de normales appartenant aux divers complexes quadra-
tiques spéciaux attachés aux quadriques homofocales; mais I'équation générale de ces
derniers complexes étant

A+opi+ B +e)p; + (C+e)ps— B +0)(C+)pi — (C+ o) (A + o) p;
— (A + B+ p)pi=o0,
il n’en résulte pas que I'élément linéaire associé au complexe de Painvin doive étre
réductible 4 la forme de Liouville : la constante p ne figure pas sous forme additive
dans l'intégrale quadratique. Toulefois, en tenant compte de I'équation du complexe
de Painvin, on peut substituer aux complexes quadratiques spéciaux une autre
famille de complexes semi-quadratiques, d’équation générale

Api + Bp; + Cpi — BCp; — CAp; — ABp; — ¢*(p) + p + p)) =o,
4 laquelle correspond une intégrale quadratique
[—A( — %) 4+ B(1 + «*)* — 4Cx’]p*
+ 2 [A(—2%) (1 — ") + B(1 + @) (1 + ") + 4Cxy] pq
+ [FAC—=Y) + B +y) —4Cylq

4 BC(x + y)* — CA(x —y)* + AB(xy — 1)*
(wy +1)*

—const.,

ou encore :

X+ 2| AG =290 —y) + BG4+ ) (1 +¥) + hCay

BC(x + y)* — CA(z — y)* + AB(zy — 1)*

T OG- CH NG + A+ By — 02]1’4 - Yg'=const.,

avec
X=(B—A)x'+ 2(A + B—20)x* + (B—A),
Y=B—Ay'+24 +B—20)y* + (B—A);
Fac. de T., 3¢ S., 1I. 24
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cefte dernitre intégrale quadratique est bien de la forme de celles qui figurent dans
I'énoncé du théoréme de Massieu. L'élément linéaire considéré au paragraphe 22 est
donc réductible & la forme de Liouville, par le changement de variables défini par
les quadratures elliptiques suivantes :
, dx
x :f s
V(B—A)z* + 2(A + B— 2C)* + (B —A)
d

y = / ! ;

V(B—A)Y +2A+B—aC)y + B—A

les invariants étant les mémes pour les fonctions elliptiques qui permettent de cal-
culer x el y en fonction de =’ et de y':

1 yw . J’”
2.}’.13 J"fi. })x

on pourra aisément calculer les termes x + y,  —y et xy qui figurent dans 1'élément
linéaire :

I J)lwr Xyryr

4P —Pa) (PyY —Px)’

x4 y=z" + o) + Ly + o) — ' — ' —2ls,
x—y={a" 42— +2)— '+

€Ty —

une simplification importante se produit pour
A 4+ B=2(,

condition qui caractérise un faisceau homofocal de gquadriques dont I'’hyperbole
focale est équilatére; on a alors les quadratures

— dy
A—Br~/ , \/A—By’:f———"—,
Vat 41 V' +1

et Uon est ramené aux transcendantes spécialemenl considérées par Gauss sous le

nom de lemniscatiques.

[25] Comme second exemple intéressant de complexes semi-quadraliques asso-
ciés & des éléments linéaires remarquables, je signalerai le complexe des droites
situées & une distance A d'un point fixe et faisant avec une direction fixe un angle V
li¢ & A par la relation

A cos V = const.

Prenant le point fixe pour origine et la direction fixe pour direction de l'axe Oz,
I'équation de ce complexe est

(P + P2+ po)p;=(p; +p: + )
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le complexe est du quatriéme ordre et de révolution; le probléme de Transon est
immédiatement résoluble; I'équation en coordonnées géographiques
7 1

cosy  sin‘g

P+

admet, en effet, I'intégrale compléte

. I a’
(.):av,'/%-/ —— — ——ds+0,
. sin"y  cos’y

ou encore

L 1. i—y\/2

©»=ay + a arc tang —— 4 - Log ———L_ + b,

2 2 t+ \/2
en posant

P+ a—1

COoS 29 == ——————
' a + 1

Prenant pour direction fixe celle de ’axe Ox, I'équation du méme complexe est

2

(0l + P+ o) pi= (P + P+ P’
I'équation aux dérivées partielles du probléme de Transon pour ce complexe est

pqlx +yrF=r,
et I’élément linéaire associé est
_dx.dy

ng—————-——o 5
(x+ )

on reconnait 1a I'élément linéaire de la sphére rapportée a ses génératrices iso-
tropes ().

Dans le cas actuel, I'équation aux dérivées partielles admet deux intégrales
linéaire et quadratique :

p— q—=const.,

(p+q°— =—const.,

_ b
(x +y)?

(1) On observera que le probléme de Transon pour le complexe considéré est équivalent au
méme probléme pour le complexe spécial des tangentes & une sphére. La transformation définie
par les formules

ﬁ:’(l)“, rr, =1, Y=Y,
transforme, en effet, ’équation
pg (e Fy) =
en celle (§ 16)
pq(r +xy) =—1

des surfaces dont les normales touchent une sphére représentée par ’équation

X*+Y + 2724+ 1=0.
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auxquclles correspondent respeclivement une famille de complexes semi-linéaires et
unc famille de complexes semi-quadratiques. Chaque fois que I'on aura d’ailleurs
une équation du type

pg—"~fonction de ( 4 v),
celle-ci admettra Vintégrale linéaire
p— g=const.,

a laquelle correspondra une famille de complexes semi-linéaires; le complexe semi-
linéaire associé & la figuratrice

1) —_ (1 == a
sera constilué par les normales & loutes les surfaces qui rentrent dans I'équation

Slax

z, ay + 2)=o, en coordonnées symétriques.

[26] Ces excmples mettront en évidence U'intérét d'un pareil rapprochement entre
la théorie des complexes de droites et la théorie du probléme des géodésiques. Cette
derniére étant certainement la plus développée, permettra de faire des applications
& la théorie du probléme de Transon. On se donnera un élément linéaire pour lequel
le probléme des géodésiques est résolu; le complexe associé & cet élément linéaire,
complexe dont I'équation sera aisée & former, conduira a un probléme de Transon
résoluble. Si, en outre, équation du probleme des géodésiques pour cet élément
linéaire admel une ou plusicurs intégrales quadratiques, la théorie précédente des
complexes semi-linéaires et des complexes semi-quadratiques permettra de donner
une interprétation géométrique remarquable de ces intégrales. Comme éléments
linéaires, on pourra considérer tout d’abord ceux qui sont de révolution ; d’aprés un
théoréme de M. Darboux, le probleme des géodésiques, pour ces éléments, admel
une intégrale linéaire et une intégrale quadratique : étant donné, en effet, un com-
plexe de révolution

A o S DR AV A e R
I'équation associée
pq= Y= Xxy)
admel une intégrale linéaire
px — qy = const.,
4 laquelle correspondent des complexes quadratiques, semi-linéaires et de révolution
autour de Oz, d’équation
P
Vi + b+ 1

—=const. ;

il est remarquable d’observer que ces complexes semi-linéaires sont absolument indé-
pendants de la fonction F(xy).
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D’autres exemples pourront étre tirés des tableaux qui font suite au Mémoire cité
de M. Keenigs : I'élément linéaire

e R e e

de la 4° forme du II° tableau, par exemple, conduit & un complexe du sixiéme ordre

T

1 2 2 2\2

p; P.
Comme exemple d’élément linéaire conduisant & une ¢quation douée de plusieurs
intégrales quadratiques, je citerai le suivant qui fiit considéré par Lie (*) :
ds* = (x + y)dxdy;

I'équation correspondante

Pq=x+Yy
admet une intégrale linéaire

p —q=const.,
A laquelle correspond une famille de complexes semi-linéaires et deux intégrales

quadratiques
p*— 2y=const.,
q* — 20 = const. ,

auxquelles correspondent deux familles de complexes semi-quadratiques.

CHAPITRE VL
Complexes définis paramétriquement.

Application de la notion de figuratrice & I'expression des coordonnées pliickériennes des rayons
d’un complexe en fonctions de trois paramétres. — Probléme de Transon pour un complexe
défini paramétriquement; réduction du probléme a I'intégration d’une équation aux dérivées
partielles du premier ordre admettant 'unité pour multiplicateur. — Exemples : complexes
dont toutes les trajectoires sont des surfaces de M. Appell.

[27] Nous avons précédemment été amenés a considérer, sous le nom de figu-
ratrice d'un complexe quelconque, la courbe représentée par 1'équation aux dérivées
partielles, en coordonnées géographiques ou symétriques, des surfaces dont les nor-
males constituent le complexe envisagé. En coordonnées symétriques pour fixer les
idées, cette équation étant

S(p,q, %, y)=o,

(1) Geometrie der Beriihrungstransformationen, p. 166.
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si I'on regarde p et ¢ comme des coordonnées courantes et «, y comme des para-
meétres, elle représentera une certaine courbe plane du plan (p, ¢) dépendant de deux
parameétres x et y : c’est, par définition, la figuratrice du complexe.

La considération de la figuratrice sera d’un grand intérét lorsqu'on voudra
exprimer les coordonnées pliickériennes des droites d'un complexe en fonction de
trois paramétres, ce qui peut étre utile dans certains cas. La théorie des courbes, la
théorie des surfaces et la théorie des congruences fournissent non seulement des
exemples remarquables pour lesquels les coordonnées sont paramétriques, mais
encore la preuve que, dans les cas compliqués notamment, il est absolument indis-
pensable d’avoir recours a des expressions paramétriques. Pourquoi n’en serait-il pas
de méme dans la théorie des complexes de droites?

Un complexe étant donné, par une équation compliquée par exemple, on peut se
proposer de former des expressions des coordonnées pliickériennes des droites qui le
constituent en fonction de parameétres. Un procédé pratique et simple découle de I'in-
troduction de la figuratrice. Celle-ci est une courbe plane; la Géométrie analytique
nous apprend a exprimer les coordonnées courantes de ses points en fonction d’'un
paramétre et cela de bien des facons. Se laissant toujours guider par la théorie des
courbes planes, on choisira une de ces représentations. Soit alors 6 le paramétre; on
posera :

p = fonction de (0, x, y) = P(b, x, y),
q = fonction de (8, x, y) = Q(4, x, y);

en utilisant les formules (10) qui donnent p_, p,, p, en fonctions linéaires de p et
de ¢, les coordonnées pliickériennes seront exprimées en fonction des trois coordon-
nées (0, x, y); la coordonnée 0 figurera uniquement dans les coordonnées-moments.
Bien entendu, tout ce qui vient d’étre dit & propos des coordonnées symétriques est
applicable aux coordonnées géographiques.

. [28] Le complexe donné est donc défini paramétriquement, avec indétermination
d’ailleurs. Sans entrer dans des considérations relatives & ces expressions paramétri-
ques, je passe & I'étude des congruences de normales des complexes définis paramé-

triquement.

Je suppose donc que p et ¢ soient définis par des expressions en 6, x, y:
p="PO.z ), ¢=Q0 = 7y);

si I'on se donnait des expressions de p,, p,, p,, il 0’y aurait qu'a les porter dans les
relations qui donnent p et q :

. (\ 1 ‘\ 2 w 3
pm (2 p 2 0,

Qx

Y ) op, op,
q= l(P‘3?+P5)y+Pea—y>~
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Jusqu'ici aucune hypothése n’a été faite sur p et ¢; si nous imposons la condition

supplémentaire

linéaire par rapport aux dérivées de 6. Si l'on prend alors pour expression de  unec
fonction de x et de y qui soit intégrale de cette équation linéaire, on isole une
congruence appartenant au complexe et cette congruence est une congruence de nor-
males. Réciproquement, toute congruence de normales appartenant au complexe est
susceptible d’une pareille détermination. L’équation linéaire

peut donc étre envisagée comme définissant toutes les congruences de normales qui
appartiennent au complexe.

[29] L’intégration de toute .¢quation aux dérivées partielles du premier ordre
pouvant, par un procédé analogue, étre toujours réduite & celle d’une équation
linéaire, I'équation précédente serait peu intéressante si elle ne jouissait pas de la
particularité d’avoir un multiplicateur connu a priori. On a en effet la relation

D<DQ>+D< bP) ) /P d o
w\3) T\ T +ﬁ<w—a‘;>=°

qui exprime que l'équation aux multiplicateurs admet une constante pour solution.

L’équation linéaire dont dépend le probléme de Transon pour un complexe défini
paramétriguement admet Uunité pour multiplicateur, tout comme 1’équation formée
par Transon lui-méme. ’

identique

Insister ici sur une telle équation serait reproduire des résultats bien connus.
Comme exemples de complexes définis paramétriquement, on pourra prendre les
complexes homogeénes en p,, p,, p, (chap. III, § 10); on posera

pt:exat’ pes:exas’ Ps:()XaG’
a,, a,, a, étant des fonctions de (x, y). Ainsi pour le complexe tétraédral

apapt + bpsps + Cp:spo:o’
on posera
_b—c c—a a—b

0, s = 0, s =
pl p p’ p p3

b,
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I'équation & intégrer est alors, en appliquant les relations (g) :

b ~b—cop, 20 b—cp,

b—cdp, p
=00 Q 2 P Py,
T p, dy Dy p, x 2 S p. dx )y’

cette équation admet la solution particuliére
0=p,p,p, X const. ;

et, comme il s’agit d’une équation & multiplicateur égal a un, le probléme est immé-
diatement résolu.

Comme autres exemples, on pourra considérer les complexes du chapitre V (§ 23)
Pi+ P+ P =/(P,> D D).
qui admettent pour figuratrice une hyperbole équilatére. On posera alors
p=2e.P(x,y)), g=e=".Q,(x,v).
[30] Je terminerai ce chapitre par I'examen particulier d'une classe de complexes

qui interviendront plus loin (§ 32) au titre de complexes ayant des surfaces de
M. Appell pour trajectoires. Ce sont les complexes conduisant A Iéquation

S, x)=9(q,y)

a variables séparées, en coordonnées symétriques. Prenant pour paramétre variable 0

la valeur commune de f(p, x) et de g(q, ), puis supposant p et ¢ explicitement cal-
culés en fonction de = ou y et de 0, on a :

p=Px, 0, ¢=0Q(,0);

Péquation linéaire est alors

son intégrale est définie par la relation

%[/Pdw#—dey:I:@(e),

dans laquelle © est une fonction arbitraire de 6.
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CHAPITRE VII.

Cas d'une solution unique connue a priori.

Complexes admettant une surface de M. Appell pour trajectoire; il existe une infinité de telles
surfaces déterminables par quadratures; résolution du probléme de Transon pour un tel
complexe. — Complexes dont toutes les trajectoires sont des surfaces de M. Appell. — Com-
plexes admettant une surface moulure pour trajectoire ; complexes dont toutes les trajectoires
sont des surfaces moulures. — Extension au cas d’un complexe ayant pour trajectoire une
surface inlégrale d’une certaine équation aux dérivées partielles du sccond ordre. — Com-
plexes admettant pour trajectoire une surface minima. — Application simultanée des
théorémes de M. Darboux et de Malus & certains complexes pour lesquels la connaissance
d’une solution est suffisante. — Complexe dont tous les cones sont de révolution.

[31] Le théoréme de M. Darboux suppose cssentiellement que la famille connue
« priori de surfaces trajectoires est composée de surfaces non paralltles entre elles ;
en d’aulres termes que I'on connait une famille de congruences de normales appar-
lenant au complexe. Dans ce cas, d’apreés le théoréme de M. Darboux, le probléme
est résoluble.

On rencontre souvent des complexes pour lesquels on connait @ priori une seule
congruence de normales; le théoréme de M. Darboux ne peut alors étre appliqué.
Toutefois, la connaissance de cette solution peut é&tre précieuse : c'est ainsi que, dans
la théorie des complexes semi-linéaires, nous avons remarqué que la connaissance
d'une solution unique simplifie considérablement le probléme de Transon,
puisqu’alors sa solution dépend d’une équation différentielle du premier ordre (§ 20).

Je m’occuperai, dans ce chapitre, des complexes admettant pour surface trajec-
toire une surface, connue ou non a priori, mais que I'on sait satisfaire & une équation

“donnée aux dérivées partielles du second ordre A caractéristiques distinctes. Je vais
montrer que si on sait a priori qu'un complexe admet pour trajectoire une surface
de M. Appell, une surface moulure. une surface minima, ... et plus généralement
une surface que l'on sait étre intégrale d’une équation donnée du second ordre, on
pourra, sauf exceptions, déterminer une famille de surfaces de méme nature et, par
suite, considérer le probléme comme résolu. Pendant I'impression du présent
Mémoire, j'ai observé que les complexes admettant des surfaces minima parmi leurs
trajectoires ont une importance particuliére. 1l résulte, en effet, d'une expression de
la courbure moyenne, & laquelle peut étre rattachée une formule qui fut utilisée par
Schwarz, que les surfaces minima sont caractérisées par la propriété suivante : la
divergence du vecteur égal & 'unité porté par la normale est identiquement nulle.
L’étude des complexes admettant des familles de surfaces minima pour trajectoires

Fac. de 1., 3¢ S,, 1L, 25
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_est donc intimement liée au probléme qui consiste & déterminer les champs de vec-
teurs tels que les tourbillons soient constants en grandeur. La considération des

surfaces minima conduit & une solution particuliére qui mérite d’étre signalée.

[32] Considérons, par exemple, un complexe que l'on sait avoir, pour surface
trajectoire, une surface de M. Appell connue ou non. En coordonnées symétri-
ques, I'équation des surfaces de M. Appell, c’est-a-dire des surfaces dont la déve-
loppée moyenne est réduite & un point, est

son intégrale générale est
Z=X+Y,

X et Y désignant deux fonctions arbitraires de & et de y respectivement. Considérons
alors I'équation

Sf(p,q,z,y)=o0

des trajectoires du complexe donné; I'équation

SO, Y, @, y) =o,

. - A dY .
dans laquelle X’ et Y' désignent les dérivées % et ﬂ’ est supposée admettre une

solution : cela ne sera possible, en vertu de I'indépendance méme des variables x

et y, que si celles-ci se séparent; 1'équation précédente est donc susceptible d’étre
mise sous la forme

XX @) = (Y, y).

ce qui exige d’ailleurs que I'équation aux dérivées partielles soit & variables sépa-
rées. En introduisant alors une conslante arbitraire s, on posera

X, #) =0,
(Y, y) = o

on déduira de ces relations les fonctions X et Y par des quadratures; on aura finale-
ment des expressions de la forme

X = fonction (x, 5) + const.,
Y = fonction (v, s) + const.,
d’ou
z2=f(x, ) + f,(y, o) + const.,
la constante ¢ ne s’introduisant pas sous forme additive. Si donc on sait que, parmi

les trajectoires d'un complexe, se trouve une surface de M. Appell, on pourra déter-
miner par quadratures une infinité de telles surfaces auxquelles on devra associer
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toutes les surfaces paralltles. Le probléme de Transon sera donc résolu, d'apres le
théoréme de M. Darboux. Ainsi :

Il n’existe pas en général de surface de M. Appell qui soit une surface irajecloire
d'un complexe donné. Mais s'il existe une surface de cette nature, il en existe une infi-
nité et toules ces surfaces sont déterminables par quadratures. Le probléeme de Transon
est alors résolu.

Comme exemple de complexes possédant des surfaces trajectoires qui sont des
surfaces de M. Appell, je citerai les complexes de figuratrices

pg=F(x) X F,(y):
ces complexes appartiennent & la classe des complexes semi-quadratiques étudiée au
paragraphe 23; I'élément linéaire associé¢ étant un élément linéaire de surfaces déve-
loppables, il résulte de la théorie générale que le probléme de Transon pour ces
complexes est résoluble. L’équation peut se mettre sous la forme & variables séparées
et par conséquent les complexes possédent des surfaces de M. Appell pour trajec-
toires : X et Y étant des fonctions respectives de x et de y déterminées par deux qﬂa—
dratures, ¢ étant un paramétre variable, ces surfaces de M. Appell sont représentées
par équation
z=—eX 4+ e—°Y -+ const.

Le cas exceptionnel (1) auquel j’ai fait allusion plus haut est celui ot I'équation du

complexe est I'une ou l'autre des équations analogues

D= f(x), q=s);

pour le complexe

p=J(x),
par exemple, I'équation qui détermine les surfaces de M. Appell est
X'=/(x);

la constante s n’intervient donc nullement. Dune facon générale, il en sera ainsi
chaque fois que le complexe aura pour trajectoires des surfaces qui seront toutes des
intégrales de I'’équation du second ordre. Dans le cas actuel, les complexes semi-
linéaires

p=J/®x), q=/)
sont précisément ceux pour lesquels toutes les trajectoires sont des surfaces de
M. Appell.

(1) On observera que parmi les équations 4 variables séparées, les équations
Jps @) + f,(y)=o,
9.4, ¥) + g,(x)=o0,

dans lesquelles f,(y) et g,(x) sont des fonctions non constantes, font exception et ne possédent
aucune surface trajectoire qui soit une surface de M. Appell.



196

E. TURRIERE.

[833] Ce qui précede peut étre étendu aux équations aux dérivées partielles du
second ordre dont I'intégrale affecte la forme

z=f[U@), V), z, y]:

u et v sont deux fonctions données des variables « et y, fonctions qui sont en outre
essentiellement indépendantes; U et V sont deux fonctions arbitraires de u et de v
respectivement; f est une fonction donnée de U, V, x et y. On transforme tout
d’abord I'équation des trajectoires du complexe considéré en substituant aux variables
x et y les nouvelles variables u et v, ce qui est possible en vertu de I’hypothése faite
relativement A I'indépendance de ces fonctions : 1'équation des trajectoires conscrve
sa propriété caractéristique qui consiste en I'absence de la fonction inconnue. On est
ainsi ramené au cas ol u et v se réduisent respectivement aux variables x et y, c’esl-
a-dire au cas ou 'on a

=/IX, Y.z, y):;

pour que le complexe admelte des lrajectoires qui rentrent dans celte équation il
faut qu'une équation du type

{J(X” ‘”’ X: lY! @, y)z 0,

entre =, v, X, Y, et les dérivées de X et de Y, admette au moins une solution (X, Y).
La condilion nécessaire et suffisante d’existence d’une telle solution est que J puisse
étre mise sous la forme

NN, @) =Y, Y. )

ou soit décomposable en plusicurs relations de cette nature. Dans le cas d'unc rela-
tion unique, on obtient non seulement un couple de solutions, mais encore une infi-

nité : on intégre, & cet effet, les équations différentielles du premier ordre
N, X, ) =0,
+«(Y,Y.y)=3,
qui donnent
X = fonction de x. 5, x,,

Y = fonction de y, o, v,:

dans le cas le plus favorable, on a une famille de surfaces trajectoires dépendant de
trois paramétres arbitraires s, x,, y,. Pour que le probléme soit résoluble, il suffit
que finalement, aprés toutes les réductions possibles, il subsiste un paramétre et que
ce paramétre figure dans l'expression de z sous forme non additive. La présence de
trois paramétres permet de concevoir que, dans la plupart des cas, on obtiendra une
infinité de trajectoires particuliéres auxquelles sera applicable le théoréme de
M. Darboux. C’est d’ailleurs ce qui arrive pour I'équation s=o des surfaces de
M. Appell. Les deux constantes d’intégration @, et y, s'additionnent, ce qui réduit le
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nombre de constantes A deux dans I'expression définitive de z; 1'une de ces constantes

se présente sous forme additive; L'autre, ¢, correspond A une famille de surfaces non
paralléles.

Comme second exemple, je considérerai les surfaces moulures. L’équation du

second ordre de ces surfaces est, en coordonnées géographiques ¢ et 4,
qtgo+s=o;

elle peut étre mise sous la forme :

S~
7~
o
2=
-6
SN

|

°

I'équation de I'intégrale générale est
@ =>+cosy. W,

en introduisant deux fonctions arbitraires respectives de 3 ct de 'b. On doit tout
d’abord mettre en évidence les complexes pour lesquels toutes les trajectoires appar-
tiennent A cette classe de surfaces : I'équation aux dérivées partielles des trajectoires

est nécessairement de la forme

q

Cos g

=F(4).

I étant quelconque; le complexe est donc un complexe d’équation
P
Vi + 1

un tel complexe d’équation

= fonction homogene et de degré zéro de p, et de p,;

()

Vei+pr T
appartient 4 la famille étudiée au paragraphe 17 des complexes invariants dans la
translation infinitésimale paralléle a Oz. La trajectoire générale est une surface mou-
lure pour laquelle W est déterminée par quadrature, lorsque le complexe est donné,
ct & une fonction arbitraire.

Laissant de cdté ces complexes exceptionnels, un complexe quelconque n’aura
nécessairement pas pour trajectoires des surfaces moulures : pour qu’il en soit ainsi,
il faudra qu'une certaine relation entre Cfi;b, 9, %, W et + soit vérifiée. En vertu de

2 /
I'indépendance des variables ¢ et *, il suffit que cette relation se présente sous la
forme & variables séparées

SV 9) = [, W, 4);

d’ot, en introduisant un paramétre ¢ représentant la valeur commune des deux

termes, ® par une quadrature, et ¥ par une équation différentielle du premier ordre.
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La constante provenant de la quadrature qui donne & est une constante additive
dans ¢3. Il reste donc deux conslantes & considérer. On arrive ainsi & un théoréme
analogue a celui qui concerne les surfaces de M. Appell. La seule différence consiste
dans ce que ¥ est donnée par une équation du premier ordre et que I'intégrale déter-
minée dépend de deux constantes, en plus de celle qui est additive. Il résulte de 13
qu’il ne sera pas nécessaire d’intégrer I'équation en W; si 5 est arbitraire, il suffira,
en général, d’obtenir une intégrale particuliére de cette équation différentielle. On
pourra de méme donner a s une valeur particuliére et intégrer I'équation différen-
tielle correspondante. 1l s’agit uniquement d’obtenir une intégrale dépendant d’'une
constante arbitraire non additive & laquelle on pourra alors applfquer le théoréme de
M. Darboux, et l'on concoit Vinutilité de I'intégration de 1'équation différentielle
pour toute valeur du parameétre s.

[34] Les considérations précédentes s’étendent aux solulions que l'on sait étre
« priori de la forme

Z F[U(u)’ V(“), L’(n-a), \T(H—l)’ e U’, V,, u, v, T, y] ,

ot U™, VI désignent des dérivées des fonctions U de wet V de v (1). C'est lc cas des
solutions qui sont des surfaces minima; 'équation du second ordre des surfaces

minima en coordonnées symétriques

(1 + xy) 5y +2z=o0
admet l'intégrale générale
vy, EY X
=2\ - Y — 2 —I—W .

Il n’y a pas lieu de chercher des complexes dont toutes les trajectoires soient des
surfaces minima, puisque la dilatation transforme les surfaces minima en des sur-
faces qui ne sont plus minima. Un complexe quelconque n’aura, en général, pas de
trajectoire qui soit une surface minima. Pour qu'un complexe ait une trajectoire de
cette nature, il sera nécessaire que 'on ait une ou plusieurs relations A variables
séparées de la forme

ENL X, Xo @) = (Y, YL Y, )

placons-nous dans le cas d'une relation unique; on posera, comme précédemment :

SN, XL X, 2) =0,
"X(Y”y 'Y!, 17, y> =g,

(!) Plus généralement, on pourrait supposer que £ a une forme analogde ou figurent plu-
sieurs fonctions de la variable u et plusieurs fonctions de la variable v; la question dépend alors
de certaines équations fonctionnelles auxquelles Abel consacra un Mémoire important ; la méthode
@’Abel conduisant & des calculs compliqués, qui la rendent souvent impraticable, M. Keenigs a
signalé une méthode plus puissante, empruntée a la théorie des fonctions.
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d’ott 'on déduira
X = fonction de (x, s, x,, ,),
Y — fonction de (y, s, ¥,, ¥,) -

Dans le cas le plus favorable, on aura donc une famille de surfaces minima dépendant
de cinq constantes arbitraires x,, x,, ¥,, y,» ¢: on connaitra ainsi, en considérant
les surfaces paralléles aux précédentes, une famille de trajectoires particulicres
dépendant de six paramétres.

Le probléme se complique donc, puisque X, Y dépendent d’équations du second
ordre; mais le nombre des constantes arbitraires augmente simultanément. En
observant que, pour pouvoir appliquer le théoréme de M. Darboux, il suffit d’avoir
une famille & un paramétre de solutions non paralléles, on pourra considérablement
simplifier, en donnant, par exemple, & certaines constantes des valeurs toutes par-
ticuliéres.

Comme exemple de complexes admettant des surfaces minima pour trajectoires,
on peut citer le complexe linéaire. Soit I'équation

p6 - ap3’
A laquelle correspond I'équation aux dérivées partielles des trajectoires
g =asin g;

cette équation est satisfaite par 'intégrale dépendant de deux constantes A et A,

G=alsing + A, sinyg 4 Al:sin ¢ Log 'tang <f +£> — r]
2

qui représente des surfaces minima, puisque I'équation générale de celles-ci est, en
coordonnées géographiques :

(@ +r) cos® ¢ + @ cos® 9 + L — p sin ¢ cos g =0;

ces surfaces minima peuvent étre construites au moyen de I'hélicoide gauche & plan
directeur et du caténoide.
Dans le cas actuel, les relations & variables séparces, entre les fonctions X, Y et

leurs dérivées, sont au nombre de deux :

X" —yY'=ai,

X Y h
———X+Y=—ai;

L

elles admettent la solution commune :
X:w[B A+ éai)(Logac — 1)1, Y:ch + (A——éai)(Log y — 1)],

qui conduit A la famille précédente de surfaces minima dépendant de deux para-
meétres A et B 4 C.
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[35] Aux paragraphes précédents, J'ai mis en évidence des cas ot le probléme de
Transon est résoluble lorsqu’on connait une solution unique ou méme lorsqu’on sait
« priori qu'il existe une solution d’une certaine nature. Mais il est des cas nombreux
se rattachant & des considérations différentes de celles qui précédent, ou il suffit de
connailre une solution unique ; en voici d’ailleurs un exemple (1).

Considérons un complexe de droites (C) dont tout cone admet un axe de
symeétrie; les axes de symétrie des cones du complexe (C) constituent un nouveau
complexe (C). Soit (8) une trajectoire de (G'); tout rayon du complexe (C) se réflé-
chissant sur (S) est, aprés réflexion, un rayon de (C). En d’autres termes, le com-
plexe (C) est invariant par réflexion sur foute trajecloire du complexe (C'). Si main-
tenant on envisage une congruence de normales du complexe (C), elle reste aprés
réflexion sur (S) une congruence de (C) et, en vertu du théoréme de Malus, elle reste
une congruence de normales. Comme une congruence de normales déterminée de (C)
ne sera pas invariante pour toutes les réflexions de cette espéce, on pourra engendrer
ainsi toutes les congruences de normales du complexe (C) si on connait toutes les
trajectoires du complexe (C’) et une congruence de normales de (C).

Lorsque le probléme de Transon est résolu pour le complexe (C'), si une congruence
de normales de (C) est connue, le probléme de Transon est résolu pour (C).

1 arrive souvent que le probléme est plus simple pour le complexe (C') que pour
le complexe (C). C’est ainsi que, lorsque le complexe (C) est Ie complexe quadratique
spécial, le complexe (C') est le complexe tétraédral.

Si le complexe (C) est le complexe des droites équidistantes de deux points (§ 8)

PiDy — PPy =0,
Ie cOne issu du point (x, y, ), en coordonnées ordinaires, a pour équation
X 4 2Y — X2 —yYZ=o0;

Ies trois racines de I'équation en S sont
I )
z ,;Ejﬂbf+f+r}

a la premiére correspond un axe de symétrie qui engendre le complexe (C) linéaire
spécial attaché 4 la droite de Vinfini de Oxy, complexe dont les trajectoires sont des
cylindres paralléles & Oz; & chacune des deux autres racines correspond un axe de
symétrie de direction

Y z

Y ity

81

(1) Voir mon article intitulé Une applicalion du théoréme de Malus au probléme de Transon
(Nouvelles Annales de mathématiques, 1911, p. 160).
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qui engendre le complexe (C') lindaire spécial des droites rencontrant Oz, dont les
trajectoires sont les surfaces de révolution autour de Oz.

Les considérations précédentes sont applicables aux complexes quadratiques,
puisque & tout complexe quadratique correspondent trois complexes (C'). Dans le cas
du complexe linéaire (C), il existe un complexe (C') qui est celui des droites perpen-
diculaires aux plans focaux en chaque foyer (§ 47) et une infinité de complexes (G
qui sont identiques avec le complexe linéaire lui-méme.

Ce cas n'est pas le seul pour lequel tout cédne du complexe admet une infinité
d’axes de symétrie. Soit en effet le complexe (C) d’équation

(,p,+ a,p, + a,p, + a,p, + a,p, + a,p,)=a(p; + p; + p}),

a,, «,, a4, a,, ., a,, a désignant sept constantes arbitraires. Tout cone du complexe

de sommet M est bitangent au cdne isotrope de méme sommet le long des deux géné-
ratrices situces dans le plan focal de M par rapport au complexc linéaire (1)
d’équation
a,p, +ap,+ap,+ap, +ap +ap,=o;

cn d’autres termes, tout cdne du complexe est de révolution : 'axe de révolution est
la perpendiculaire en M au plan focal de M par rapport & (I'). Au complexe consi-
déré (C) correspondent donc deux complexes (C') identiques & ceux qui sont associés
au complexe linéaire (I') (1).

(1) Voir mon article Sur un comple.re quadratique dont tous les cones sont de révolution
(Nouvelles Annales de mathématiques, 1911, p. 308). — Le complexe (C) peut étre considéré
comme un complexe de révolution et comme un complexe de translation : son équation est en
effet réductible par changement d’axes & la forme canonique

- 2 42 2 2 2y .
(sz{_Ipr) _a(pi +p2 +p3)"
le complexe est décomposable cn deux complexes semi-linéaires et 'on a

LSS .
— + ksing=a,
oy ¢
d’ou la trajectoire la plus générale :
©={(a—ksing)l+ d.

Ces surfaces jouissent de la propriété suivante : les images sphériques des lignes de courbure
de chaque systéme se déduisent de I'une d’elles par rotation autour de Os.
En coordonnées cartésiennes ordinaires, équation aux dérivées partielles des mémes sur-
faces est :
qr—py —k

Vitp+g
on reconnait une équation qui a été étudiée par M. Darboux (p. 86 des Legons sur les systémes
triple-orthogonanzx) et par M. J. Haag dans sa Thése de Doctorat (Familles de Lamé, composées
de surfaces égales, p. 11, Annales de I'Ecole Normale, 1g10). M. Darboux a caractérisé les sur-
faces intégrales de cette équation par la propriété d’étre superposables aux surfaces qui leur
sont paraliéles; M. Haag a donné une construction de leurs congruences de normales par la
considération des deux hélicoides qui constituent la développée de chacunc de ces surfaces.

Fac. de T'., 3¢ S, 1I. 26

1
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CHAPITRE IX.

Complexes spéciaux et complexes dont la congruence des droites singuliéres
est une congruence de normales.

Intérét du probléme de Transon pour un complexe spécial. — Les complexes spéciaux jouissent
de la propriété de conduire a des équations dont les caractéristiques sont des lignes de cour-
bure des surfaces trajectoires. — Condition nécessaire et suffisante pour qu’une figuratrice
donnée soit associée & un complexe spécial. — Complexes dont les droites singuliéres consti-
tuent une congruence de normales. Application a des complexes antérieurement envisageés.

[36] Etant donné un complexe de droites pour lequel on se propose de résoudre
le probléme de Transon, on devra examiner toujours si ce complexe est spécial ou
non. Pour un complexe spécial, en effet, le probléme de Transon est identique au
probléme des géodésiques sur la surface de singularité (1), puisque les tangentes a
une famille de géodésiques dépendant d'un paramétre sont les rayons d'une con-
gruence de normales.

Les géodésiques d’une quadrique, par exemple, dépendant de quadratures hyper-
elliptiques, le probléme de Transon pour le complexe spécial quadratique dépend
des mémes quadratures. J'ai résolu plus haut (§§ 15 et 16) le probléme pour les com-

plexes spéciaux attachés au cone de révolution ou a la sphére.

[37] En se placant au point de vue du probléme de Transon, les complexes spé-
ciaux sont caractérisés par une propriélé intéressante. Etant donné un complexe
d’équation

C(p,+ Pos Dys Pos Dy Py) =0
en coordonnées pliickériennes, les équations

C=o,
ACAIC ACA2C AC2C

¥, W, .,

sonl, d’aprés Cayley et Klein, celles de la congruence des droites singulieres. Pour
qu'un complexe soit spécial, il faut et il suffit que la relation
C J—

o,

entre les coordonnées pliickériennes, entraine la relation

Q=o.

(1) Ce théoréme bien connu est établi dans le Mémoire de Geisenheimer, Sur les systémes de
rayons formés par les tangentes ¢ une surface (Zeitschrift fir Mathematik und Physik, 1872).
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Cela ¢lant rappelé, considérons un complexe dans I'équation duquel nous supposons

p, ¢liminée a l'aide de la relation identique

PPy + PPy + PP == 05

on ne diminue en rien la généralité d’une équation de complexe en faisant ainsi

disparaitre une des coordonnées. Soit donc

C(]Ji’ pz’px’pa’ p5>:O’
dC G 200

N S

Q=——+
p,p, o, p,

l

en coordonnées cartésiennes, I'équation des surfaces trajectoires est celle que consi-

déra Lie comme invariante dans la dilatation infinitésimale
Clp, ¢, —1, —(y + ¢2), x + pz]=o,
ou encore
F(p,q, ¢ +pz, y + qz)=0o0.
D’autre part, la condition pour qu’'une équation
S, gz m y)=0
du premier ordre soit telle que les caractéristiques constituent, sur toute iniégrale,

une famille de lignes de courbure est, d’aprés Lie (1),

S 3 AN 8f>_ A o AN af>,
|52 o5+ ong) J oot =[50 (i +os) | (30

transformons-la 4 I'aide de la relation (§ 13)

2 _ o

2of
=P3z tagy

oy

caractéristique, d’aprés Lie, des équations invariantes dans la dilatation infinitési-
male. 11 vient
N o [0S0 2f 2
ap 4 (- =0
<
le facteur 1 + p* + ¢*, qui correspond aux développables isotropes, étant supprimé,
il reste la relation

2L AL

qui est donc la condition nécessaire et suffisante pour que les caractéristiques d’une
¢quation de trajectoires d'un complexe soient lignes de courbure des surfaces trajec-
toires; il résulte de la forme de I'équation F =0 que cette condition est équivalente

4 la condition Q =—o. Ainsi :

(1) Sopnus LI, Geometrie der Berihrungstransformationen, p. 657.
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La condilion nécessaire est suffisanle pour que, dans le probléme de Transon, les
caracléristiques soient lignes de courbure des surfaces trajectoires est que le complexe
soit spécial. '

[38] Etant donné un complexe représenté par sa figuratrice, en coordonnces
symétriques pour fixer les idées, cherchons la condition nécessaire et suffisante qui
doil &tre imposée & cette figuratrice pour que le complexe soit spécial.

L’équation f=o0 du complexe, en coordonnées pliickériennes, et celle, '=o, de
la figuratrice sont liées entre elles par la relation identique, en vertu des expressions

des coordonnées pliickériennes données au paragraphe 6 :
SPus Pys Dse Do P P) =T (P: 4. 2, ).
1l en résulte que 'on a par dérivations partielles de cette identité par rapport

ap,aqg,axetay:

WYY
w

I J J Q ~ J
W YV Vg Y

Y, — =
T T T D ey
i Y .
5= PSN g TSy
a0 A »,

'5? (]S iv)‘ﬁ‘s‘w D_P.’

en posant [formules (10) du paragraphe 6] :
p=Xp+Ygq, p=Xp+Yq. p=Xp+ VG

dans ces formules, les X et les Y désignent des fonctions bien déterminées des varia-
bles respectives x et y; les X' et les Y' sont leurs dérivées ; adjoignons la relation qui
résulte de Phomogénéité de f par rapport aux six coordonnées pliickériennes :

N
SpLi§n Lo

p, P,
. L . L o o L .
Nous avons cing ¢qualions lin¢airesen —, ..... 50 © est-a-dire cinq équations
p, P,
A six inconnues. Introduisons un paramétre arbitraire 6 par la relation supplé-
mentaire
of o 2
p—+p,—+p—=0:
p. Pp, TAp,

ce paramétre auxiliaire 0 ne servira qu’a conserver la symétric dans les calculs;
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il disparaitra d’ailleurs dans le résultat définitif; trois des équations donnent

L

». ., W,
P p, ol op, oIl
i:pie_l!ﬁl i__
op, dx op dy 0q
2 Op, ol apdln
p, * dx p dy ¥
d 2 r p, 2l
J p,s— i '&—r
L op, dx p dy &g

portons ces expressions dans Q :

e

S \f \f ~‘ Dj .D[‘ qapi Df .Dr qtpi Df
P, p, S op, op X dp, dg VT dy op

nous avons :

Snf—-SnL-—[rsxLrisv L= [+l

Jp, of AT V dX, T &, dX,

Stz =3 P 'Sr g~ iy S %
p, of T dY, T O, dY,
Y 4l el el

Sby p, 7 Sp, dy LdISW dv

d’ou finalement : ‘
, ‘ AR APYAIYA N AN
{1+ xy)Q= +00y)[£c a_p~$'571:|+2qx<ﬁ> P)’( p>

La condition Q =o peut donc élre mise sous la forme remarquable suivante, en

introduisant la distance A de l'origine O au rayon du complexe par la formule (3) du
paragraphe 6 :

A= pg(1 + zy)’,
M /T, A \I’ /[‘
_ LJ __—-_
pr (wp> \v, >

Cette relation doit é&tre identiquement satisfaite ou sinon elle doit résulter de

I'équation I'=o0; en d’autres termes, si on regarde {2 ==o0 comme représentant une

figuratrice, cette nouvelle figuratrice doit éire identique, pour toutes valeurs de x
et de y, & celle du complexe spécial. On vérifiera, par exemple, que la condition Q=o
est identiquement remplie pour le complexe spécial attaché & une sphére

I'=pg(1 + xzy)' —R?,
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el qu'elle est une conséquence de 1'équation
I'=px—qgy=o0

pour le complexe linéaire spécial (1).

[39] La considération de la condition Q = o est susceptible d'un certain nombre
d’applications. Je vais utiliser I'expression trouvée de , pour généraliser, en un
certain sens, la notion de complexe spécial.

Considérons un complexe non spécial; pour ce complexe, la congruence des
droites singuliéres n’est pas, en général, une congruence de normales. Un probléme
intéressant et qui constitue une application des figuratrices consiste & rechercher
quels sont les complexes qui jouissent de la propriété d’avoir une congruence de
normales pour congruence des droites singuliéres. Le complexe de figuratrice I" = o
n’étant pas spécial, la relation ) = o représente une courbe dans le plan (p, ¢) qui
est distincte de I'=—=o0, pour les valeurs quelconques de x et de y tout au moins;
cette courbe QQ — o étant considérée comme une figuratrice définit un second com-
plexe dont I'infersection avec le premier est la congruence des droites singuliéres de
celui-ci.

Deux complexes quelconques étant représentés par leurs figuratrices I', == o
et I",=—o, leur intersection est une congruence de normales si ces équations’[’, = o
et I", = o fournissent pour p et ¢ des expressions en x et y satisfaisant a la relation
supplémentaire

~

=
Y

S

l
|

o

2
o
&

puisque I', et T, ne contiennent pas explicitement la fonction inconnue, la condition
d’une telle compatibilité s’obtient en annulant la parenthése

(Fl > Pz) — 0.
Dans le cas actuel, il suffit donc d’écrire
Ir, Q) =o,

la seule différence avec le cas général consistant dans le fait que Q dépend de I'. On

(1) En coordonnées géographiques, on obtient de méme, par un calcul un peu long, mais qui
ne présente pas de difficulté, la condition analogue

q sin g /IMN\* .rar . am® 1 arar 2rar
Q=—F"1(—] —psing———g¢gsing(— ) ——— — = +cosp —— =
cos” ¢ \op apdg "\og cos ¢ p oY dqdy
elle est identiquement satisfaite pour
I\:p! + q2
cos® ¢’

et elle est une conséquence de I'—=o, pour '—=gq.
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est ainsi conduit & une équation aux dérivées partielles du second ordre A laquelle
doit satisfaire la fonction I des quatre variables indépendantes p, ¢, @, y. C’est de
cette équation que dépendent les complexes considérés.

[40] Voici un cas particulier assez remarquable. Considérons les complexes
i+ P, +p.=/(p,. P, D)
des paragraphes 23 et sq. La figuratrice d’un tel complexe est
= pg(x + xy)" — F(x, y) = A" — F(z, y) = o

la condition Q =o, ¢’est-a-dire

O~ /T, A A« /1A
p\_J<—>:q7"’< )
op \z,p VAN

donne immeédiatement :

[l en résulte tout d’abord que, parmi les complexes considérés, les seuls qui soient
spéciaux sont ceux qui correspondent aux valeurs constantes de F ; ce sont les com-
plexes spéciaux attachés aux diverses sphéres de centre O (§ 16). Posous
oF ¥
=y, — 4= —,
A dy
. étant une fonction définie par la relation
OF dF
14+ xy) — — p'—F=o0;
( Y353 7!

. est donc une fonction de x et de y: écrivant alors la condition de compatibilité,
il vierit :
AT
J (L—> =o;
z,y

il en résulte que F est solution de I'équation

LOFOF

— — == fonction arbitraire de I';
dx dy

(1 + xy)

on considerera donc une surface quelconque dont les normales appartiennent au
complexe spécial attaché & une sphére de centre O; soit z,(x, y) U'intégrale générale ‘
de 1'équation

(r +ay)ypg=1;

cette fonction z,(x, y) représente la surface précédente; on posera

F=7@,),
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4 étant arbitraire. Telle est la forme de F(x, y); la congruence des droites singu-
lieres est la congruence des normales & une surface, pour laquelle z est également

une fonction de z;; on a, en effet,
dz— {LdF,

v étant fonction de F qui est elle-méme fonction de z,; il existe donc une relation
entre les distances de O au plan tangent et & la normale 3 la surface, laquelle est dés
lors une surface de Monge dont une nappe de la développée est un cone de sommet 0.

CHAPITRE X.

Application de la théorie des tourbillons au probléme de Transon.

Définition d’'un complexe par Transon. Formation de I’équation linéaire de Transon; son inter-
prétation : les surfaces résolvanles sont les surfaces de tourbillon d’un certain champ dJe
veeteurs. — Application au complexe tétraédral : réduction aux équations d’Euler.

[41] Dans les chapitres qui suivent, je me propose de reprendre la méthode
méme de Transon et de la rattacher & la méthode que jai déduite du théoréme de
M. Darboux.

A chaque point de 'espace, de coordonnées (x, y, z), Transon associe une droite
issue de ce point. Ces droites forment, en général, un complexe et, réciproquement,
tout complexe de droites peut étre défini de cette fagon et la définition est possible
d’une infinité de maniéres. Il convient cependant d’observer que parfois ce mode de
génération, au lieu de conduire & un complexe, peut fournir une congruence :
Iexemple le plus simple et le plus remarquable est celui des focales des cOnes cir-
conscrits & une quadrique donnée; si a chaque point de 'espace sont associées les
focales du cone circonscrit & la quadrique et ayant le point pour sommet, on constilue
une congruence qui n’est autre que celle des génératrices des quadriques homofo-
cales & la quadrique donnée (). 4

Considérons un complexe défini par des droites analytiquement associées A tous
les points de I'espace. De chaque point (x, y, z) part une droite de cosinus direc-
teurs X, Y, Z; X, Y, Z sont trois fonclions des trois variables liées par la relation

X+ Y 4+ 2=,

(1) Cette congruence remarquable est une congruence isotrope et une congruence d’axes
optiques qui a ¢été étudiée par M. Darboux et par M. E. Cosserat (cf. le Mémoire de M. Cosserat
Suar les congruences formées par les axes opliques et sur les surfaces & courbure tolale
constante, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 18g4).
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Si expression Xdx 4 Ydy + Zdz, dans laquelle x, y, z sont des variables indé-
pendantes, est une différentielle totale exacte, la totalité des droites du complexe se
répartit immédiatement en congruences de normales aux surfaces intégrales de
I'équation

Xdx + Ydy + Zdz=o;

il en est ainsi lorsque X, Y, Z sont les dérivées d'une fonction (x, y, z). Lorsqu’il
n’en est pas ainsi, pour avoir toutes les congruences de normales appartenant au
complexe, il suffit d’exprimer que la méme expression est une différentielle exacte
des deux variables indépendantes x et y, par exemple; le point de départ d'un rayon
quelconque d’une congruence de normales appartenant au complexe est alors sur
une surface a laquelle Transon donne le nom de surface résolvante.

p et g étant les dérivées de z, par rapport & x et a y, I'équation générale des sur-

DY 7
”(FE_F}) +

c’est 'équation donnée par Transon; on peut I'établir de bien des facons. On a. par

faces résolvantes est

<DZ bX) XY

ez dy &’

exemple,
Xdx + Ydy + Zdz = (X + p2)dx + (Y + ¢2)dy:

d’ou 'on déduit

d _d )
@(XTPZ)—@(Y +q2);

en développant, on obtient 1'équation précédente. On peut encore appliquer la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu'une congruence de droites définies par des
points de départ soit une congruence de normales :

e X))+ I Y+ (@ 2)=o,

J(x, X), par exemple, désignant le jacobien de 2 et de X par rapport aux deux para-
métres qui fixent les rayons de la congruence; il n’y a qu’a prendre pour paramétres
x ety.

Considérons enfin un contour fermé (C) et une surface (S) quelconque d deux
cdtés, simplement connexe, limitée au contour (C). Appliquons le théoréme d'Am-
pere-Stokes, c’est-a-dire écrivons que la circulation du vecteur X, Y, Z le long du
contour est équivalente au flux du tourbillon T,, T,, T, de ce vecteur & travers la
surface (S) :

[ Xdo+ Ydy + 2d: = f [ (0T, +qT,— T)dzdy:
< (C) 8
si (8) est quelconque, Xdx + Ydy + Zdz n’est pas une différentielle exacte ; mais si z

est choisie convenablement, cette expression peut étre une différentielle exacte des
Fac. de 7., 3¢ S, 1I. 27
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variables indépendantes « ct y; si donc (C) est sur une surface résolvante, on aura

/de + Ydy + Zdz —=o,

ff (pT, + ¢T, — T)dedy =o;

pour une surface résolvante, cette derniére relation sera donc satisfaite pour toute
portion et, en particulier, pour tout élément de la surface. Nous arrivons ainsi & une
définition remarquable des surfaces résolvantes :

Une surface résolvante est une surface pour chaque élément de laquelle le flux du
lourbillon du vecteur X\, Y, Z est nul.

L’équation des surfaces résolvantes est donc

pr,+4qT,— T, =o.

De ces diverses méthodes de formation de 1'équation de Transon, la premiére est
la plus naturelle et la plus simple: la seconde nous sera utile pour généraliser ulté-
ricurement (chap. XI): la troisiéme enfin donne sans calcul 'équation des résolvantes
qui se lrouvent définies comme les surfaces de tourbillon du champ de vecteurs
(X, Y, 7).

Les caractéristiques elles-mémes de cette équation linéaire, caractéristiques qui

sont les intégrales des équations différentielles

dx dy dz

sont définies comme étant les lignes de tourbillon du méme champ de vecteurs ().

[42] Avant d’aller plus loin, donnons un exemple remarquable, celui du com-
plexe tétraédral. Considérons la quadrique d’équation

Ax* + By + C* —1=o0,

(1) Transon ne pouvait, en 1861, donner une interprétation de cette nature, puisque les pre-
miers théorémes de la théorie des mouvements tourbillonnaires, dus & Helmholtz, datent de 1858
et puisque le premier ouvrage important exposant la théorie des tourbillons est celui de Kirchhoff
publié en 1883. Toutefois, Transon remarqua que les plans tangents en un point aux différentes
résolvantes y passant contiennent la droite de coefficients directeurs

Y MZ 0Z X XY

wW Ay w0z vy w .

Dans les Comptes rendus (t. L1I, p. 1082), Ossian Bonnet donna la définition suivante des sur-
faces résolvantes : « Pour que la condition soit satisfaite, il faut et il suffit quaprés avoir pris
« sur la surface (S) trois points infiniment voisins m, m', m" tels que les éléments mm', mm"
« soient égaux et perpendiculaires, la différence des cosinus des angles que forment avec mm'
« les droites D correspondantes aux points m et m' soit égale a la différence des cosinus des
« angles que forment avec mm" les droites D correspondantes aux points m et m". »
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par rapport & ses axes. Par un point quelconque (x, y, z) de I'espace menons la per-

pendiculaire d’équations

Ax By = Cz

sur le plan polaire, par rapport a la quadrique. du point (x, y. z). Nous définissons

ainsi un complexe de droites, pour lequel on a :

Ax By Cz
—_ —, Y=—, 7 = .
X R R R

R désignant une fonction de x, y, z déterminée par la relation
R*=A’x® + By’ + C*2°.

On sait, et I'on peut aisément vérifier & I'aide de ces expressions. que les droites pré-

cédentes constituent le complexe tétraédral d’équation

I I T
—K‘pipt + ﬁpzpr, + "(_‘:pxpu =0:

on obtient aisément

(T, T,,T)=

xr’

_ABCw_yz(B—C C—A \A—B\
R Azx ~ By ' Cz )

il résulte de ces expressions des projections du tourbillon que les lignes de tour-
billon ne sont autres que les intégrales des équations différentielles simultanées
dx
A— +(C—B)yz=o,
a T ¢ )Y
dy
B— A—QCzx=
7 + ( C)zx =o,
¢ B Aay=o;
AW+( —A)xy=o0;

on reconnait les équations d’Euler dont dépend le mouvement d’'un corps solide
ayant un point fixe et qui n’est soumis a aucune force. Les lignes de tourbillon sont,
par conséquent, les biquadratiques gauches

Ax* 4 By* + Cz* = const.,
A’r* 4 B+ C2°= const.,

que T'on peut représenter au moyen des fonctions elliptiques. Les surfaces résol-

vantes ont pour équation générale :
F(Ax* + By* + C2°, A’x® + B%* 4 C’2") = o:

parmi ces surfaces résolvantes, il y a une double infinité de quadriques coaxiales.
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CHAPITRE XI.
Equation de Transon en coordonnées curvilignes.

Extension de la méthode de Transon au cas de coordonnées curvilignes quelconques. — Examen

du cas particulier des coordonnées orthogonales. — Application aux complexes de révolution,

(43] Au paragraphe 41, nous avons formé I'équation de Transon en supposant
que les variables qui fixent les rayons du complexe soient les coordonnées carté-
siennes du point de départ. Supposons maintenant que les coordonnées du point de
départ et les cosinus directeurs de la droite qui part de ce point sont des fonclions

données, d'ailleurs quelconques, de trois paramétres Pi+ £a» .- Reprenons la seconde

méthode du paragraphe 41, en supposant que ¢,, ¢, soient des variables et ¢, une
fonction inconnue de ¢, et ¢_; posons

on doit avoir :

1/):7; da ((\X X dr dx
LG e G (e

')Va

c’est-a-dire, aprés simplification,

IR TN O~ /T, X A, X
pZJ( >+(I}_JJ<PS‘51>:E<J<O “).

o) o)
Por Os h Y1 s

Y N X ;. . . . -
le symbole .J (x >, par exemple, désignant le jacobien des fonctions x et X par
Pas Qo

rapport aux variables p, et p . Cette derniére équation linéaire est 1'équation de
Transon généralisée ; les caractéristiques sont les courbes intégrales des équations
différentielles :

d, . dp, L de,
\' L): —_ 1,m<w,X>_ '1’m<:p,x>.
Z’(«) 2 fs0 24 27 o1r P

[44] Le systéme de coordonnées (p,, o,. z,) étant toujours quelconque, supposons
que (X, Y, Z) soient fonctions de ces coordonnées curvilignes par I'intermédiaire
de (x, y, z); on a alors :

23(90')()5'1;.3<Oy’z>+1‘y.ﬁ<z‘”>+T:J<M).

A 2 ~ A
Par O Ysr s Par s P22 05
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T,, T,, T, désignant les projections du tourbillon du vecteur X, Y, Z sur les axes

O(x, vy, z). Posons
+(7)+ &)
+ —_—
P %%,

rz j
w=N[I(2) [=[ (&)
Par Ps 2 2 2
[b xd Dy dy + z oz ] )
%, 3.4 0%, 0y % ‘\c

les cosinus directeurs de la normale & la surface coordonnée (z,) sont précisément :

r z I ~/ 2, X I X,y
(5. —J(’ ) ()
L AN i AN H' " \e,» 20/

il en résulte que I'expression

&g v
_+_
& |<<
_1._
o
{,
\/
L7
/\
"\_/
CI\
(8]

vz

A .
Y2 3

est égale au produit par H,' de la projection orthogonale du tourbillon sur la nor-
male & la surface coordonnée (g,). Soient donc T,, T,, T, les projections orthogonales
du tourbillon sur les normales aux surfaces coordonnées, qui ne sont pas encore
supposées orthogonales entre elles ; les équations différentielles des caractéristiques
de I'équation de Transon généralisée sont finalement :

dp, do,  dp,
H'T, H/T, H/'T,

1 1 2 2

Considérons, par exemple, le complexe tétraédral; nous avons trouvé, au para-
graphe 42, que les projections, sur les axes coordonnées, du tourbillon sont propor-
tionnelles a

B—C C—A A—B
Ax ' By ’ Cz ’

{-~]

!|
T
.

||
)
.
s
~

le tourbillon est donc normal & celle des surfaces

B—C (—A A—B

x:\ yB Z(‘.:F"

qui passe par le point de départ. A cette famille de surfaces, associons les deux
familles suivantes de quadriques, qui leur sont orthogonales :
Ax® 4+ By® + C2* =
Ax*4 By'+ C2'=p

O

P
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Le systéme de surfaces coordonnées n’est pas un systéme triple-orthogonal; nous

sommes donc dans le cas de coordonnées curvilignes quelconques ; nous avons :

donnent donc

p, = const., ¢, = const. ;

Nous retrouvons ainsi la solution du paragraphe 42.
On observera que, pour Fexemple précédent, le vecteur X, Y, Z est orthogonal an
tourbillon ; I'expression
Xdx + Ydy + Zdz
admet par suite un multiplicateur. Il existe alors une famille de surfaces, les
quadriques
Ax® + By® + Cz* = const.,

qui sont simultanément trajectoires et résolvantes pour le complexe tétraédral.

[45] Dans le cas ot les surfaces coordonnées constituent un systéme triple-
orthogonal, on a, en introduisant les notations usuelles,
H*=H>H?, H*==H2H:, H*=H3H],
et les équations des caractéristiques prennent alors la forme :

H, H,
T dpi—"qutoz_;Edps‘

Considérons, par exemple, le probléme de Transon, en coordonnées elliptiques,
pour le complexc tétraédral. Soit le faisceau homofocal de quadriques

@ ¥ b4
+ + —1=0
al4p b4p 4 ’

©

définissant le systéme de coordonnées elliptiques; le complexe tétraédral est celui
qui est constitué par les normales de ces quadriques. On a :

I{i: (94— F:) (91 —Pa>

}Izzi (53_91) (Ps— Pn) .
Y @) (5, F V) (o, + )
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T,, T,, T, sont d’autre part proportionnels aux expressions

1

H&

a’+p, ’ H,

1\ a(c’—b) 1 a(e—0b%) 1\ ai(ct—0%
2 Yo mi e

d’on se déduisent les équations différentielles

de, dp

V3

2 2 — 2
eiea—p)  eapa—e)  palen—e)
des caractéristiques ; ces équations ont pour intégrales

— consl.,
P.fs + £u8; T pup, = conmst.:

I'équation de la résolvante la plus générale du complexe tétraédral est, par suite, en
coordonnées elliptiques,
F(Pipapa' P12 + £.Ps + ?391)20;

il est aisé de vérifier que ce résultat est identique & ceux trouvés aux paragraphes 42
et 44.

[46] Les équations des caractéristiques en coordonnées curvilignes orthogonales
peuvent étre formées par un autre procédé uniquement applicable aux coordonnées
orthogonales. Soient «,, a,. «, les cosinus de Ox avec les directions des normales aux
surfaces coordonnées, §,, 8., &, les cosinus de Oy avec ces mémes directions, et enfin

Y. Yar Y, cEUX de Oz ces cosinus sont donnés par les relations

1 0x I dy I

¢
o, — — —, B, , v =
CTH Y U % TH

i 13 i

soient £, &, %, les cosinus directeurs par rapport aux normales des surfaces coor-
données de la droite qui avait X, Y, Z pour cosinus directeurs par rapport aux axes
O(xyz). Des formules

: - L2+ 52,

11A+

-3 Zn
1'31 + ?-_an + ‘=:nr’3’
lll,l_*_

-
“r =~
2.2+‘~3|3’

-
l
12N

ST
-

N
l
g 4%

ST

résulte U'identité
Xdx + Ydy + Zdz=H,%,dp, + H,%,dz, + H %, dz,;

U'équation de Transon a donc pour caractéristiques les lignes de tourbillon, dans le
milieu ¢,, p,, p, du vecteur de composantes 1%, H,%,. H % : les équations de ces
caractéristiques sont alors :

Mg E)  E)  Mig) Mg )
N

~ A N
3 e 1
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Reprenons encore le probléme de Transon pour le complexe tétraédral, en utili-
sant les formules précédentes; on pose alors

: - )\ : o )\ : o )\
T Hp  THp, T Hp,
» étant définie par la relation
1 I I I O (o + @) (o, + 6 (p, + )
i — 2 + 2 + ::l‘ 2 -
X (H,P,) (Hzp‘.’) (Ha.oa> 2‘ pﬂ(loi—loﬂ> (Pl_k"\a)
p
292;,2 [(@b* + b*c* + ¢ aP)p,p,p, + @b (o, 0, + 0,2, T £52.)]

on obtient la relation

s e . A
H, 3, do, + H,5,dp, + H, 5, do, = ——d(p,0,0,)

3
Y1al’s

qui entraine I'équation obtenue au paragraphe précédent pour la résolvante la plus
générale.

[47] L’étude du probléme de Transon pour les complexes de révolution peut étre
rattachée aux considérations qui précédent, en introduisant les coordonnées cylindro-
polaires, qui constituent un systéme de coordonnées orthogonales. En posant

x=rcosH, y=rsin 0,
H=r, H=r, H,=1,

les équations des caractéristiques deviennent

dr rdé dz

'l‘r - T9 - 'rg ’
les cas particuliers intéressants sont les trois cas ott deux des composantes Ty, Ty, T: du
- tourbillon sont nulles. Si T, seule est différente de zéro, les résolvantes sont des
conoides ; si Ty seule est différente de zéro, les résolvantes sont des surfaces de révo-
lution ; et, enfin, si T: seule est différente de zéro, ce sont des cylindres paralleles & Oz.

Les exemples de complexes de révolution auxquels s’appliquent avec succes les
considérations précédentes sont nombreux. Pour le complexe linéaire

X:——-ay—, Y:—a————__x__, Z:——;_.—, -
r\_/a2 +r r\/a’—{—rz \/a2 +
T T
Tr:()y —l:'———f’
r a

les lignes de tourbillon sont des hélices circulaires :

rr — const., Z + ab = const.



LES CONGRUENCES D7 NORMALES APPARTENANT A UN COMPLEXE DONNE. 217

Pour le complexe des droites perpendiculaires aux plans focaux d'un complexe

lin¢aire aux foyers correspondants (§ 35), on peut poser

a
\/LtT—{— ’,vz’ \/(LQ#—"*’ \/(t2+"2’

ct prendre pour T,, T , T les expressions

ay — ax | aa* + 7’

'l“t:—‘—’—s, T T — yl*: a4
(@ + 1%): "o@ 4 (a* + 1%z

d’otr résulte I'équation de Transon :

Py — qu— 200 + 1 :

(24

Ies lignes de tourbillon sont des hélices circulaires :

2a’ ?

r
Z 4+ ————OH—=—const.
a

ce résultat découle immédiatement des expressions de T,, Ts, T, qui sont respecli-
, . 2’ + 17
vement proportionnelles & o, — r, ————.
a
Les considérations qui précédent s’appliquent & d’autres complexes que ceux qui
sont de révolulion; c’est ainsi que, pour le complexe formé par les droites dont denx

peints sont assujettis & rester dans deux plans rectangulaires (§ 17), on peut poser :

=2, y=_7, z_\/ ”““7
o (
T,=o, T.=o:

les lignes de tourbillon sonl des cercles d’axe Oz. Cet exemple prouve d’ailleurs
qu'un complexe n’est pas nécessairement de révolution si toutes ses surfaces résol-

vantes sont de révolution et coaxiales.

Fac. de T., 3¢ S, 1I. 28
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CHAPITRE XIL
Choix des points de départ. — Méthodes tangentielles.

[nconvénients de la méthode de Transon; nécessité d’un choix des points de départ; méthode
générale; application aux complexes de révolution. — Il y a fréquemment avantage & choisir,
pour point de départ, les projections d’un point fixe sur les rayons du complexe. — Définition
des congruences de normales & I'aide d’une fonction homogéne des trois cosinus directeurs.
— Méthode de résolution du probléme de Transon découlant de la définition précédente. —
Cette derniére méthode n’est pas distincte des méthodes tangentielles.

[48] Pour pouvoir appliquer la méthode de Transon, il est nécessaire que le
complexe envisagé soit défini par des droites issues de tous les points de I'espace. En
général, lorsqu'un complexe est donné, les droites qui passent par tout point cons-
tituent un cdne ayant ce point pour sommet et aucune propri¢ié géométrique ne
distingue les génératrices les unes des autres. Pour un complexe donné par une défi-
nition géométrique, le complexe des arétes des diédres droits circonscrits 4 une qua-
drique par exemple, il est souvent impossible d’obtenir des expressions simples des
cosinus direcleurs X, Y, Z.

Comune il convienl de prendre pour point de départ de tout rayon du complexe
un point jouissant d’une propriété particuliére, on s'efforcera tout d’abord de mettre
un tel point en évidence par des considérations géométriques. D'une fagon générale,
il y a intérét & envisager un faisceau ponctuel ou tangentiel de surfaces dépendant
d’un paramétre; il existe un nombre fini de surfaces de la famille qui sont tangentes
A une droite donnée quelconque. Si I'on peut choisir le faiscean de surfaces de telle
sorte que le nombre des points de conlact avec un rayon arbitraire du complexe se
réduise & Vunité, il est alors permis d’espérer que 'introduction de ce point unique
de contact conduira 4 des résultats particuliérement simples et éléganis. Un exemple
précisera le sens de ce qui précéde : s'il sagit du complexe spécial attaché & une qua-
drique (Q), il suffit de considérer un faisccau ponctuel ou tangentiel quelconque de
quadriques comprenant la quadrique (Q) : on particularisera ainsi un point sur tout
rayon du complexe. Mais comme ici le choix du faisceau est encore arbitraire, on
adoptera celui qui conduil la plupart du temps aux résultats les plus remarquables,
le faisceau homofocal comprenant (Q). En appliquant alors la méthode du para-
graphe 46, on est conduit & des équations particuliérement simples, attendu que
I'on a :

AH,Z) _ AaHE)

11

20, %,
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Considérons en second licu un complexe de révolution quelconque. Soit Oz I'axe
de révolulion. Le faisceau de surfaces sera constitué¢ par les cylindres d’axe Oz; on
est ainsi amen¢ & prendre pour point de départ de chaque rayon le pied de la perpen-
diculaire commune avec Oz. On vérifie aisément qu’il en est ainsi pour les exemples
traités au paragraphe 47. On procédera d’une manicre analogue dans tous les cas ou
il existe une droite privilégiée et on utilisera des surfaces de révolution autour de

cetle droite.

[49] Etant donné un complexe qui n’est pas de la catégorie précédente, il arrive
bien souvent qu’il existe un point O privilégié, un centre de symétrie notamment.
Dans ce cas, un faisceau particuliérement simple de surfaces s'impose : celui des
spheres concentriques admettant le point O pour centre. En d’autres termes, on
prend alors pour point de départ de tout rayon la projection orthogonale du point O.
Dans plusieurs articles publiés par les Nouvelles Annales de mathémaliques, j’ai déja
mis en évidence l'intérét que présente la considération de la projection d’un point
fixe sur les rayons d’un systéme de droites (*). Me bornant ici aux considérations qui
sont relatives aux congruences de normales et au probléme de Transon, j’introduirai
unc nouvelle représentation analytique des congruences de normales.

Soient x,, ¥,, 2, les coordonnées de la projection de O sur un rayon d'une con-
gruence. Pour qu'une congruence soit une congruence de normales, il faut et il suffit
que 'expression

x,dp, + v,dp, + z,dp,

soit une différentielle exacte. Il en sera certainement ainsi si I’'on pose

A1 1 o

Y, Z = —
©dp” Tt ap,” T e,

>

H(p,. p,. p,) étant une fonction homogéne et de degré zéro des trois cosinus p,, p,, p,;
les dérivées partielles sont calculées comme si p,, p,. p, ¢laient indépendants.
L’identité
oLl ofl oMl
P TP, T
équivalenle' a
Py + DY, 1 PiZ, =0,

exprime donc que le point (x,, y,, z,) est la projection de O sur le rayon; la relation
identique '
x,dp, + y,dp, + z,dp, = dI1

(Y} Sur une iransformation de droites (1909); Conséquences de deux théorémes de M. Bri-
card sur les tangenles communes & deux: quadriques; Sur les surfaces de M. Appell (1g10)
ct Sur les congruences de droiles qui admetlent un point pour surface centrale (1g11).
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exprime que la congruence est une congruence de normales. Réciproquement, don-
nons-nous une congruence de cette nature, définie par une des surfaces orthogo-
nales (8): celte surface sera considérée comme cnveloppe du plan d’équation

Xp,+Yp,+Zp, =@,
dans laquelle @ est une fonction donnée des parametres de direction de la normale ;
a cette fonction @, on peut faire correspondre une fonction II de p,, p_, p,. homo-
gene el de degré zéro par rapport a ces trois lettres, et telle que @ et I soient iden-
tiques, en vertu des expressions de p,, p, et p, en fonctions des parameétres de direc-
tion: II ou ¢ sont deux fonctions identiques qui représentent toutes deux la distance

de O au plan tangent a la surface (S); le point de contact de ce plan étant supposé
avoir x, y, z pour coordonnées, on aura

r=x,+ op,=x,+ llp,,
Y=Y, + ©p,=y, + lUp,,
:=z, + wp,=z, + lp,,

l

el, par suite, pour tout déplacement sur (8), on aura successivement :

pdx +pdy + pdz =o,
pdx,+ pdy, + pde,—=—do =—dlI,
x,dp,+ y,dp, + z,dp, = d11;

cette derniére relation exprime précisément que x,. y,, z, sont les dérivées partielles
d’une fonction 11(p,, p,, p,) calculées en regardant les variables p,, p, et p, comme
indépendantes.

En résumé, pour avoir la congruence de normales la plus générale, il suffit de se
donner une fonction II homogeéne et de degré zéro en p,, p, et p,, de calculer les
dérivées partielles de cette fonction comme s'il s’agissait de variables indépendantes ;
en posant

oI oAl AL

X, ——), = = —

*Tp,’

et considérant la droite de cosinus directeurs p,, p,, p, qui part du point de coor-
données x,, v,, z,, on conslitue une congruence de normales générale. C'est 1a la
signification de la correspondance entre congruences de normales et fonctions, homo-
génes et de degré zéro, de trois variables.

Ainsi donc, toute congruence de normales peut étre analytiguement définie par une
Sfonclion homogéne et de deqré zéro des lrois cosinus directeurs des rayons de la
congruence (V).

(1) 1l convient de remarquer que si 'on considére une fonction Il homogéne de degré zéro,
de deux variables seulement de p, et p,, regardées comme indépendantes dans le calcul des
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[50] La méthode de la fonction homogéne pour résoudre le probleme de Transon
découle de ce qui précéde. Etant donné un complexe quelconque autre qu’'un com-
plexe de droites paralléles aux génératrices d’un céne, son équation sera toujours
réductible & la forme

S (Zy> ¥os Zos Pus Py P) = O,
et & toute équation de cette nature correspondra un complexe unique et déterminé :
on peut, en d’autres termes, représenter un complexe quelconque par cette équation.
Cela étant, il suffit de chercher les fonctions homogeénes de degré zéro qui satisfont

4 I'équation aux dérivées partielles

AL 2L RII o
. (D—p, E’:, 373 P,er’P:;) =0;
ce qui revient A intégrer le systtme de deux équations du premier ordre a trois
variables :
ol o1 oIl
Posp P TP T
<E AL 11
2p,” 2p, " 2p,

’1)1’p2’P3>:O'

Quelques exemples choisis préciseront les considérations précédentes et mettront
en évidence qu’il ne s’agit point d’'une méthode uniquement utilisable dans des cas
exceptionnels. Soit tout d’abord le complexe linéaire

Dy = ap,:
des expressions de p,, p,, p, en fonctions linéaires de x,, y,, 2,, il résulte quel'on a :
LoPe— YoPy = AP,
I'équation du probléme de Transon est

ol I

2‘\_1)—1—1)157);:(1}),;
on a donc
Vei+pi+p: o P PP D

dérivées, et liées par la relation

pPitpi=1.
et si 'on pose
I I
W PTw

on définit, dans le plan Oxy, une famille de droites dont les trajectoires orthogonales sont les
courbes enveloppes de la droite variable

Xp, + Yp,=I1(p,. p,) + const.
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Considérons, en second lieu, le complexe d’équation

/M, W v /M, M ~ (M, M
G+ 2 )+ G =
pz’ ps ps’ pl p;’ pg
dans laquelle M et M' sont des fonctions homogénes et de méme degré des variables

D,» D.» p, regardées comme indépendantes dans les dérivations. L’équation & intégrer

étant
~ LT /M, M
VN (2= )=o,
~ apa pe’ pa

on a:

II = fonction arbitraire de %

Cette famille de complexes, invariants dans 'homothétie infinitésimale, dépendant
de deux fonctions M et M', comprend un grand nombre de cas intéressants : lorsque

M et M’ sont des formes linéaires, un changement d'axes permet de se ramener au
complexe

Z, =0

des droites équidistantes de deux points (§ 3); la solution est, pour ce dernier

complexe :
P
H= <—1>;
4 P,

lorsque M et M’ sont les formes quadratiques
M =Ap: + BpZ 4 CpZ,
M= pi +p; + 15

le complexe est le complexe tétraédral

N (€ B)p,p,x, = o,

ik

pour lequel on a donc

11:f<APT + Bp + sz>
Api + Bp; + Cp;) -

La méthode de la fonction homogéne est tout indiquée pour résoudre le probléme
de Transon pour les complexes qui admettent une surface podaire, c’est-a-dire tels
que les projections d'un point fixe O sur les rayons soient sur une surface donnée.
Jai déja, au paragraphe 14, indiqué la solution dans le cas ot la surface podaire est
un cone de sommet O. Comme cas différent, jenvisagerai les complexes tout

récemment considérés par M. Keraval dans ses recherches Sur les surfaces partielle-
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ment cylindroides (Nouvelles Annales de Mathématiques, 1gro, .p. 51) : la surface
podaire est alors un plan ne passant pas par O, d’équation
z,=a
par exemple ; on a pour ce complexe
AL a
W pipipn

d’ou1 'on déduit la solution homogeéne

H:gLongﬁpﬁpa +p3+f<&>'
2 NP ikt —n P,

[51] Ainsi donc, en cherchant & perfectionner la méthode méme de Transon qui
consiste & faire partir des droites de tous les points de l'espace, on est amené &
prendre, dans des cas nombreux, les projections d’un point fixe sur les rayons du
complexe pour points de départ de ces rayons. La considération de ces points de
départ permet d’'introduire une représentation analytique des congruences de nor-
males, d’ott découle une méthode de résolution du probléme de Transon. Cetle
méthode est au fond- une méthode tangentielle, puisque la fonction inconnue est
étroitement liée A la fonction © ou z, les variables étant celles qui repérent la nor-
male en direction. Par conséquent, les méthodes tangentielles dont I'étude a fait
I'objet de ce Mémoire se trouvent rattachées a la méthode de Transon.




