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SUR LES POINTS SINGULIERS

D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

(suite™)

Par Hexrt DULAC,

Professeur & 'Université de Lyon.

[19] Exemples divers. — Afin de bien mettre en évidence les circonstances qui
peuvent se présenter lorsque l'exposant p., relatif & un facteur simple y + a,x est
rationnel, je citerai quelques exemples. Soit d’abord 'exemple suivant, ot l'on est
assuré que Uintégrale Lz, { existe, sans que Uon sache si Uintégrale fx,y existe. Sup-
posons que yY,(x,y) + xX, (x, v) soit du troisiéme degré et n’admette que des fac-
teurs simples. Un changement convenable d’axes permet de supposer que ces facteurs
simples sont x, y et « 4 y. Nous désignerons par X et . les exposants relatifs & a et
d y, Pexposant relatif & x -+ y sera supposé égal & — 1. La somme des trois exposants
devant étre égale 4 1, on a

A+ up=1.

Nous pouvons supposer que les courbes intégrales tangentes aux droites x =,
y = o sont respectivement & = o0, y—o, et nous pouvons supposer également qu’une
des solutions holomorphes (??) tangentes &  + y = o0 se réduit & & + y = 0. On voit
facilement que I'équation (1) est alors de la forme

(78) (xdy —yda)[(n— 1)y + pr + P,+ P+ ... ] + y(@ + y)(1 + R, + K, + .. )dr=o,

E et ﬁi désignant des polynomes homogeénes en x et y de degré i,

(*) Yoir Annales de la Faculté des Sciences de I’Université de Toulouse, année 19og, p. 329.

(*?) Nous devons nous placer dans le cas A ou il y a une infinité de ces solutions, si nous
voulons que fx, y puisse exister.
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En posant y = ¢ nous obtenons I'équation
c[(w—1)t+ut+aP,+'P, 4+ .. Jdi+t(x+ )14+ xR, + 2R, + ... )dt=0
ou P, et R, sont des polynomes en ¢ de degré i. Si nous cherchons a vérifier I'équation
par une intégrale de la forme
xtr(1 + 1) L=const.
ou nous posons
L=r1+4aL +x'L,+...;
L vérifie I'équation
oL )L
(79) ta+t)(14+xR, + .. .)—\?— c(p—1)t+u+aP,+...] o
d o
=[(w—1)t+ u](@R,+ 2R, 4 ...) L — (P, + 2°P, 4 ...)L.

Nous aurons, en désignant par L, la dérivée de L, par rapport a ¢,
ta+ L —[(w— 1)t + w]L,=AL+Bt+C,

A, B, C étant des constantes. On voit immédiatement que si p. n’est égal ni & — 2 ni
a4 — 1 on peut prendre

L= (af + lt+ c)(1 + 8y,

a, b, ¢ étant des constantes convenables. Nous allons montrer que d’une fagon géné-
rale on peut prendre

L=0Q,® -1+ 87,

Q,, étant un polynome en ¢ de degré 2s. Il suffit de montrer que s'il en est ainsi pour s,
il en est de méme pour s 4 1. En égalant les coefficients de s + 1 dans (79), nous
avons

i(I + t)L;—H"_ (S + I) [(!J‘_ I)t+ !‘L]LHIZDI.\H-!X(I + 1)_3;

D,,., est un polynome en t de degré 2s 4+ 2. On voit que, sauf pour des valeurs de
entiéres et négatives, on peut prendre

Ls+l: Qns+: (t)(I + t)—l"—l,
Q,,., étant un polynome en ¢ convenablement choisi. ¥
« Lintégrale L, { existe, mais il ne parait pas possible d’avoir dans le cas le plus

général une intégrale f, y, c’est-d-dire de la forme

4
[+ A, y]aryw H (y + @ + x §,)}i==const.,

i=1

Y, est de la forme ¢, =cx + da* + .... La constante ¢, peut prendre n’imporle
quelle valeur, puisque, en posant y=—x + za I'équation différentielle en z et x



SUR LES POINTS SINGULIERS D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE. 87

déduite de (78) est une équation a point dicritique x = o0, z=o0. Une fois choisi c,,
les coefficients suivants sont bien déterminés. La somme des p exposants }; doit étre

=

" en supposant toutefois que p. ne soit pas rationnel. Rien ne nous indique le nombre p

égale & — 1. Nous devrions avoir

V4
. .
(80) 1+A(a:,ftac):(1+wL‘+w'L’+...)II<1+I_‘;t
i=1

des facteurs que nous devons prendre dans le produit. Cependant, quelle que soit la
valeur de p choisie, il parait impossible de vérifier I'identité (80) au moyen d’une
fonction A(x, y) convenablement choisie.

Nous disposons de p constantes, les c,, et de p— 1 autres constantes en remar-
quant que les 2, ne sont assujettis pour le moment qu’a la seule condition : avoir
leur somme égale & — 1. Si nous posons

A, tx)=aA, + c"A, + *A + ...

ou A, est un polynome en ¢ de degré égal & I'indice et si nous égalons successivement
les coefficients de «, x*, «*, ... dans les deux membres de (80), nous aurons des
équations déterminant successivement A,, A, A,, ... Pour que cette détermination
soit possible, il faudra que les dénominateurs 1 4 ¢, (1 +£)*, (1 4 ¢) ... disparaissent
dans le second membre de (80). Cela nous donne une infinité de conditions succes-
sives, alors que nous ne disposons que d’'un nombre fini d’arbitraires. Il ne parait
pas vraisemblable, si P,, P, ... R, R, R, ... sont pris au hasard, que ces conditions
en nombre infini soient la conséquence d’un nombre fini d’entre elles. Il pourraitne
pas en étre de méme si les polynomes P, et R, n’étaient pas quelconques, en parti-
culier si les coefficients de dx et de dy dans (78), au lieu d’étre des développements
illimités, se réduisent a des polynomes.

Dans cet ordre d’idées, donnons un exemple ou l'existence de I'intégrale L, ¢
entraine 'existence d’une intégrale fx, y. Prenons 1'équation

(81) [Ps(w’ y) + pn+z(m' y)] dy + [Q:(m’ y) + Qll+l<x’ y)] dx - O’
P, et Q, étant des polynomes homogénes de degré i. En posant y—tx et supposant
que l'on ait
(82) yPrH—:(‘/E' y) + an+l(w’ y) =o,
P,(1,1?) _—1+ A u
PP, )+ Q (1,8  at t+r+t—1'

nous devrons avoir

2

>
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et I'équation (80) devient

(83) o vt o' R, |dt4 ¢ — Dde =0,
2 n-+4

en posant
ve=uw— A, R,.,=P, (.10,

h nt4 T

R, ., est un polynome en ¢, de degré au plus égal & n 4 1 d’aprés 'identité (82). En
intégrant, nous avons

"
(8 %:C(t+1)"‘(t~1)""+(t+1)n1(t_1)m‘/' ARy t® dt

n n (l + I)’”“(f . I)ny.+i’

ti 2

t
C étant une constante arbitraire. Or, si I'équation (81) admet une intégrale Lz, ¢, il

est évident, en élevant & la puissance n, que cette intégrale peut se mettre sous la

forme
n

@ (t 4+ 1)t — 1)t
17

—const.,

en posant
lx|)y=al, + L, + "L+ ...,

r

i, 1, I, étant des fractions rationnelles en ¢. La fonction I vérifie I'équation

. Pl . I u Qe u
L —I)ﬁ—x[t +vt+;+ac R,., ﬁ—knx R, (1+)=o0.

On vérifie sans peine que 'on a

li=o’ lz:o’ ls:o’ cer ln—x:o’
gl
(85) e —nm Ry t”dt
nT % (t + I)")‘"H (t — I)np+1
t

et que l'on a ensuite

ln—H:o’ l1l+g—‘o’ fete

Puisque I, est une fraction rationnelle, la comparaison des formules (84) et (85)
nous montre que I'équation (83)admet une solution particuliére donnée par 1 + ™" =o.
La fraction [, est de la forme

] :Bzast‘“—*- a_ 4 ...+at+a,
2 tr tr ’

a,, a,, ... sont des constantes, s est un entier positif, r est un entier positif ou nul.

S'il est positif, nous supposons que @, n’est pas nul. Nous allons déterminer les
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entiers inconnus r et s, ainsi que les coefficients du polynome P en exprimant que

I'équation (83) admet la solution "= —¢": P. Nous obtenons ainsi :
(86) (Pt — O)(rP— tP') + n (z* ol 2) T—nfR, ...

Le terme de plus haut degré dans le premier membre de cette identité
est (r+n—s)al™. Doncsil'onar+n—s==o,ondevraavoirs+2=n-+14r,
c'est-a-dire s=n-+r—1. Si I'on a n+r—s=o, les termes de degré maximum
dans les deux membres de (86) sont encore de méme degré. Nous pouvons donc tou-
jours supposer que I'on prend s=n 4 r, toutefois nous pouvons accepter pour a,
une valeur nulle. Si nous considérons maintenant les termes de degré minimum dans
les deux membres de (86), nous voyons que si 'on a r>>o, on doit avoir n=ar.
Si n est pair (n=2m), nous aurons s =3m et r=m. En identifiant les deux mem-
bres de (86), nous aurons 3m 4 1 équations pour déterminer les 3m 4 1 coefficients
inconnus. La discussion de ces équations linéaires est intéressante; on vérifie sans
trop de difficultés que ces équations sont compatibles et admettent un seul systéme
de solutions, sauf pour des valeurs de v, en nombre fini, pour lesquelles un des deux
nombres nk ou ny. est un entier positif. On voit du reste que, dans ce cas, l'intégrale
qui figure dans l'expression (85) de [, présente un point critique logarithmique
si R, ., n’est pas choisi d'une fagon particuliére. Les coefficients de P étant ainsi déter-
minés, on voit qu'en remplacant ¢ par y . « la formule (84) fournit I'intégrale géné-
rale de I'équation (83) sous la forme
(y £ apm(y — @)y

3m 3m—1

m
Y QY — QY

8 . =C.
( 7) x_."_alyxiln—l_aoxim

Si n est impair, on devra avoir, d’aprés les conditions trouvées, r—o et s =n.
Nous aurons n + 2 équations linéaires pour déterminer les n + 1 coefficients de P. On
vérifie facilement que ces équations sont en général incompatibles. Si une condition
est vérifiée, ces équations sont compatibles et on obtient I'intégrale générale de (83)

sous la forme

(y + @)y (y — )

I
o

y (1—a,y"— a,_y'le—.. . —ayx"' —ax")

Nous voyons que, soit dans le cas de n pair, soit dans le cas de n impair, dés que
I'équation (83) admet une intégrale L, ¢, elle admet une intégrale f, y. Le cas de
n pair montre de plus que le nombre des facteurs (y + ¢,)% que I'on fait figurer dans
intégrale fx, y de I'équation (83) n’est pas toujours égal 4 3, puisque dans (87) figu-
rent m + 2 facteurs (y + ¢,).

L’équation que nous venons de citer appartient & une classe qui fournirait de

Fac. de T., 3¢ S., II. 12
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nombreux exemples des diverses circonstances qui peuvent se présenter. Considérons
une équation

@8 [V + Y@ N+ Jdy + [X, (@ 5) + X, (2 )) + .. ]Jde=o0.

Supposons que cette équation admette pour courbes intégrales (*) les n+ 1
droites

Yy+aex=o, y+ax=o, ..., y+axr=o0, y+a, x=0.

Posons y = tx, nous avons

o0

(89) x[Yn(x’ t) + xYn-H(I’ t) + M ] dt + E [tYn+i(I’ t) + Xn+i(l’ t)]xtdx =o,
i=0
n+1

le coefficient de dx devra contenir en facteur H (t+ a,), c'est-d-dire tY, (1, t) + X, (1, ),
i=1

on aura donc

N8, (1 0+ X, (1 )=, (1, )+ X, (1, l)]l:l + 3 mil‘a],

i=0 i=1

P, étant un polynome en ¢ de degré i. On a

1+ NaP=14+ ¥ P(x,);

i=1 i=A1

donc endivisant, comme on peut toujours le faire, les deux membres de I'équation (88)
parrt + E P,(x, y), I'équation (89g) aura la forme
i=1
n+1

[@Y, (1, ) +2'Y,., (1, ) + .. Jdt+ [ [ ¢t + a)dz=o0.

i=1

L’équation (88) sera par suite de la forme

(Y (@, y) + A (x, y)]dy + [X, (2, y) — yA (@, y)ldz =0,

(%3) On peut toujours supposer qu’il en est ainsi, en faisant un changement de variable con-
venable, si en désignant par

ytou=o, yteg=o, ... v Yten=0, Yyt onp=o,

n + 1 solutions holomorphes et nulles pour & = o, il existe entre trois quelconques de ces solu-
tions une relation linéaire & coefficients constants, de telle fagon que I'on ait, par exemple :

y+oi=ai(y + 9) + bi(y + 99)-
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les termes de degré minimum de A(x, y) étant au moins de degré n. Comme exemple

simple de ce genre, nous pouvons citer 'équation
(99)  @[um+ (— 2)y+ P Ndy +¥[3 — wy + (1 — wa — Pz, Y]z =o0.

En posant y={x on obtient une équation dont I'intégrale générale peut s'écrire

o [1 i (al’ 4 bt* + ci-{- d)a::I’
G+ G+
en désignant par C une constante arbitraire, par a, b, ¢, d des constantes déterminées
et en supposant que . n'est égal 4 aucun des nombres o, 1, 2, 3. En revenant a la
variable y, on a l'integrale
xTETryR

=G
(y + )+ ay’ + by*x + cyx* + dx’

Ce qui est une intégrale de la forme f, y avec cinq facteurs nuls pour £==0, y=o0
au lieu du nombre normal de trois.

Si . a I'une des valeurs o, 1, 2, 3, il n’y a en général ni intégrale Lz, t, ni inté-
grale f, y; mais, si une condition est vérifiée, on a une infinité de formes d’inté-
grales Lz, { et de formes fic, y. Par exemple, si p est égal A 1, on a l'intégrale

[(y + )"+ ay’ + by*x + cx’ + Cax’y]xr ™y = const.

ou a, b, ¢ sont des constantes déterminées et C une constante arbitraire. Si C est
quelconque, on a une forme d’intégrale ot figurent quatre facteurs nuls pour x =o,
y =0 au lieu du nombre normal de trois. Si I'on donne & C la valeur particu-
liére C="5 + ¢ —a, on reconnait sans peine que la quantité entre parenthése est
divisible par (y + x)* et l'on a la forme simple d’intégrale

7%y (y + x)*(1 + ay + cx) = const.

[20] Etude du cas signalé § 18. — Nous allons exposer (en nous bornant toutefois
a indiquer certains raisonnements) quelques considérations permettant d’éclaircir
un peu les circonstances qui se présentent lorsque, une intégrale L, { existant, on
est dans I'un des cas ot nous n’avons pu démontrer qu’il existe une intégrale f, y.
Ces considérations nous permettront d’indiquer une méthode pour déterminer les
facteurs (y + g,)* qui figurent dans fz, y, lorsque le nombre de ces facteurs est
donné. |

Si le polynome yY,(x, y) + X, (x, y) n’admet pas de facteur multiple et si dans
T'identité

P
Y (x, )
i L (T y)v — E Yy
YY,(z, y) + X, (z, ¥) “y+az
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aucun des nombres . v, u,, ... p,, (4 =1 —p, —p, — ... —p,) n'a aucune valeur

rationnelle et négative, nous dirons que les premiers coefficients de I'équation ne sont
pa&des coefficients exceptionnels.

Conditions ordinaires d’exislence de Lz, t. — Considérons une équation (1) dont
les premiers coefficients ne sont pas exceptionnels et dont les autres coefficients sont
des coefficients littéraux indéterminés pour le moment. Cherchons les conditions
pour qu’il existe une intégrale L, ¢, c’est-a-dire de la forme

q
x(14+ oL, + &L, + 2°L, + .,.)H(t-}— a,)** = const.,

i=1

les L, étant des fractions rationnelles en ¢ qui sont fournies par des équations diffé-
rentielles linéaires [voir équation (101)]. Nous aurons & exprimer d’abord que I'équa-
tion qui donne L, admet pour solution une fraction rationnelle. On connaitra faci-
lement, d’aprés la forme de I'équation, quel est I'ordre de chacun des pdles t = — g,
qui sont les seuls que puisse admettre cette fraction. On sait également (§ 18) que,
les premiers coefficients de I'équation (1) n’étant pas exceptionnels (p, pas rationnel),
le point {=-co sera un pole d’ordre 1 de L,. Connaissant le dénominateur de L,,
ainsi que le degré du numeérateur, on déterminera ce dernier par la méthode des
coefficients indéterminés. Ces coefficients seront obtenus par des équations linéaires
ou les coefficients des inconnues seront les coefficients de X, (x, y) et Y, (x, y), tandis

que les termes connus seront linéaires par rapport aux coefficients de X, ,, et Y,

n+14 -+4 "

Le nombre des inconnues sera, si 'on a n—=1 + n’, inférieur de n'au nombre des
équations. 11y aura par suite n' relations de condition pour que L, existe. On procé-
dera de la méme facon pour exprimer que L,, L, ... sont des fractions rationnelles.
On aura ainsi une série de conditions nécessaires et suffisantes pour que Lz, ¢ existe.
Les conditions que nous formons ainsi sont ce que nous appellerons les conditions
ordinaires d’existence de L, {.

Si les premiers coefficients de I'équation (1) sont exceptionnels, on pourra avoir
des conditions toutes différentes pour I'existence de Lz, ¢, ce seraient les conditions
exceptionnelles. En effet, lorsque p, par exemple est un nombre rationnel négatif,
Vordre du péle ¢t —=— a, [voir § 19, équation (78)] peut &tre différent de I'ordre que
posséde ce pdle lorsque p, n’est pas rationnel. De méme, si p,, est rationnel et négatif,
t = co peut étre un pdle d’ordre supérieur & i de L,. De plus, si, dans les équations
qui fournissent les coefficients des termes du numérateur de L, les coefficients des
inconnues ont des valeurs exceptionnelles, les conditions pour que ces équations
soient compatibles peuvent changer de forme.

Nous voyons que, dans I'exemple cité [équation (78)], les coefficients des poly-
nomes P, et R, n’ont besoin de vérifier aucune condition pour que Lz, # existe, tandis

que si les premiers coefficients de (78) n’avaient pas des valeurs particuliéres, il fau-
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drait qu'une infinité de conditions soient vérifiées : nous avons un développement Lz,
qui existe dans des conditions exceptionnelles.

Si les premiers coefficients de I'équation (1) ne sont pas exceptionnels et si les con-
ditions ordinaires d’existence de Lx, t sont vérifiées, U'équation (1) admet une inté-
grale fx, y.

Pour chercher dans quels cas une équation (1), dont les premiers coefficients sont
exceptionnels, posséde une intégrale fx, y, lorsqu’il existe une intégrale L, {, nous
allons considérer différents cas suivant le nombre de facteurs (y + ¢,)% qui figurent
dans fz, y. Nous supposerons qu’on ait fait en sorte (§ 3) que =0 ne soit pas une
courbe intégrale de (1) et que par conséquent on ait p, = o.

Si une équation (1) posséde une intégrale fi, y ol figurent n + 1 facteurs (y + )4,
il existe une équation (voir § 3, 1°)

(91) [An(x’ y) + An—H(w’ y) + ‘]dy + [Bn(x’ y) + B1z+|(m’ y) + ...]d./E:O

jouissant des propriétés suivantes : 1° Les coefficients des divers termes de A, et B,
sont des polynomes dépendant d'un paramétre « et se réduisent aux coefficients
correspondants de 1'équation (1) lorsqu’on fait « =o0. 2° Les premiers coefficients de
I'équation (go) ne sont pas exceptionnels pour toutes les valeurs de « voisines de o.
3° Cette équation (91) admet une intégrale fx, y.

En effet, si 'équation (1) admet une intégrale

n+1
ez, 9) H (y + q;i)‘*iz const.,
i=1

nous aurons

Y@, )y X (@) =1 M@ )| B Wy +2x g i:‘d”)]How)

i=1

Remplagons dans le second membre de cette relation ), par ), + m,a, la somme
m, + m,+ ... +m, + m,, étant nulle, soit A(x, y)dy + B(x, y)dxz, ce que devient le
premier membre de cette relation. En égalant cette expression A zéro, on obtient
I'équation (91) qui jouit bien des trois propriétés énoncées plus haut. En particulier,
son intégrale générale est
n44
eftn H (y + @)Mt™*=const.

i=1

Nous pouvons énoncer ce résultat en disant que si I’équation (1) admet une inté-
grale fx,y avec n + 1 facteurs (y + o), elle est la limite d’'une équation (g91) qui
admet une intégrale de méme forme, mais dont les premiers coefficients ne sont pas des
coefficients exceptionnels.
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Les coefficients de I'équation (g1) vérifient les conditions ordinaires d’existence de
Lz, 1, puisque les premiers coefficients ne sont pas exceptionnels et puisqu’il existe
une intégrale fx, y (R. C. M. P., p. 348). Les valeurs limites de ces coeflicients, pour
« =0, c'est-d-dire les coefficients de I'équation (1), vérifient donc les conditions ordi-
naires dexistence de L, . Les coefficients de loute équation (1), qui admet une inté-
grale fx, y avec n + 1 facteurs (y + o), vérifient les conditions ordinaires d existence
de Lx, ¢.

Réciproquement, s’il en est ainsi, U'équation (1), bien que ses premiers coefficients
soient exceptionnels, admet une intégrale fx,y. Modifions, en effet, un ou plusieurs
des premiers coefficients de 1’équation (1) en leur ajoutant par exemple un polynome
en «, de telle fagon que ces coeflicients n’aient plus des valeurs exceptionnelles pour
toutes les valeurs de «. Modifions ensuite les coeflicienis de X, et de Y, ., en leur
ajoutant des fonctions de z convenables, de telle maniére que les nouveaux coeffi-
cients, comme les anciens, vérifient les conditions ordinaires d’existence de L, Z.
Nous pouvons faire en sorte que pour «=o0 les nouveaux coefficients se réduisent
aux anciens. Il est & peu prés évident que la modification que nous indiquons peut se
o 1l
existe une infinité d’équations (1) ayant une intégrale f,y; il y a par conséquent
une infinité de facons de choisir les coefficients de X

faire d’une infinité de maniéres, car, quels que soient les coefficients de X, et Y

i €6 Y, . (quel que soit i), de
manidre A vérifier les conditions ordinaires d’existence de L, ¢{. Nous modifierons
etY de telle
maniére que, pour « = o0, ils se réduisent aux anciens coefficients et que pour « quel-
conque ils vérifient les conditions ordinaires d’existence de L, ¢. Nous désignerons par

successivement pour les diverses valeurs de i les coefficients de X

n—-i nA-i*

(91) Az, y)dy + B(x, y)de =o

I'équation que nous obtenons en remplagant les coefficients de X(x, y) et Y(x. y) par
les coefficients modifiés. Cette équation (91') admet une intégrale Lz, { et, par suite,
une intégrale f,y, puisque ses premiers coefficients ne sont pas exceptionnels.
Pour 2 =o, cette intégrale se réduira & une intégrale f, y relative & (1). Les divers
facteurs (y + o) de l'intégrale relative & (91") se réduiront pour x=o0 & des fac-
teurs (x + g% del'intégrale relative & (1). Nous avons ainsi un moyen de déterminer,
méme dans le cas ol il y a une infinité de solutions holomorphes, celles de ces solu-
tions qu’il faut faire figurer dans l'intégrale i,y de (1). Insistons un peu sur 'appli-
cation de la méthode qui résulte de ce qui précéde.

Moyen de reconnaitre si U'équation (1) vérifie les conditions ordinaires d’existence
de L, {. — Prenons deux polynomes homogénes de degré n, A (x, y) et B,(x, y). de
telle fagon que I'équation

A, (xc, y)dy + B, (2, y)dz=o0
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admette pour intégrale générale

n+41

H (y + c¢,x)i=const.,

i=1
les ¢, et les v, restant indéterminés pour le moment. Nous supposerons que les v, ne
sont pas rationnels et négatifs. Considérons I'équation

[Au@y) + A @ Y) + - Jdy + [B(x,y) + B, (2, y) +...]dz =0,

ou nous laissons indéterminés pour le moment les coefficients de A, et B, pouri>>n + 1.
Formons les conditions ordinaires d’existence de Lz, ¢. Nous cherchons ensuite si
I'on peut déterminer les nombres ¢; et v; de telle fagon que les conditions suivantes
soient vérifiées : 1°on a A, (x,y) =Y, (x,y) et B (x,y)=X,(x,y); 2° si on remplace
les coefficients de A, et B, pour i>>n + 1 par les coefficients correspondants de X,
et Y, les conditions ordinaires d’existence de Lz, t sont vérifiées. S’il en est ainsi,
I'équation (1) admet une intégrale fx, y avec n 4 1 facteurs (y + ¢)% et nous avons
indiqué plus haut une méthode, pénible sans doute, mais applicable pour trouver
cette intégrale.

Il n’est pas douteux que toutes les équations (1) qui admettent une intégrale L, ¢
ne rentrent pas dans le cas que nous venons de considérer : certaines n’admettent pas
d’intégrales f,y avec n + 1 facteurs (y 4 9,)%. Les considérations que nous venons de
développer le démontrent et ces raisonnements sont confirmés par I'exemple des équa-
tions (78), (81) et (go). Nous avons, en particulier, & considérer le cas ot I'équation (1)
admet une intégrale f. y avec plus de n + 1 facteurs (¥ + o).

Considérons une équation (1) admettant une intégrale fz, y avec n + 1 + s fac-
teurs (y + 9,)*; c’est-a-dire de la forme

ntits
oMz, y) H (y + 9, ==const.
i=1
On a

n+d+ts n4d+s
(d :
(w)[}H@J%FEIM%%%ﬁﬁjIIO+%#4W%$W+X@4MHM@J%

1
i=1

Mz, y)= Y M,(x, 7).

i=s

Si dans le premier membre de la relation (92) nous remplagons 3, par X, + m,,
ce premier membre égalé & o fournit une équation de la forme
93) M@ N+ A (@ ) + .. ]dy + [B,., (@ 1) + B, (@ ) +...]Jde=0
qui pour « = o se réduit &
[Y(, y) + X(x, y)dz]M(z, y).
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Cette équation (93) jouit des propriétés suivantes : 1° Les coefficients des différents
termes en x et y sont des polynomes en « et, pour « = o0, le premier membre de cette
équation se réduit au produit du premier membre de I'équation (1) par un fac-
teur M(x, y) holomorphe et nul pour x=o0, y=o0. 2° Les premiers coefficients de
cette équation (93) ne sont pas des coefficients exceptionnels. 3° Cette équation admet
une intégrale fz.y. Plus bri¢vement, nous pouvons énoncer ceci en disant : si une
équation (1) admet une intégrale fx,y avec n+ 1+ s facteurs (y + o, le produit du
premier membre de cette équation par un certain facteur M(x, y) dont les termes de
degré minimum sont de degré s, est la limite d’une équation (93) qui admet une inté-
grale fx,’y et dont les premiers coefficients ne sont pas des coefficients exceptionnels.

11 en résulte que les coefficients de 1’équation obtenue en multipliant par M(x, y)
les deux membres de (1) vérifient les conditions ordinaires d’existence d’une inté-
grale Lz, {, pour une équation (93) ot les termes de degré minimum sont de degré
n + s. Réciproquement, s’il en est ainsi, I'équation (1) admet une intégrale fx,y avec
n + s facteurs (y + . Pour le démontrer, nous raisonnerons comme dans le cas
ou I'équation (1) vérifiait les conditions ordinaires d’existence de Lz, ¢ pour une
équation (93), de maniére & obtenir une équation de la forme (93) dont les coefficients
dépendent d’un parameétre « et dont les premiers coefficients ne sont pas excep-
tionnels. Pour « = o, I'intégrale fx, y que posséde cette équation (93) se réduit 4 une
intégrale f,y de I'équation (1) avec n + s + 1 facteurs (y + ¢,)%. Nous avons, comme
dans le premier cas traité, le moyen de déterminer, par le passage & la limite obtenue
pour «=o, les facteurs (y + ¢,)*.

Pour reconnaitre si nous sommes dans le cas indiqué, oi 'on a une intégrale f, y
avec n + s + 1 facteurs (y 4 o,)%, nous procéderons aussi comme dans le cas parti-
culier déja traité ou 'on a s=—o. Nous prenons deux polynomes homogénes de
degré n 4 s, A, (x,y) et B, (x,7), de telle facon que I'intégrale générale de

An+s+l(x’ y) dy + Bn+s+4(w’ y) dx=o,
soit

n+s+1

H (y 4 ¢;x)i=const.,

i=1

les ¢, et les v, étant indéterminés, les ¢, n’étant pas égaux entre eux, les v, n'étant pas

rationnels et négatifs. Nous considérons I'équation

(94) MA@ pdy+ ) By, y)dz=o,
i=n+s i=n+1

et nous formons les conditions ordinaires d’existence de Lx, .
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Nous cherchons ensuite si I'on peut déterminer les nombres ¢; et v, et les coeffi-

cients de
M((L’, y):Ms(x’ y) + 1\134-4(‘/1‘” y) + cec

de telle facon que les conditions suivantes soient vérifiées (24).
1° On a
All+s(w’ y) - 1\11: (.'L', y) Yn (.’17, y) M BIH-s (x’ y) = Mx(m’ y) Xn (m' y) *

2° Si on remplace dans les conditions ordinaires d’existence de Lz, {, pour une
équation (94), les coefficients de cette ¢quation (94) par les coefficients correspondants
de
M(x, y)Y(x, y)dy + M(x, y) X (x, y)de=o0,

ces conditions ordinaires d’existence sont vérifiées.

S’il en est ainsi, Uéquation (1) admet une intégrale fx,y avec n + s + 1 facteurs
(y + g%, facteurs que nous saurons délerminer.

Nous pouvons considérer d'une fagon analogue le cas ol I'équation (1) admet une
intégrale fx,y avec n+ 1 —s facteurs (y + g)%. L'équation (1) est alors la limite

pour o« =o d’une équation

(94") Y A@ ydy+ N Ba, ydz=o

i=n—s i=n—s

qui jouit des propriétés mentionnées pour 1'équation (g1).

Les polynomes A (x, y) et B(x, y) s’annulent donc, pour « =o, si I'on a i <_n, et
les coefficients de I’équation (1) vérifient les conditions ordinaires d’existence de L, i
pour une équation (94'). Nous pourrons par suite reconnaitre si I'équation (1) admet
une intégrale fx,y avec n + 1 —s facteurs, et dans l'affirmative déterminer ces
facteurs.

Nous voyons que les diverses équations (1) pour lesquelles il existe une intégrale
Lz, ¢ se classent en diverses catégories, suivant le nombre n 4+ s 4+ 1 des facteurs
(¥ + ¢,)% qui figurent dans I'intégrale fux, y. A chacune de ces catégories correspond‘
un systéme de conditions permettant de reconnaitre si une équation (1) appartient a
cette catégorie. I1 peut enfin y avoir des équations (1) admettant une intégrale Lz, ¢
et n’appartenant & aucune de ces catégories. Ces équations (1) n’admettent pas d’inté-
grale fx,y, quel que soit le nombre des facteurs (r + 9% que 'on y fait figurer.

(%4) Puisque nous pouvons évidemment, sans rien changer aux résultats, multiplier M(x, y)
par un facteur D(x, y) holomorphe pour & = y = o, mais tel que D(o, 0) ne soit pas nul, nous
pouvons supposer que M(x, y) se réduit au produit de s facteurs y + W¥;, c’est-a-dire est de la
forme

M(x, y) = y*Fo(x) + y*—'aF (x) + ..... yxrs—Fsy(x) + 2 Fs(x),
F;i(x) étant holomorphe et différent de o, en général, pour = = o.

Fac. de T'., 3¢ S., II. 13
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Nous devons remarquer que si I'équation (1) est quelconque, il faudrait un
nombre infini d’opérations pour savoir si cette équation (1) admet une intégrale fx, y
avec un nombre donné de facteurs. Il faut a fortiori un nombre infini d’opérations
pour reconnaitre si I'équation (1) admel une intégrale fx,y. Ce n’est que dans des
cas ou I'équation (1) a une forme simple. par exemple si X(x, y) et Y(x, y) sont des
polynomes, qu'on pourrait reconnaitre, & 'aide d’'un nombre fini d’opérations, si
I'équation (1) admet des intégrales de la forme indiquée (cf. B. D., p. 231).

Rien dans ce qui précéde ne nous permet de déterminer le nombre des facteurs

(y + o)% qui doivent figurer dans fx,y. Nous retrouvons la conclusion du para-
graphe 13.

[21] Nouwvelle forme de Uintégrale (4). — Supposons que I'équation (1) admette
une intégrale fx, y ol la somme X, 4%, + X + ... + %, des exposants ne soit pas
nulle et puisse par suite étre supposée égale & 1. Si nous posons y = {x, chacun des
facteurs (y + o,)% qui figurent dans cette intégrale prend la forme (¢t + b, + ).
L’expression 4, est une fonction de a holomorphe et nulle pour £ =o0. L’ensemble
des nombres b, est identique & I'ensemble des nombres ¢, sans que I'on ait nécessai-
rement a,=b,. Si nous posons

Q)= ,(1, 1) + A1, H+ ...,

lintégrale fx,y [équation (3)] peut s’écrire

(95) @1+ Q(x[t)] II (t4 b, 4 ¥, pi==const.

i=1

Cette intégrale (9b) est, ainsi que nous avons convenu de 'appeler, une intégrale
Rz, ¢ réguliére pour toutes les valeurs de {. Réciproquement, une intégrale de cette
forme (95) se met immédiatement sous la forme d'une intégrale Sx,y. Nous savons
donc qu’il existe une intégrale R, t réguliére pour toutes les valeurs de ¢, dans tous
les cas ol nous avons pu démontrer que l'existence de Lz, [ entraine I'existence
de fx,y. Comme il y a de nombreux cas ou nous n’avons pu démontrer qu’il en est
ainsi, nous allons établir une forme d’intégrale intermédiaire entre Lx, ¢ et Vinté-
grale (¢5). C'est une forme d’intégrale dont nous aurons par la suite a faire usage
dans certaines démonstrations.

Si nous supposons qu’il existe une intégrale L, ¢

q
(96) x(t+ ol + 2L+ ... 11 (t 4 a,)*i==const.

i=1
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nous avons (§ 18) :

i=l

Yn(l’ t) J— 4 i
tYn(I’ l) + Xn(l’ t)_ i1 t+ai'

( Y, )+ X0 =[] ¢+ay,

Les entiers r, désignent les ordres de multiplicité des divers facteurs { + «,.

Supposons maintenant qu’il existe une intégrale Ra, ¢ réguliére pour { =—a,,
t=—a,, ..., t=—a,, c'est-a-dire de la forme
q
(98) x(1+xR‘+w’Bi+...)H(t+bj+ AL
=t
ouR,, R, R,, ... sont des fractions rationnelles en ¢ qui ne peuvent admettre comme
poles que les points { =—a,,,, I=—a,,. ..., t=—a,. Les nombres b, b,, ..., by

sont supposés égaux a a,. De méme, les autres nombres b, se divisent en groupes tels
que tous les nombres d’'un méme groupe soient égaux a I'un des nombres a;. Les
facteurs (¢ + b, 4 -/‘j)“. pour lesquels les nombres &; sont égaux a «, seront dits
appartenir au méme groupe. La somme des exposants J; des facteurs d'un méme
groupe sera égale au nombre p, correspondant; en effet, la relation (98) peut s’écrire

q
ali+aL,+ 2T+ ...] | [ ¢+ b)) =const.,

=1

en posant
q o
' 2T 2 /i 7
L L+..= R PR, + ... —
1+ oL, + 2L, + [1+ @R, + 2°R,+ ]H<I+t+bj>
j=1
ouL,, L, L, ... sontdes fractions rationnelles en (. Nous retrouvons donc la forme

d’'intégrale La, £, ce qui démontre que la somme des exposants A, pour lesquels on a
b;= a, est égale & p,.
Posons maintenant ¢ 4+ a, =Y,, I'intégrale (¢8) s’écrira :

’
T4

(99) e[+ H@, )] | [ 0.+ 7,)% = const.

=t

L’équation différentielle en x et y, déduite de (1) admettra donc une intégrale de
la forme fx,7y,. Pour qu'il existe une intégrale Rx, t réguliére pour t =—a,, il est
donc nécessaire que l'égquation obtenue en posant y,=—t + a, admelte une intégrale de la
forme fx,y,. S'il en est ainsi, nous dirons que la condition ( f) est vérifiée pour le



100 H. DULAC.

facteur ¢ 4 a,. Pour qu’il existe unc intégrale Rx, { réguliére pour l=—a,, t=—a,,
ceey l:'—%” il faut que la condition () soit vérifiée pour les divers facteurs ¢+ a,,
t+a,, t+a,, ..., t + a,. Nous remarquerons que si un facteur ¢ + a;, par exemple
t+a,, est un facteur simple (r,=r) de 1Y (1, t +X,(1,1), et si p, n’est pas nul et
n’est pas l'inverse d’un entier négatif. la condition (/) sera vérifiée d’elle-méme pour

le facteur ¢ + a;. On sait, en effet, que dans ce cas I'équation en x et ¥, admet une
intégrale de la forme (99) avec r/ =1 et hi=y,.

Si le nombre y, relatif & un facteur simple ¢ 4 a, est nul ou négatif et rationnel,
si le nombre p, relatif & un facteur multiple (r, > 1) est nul ou rationnel (positif ou
négatif), nous dirons que ce nombre u; & une valeur exceptionnelle.

Nous venons de trouver des conditions nécessaires pour l'existence d’une inté-

grale Ra, ¢ réguliere pour t=—aq,. t=—a,, ..., t = — a,, ces conditions sent les
suivantes :

1° Il existe une intégrale L, .

2° Les conditions (f) sont vérifiées pour les facteurs ¢ +a,, ¢ + a,, .., t+ay.

Ces conditions ne nous suffiront pas pour démontrer lexistence de I'inté-
grale R, I en question; nous devons, pour les besoins de la démonstration, ajouter
une troisiéme condition qui n’est nullement nécessaire et que nous énoncerons en
disant : aucun des nombres p,, p,, ..., v, n’a une valeur exceplionnelle. Pour établir

la démonstration que nous avons en vue, il nous sera nécessaire de former 1'équation
que vérifie la fonction

R=1+4+2aR 4+ 2R+ ....
Si on pose, pour abréger,
' V=1Y,(1, ) + X, (1. 1)
et si I'on écrit I'équation (75) sous la forme
(100) x[Y, (1, §) + xY]dt + [V 4+ 2V]dx =o,
la fonction R des deux variables x et { vérifie I'équation

(101) [V+aV]R, —[Y,(1, t) + «Y] xR,

q —_—
_ YoM S, bt Y —V — %V
—R[Y1L(Irt)+wY+ ](-T/‘] "_l__fb/]+/ x )]
j J

=1

Si {=—b, —y, est une solution de I'équation (100), le numérateur du coefficient
de ), dans le second membre de (1o1) sera divisible par ¢ 4- b, 4+- X,. Si pour certaines
valeurs de j il n’en est pas ainsi, nous remarquerons que V est divisible par ¢ + b;,

puisque les nombres b; sont égaux aux nombres a,. En divisant alors le numérateur
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et le dénominateur du coefficient de ), par £ 4 b, et développant ensuite ce coefficient
de 7, suivant les puissances croissantes de @, nous voyons que le second membre
de (101) pourra s’écrire d’aprés (97)

R{zC, + 2*C*+2°C, 4+ ...],

les expressions C,, C,, C,. ... désignant des fractions rationnelles en / qui n’admettent
pour pdles que les valeurs {=— b, telles que = — b, + X;. ne soit pas une solution
de I'équation (100).

11 est facile de voir comment doivent étre choisis les facteurs (f + b, + X )* pour
lesquels I'on a b, ==a,. Nous supposons que p, n’a paé une valeur exceptionnelle et
nous supposons que la condition (f) est vérifiée pour le facteur ¢ 4 a,, c’est-a-dire
que I'équation obtenue en posant ¢ 4 a, =y, admet une inlégrale de la forme

'

(102) x[t+ K(x, v,)] H (y, + ¥ ) =const.

i=1

En comparant avec I'intégrale (g9) que I'on déduit de lintégrale Rz, f, on voit
que ces deux formes d’intégrales doivent étre identiques parce que p, n'est pas
rationnel. Nous n’avons pour nous en rendre compte qu'a appliquer & I'équation
en x ety, le raisonnement que nous avons fait pour I'équation en « et y afin de
démontrer que, si tous les nombres p,; ne sont pas rationnels, il est impossible qu’il
y ait deux intégrales distinctes f,y. On devra prendre : r,'=7r", y, =1, et L, =3
pour les valeurs 1, 2, ... ' de V'indice j. Il n’y a donc aucune difficulté pour choisir
les facteurs (t—i—bj—}—y‘j)"f pour lesquels les nombres b, sont égaux & un certain
nombre a;, si la condition (f) est vérifiée pour t-+ a; et si p, n’a pas une valeur
exceptionnelle. Les fractions C,, C,, C,, ... nadmettront pas comme poles les
valeurs [ = — a; correspondantes. ‘Nous choisirons arbitrairement les facteurs
(E+b,+ '/_]-)V pour lesquels les nombres b; seront égaux & un nombre a;, si la con-
dition (f) n’est pas vérifiée pour ¢+ @, ot si p, a une valeur exceptionnelle. Seule la
somme des exposants %, des facteurs faisant partie du méme groupe devra étre égale
au nombre p, correspondant. Le choix le plus simple que nous puissions faire, si la
condition (f) n’est pas vérifiée pour ¢ 4- g, ot si p, a une valeur exceptionnelle, sera
de prendre un seul facteur pour lequel b; soit égal a a,, ce facteur sera donc (£ + a)#.
Les fractions C,, C,, C,, ... admettront en général les valeurs correspondantes t—=-—q,
pour pdles. D’aprés nos hypothéses, les valeurs de i pour lesquelles nous serons dans
le cas que nous venons d’indiquer sont les valeursi—p' 4+ 1, p'+ 2, ... p.

Montrons, qu’en nous placant dans les conditions indiquées et en choisissant les
facteurs (f +a; + y,)” comme nous l'avons fait, il existe une intégrale R, { [voir
équation (98)] ot R,, R,, R, ... sont des fractions dont les seuls pdles possibles
sont { — — ay. = — gy ovs {=—— a,.
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L’intégrale Lz, ¢ [voir équation (¢6)] dont nous supposons lexistence peut
s’écrire
. q
(103) a1+ Bl | | ¢+ b;+ 7,4 =const.,
j=1
en posant

q

. —;
1+B(m|t):(1—&—wL‘—{—szg-{—...)H(I.J(_t__%;) 7

j=t
Si on développe B(x|¢) suivant les puissances de x, on a
B(x|t)=«B,+ «*B,+ «'B,+ ...,

B, étant une fraction rationnelle en ¢, dont les seuls péles possibles sont les

valeurs {—=—a,(i=1, 2, ... p). Nous allons démontrer que {=—a, n’est pas un
pole de ces fractions. La méme démonstration s’appliquera pour { = —a,, t=—a,,
o l=—a,.

L’intégrale (102) dont nous supposons l'existence peut s'écrire

q
(104) x[1+ A(x|t)] II (t+ b; + 7, = const,
j=1
On a
A, ) =A,+xA +2°A,+ ...,

A,, A, A,, ... sont des fonctions de { holomorphes pour {=—a,.

Les fonctions 1+ A(x|f) et 1+ B(x|{) vérifient I'équation aux dérivées par-
tielles (101) ou la fonction inconnue est R, il en résulte immédiatement que I'on
a A/=o d’ou A, =1, k étant une constante. Nous pouvons diviser les deux membres
de (104) par 1 + k et, par suite, nous avons le droit de supposer que I'on a A |=o.
Nous avons en posant

V=1tY, (L H+ X,
(V+aV,+a*V,+...][xB, + «*B, + «*B, + ...]
—Y,(L,)+Y, (1, )+ ... ][xB,+2*B,+ «*B,+ ...]
=[aC,+2*C,+x°C,+...][r+ B, + «*B,+ «’B,+ .. .].

Si nous donnons A s successivement les valeurs 1, 2, 3, ..., on voit que B, vérifie

I'équation
(109) VB, —sY,(1, ) B,=D,,
D, étant une fraction rationnelle en ¢ qui nadmet pas {=— a, pour pdle, si I'on

suppose démontré que B, B,, ..., B_, sont des fractions rationnelles holomorphes
pour {—= —a,.
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Faisons d’abord s — 1 dans ’équation (105), nous obtenons
(106) ' VB, —Y,(1, )B,=C,,

V contient en facteur (¢ + a,)™ et Y, (1, {) contient en facteur (¢4 a,)"—! [voir § 18,
condition (2)]. Cette équation (106), ot G, est holomorphe pour t =— a,, est égale-
ment vérifiée par la fonction A, qui est holomorphe pour {—=-—a. En substituant
a B, dans (106) le développement de A, suivant les puissances de ¢ 4 a,, on voit que
C, est divisible par (¢ 4 a,)»—!. En supprimant ce facteur dans les deux membres
de (106) et en divisant également par les divers facteurs (¢ + «,)"—! qui sont com-
muns & Vet a Y, (1, #), on obtient I’équation

(107) PB, — QB, =2,

ou A, est une fraction rationnelle en ¢, holomorphe pour { —=—a, et ot I'on a :

p

4
. Q ’
p=]erw, 5=
i=1 i

i=1

Si p, n’est pas un entier négatif, le raisonnement que nous avons fait (R. C. M. P.,
p- 346) montre que la fraction rationnelle B, n’admet pas {=+ a, pour pdle. Si p,
n’est pas non plus un entier positif ou nul, la forme de l'intégrale générale de
I'équation (107) qui est

p
B,=A,+c¢ I[ (t+a,)

i=1

montre que, puisque B, et A, sont holomorphes pour {= — a,, la conslante ¢ doit
étre nulle. On a donc A, =B,.

Si on fait ensuite s= 2 dans (105), on obtient une équation qui est vérifiée a la
fois par A, et par B,. En raisonnant sur cette équation comme sur 1'équation (106),
on voit que B, n"admet pas { = — a, pour pdle si 2p, n’est pas un entier positif. Si p,
n’est ni égal & o ni égal & un nombre rationnel positif ou négatif. le méme raison-
nement pourra se répéter pour toutes les valeurs de s. Les fractions rationnelles B,,
B,, B,. ... n"admettront pas {—=— a, comme pole.

Sit=a,, au lieu d’étre un facteur multiple de V, est un facteur simple, il suffit
pour notre démonstration de supposer que p, n’est ni égal & o ni égal & un nombre
rationnel négatif. Nous n’avons plus en effet, une fois choisi le facteur t+06,4 ),
a faire usage de l'intégrale (102) ou (104), le raisonnement déji cité (R. C. M. P.,
p- 346) suffit pour démontrer que, quel que soit s, la fraction B, n’admet pas t=—a
comme pole.

1
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Nous avons donc démontré qu'il existe une intégrale R(z, {) de 'équation (1),
intégrale qui est réguliére pour {=—a,, t=—a,, ..., t=— a,. c'est-a-dire de la
forme (98). si les conditions suivantes sont vérifiées :

1° L’équation (1) admet une intégrale Lz, ¢;

2> Les conditions (f) sont vérifiées pour t +a,, t +a,, ..., {4+ a;

3° Les nombres p., u,, ..., p,y n'ont pas des valeurs exceptionnelles.

Les conditions 1° et 2° sont nécessaires pour que le théoréme soit exact, la con-
dition 3° n’est pas nécessaire.

Conformément & ce que nous avons dit, on voit que la relation (¢98) peut s'écrire

’

q p
c(14+aP +a'P,+...) H (t+b,+ 7N 11 (t + a,)*i= const.,

j=t i=p'+1

les fractions rationnelles P,, P,, P, ... ne pouvant encore admettre comme pébles que
les points t=—a,,,, t=—a, ,, ..., l=—a,.

Si, la condition 1° de I'énoncé précédent étant vérifie, on a p’'=p dans I'énoncé
des conditions 2° et 3, les fractions R,, R,, R, ... [équation (98)] étant réguliéres pour
toutes les valeurs de ¢ seront des polynomes. Si le nombre p,—=1—p, —p, — ... — Py
n’est pas rationnel et négatif, R, est un polynome de degré égal & i (voir § 18). 11
résulte de 1 que l'intégrale (98) se met, en remplagant ¢ par y ; «, sous la forme
d’une intégrale fx, y.

[22] Forme d'une intégrale R, I qui n’est pas réguliére pour toules les valeurs
de t. — Je me propose de rechercher quelle est la forme des fractions R, qui figurent
dans (103), si, les conditions 1° et 2° de I'énoncé du théoréme précédent étant vérifiées,
la condition 3° ne I'est pas. Je suppose que p.,, par exemple, ait une valeur exception-
nelle. Ce que nous dirons sur la maniére dont ¢+ a, figure dans R, sera vrai pour
tout facteur ¢ 4 @; pour lequel la condition (f) est vérifiée, tandis que p, a une valeur
exceptionnelle; le résultat que nous obtiendrons ne serait plus exact si la condition (f)
n’était plus vérifiée pour ¢ + a,.

Remarquons d’abord que, méme si p, est rationnel et négatif, on peut toujours
supposer que 1+ y, est positif. En effet, p, =2+ 2/ ... + X étant négatif, les
exposants 2", 1./, ... X'»» dans (102) ne peuvent pas étre tous positifs; il en résulte que
le développement K(x, y),) est convergent (%) si x et y, sont assez petits en module.
Si nous posons x =uy,, l'intégrale (102) devient

uy; 14 K(u y)]=C.

(?%) Dans les raisonnements du paragraphe précédent, nous n’avions pas besoin de supposer
la convergence des développements ordonnés suivant les puissances de ., que nous avons em-
ployés; il nous suffisait de supposer I’existence formelle des développements en question.
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Cette égalité montre que, si nous supposons 1 + p., négatif et rationnel, il y a une
infinité de solutions u(y,) algébroides et nulles pour y,=o. Toutes ces solutions
fournissent des solutions y(x) de 'équation (1). Ces solutions y(x) sont algébroides
et nulles pour &= o0, mais ne sont pas holomorphes pour £=o, puisque y, : c=u™"
croit indéfiniment lorsque « et y tendent vers o. Or, nous avons supposé (§ 3) que les
solutions y(x) algébroides et nulles pour £ =0 sont holomorphes pour x=o0. En
nous placant dans ce cas, ainsi que nous avons toujours le droit de le faire, nous
voyons que l'on a 1 + p, >>o.

Je vais démontrer que {=— a, est un pdle d’ordre au plus égal & s de la frac-
tion R, quelle que soit la valeur de I'indice s. Si nous faisons, dans 1’équation (1),
les changements successifs de variable

y=l, t=y,—a,
nous obtenons une équation qu’on peut écrire
(108) xV(x, y)dy,+ Z(x; y,)dx=o0.

Si, « étant une constante que nous fixerons daus la suite, nous désignons par

ya+bj—a1+74>)‘j

I:w[I+A($lyi—a«)]1]< «t+b—a

le premier membre de (104) divisé par une certaine constante, l'intégrale de (108)
pourra s’écrire I = const. Il existe des nombres positifs tels que si 'on a

(109) |x|<€’ P«<y1<95’
on ait

]xj]<|y‘—l—bj—a1|, J=12...,q, .

|y1’<|ai—a4” i:2,3,...,p,
Prenons pour o une valeur telle que Y'on ait |a| = Bt s ®2 Nous pourrons écrire,
2
puisque pour j =1, 2, ... r' on a b;=aq,
¥\ M AL
1= %)+ Aoy, — a)PGely) [ (x+2)"

en posant
? a + : ’
i__ai yi By Li J
Plx _ 4—a,+Y, RE— So—
( ly;) I!(ai_a‘-},—a) ‘]‘_A!;<I+y,+bj_aﬂ>
i= =

Dans les facteurs susceptibles de plusieurs déterminations, nous choisirons la
détermination qui pour y, =« et z =10 se réduit & 1. En développant, suivant les
Fac. de 1., 3¢ S., II. 14
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puissances croissantes de a, les divers produits qui figurent dans I, nous obtenons

M o xF 2'F, &'F
I:acy-ﬁ(l‘o—{——————}——%- 5 +>

Yoo oo
F,, F,, F,, ... sont des fonctions de y, qui sont holomorphes, si I'on a |y,| € p,. Les
fonctions F,, F,, F,, ... peuvent étre nulles pour y,—o; il ne peut en éire ainsi

de F,, qui pour y, = a se réduit & «—w. Tous les développements que nous employons
sont convergents, si les conditions (1og) sont vérifiées. En opérant d’une fagon ana-
logue sur le premier membre de l'intégrale (103), on peut écrire cette intégrale
J = const. en posant

LY

J=w(ﬁ)"‘[1+B<xly,—al>]P<w|y.>ﬁ(r +§—) .

o

Pour y, =«, I et J se réduisent respectivement aux séries
T=x+uz’+aa®+...,
I=x+ B+ 82" +....

On a évidemment

T=T(42T4a T T%T+

les coefficients de toules ces séries étant des constantes.

Puisque I est une solution de I'équation aux dérivées partielles

f o

d
(110) V@, 7) 5~ B ¥ 5 =0,

la fonction I (1 4 oI 4+ o, I* + 21" 4 ...) sera aussi une solution de cette équation.
Cette solution et la solution J de la méme équation (108) se réduisent pour y,—=2 a
la méme fonction de x, qui est la série J. La solution qui pour y, = x se réduit & une
fonction donnée de x est unique, puisque pour |x| < e et y,—o on peut supposer
que I'on n’a pas Z(x. y,) =o. Nous avons donc

J=Il1+oal4+ P+ P+...].

Nous en concluons que I'on a :

1+ B(xly, —a,)=[1 + A(x]y,— ai)][l + 2 csz’]-

j=1

Si nous posons

log (14 B(xly,—a)]=B(z,y), log[1+A(xly,—a)=A(,7y,).

log[l + 2 ujlj:I: Z i@jlf,
j=1 j=t
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nous aurons

w
(111) B(x, y)=A(z, y)+ X, 8.
j=1
Nous voyons immédiatement que, sil'on a p, =m' . m, les nombres m' et m étant
des entiers, dont le premier peut étre négatif, le nombre j ne pourra prendre que des
valeurs de la forme j = km, ou k est un entier. En effet, le premier membre de (111)
est une fonction uniforme de y, et il doit en étre de méme du second membre. Nous

avons
Tm — gghm ko’ (Fo L xFy 4 x*Foy @ }3;3,;; . ) ,
- ATy Yi Yi
F, i F, . F, . ... étant des fonctions de y, qui sont holomorphes pour |y | < p,. Ces

fonctions, sauf F, ,, peuvent étre nulles pour y, =o; F, , se réduit & 2" poury, =a.

Nous avons donc

—_— _— = OO lb‘
(112) Bz, y)=X(@ 1)+ Y, [pkmkayfm' z l-k]_
k=1 .

L
- N

Si nous prenons

K(w’ yl):inKi(ya)’ E(x’ yi)ZE xiﬁi(yn)’
i=1 i=1
nous aurons l'expression de By,) en ¢galant les coeffitients de «’ dans les deux.
nombres de (112). Il suffit de considérer les valeurs de k et de [ telles que I'on ait

(113) s=km-+1

et de prendre
,Bkm Fl.k

I—km'
Vi

B,(o)=RX0)+ Y

le signe X s’étendant & toutes les valeurs entiéres et positives de k et de I, qui vérifient
I'égalité (113). L'exposant [ — km' peut s’écrire s — k(m + m') d’aprés (113) ; cet
exposant sera donc au plus égal égal a s, puisque, 1+ v, étant positif, m 4 m’ est
positif. On aura enfin
G ().

Yo

B.(y)=

C,(y,) est une fonction de y, qui est holomorphe pour [y,|<p,; cette fonction peut
étre nulle pour y, =o, et elle se présente sous la forme d’une fraction rationnelle
en y,, puisque B (y,) est une fraction rationnelle. Nous avons ensuite

1+ B(x, t):emz'y’), B(x, )= S‘ (g:—_'_H—ia(t—;i;

i=1
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H,(t) est une fraction rationnelle en ¢ qui peut ¢tre nulle pour t = — a,, mais dont le
dénominateur n’est pas nul pour t = — a,.

Certains des développements que nous avons employés peuvent étre divergents,
car nous n’avons fait que supposer l'existence formelle des intégrales (103) et (104)
sans faire aucune hypothése sur la convergence des développements A(x|¢) et B(x|?)
qui y figurent. L’emploi de ces développement est cependant acceptable dans notre
démonstration, car nous devons remarquer que ces développements n’interviennent
que par leurs termes de rang fini, puisque les nombres s, k&, { ne prennent que des
valeurs finies (voir J. E. P.. p. 113).

[28] Condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une intégrale Rz, t régu-
ligre pour t—=-—a,, t=—aq,, ... t=—ay. — D’'aprés ce que nous avons dit (§ 21),
pour qu’il existe une intégrale R, ¢ réguliére pour les valeurs indiquées de ¢, il faut
qu’il existe une intégrale Lo, ¢ et que la condition (f) relative aux facteurs ¢ + a,,

t+a,, ... t + a, soit vérifite. Nous avons de plus employé, dans notre démonstration,
une hypothése qui n’est pas nécessaire en supposant que p.,, p,. ¢, --. [ D'0Ont pas

des valeurs exceptionnelles. Je me propose de trouver les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'il existe une intégrale R, { réguliére pour les valeurs indiquées
de t.

Si une pareille intégrale existe, nous pouvons, en employant les notations de
Péquation (98), écrire cette intégrale

q
(114) z(1+aR + 2 R+ ) | [ ¢+ 6+ 7,05 =const.;
=1
R,. R,, ... sont des fractions rationnelles en ¢, qui ne peuvent admettre comme poles
que les valeurs t == — @, .y, l == — Gy, ..., a,. L'intégrale (114) pourra s'écrire
7, 4

(115) 1+ xF,+2°F,+ ...] H E+a,+ )l H (t + a,)* = const..
j=1 i=2

F,, F,, F,, ... étant des fractions rationnelles en , qui n’admettent pas { = — qa,
comme pdle. Nous avons donc une intégrale de la forme Rz, { réguliére pour t=—=—a, .
I'existence de diverses intégrales de la forme Rz, {, réguliéres chacune respecti-
vement pour = —a,, t=—a,, {==— a, est donc une condition nécessaire pour
Texistence d’une intégrale Rz, ¢ réguliére simultanément pour t = —a,, I=—a,,
we.y t=——a, . Ces conditions sont suffisantes, si les nombres p., p,, ..., p, ne sont
pas tous simultanément rationnels (positifs, ou négatifs ou nuls).

L’intégrale (115) peut s’écrire comme nous l'avons fait [équation (104)] :

q9
(116) i+ xA +2A+...] H(t—i— b, + 7,0 == const.,

j=t
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A,, A,, A,, ... étant des fractions en [ réguliéres pour {=—a,. De méme linté-
grale Rx, t analogue a (115) et réguliére pour t=—aq,, lindice i ayant une des

valeurs 2, 3, ... p/, peut s’écrire

q
(117) x[1+ B, + ang—{— . H(t+ bj—{— z].)ljzconst,;

j=1

les fractions rationnelles B,, B,, B,. ... n’admettront pas {——a, pour pdle. En
raisonnant comme nous avons raisonné sur I’équation (106), nous obtenons :

4
B,:A{+CH(t+ai)w.

i=1

Puisque A, et B, sont des fractions rationnelles, on aura ¢ = o si tous les nombres
de 3, ne sont pas tous entiers. En continuant & raisonner de méme on voit que, quel
que soit s, on a Bj=A_ si les nombres p, ne sont pas tous rationnels. Les inté-
grales Rz, l lelles que (116) et (117), qui sont réguliéres chacune pour une valeur
t=—aq,, sonl donc toules identiques el il y a une intégrale Rx, { réguli¢re pour
t—=—a,t—=—a,, ..., l==—ay.

Si tous les nombres p, sont rationnels, les conditions énoncées ne sont plus suffi-
santes pour l'existence d’une intégrale Rz, { de la forme indiquée. Pour obtenir des
conditions suffisantes, on peut dans ce cas ajouter aux conditions énoncées la condi-
tion suivante : les nombres s, relatifs aux valeurs de l'indice j, telles que b, soit
égal & l'un des nombres a,, a,, ..., a,, sont tous entiers positifs pour les valeurs
de s, telles que tous les nombres sp, soient tous entiers. Pour établir cette propriété,
il n’y aurait qu’ raisonner comme nous I'avons fait pour obtenir la relation (111);
on montrerait que le premier membre de (116) s'exprime au moyen du premier
membre des intégrales telles que (117).

Afin de mieux nous rendre compte de la fagon dont les diverses hypothéses que
nous avons envisagées interviennent et afin d’avoir une idée plus nette des consé-
quences qu'elles entrainent, examinons le cas simple ot le point singulier x = o,
y = o de I'équation (1) n’a que deux directions distinctes de tangentes y + a,z=o,
¥ + a,x =o. Pour ne pas retomber dans le cas bien connu ou n est égal & 1, nous
supposerons que I'une au moins de ces directions est une direction de langente mul-
tiple. Nous avons :

yYn(w’ y) + xxn(m’ y) - (y + a4x>r1 (y + aqx)r"

Yn(w’ y) j— v + p‘z
yYn(x’ y)+wxn(x' y) y+a1m y+azx,

r“+r,=n+l, !"'a+y's:1‘




110 H. DULAC.

Considérons les diverses hypothéses suivantes que nous envisagerons successi-
vement ou simultanément, ainsi que cela sera indiqué :

1° L'équation (1) admet une intégrale Lx, ¢, c’est-d-dire une intégrale de la forme

(118) x[1+ oL, + x*L,+ ...](t + a,)~(t + a,)*»=const.
ouL,, L,, ... sont des fractions rationnelles en #, qui ne peuvent admettre pour péles
quetl=—a,etl=—a,.

2° L’équation (1) admet une intégrale R, { réguliére pour t=— a,, c'est-d-dire

une intégrale de la forme

'
(119) x[14+xA,+ 'A,+ .. ]+ a) H(t + a, 4 ¢,)% = const.

i=1

ouA,, A,, A,, ... sont des fractions rationnelles en ¢ dont le dénominateur est une
puissance de f + a,. On a nécessairement X, + A, + X, = p,.
3° L'équation (1) admet une intégrale R, ¢ réguliére pour t=—a, :
92
(120) a1+ A, + oA+ .. ]+ a)m H (t+a,+ g,k

i=1

A,, A,, A,, ... sont des fractions rationnelles en ¢, ayant pour dénominateur une
puissancede t +a,. Ona x, + A, + ... + hg,=u,.
4° L’équation (1) admet une intégrale de la forme (11g9), ou nous savons seule-
ment que A, A, A,, ... sont des fonctions de ¢ holomorphes pour ¢ = — a,. Nous ne
savons pas si ce sont des fractions rationnelles.
5° L’équation (1) admet une intégrale de la forme (120), ot nous savons seulement
que A,, A, ... sont des fonctions de ¢ holomorphes pour { =—a,.

6° L’équation (1) admet une intégrale Rx, ¢ réguliére pour toutes les valeurs de ¢

% L5}
(121) w1+ xR, + 2R +...] H (t+a,+ o) H (t+ a,+ ¢,k =const.

i=1 i=1

ou R, R,, R, ... sont des polynomes en ¢. Nous savons que s’il en est ainsi I'équa-
tion (1) admet une intégrale fu, y.

Si p, n’a pas une valeur exceptionnelle, 1° et 4° entrainent 2°. De méme, si p, n’a
pas une valeur exceptionnelle, 1° et 5° entrainent 3°. Si ni p,, ni p, n’ont des valeurs
exceptionnelles, 1°, 4° et 5° entrainent 6°. Quels que soient p, et p,, 2° et 3° entrai-
nent 1°. Si p, et p, ne sont pas rationnels (), les hypothéses 2° et 3 entrainent 6°.

Considérons le cas ot u, et par suite p, sont rationnels. On a p,—=m, . met p,—=m, . m.

(*6) Les expressions : p, est rationnel et u, n’a pas une valeur exceptionnelle, ne sont pas
synonymes. Sir, est égal & 1, et si p, est rationnel et positif, 1, n’a pas une valeur exceptionnelle.
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L’un des entiers m, ou m, peut étre négatif. Supposons vérifiées les hypothéses 2°
et 3°. En raisonnant comme nous l'avons fait pour démontrer la relation (r11), on
prouve que si l'on désigne par I le premier membre de (119) et par J le premier
membre de (120), on a

1=J<I+Eusr>,

s=1

et par suite

(122) 1+ 2A + A+ ... =0+ zA A, + .. .)(1 + E °‘st> .

s=1

En écrivant J sous la forme du premier membre de la relation (118), nous voyons
que, puisque le premier membre de (120) est une fonction uniforme de ¢, I'indice s
dans le second membre ne doit prendre que des valeurs de la forme s=Fkm, ou
k est un entier positif. 1’égalité obtenue montre que l'intégrale (119), c’est-a-dire
I = const.. ne sera pas, en général, réguliére pour = — a,. Elle le sera cependant si
tous les nombres m}, sont des entiers positifs. Il existe alors une intégrale Rz, ¢
réguliére pour toutes les valeurs de {. Il en sera bien entendu de méme si tous les
nombres m}, sont des entiers positifs. La condition 6° est encore alors conséquence
de 2° et 3.

[24] Remarque sur les condilions nécessaires employées. — Nous avons vu (§ 21)
que si 'on pose ¢ + a, =y, V'existence d’une intégrale fx, y, est une condition néces-
saire pour qu’il existe une intégrale Rz, ¢ réguliére pour {=-—aq,, ou d’'une fagon
plus générale pour qu’'il existe une intégrale fx,y. Le nombre des solutions y,(x)
holomorphes et nulles pour & = o peut étre limité ou illimité, nous n’avons eu dans
nos raisonnements aucune différence a faire entre les deux cas. En effet, I'inté-
grale fx,y, [équation 102)] ou figurent les facteurs (y, + ¢,)% fixe les facteurs
(t+a,+¢,)% qu'il faut figurer dans Rz, { pour la mettre sous une forme réguliére
pour t=—a,. Il est donc tout naturel que la difficulté que nous avons signalée
(§ 18), dans le cas ou il y a une infinité de solutions y(x) holomorphes pour  =o
et tangentes & y + a,x = o, ne se présente pas ici. Nous devons cependant remarquer
que nous n’avons gueére fait que reculer la difficulté, car, dans le cas ou il y a une
infinité de solutions y,(a), holomorphes et nulles pour x =o0. nous n’avons aucun
moyen de vérifier si I'équation différentielle en x et y admet ou non une inté-
grale fx, y,, puisque rien ne nous indique celles des solutions y, + "V, =0 que nous
devrons faire figurer dans f, y,. Il est donc naturel de chercher & remplacer I'’hypo-
theése de I'existence de I'intégrale f, y, par des hypothéses telles que nous puissions
indiquer une méthode de calcul permettant de reconnaitre si ces hypothéses sont
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vérifiées ou non. A cet effet, nous remarquons (R. C. M. P., p. 344) que s’il existe
une intégrale fx, y,, il existe, en posant y, =, x, une intégrale L, ¢, :

w4z, + o+ . | [ @+ a)w

i=1

a/ et . sont des constantes, H,, H,, ... sont des fractions rationnelles en ¢, dont les
seuls poles possibles sont les points {,=——a,’. En cherchant les conditions (L)
[voir § 20] pour que cette intégrale Rz, ¢, existe, nous avons des conditions néces-
saires pour l'existence de fz, y,. Nous avons de plus indiqué (§ 11) des cas ot il ne
saurait exister une intégrale f, y,. En exprimant que ces cas ne se présentent pas,
nous aurons de nouvelles conditions nécessaires pour I'existence de fx, y,. Ces cas
étant mis & part, nous avons étudié (§ 21 et R. C. M. P., p. 348) des cas assez géné-
raux ou l'existence de I'intégrale R, {, entraine 'existence de fiz, y,. Si nous nous
placons d’abord dans le cas ou les r nombres @, sont distincts les uns des autres,
nous avons démontré que l'existence des R, ¢, entraine I'existence de fx,y,, si
aucun des nombres

T4 e+, 4 e+, (=1,2,.01)

n’est rationnel et négatif. Or, justement, en cherchant les solutions y,(x) holomorphes
et nulles pour 2 =—o0, on voit sans peine que, s'il y a une infinité de pareilles solu-
tions, I'un au moins des nombres considérés est rationnel et négatif. Donc, si nous
pouvons lrouver des conditions nécessaires pour l'existence de fx,y,, nous ne savons
pas démontrer que ces conditions sont suffisanles, s'il existe une infinité de solu-
-tions y,(x) holomorphes et nulles pour x=o : la difficulté signalée n’est pas levée.

Nous arrivons & une conclusion analogue en examinant le cas ou le point singu-
lier £ =o, y, = o de I'équation différentielle en « et y, présente des tangentes mul-
tiples y, + a,x =o. Nous savons, en raisonnant comme nous le ferons (§ 28), former
des conditions nécessaires pour 'existence de f, y, nous ne pouvons affirmer que
ces conditions sont suffisantes.

Nous pouvons dans tous les cas former des conditions nécessaires pour qu’il
existe une intégrale fx, y, ou une intégrale Rz,  réguliére pour {=—a, (y + a,x=0
étant une tangente multiple), mais, ces conditions étant toutes vérifices, nous ne
pouvons affirmer qu’elles sont suffisantes pour que lintégrale considérée existe.
D’aprés ce que nous avons dit (§ 18), et d’aprés ce que nous venons de dire, on voit
trés bien la raison de cette conclusion. Dans la formation des conditions nécessaires,
nous ne faisons intervenir que les tangentes y + a,x=o0, ¥, + a,x =o0 aux points
singuliers des diverses ¢quations différentielles dont nous nous servons; les solu-
tions y(x), y,(x). holomorphes et nulles pour =0, ne jouent aucun réle. Au con-

traire, pour démontrer que les conditions trouvées sont suffisantes, nous sommes
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obligés de faire figurer dans Rx, { certaines intégrales { + @, + 7,=o. Rien ne nous
indiquant, lorsqu’il y a une infinité de pareilles solutions, celles qu’il faut faire inter-
venir, il est naturel que notre raisonnement soit en défaut.

Par contre, si le nombre de ces solutions est fini, il semble assez naturel de cher-
cher & se débarrasser de la restriction que nous avons introduit lorsque, pour dé-
montrer qu’il existe une intégrale R, 1 réguliére pour t =-—a,, nous avons supposé
que u, n’était pas rationnel. D'une facon plus générale, il parait naturel de chercher
a démontrer que les conditions nécessaires pour l'existence d’une intégrale Rz, ¢,
réguliére pour {=—a,, conditions que nous avons appris & former, sont suffisantes
lorsqu’il n'y a qu'un nombre fini de solutions y,(x) holomorphes et nulles pour x=o.
Je ne crois pas cependant que cet énoncé soit exact, mais il me parait inutile d’in-
sister davantage sur cette question, car méme en le supposant vrai, le théoréme con-
sidéré ne présenterait d’intérét qu'au point de vue de la simplicité de 1'énoncé. En
effet, dans le cas ou il n'y a qu'un membre fini de solutions y,(2) holomorphes nulles
pour x=o0, il n’y a pas de difficultés théoriques, mais seulement des complications
de calcul pour chercher si f, y, existe et également pour chercher directement s’il
existe une intégrale R, ¢ réguli¢re pour {=—a,. Nous avons indiqué (§ 13) les

solutions qui doivent figurer nécessairement dans f, y,, et par suite dans R, ¢, si

I'on veut que l'intégrale Ra, ¢ soit réguliére pour = —a,. Nous aurons, en envi-
sageant successivement les diverses combinaisons des autres solutions v (x), un
nombre fini de formes possibles d’intégrales Ri, { réguliéres pour {=— «,. Nous

chercherons & vérifier successivement si ces diverses formes d’intégrales existent.

V. — CoONDITIONS POUR QU UN POINT SINGULIER D'UNE EQUATION (1) SOIT UN POINT

ALGEBRIQUE.

[28] Recherche des conditions nécessaires dans le cas général. — Nous ne considé-
rerons, tout d’abord, que le cas ou yY,(x, y) + X, (, y) n’admet que des facteurs
simples, et nous nous proposons de chercher les conditions que doit vérifier
I'équation (1) pour que =0, y =o soit un point algébrique, c’est-A-dire pour que
toutes les solutions y(x) de I'équation (1) qui sont nulles pour =0 soient algé-
broides pour x =o.

Aucun des facteurs de yY,(x, y) + X (x, y) ne doit étre facteur de Y, (. y), car
s’il y avait un facteur commun y + a,z par exemple et si nous posons y +ax=uxy,,
nous obtenons une équation

(x+..0dy, +(y,+...)dr=0

ol on n’écrit que les termes de moindre degré. Le nombre v, serait nul s’il y avait
un facteur commun. Cette équation présenterait alors les mémes propriétés que
Fac. de T., 3¢ S., 1I. : 15
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I'équation (12) (§ 5) : elle admet des solutions y,(x) qui sont nulles pour x = o, mais
ne sont pas algébroides (J. E. P., p. 78). Il faut donc que les nombres v; De soient
pas nuls. Nous retrouvons ainsiune condition déja rencontrée (§18). Nous désignerons

par (M,) les conditions ainsi obtenues. Si nous posons
y=tr, Y, =Y,(1.0), X,=\X,/(110),
I'équation (1) devient
(123) [V, +2Y,., +...Jd+ (Y, + X, +xlY,,, +2X, +...]dr=o.

Nous avons :

_ n+1
Y, _ SW Vi

e — L4

tY, + X, = t+aq

Pour que x =0, y=o0 soit un point algébrique, il faut que les différents nom-
bres p, soient ou bien positifs, ou bien négatifs et rationnels. Supposons en effet qu’il
n’en soit pas ainsi pour I'un d’eux, v, par exemple, posons { + @, =y,, nous obtenons

une équation que I'on peut, pour x et y, voisins de o, mettre sous la forme
(124) vxdy, + (y, + ...)dc=o.

Les termes non écrits dans le coefficient de da contiennent en facteur ou bien x
ou bien y*. On sait que si p, est soit un nombre complexe, soit un nombre négatif et
irrationnel, cette équation admet une infinité¢ de solutions y (x) nulles, mais non
algébroides pour x=o0. Nous désignerons pour abréger par conditions (M) les con-
ditions indiquées ici et que doivent vérifier les nombres p,, pour que x=o0, y=o0
soit un point algébrique.

Si certains des nombres p, sont des inverses d’entiers négatifs, les coefficients de
I'équation (1) doivent vérifier certaines relations, si I'on veut que x=o0, y=o, soit
un point algébrique (*7).

Si nous supposons p, = p~, on sait, en effet (voir en particulier A. U. G., p. 15,
et J. E. P., p. 52 et 58), que pour que I'équation n’admette pas de solutions y,(x)
nulles et non algébroides pour x —o, il faut et il suffit qu’en cherchant & vérifier
I'équation (124) par une série entiére' y = f(x) nulle pour x=o0, on puisse déter-
miner le coefficient du terme en x” de f(x). Les nouvelles conditions qui s’intro-
duisent ainsi, lorsque certains des nombres p, sont des inverses d’entiers négatifs,
seront appelées conditions (M'). Des calculs algébriques permettent toujours de

reconnaitre si les conditions (M) et (M’) sont vérifiées ou ne le sont pas.

(*7) 1l n’est pas nécessaire de faire la méme restriction si un des nombres 1;, u,, par exemple,
est un entier négatif. Cela tient & ce que, dans I’équation (124), = est en facteur dans le coeffi-
cient de dy,, et que, par suile, la solution @ = f(y,) holomorphe et nulle pour y, = o et véri-
fiant I'équation (124) existe toujours, puisqu’elle se réduit & = =o.
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Nous obtiendrons de nouvelles conditions en remarquant qu’il est nécessaire que
*équation (1) admette une intégrale La, ¢, c’est-d-dire de la forme

n+1
(125) x(1 +acL,+;Jc2L%—|—...)H([—l—ai)r*.:const.,
i=1
L,, L,, ... étant des fractions rationnelles en ¢. Nous avons en effet montré (R. C. M. P.,

p- 354) que, s’il n’en est pas ainsi, il y a une infinité de solutions y(x) pour lesquelles
y : =1 ne tend vers aucune limite finie ou infinie, tandis que x et y tendent vers o :
ces solutions ne peuvent étre algébroides pour x =o. On reconnaitra facilement
(voir § 20, conditions ordinaires d’existence de L, {) qu’il faut n — 1 conditions en
général pour que L, soit bien une fraction rationnelle, et n — 1 conditions pour
que L, soit bien une fraction rationnelle. On a ainsi une suite indéfinie de conditions,
ce n'est que dans des cas particuliers que ces conditions se réduiront & un nombre
fini, ou que l'on pourra effectivement reconnaitre que ces conditions en nombre infini
sont vérifiés (cf. B. D., p. 230). Nous avons ainsi des conditions que nous pouvons
appeler conditions (L). Ces conditions peuvent et doivent méme se réduire 4 un
nombre fini de conditions qu’on doit pouvoir trouver algébriquement si X(x, y) et
Y(x, y) sont des polynomes. Mais si X et Y sont quelconques, ces conditions (L) seront
en nombre infini et auront par cela méme un caractére transcendant, bien qu’elles
s’obtiennent successivement par des calculs algébriques.

Il semblerait de plus nécessaire, dans le cas ot 1'un des nombres v, w,, par
exemple, est un nombre rationnel positif, de dire qu’il est nécessaire d’exprimer que
le point singulier x =o0. y,=o0 de I'équation (124) est un cenire (J. E. P., p. 22).
En effet, si y, est un nombre rationnel positif, le point x =—=o0, y, = o0 sera pour
I'équation (r24) un foyer, & moins que certaines relations en nombre infini ne se
trouvent vérifides. Or, dans le cas d'un foyer, il y a une infinité de solutions y,(x)
nulles, mais non algébroides pour x = o. Nous allons montrer que, si I'intégrale Lz, 1,
c’est-d-dire (120) existe, le point £ =0, y,=o0 est nécessairement pour I'équation (124)
un centre. 11 n’y aura donc pas & parler de nouvelles conditions, si quelques-uns des
nombres p, sont positifs et rationnels.

Nous avons vu (§ 21) que, puisque u, est positif, I'intégrale (123) de I'équation (1)
peut se mettre sous la forme d’une intégrale Rz, ¢ réguliére pour {=—a, :

n+t

(126) x[1+ xG, +2*G,+...](t+a,+ ZA)P'H(t+ a;)* == const. ;

i=2

les fonctions G,, G,, ... sont des fractions rationnelles en ¢ dont les seuls pdles pos-
sibles sont —a,, —a,, ..., —a, . Or, si nous remplagons ¢ par y,—a, et si nous
développons, dans le premier membre de (126), les divers termes [sauf (y, + 7,)»]
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suivant les puissancesde x et y,, la relation (126) prend la forme d'une intégrale fz,y,.
c’est-a-dire

(127) [0+ H(x, y)]x(y, + 7, = const.,

H(x, y) étant un développement suivant les puissances de x et y,. Cette forme d’inté-
grale monire que x=o0, y, =0 est un cenlre, sans que nous ayons a nous préoccuper
si les développements employés sont convergents ou non : leur existence formelle
suffit pour notre démonstration.

[26] Cas ot les conditions trouvées sont certainement suffisantes: — Il me parait
trés probable que les conditions que nous avons trouvées sont suffisantes pour que
x==0, y=o0 soit un point algébrique de (1), mais si nous cherchons & le démontrer
nous rencontrerons des difficultés que nous ne pourrons surmonter dans le cas le
plus général.

Tout d’abord, si un des nombres p;, par exemple p,, est irrationnel et positif,
nous savons qu’'il n’y a pas de démonstration rigoureuse permettant d’affirmer que
I’équation (124) n’a pas de solutions y,(x) nulles pour =0, mais non algébroides
pour x=o0. On ne voit pas en effet si dans l'intégrale (127) de I'équation (124) le
développement H(x, y,) est convergent, lorsque x et y, sont assez petits. Nous écarte-
rons donc le cas ot certains des exposants p, sont posilifs el irrationnels et nous serons
alors nécessairement dans le cas ou tous les nombres p, sont rationnels (positifs ou
négatifs). Dans ce cas, nous pourrons démontrer que les conditions nécessaires
trouvées sont suffisantes.

Les conditions (M) et (M') montrent qu’il n’y a pas de solution non algébroide
pour z=o telle que y . x tende vers une limite [ lorsque x et y tendent vers o. En
effet, dans I'équation (123), « est en facteur dans le coefficient de dt, et par suite la
limite { doil étre un des nombres — a, racines de I'équation ¢Y, + X, =o. En posant
y, = { — a, toute solution telle que ¢ tende vers — a, sera fournie par une solution y,(x)
nulle pour x = o d’une équation telle que (124). Or, d’aprés les conditions (M) et (M),
les équations telles que (124) ne peuvent admettre de solutions y,(x) nulles pour x=o0
et non algébroides pour x=o.

Les conditions (L) sont les conditions nécessaires pour qu’il n’existe pas de solution
y(x) telle que t=1y : x ne tende vers aucune limite lorsque x et y tendent vers zéro.
Nous allons montrer que ces conditions sont suffisantes, mais pour cette démons-
tration nous ne pourrons plus nous contenter de lexistence formelle de I'inté-
grale L, £ ou (125), il nous faudra préciser les conditions de convergence du déve-
loppement qui ﬁgﬁre dans (123). C’est ce dont nous allons nous occuper.

Posons comme précédemment

n+1

y=tx, u:H(t—*—aQ-“i,
- i=1
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et plagons-nous dans les conditions suivantes, en désignant par s un nombre positif
assez petit et par R un nombre positif assez grand pour que toutes les conditions que
nous renconlrerons plus loin soient vérifiées.

1° Décrivons dans le plan de la variable complexe ¢ des cercles de rayon ¢ ayant
chacun pour centre un des points — a,. Le cercle ayant — g, pour centre sera désigné
par (z,). Décrivons, autour de 'origine comme centre, un cercle de rayon R que nous
appellerons cercle (R). Nous supposons ¢ et R pris de telle facon que ces cercles ne
se coupent pas et nous designons par (D) le domaine du plan des ¢ formé par les
points intéricurs a (R) et extérieurs & tous les cercles (p;). L’affixe de la variable ¢ sera
assujettie & rester 4 I'intérieur du domaine (D).

2° Considérons un chemin allant dans le plan de la variable ¢ d'un point origine
(t =o0, par exemple, si comme on peut le faire on suppose que aucun des nombres a,
ne soit nul) & un point quelconque du domaine (D). Soit s la longueur minimum
qu’on peut donuer & ce chemin en le déformant, sans sortir du domaine (D). Nous
supposerons que s soit inférieur & un nombre fixe / que l'on pourra prendre aussi
grand que 1'on veut.

Fai démontré (2%) que l'on obtient une solution de l'équation aux dérivées

partielles

< - g - - - g
(128) x[\n + x\H“'l + M ] %: [tYu + Xn + xtYn—H + an—H + . '] v
en prenant

g(x. )=uzg,(t) +x*g,() + "¢, + ...,

g(x, t) se réduit & x pour f==o0, et ce développement est convergent si ¢ vérifie les
conditions 1° et 2°, tandis que 'on a |x|<e. Les nombres p, R et [ peuvent étre
choisis arbitrairement, la valeur & donner a ¢ en résulte et tend vers o si p tend vers o,
tandis que R et [ croissent indéfiniment. Dans le cas le plus général ¢,, g,, ¢, sont
des fonctions de ¢, qui ne sont définies que par des intégrales curvilignes a effectuer le
long d’'un chemin allant de ¢{==0 & une valeur quelconque de {. Lorsque ’équation (1)
admet une intégrale L, ¢ [équation (125)]. ¢,, g,, -.. peuvent s’exprimer en fonction
rationnelle de ¢ et de u. Désignons en effet par u, la valeur, pour t—=o, d'une des
déterminations de u arbitrairement choisie. I’expression L se réduit, pour {=o, &
une certaine fonction k(x) :

k@y=uox+ L+ L+ ...
En exprimant x en fonction de k, Pon aura

v x=k+ 2 k"4 a4+ ....

(28) L’énoncé que je donne ici coincide, &4 de légéres différences de notations prés, avee
I'énoncé que j’ai donné J. E. P.,p. 111. Voir également 4. U. G., p. 43, et R. C. M. P., p. 351.
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Soit I(x, {) le premier membre de (123), puisque I(x, ) vérifie, comme g(zx, 1),
I'équation (128), il en résulte que

(129) I+a "o, P+...

est une solution de I'équation (128), qui, pour /=o0, se réduit a u x. Si nous déve-
loppons cette expression (129) suivant les puissances de «, nous obtenons une solu-
tion de la forme

(130) . w1+ Gt u)+ &Gt w)+...],

G, ¢tant un polynome de degré i par rapport & u, polynome dont les coefficients sont
des fonctions rationnelles de 7. La solution de I'équation (128), qui pour {=o se

réduit & ux, étant unique, le développement (130) estidentique  g(z, {). Nousavons :
u _uGy(u, b

2N
0 0

" (i=2,3,...).

Nous n’avons pas besoin, pour la validité de cette démonstration, de supposer la
convergence du développement /(x), convergence qui n’est pas du tout assurée
(voir § 22, fin).

Dans le développement g(x, {) ou (130), qui vérifie I'équation (128), la quantité
entre crochets n’est pas une fonction uniforme de ¢ & intérieur du domaine D. Nous
allons en supposant, comme nous I'avons déji fait, tous les nombres p, rationnels,
en déduire un développement de méme forme o la quantité entre crochets sera une
fonction uniforme de ¢.

Soit p,==m, . m, m est le plus petit dénominateur commun des fractions p, et les
entiers m, peuvent étre négatifs. Si, dans la quantité entre crochets de I'expression (130),
nous remplagons successivement u par les diverses déterminations en nombre fini
que prend u pour une valeur de {, nous obtenons, au lieu de I'expression (130), de
nouvelles expressions qui sont toutes des solutions de I'équation (128). La somme
de (130) et des diverses expressions obtenues comme nous venons de l'indiquer sera
également une solution de (128). Cette somme sera de la méme forme que (130),
mais dans la quantité entre crochets toutes les puissances de u qui ne sont pas des
fonctions uniformes de ¢ auront disparu, il ne restera par conséquent que des termes
en u™ que I'on remplacera par leur expression en fonction de ¢, c’est-a-dire par une
fonction rationnelle de ¢. Nous obtiendrons bien ainsi, pour I'équation (1), une inté-
grale de la forme Lz,

(x31) xu(t+xA, + A+ ...]=C

ouA,, A,, A,, ... sont des fonctions rationnelles de ¢. Pour étre certain de la conver-
gence du premier membre de (131), il nous suffit d’étre assuré de la convergence des
diverses expressions dont nous avons fait la somme. Or, si nous faisons abstraction

pour chacune de ces expressions d'un facteur constant provenant de la quantité u
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qui dans (130) est en dehors des crochets, nous pouvons obtenir ces diverses
expressions de la facon suivante. Nous considérons le développement ¢g(r, ), ot
9> 9s» 9, --- sont des intégrales curvilignes prises le long d’un chemin composé de la
fagon suivante : 1° On va par le plus court chemin possible, sans sortir de (D), du
point {==o0 au cercle (p,) le plus voisin, (p,) par exemple; on décrit un certain
nombre de fois, inférieur & m, ce cercle; on va ensuite, par le plus court chemin
possible, au cercle (g;) le plus voisin qu’on décrit un certain nombre de fois. On con-
tinue ainsi, jusqu'd ce qu’en décrivant un nombre convenable de fois un nombre
convenable de cercles et revenant au point {=o par le plus court chemin possible.
on ait obtenu une des déterminations de u. A chaque détermination de u corres-
pondent un ou plusieurs circuits de I'espéce indiquée. Nous choisirons celui dont la
longueur est minimum. Soit /, la longueur maximum des divers circuits que nous
devons considérer pour obtenir les diverses déterminations de u.

- 2° On va par le plus court chemin, sans sortir de (D), de £==o0 au point relatif &
une valeur de {. La longueur de ce chemin est au plus égale & I, le nombre /_ étant
au plus égal & R + =(n + 1)¢.

Nous voyons que, si l'on a pris

I>1+1,.

les diverses expressions dont nous avons fait la somme pour obtenir le premier

membre de (131) sont convergents si 'on a |x|<Te. Le premier membre de (131) est
donc convergent si t est situé a Uintérieur du domaine (D) el si U'on a |x| <Ce. Lorsque
tous les exposants p, sontrationnels, il existe une infinité d’intégrales Lz, { de I'équa-
tion (128), dés que cette équation admet une intégrale de cette forme.

Nous venons de démontrer que, parmi cette infinité d’intégrales, on peut en
trouver une qui soit convergente, lorsque ¢ est & intérieur de (D) et lorsque I'on a
|z| <e. En se reportant & la démonstration du théoréme invoqué, on voit que le
développement (131) est uniformément convergent, lorsque ¢ varie dans (D).

Une solution quelconque de I'équation (1) vérifie la relation (131) si a et ¢ rem-
plissent les conditions indiquées pour la convergence. Si nous posons x = zy, I'équa-
tion en z et y, qui est analogue 4 1’équation (128), admettra une solution de la forme

n+1

(132) Y+ Y@+ yHE) ] [+ a2

qui se déduit de (131) en remplagant x par zy et ¢ par z7*.

Les fractions rationnelles H,, H,, H ne contiendront en dénominateur que

39 cee

des facteurs tels que 1 4 @,z. Prenons des valeurs de z telles que I'on ait |z] =R
Si y prend des valeurs telles que 1'on ait

x| =|zy|=|y| R <&,
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le développement (131), et par suite le développement (132), sera uniformément con-
vergent pour Jes valeurs considérées de y et de z. Comme les termes de (132) sont
des fonctions holomorphes de z pour |z|<ZR™, on sait (*°) que le développement (132)
sera convergent et sera une fonction holomorphe de z, si l'on a

<Ry <eR.
Il revient au méme de dire que le développement (131) sera convergent si I'on a
It >R, ly[<=R.

Le développement (131) sera donc convergent pour les valeurs de { appartenant
au domaine (D') formé par les points du plan (y compris /= co) qui sont exiérieurs
& tous les cercles (p,), & condition que suivant que Yon a |{{<R ou |{{>>R on ait
lz|<Ze ou |y|<zR. Ces conditions seront toujours vérifiées lorsque, considérant une
solution y(x) pour laquelle x et y tendent vers zéro et faisant tendre a vers zéro, on
attribue & ¢, pour chaque valeur de x, la valeur /() correspondante.

Nous allons encore élargir le domaine de convergence du premier membre de
I'intégrale (131) en montrant qu'on peut la mettre sous la forme d’une intégrale
Rz,  réguliére pour certaines des valeurs { = — a,. Supposons que les exposants p. ,
Pg» ---» P, SOient positifs. L'équation (123) admet une solution et une seule i==—a,+,
qui est holomorphe et se réduit & —a, pour x=o si { a I'une des valeurs 1, 2,3, ..., p.

Nous avons vu que lintégrale (131) peut se mettre sous la forme d’une intégrale

R, ¢ réguliére pour t=—a,, t==—a,, ..., t=-—a,, c'est-d-dire
P n+41

(133) a(+aB,+ o8+ )| [ t+a+704 || ¢+apm=c.
i=1 i=p+1

en posant

] 'p 71 T
(134) 1+ aB,+ @B+ ... =(+xA, +x Aﬂ+...)l‘[<1 +—“—> ,

t+a,
i=1
ou B,, B,, B, sont des fractions rationnelles en ¢ holomorphes pour {=—aq,,
t=—a,, ..., t=—a,. Si T'on prend [{ + q|>p et || <e. le second membre

de (134) peut se développer suivant les puissances de x et on obtient bien le premier
membre de (134) sous la forme indiquée. Ce premier-membre est donc une fonction
holomorphe, si T'on a |t + a,|=p et |x]| < :. Comme les différents termes xB,,
2'B,, «°B,, ... sont des fonctions holomorphes, pour |t + a,| < p le premier membre
de (134) sera une fonction holomorphe de ¢ a I'intérieur du cercle (¢,) si 'on a || <e;

on montrera de méme que le développement qui figure dans le premier membre

(29) Voir, par exemple, Picart, Traité d’analyse, t. 111, 17¢ édit., p. 30, note 1.
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de (133) est convergent pour |x| <z si ¢ est & I'intérieur du domaine (D) ou a l'inté-
rieur de I'un des cercles (p,), ..., (g,)- Si nous désignons par (A) le domaine formé
dans le plan de la variable ¢ par les points (y compris { = oo) qui sont extérieurs aux
divers cercles (p,,,), (9,.,) ---» (p,.,), nOus savons que la forme d’intégrale (133) sera
valable, lorsque ¢ se trouve dans le domaine (A) et lorsque 'on a |x|<Cz ou |y|<ZeR,
suivant que ¢ se trouve & I'intérieur ou a I'extérieur du cercle (R). Si donc nous con-
sidérons une solution y(x) de I'équation (1) telle que x et y tendent simultanément
vers zéro, la fonction t(x) =y : x correspondant & cette solution vérifiera la rela-
tion (133) si £ ne sort pas du domaine (A).

Montrons, a I'aide de cette relation (133), qu’il est impossible qu’il y ait une solu-
tion telle que, « et y tendant simultanément vers zéro, t—1y . « ne tende vers aucune
limite. Si nous considérons, en effet, une solution y(a) telle que y tende vers zéro
avec x, deux cas seulement sont possibles.

1° ¢ restera constamment a partir d’une valeur de x suffisamment petite dans le
domaine (1) ;

2° { prendra pour des valeurs de x de module aussi petit que I'on voudra des valeurs
extérieures au domaine (3), c’esl-a-dire intérieures a l'un des cercles (p,.,), (p,.4) -+
(Puss)

Considérons le premier cas. Si l'on suppose que ¢ ne tende vers aucune limite,
t ne tendra pas vers l'infini et on peut supposer R assez grand pour que, si petit que
soit &, la fonction i(x) prenne des valeurs telles que 'on ait |{| < R. Pour ces valeurs
de ¢, I'expression-1 + xB, + x°B, 4 ... reste finie. Puisque nous considérons une
solution telle que ¢ ne tende vers aucune limite, cette solution ne se confondra avec
aucune des solutions y(x), pour lesquelles on a t4+a,+y,=o0 (i=1, 2,...p). Le
premier membre de la relation (133) n’est donc pas nul; d’autre part, il tend vers o
avec x, il est donc impossible que ce premier membre reste constant et que la solu-
tion considérée vérifie la relation (133), si I'on est dans le cas 1°. Nous voyons de plus
que, dans ce cas 1°, il n’y a pas d’autres solutions que les solutions y = — a,x + xy;,
oui=r1,2, 3, ... p, pour lesquelles ¢ tende vers une limite. Nous en concluons qu’il
n’y a que ces p solutions y = — a,& + «,, pour lesquelles se présente ce cas 1°. Il n’y
a pas dans ce cas 1° de solutions pour lesquelles t ne tend vers aucune limite.

Montrons maintenant que si le cas.2° se présente, ¢ tend nécessairement vers une

des limites —a, ,, —a,,,, ... —a,,,, lorsque x et y tendent vers o. Posons
Yy +ax=vx, t—l—aj:v,
J ayant l'une des valeurs p 4 1, p 4 2, ..., n 4 1. La fonction v vérifie une équation

différentielle qu'on met immédiatement sous la forme

(135) v;zdv+ (v 4+ ...)dr=o,
Fac. de 7., 3¢ S., II. 16
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équation dont I'intégrale générale se met toujours, en vertu des conditions (M'), sous
la forme

(136) (0 +...) = Ko—w.

K est une constante arbitraire et la quantité entre parenthése est une fonction holo-
morphe de x et de v, pour |x|<C<' et |[v|<Tp; si ¢ et ¢’ sont assez petits, nous n’avons
pas écrit les termes en x et v de degré supérieur au premier de cette fonction holo-
morphe. On montre facilement, en résolvant (136) par rapport & v, que la fonction v(x)
vérifiant la relation (136) tend vers o lorsque 2 tend vers o. Le raisonnement s’ap-

plique pour toutes les valeurs de j telles que v; soit négatif. Donc si on a une solu-
tion y(x) telle que pour x<¢', I'affixe de ¢ prenne une valeur extérieure au domaine (A),
cette solution est une des solutions algébroides fournies par une solution v(x) nulle
pour x=o d'une équation (135) et {=—y :x tend vers un des nombres —a;, ol
J=p+1,p+a2,..n+r1.

St les conditions (L) sont vérifiées el si les exposants p, sont rationnels, les seules
intégrales pour lesquelles x ety tendent simultanément vers o sont des intégrales algé-
broides pour x=o, fournies au moyen du changement devariable y—— ax 4 vx par
les solutions v(x) nulles pour x=o0 de n + 1 équations telles que (135).

[27] Cas ou yY,(x,y) + X, (x,y) admel des facteurs mulliples. — Si yY,(x, v)
+ X, (2, y), au lieu de n’admettre que des facteurs simples, admet des facteurs
multiples, il en résultera une certaine complication de raisonnements, dans la
recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour que £ =0, y==o0 soit un point
singulier algébrique de I'équation (1), mais il n’y aura aucune différence essentielle
dans la méthode & suivre pour cette recherche. Nous considérerons, pour simplifier,
le cas ot il n’y a qu’un seul facteur multiple et il sera bien évident, aprés cette étude,
que les considérations développées s’appliqueraient au cas de plusieurs facteurs mul-
tiples, & condition de considérer successivement chacun de ces facteurs.

Supposons que yY (x, y) + «X,(x, y) admette le facteur multiple (v + ax)".
Faisons les changements de variable

y:t'r‘ t+a4:yt'
I'équation (1) prend la forme
(137) (P, + 2P, + .. )dy, + (Q,+ xQ, + 2*Q,+ ...)dr =0,

P,P,,....,Q,Q, Q,... étant des polynomes en y,. Cherchons quelle doit étre la
forme de ces polynomes pour que =0, y=o0 soit un point singulier algébrique de
I'équation (1). Afin d’obtenir des conditions plus simples, nous supposerons, ainsi
qu'on peut toujours le faire, que, par un changement de variable x =Y, on

ait rendu holomorphes pour x, — o, les solutions y(x) qui étaient algébroides
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pour x=o0 (). En supprimant l'indice de x,, nous aurons & exprimer que toutes les
solutions y(x) de I'équation (1) qui sont nulles pour & —=o sont holomorphes
pour x=o0. Nous pourrons dire que, dans ce cas, =0, y==o0 est un poinl singulier
holomorphe de 1'équation (1). Le point & =0, y,=o0 devra également étre un point
singulier holomorphe de I'équation (137). Pour qu’il en soit ainsi, il est nécessaire
tout d’abord que P, contienne (*!) en facteur y;~', puisque Q, contient en facteur y7 .
En effet, s’il en était autrement, nous avons vu [§ 6, équation (20), cas g<Zs + 1] que
Péquation (137) admettrait une infinité de solutions y (x) nulles, mais non algébroides
pour x=o. Pour obtenir la forme des polynomes P,, P,. ..., Q,, Q,, ... rappelons
d’abord le résultat suivant :
Soit I'équation
(138) (AyP+ .. )dy +yBy’+...)dr=0

ou A et B désignent des constantes dont I'une au moins n’est pas nulle et ou les
quantités entre parenthéses sont des fonctions de x et y holomorphes et nulles pour
x=o0, y=o0; les termes non écrits dans ces parenthéses contiennent en facteur

(39) Cette hypothése présente de grands avantages pour I'exposition des méthodes. Elle pré-
sente de grands inconvénients pour Papplication pratique de ces méthodes. Elle nous conduira,
en effet, presque toujours a des expressions yY,(x, y) + xXalx, y) qui se réduisent & une puis-
sance de y : nous serons presque toujours ainst dans le cas compliqué d’un facteur multiple.
Le mieux serait, dans les applications, de s’inspirer des méthodes exposées et de traiter directe-
ment le cas ou il y a des solutions y(x) algébroides, mais non holomorphes pour a = o0. Nous
considérerions, par exemple, des intégrales fir, y de la forme

7
[+ Hz ] 1 (g + 9 =G,
i=t
1
ol g; pourrait étre un développement procédant suivant les puissances de @ *. Nous devons
remarquer, a ce propos, que les diverses solutions algébroides y — o(x) qui font partie d’un
méme cycle, et qui se déduisent les unes des autres en faisant tourner . autour de & — o, ne
figurent pas nécessairement toutes dans fir,y parce que I'une d’elles y figure. Par exemple,
P’équation
22dy —ydx=o

admet pour intégrale générale
1 1 1\—2
(g +23)(y + 222 (y + 32%) " =c,
et il serait facile de former des exemples moins simples présentant cette particularité.

(31) Rien ne s’oppose & ce que P, contienne en facteur une puissance de g, égale ou supé-
rieure a r. En effet, si nous considérons ’équation dont I'intégrale générale est

2(y — x?) (y + 2)*y—te=* =C,

toutes les solutions y(r) nulles pour & =o sont holomorphes pour & =o0. En formant cette
équation, on voit que I'on a @, = o0; en posant y = y, x, on obtient I’équation

(—x?y, + x23)dy, + (¥ + vy — 22y, + 202y — 2204y,)x =0,

ot le polynome P, de I’équation (137) est identiquement nul.



12/ H. DULAC.

soit a, soity,.,. Nous supposons que ces deux parenthéses n’admettent aucun facteur
commun holomorphe et nul pour =0, y=o0. Nous avons montré (4. U. G., p- 19)
que cette équation ou bien admet une infinité de solutions y(x) nulles pour z =o,
mais non algébroides pour x =o, ou bien admet en dehors de la solution y=o,
p solutions y(x) algébroides et nulles pour &=o0. Donc, pourvu que p soit égal ou
supérieur a 1, nous pouvons dire que I'équation (138) admet ou bien une infinité de
solutions y(x) nulles, mais non algébroides pour =0, ou bien au moins une
solution algébroide et nulle pour & = o et différente de y =o.

Nous allons nous servir de ce résultat pour démontrer que si x —o, y,=o estun
point singulier holomorphe de I'équation (137), les polynomes P, et Q, contiennent en
facteur y;~* pour toutes les valeurs de { qui ne dépassent pas r. Posons

P=yip. Q=

p; et g, étant deux polynomes en y, que nous ne supposerons nuls ni I'un ni I'autre
pour y,=o. Formons, pour les divers termes «'P, de I'équation (137), les sommes
i+ ;. Formons de méme, pour les divers termes x'Q,, les sommes i + r,. La somme
relative au terme Q, est égale a r. Je dis que toutes les sommes i+ s, et i 4 r, sont
égales ou supérieures & r. Supposons, en effet, que certaines d’entre elles soient infé-
rieures & r; désignons par 7 —  la plus petite valeur des sommes i+ s, et considé-
rons, parmi les termes 2'P; pour lesquels on a i +s,=r—«, le terme ou I'indice i
est le plus faible. Soit x?+'P,., ce terme. Désignons de méme par r— o« la plus

petite valeur que prennent les sommes ¢ + r,, et parmi les termes x'Q, pour lesquels

onai+r,=r—u considérons le terme x*'Q, pour lequel I'indice i est le plus

faible. Un des nombres « ou o’ est au moins égal & 1 par hypothése. Les deux entiers
p' et p’.sont au moins égaux a 1, puisque les sommes i+ s, et i + r, relatives aux

termes xP, et Q, sont ¢gales ou supérieures & r. Faisons dans I'équation (137) le
changement de variable

r=uy,.
Sil'onar—a=r—ud, I'équation (137) prend la forme
(139) (au?™ 4 .. )dy, + (bu”" 4 .. ) (udy, + y,du) =o.

a et b sont deux constantes, qui ne sont nulles ni 'une ni 'autre, et les termes non
écrits contiennent en facteur ou bien y, ou bien u”+* dans la premiére parenthése
et u?"*! dans la deuxiéme parenthése. En désignant par p le plus petit des deux
nombres p' et p”, I'équation (13g) prend la forme

(r40) y(Au? + .. )du + u(BuP + ...)dy,=o.

Comme dans I'équation (138), p est au moins égal & 1; A et B sont des constantes

dont I'une au moins n'est pas nulle; les termes non écrits contiennent en facteur
soit y,, soit u?"".
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Silon a r—o>r—u, cest-a-dire r

«=r—a + B, I'entier § ¢tant positif,
I'équation (137) prend la forme (140) avec

"

A:B, p=p.

Silonar—a<r—a, cesta-dire r — o' =r —« + 8 I'équation (137) prend la
forme (140) avec

B=o, p=p.

D’apres la propriété que nous avons rappelée de I'équation (138), I'équation (140)
ou bien admet une infinité de solutions u(y,) nulles, mais non algébroides pour x=o,
ou bien admet au moins une solution u(y,) algébroide et nulle pour y,=o, mais
différente de u=o0. Aucun de ces deux cas ne peut se présenter, si, comme nous le
supposons, toutes les solutions y,(x), nulles pour =0, sont holomorphes pour x=o.

En effet, une solution u(y,) nulle pour y,—=o (algébroide ou non pour x=—o0)
fournit, au moyen de la relation x = uy,, une solution y,(x) nulle pour £ =o0, mais

non holomorphe, puisque y, .  ne tend pas vers une limite finie, lorsque x tend
vers o. Il en résulte que, si =0, y=—o0 est un point singulier holomorphe de
I’équation (1), les nombres « et «’ sont nuls tous les deux et I'équation (137) prend la
Sforme

(I[l() .’IT[VT »l(x‘ y;) + ‘Ir(‘r’ yl) + c ] (lyi + [Z'_<Jf, yl) + ZHl(w' yl) + ° ']dw:o:

V, et Z, désignent des polynomes homogénes en « et y, de degré égal a I'indice. Nous
avons dit que Y,(1, ¢) contient en facteur ({4 a,)"', puisque Y, (1,{) + X, (1, )
contient en facteur ({ +a,)", et I'on a

Yn(I't) :2 2] .
tYn(]’ t) + Xn(l, t) t—*—ai"

i=1
le nombre p est égal, dans le cas actuel, & n + 2 — r (32). Il en résulte facilement
qu’on peut poser :
Vr—l(w’ y;) - P‘ay:_‘ + A; my:—‘, + ot + Ar—l x"-i’
Z(x.y)=y +Bxy™"+...+Bx".

[28] Conditions pour que x=—o0, y=—=o0 soit un point algébrique dans le cas ou
yY,(x, y) + X, (o, y) admel un facteur multiple. — Si nous cherchons les conditions

(32) Nous devons supposer que Y,(1, ) est bien de degré n. S’il n’en était pas ainsi, on mettrait
en évidence, en posant x = gy, des solutions y(x) algébroides ou non pour x —o, pour les-
quelles = tendrait vers o lorsque . et y tendent vers o. Ceci ne peut se produire si toutes les
solutions y(x) nulles pour & = o sont holomorphes pour x. Le raisonnement ne pourrait étre
en défaut que si Péquation différentielle en x et y admettait la solution £ — o; dans ce cas,
x serait en facteur dans Y(x, y) [équation (1)]. Un changement de variable (§ 3) permet de
supposer qu’il n’en est pas ainsi.
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nécessaires pour que & 4+ o, y == o soit un point algébrique de I'équation (1), rien ne
sera changé & ce que nous avons dit (§ 25) au sujet des conditions (M) et (M) qui
expriment que les solutions y(x) nulles pour x=o sont algébroides, lorsqu’'on ne
considére que les solutions pour lesquelles {=y ; x tend vers une des limites —a,,
~—a,, — a, correspondant aux facteurs simples de Y (1, {) + X, (1, ). Il n’y a rien a
changer non plus & ce que nous avons dit (§ 25) au sujet des conditions (L). Il n’en
sera pas de méme, si on considére les solutions pour lesquelles y ; x tend vers —a,,

lorsque @ tend vers o. En faisant le changement de variable
y:‘—aix—i—'fﬂyl’

les fonctions y (x) correspondant & ces solutions vérifieront I'équation (137). Nous
supposerons, comme nous I'avonsdit (§ 27), qu'on ait rendu holomorphes, pour x=o,
toutes les solutions qui étaient algébroides pour x=o0. L’équation (137) devra é&tre
de la forme (141). et nous aurons un certain nombre de conditions que nous appel-
lerons conditions (R), qui expriment qu’il en est bien ainsi. Nous raisonnerons sur
cette équation (141) comme nous avons raisonné sur I'équation (1). Si nous supposons
que xy,V,_,(x.y,) + xZ (x, y,) n'admette que des facteurs simples. on aura, en dési-
gnant par a; des constantes convenables, '

ARNCR AR SACHAEICE SN § CRRCEaE
i=1

les nombres @ étant tous distincts les uns des autres. Aucun des facteurs y, + ¢,z

— (&, y) [§ 25, condition (M,)]. Nous obtenons ainsi des con-
ditions (M,"). Nous avons, en posant y, ={,x,

ne doit étre facteur de V

Vr—l(l’ ti) —_— y‘;
ti\-r‘i(l’ tl) + Zr(l’ ti) o 2

i=1

avec la relation

(142) =

Le point £ =0, y, ==o devant étre un point singulier algébrique, les nombres v
ne devront étre ni imaginaires, ni négatifs et irrationnels [§ 25, conditions (M)]. Nous
obtenons ainsi des conditions (M,). analogues aux conditions (M). Nous ne devons
pas oublier qu’il faut considérer, pour I’équation (141), les solutions pour lesquelles

y, . « croit indéfiniment. En posant & = uy,, on obtient I'équation
(143) y(a-+..)du+u(r+up,+...)dy,=o,

les termes non écrits étant nuls pour u—=o0, y,=o0. Le nombre 1 4 p, ne devra étre

ni imaginaire, ni négatif et irrationnel. Il ne devra pas étre non plus négatif et
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rationnel (cf. § 22), si 'on suppose que x =0, y,=o0 soit un point singulier holo-
(x,y) +Z(x, y,)
est identiquement nul, cas que nous examinerons dans la suite. En effet, si I'on n’est

morphe de 'équation (141). 1 + 1, ne peut étre nul que si xy,V

r—1

pas dans ce cas et si 1 4 p, est nul, I'équation (143). ou le coefficient de dy, ne contient
pas y, en facteur, aura une infinité de solutions u(y,) nulles pour & = o0, mais non

algébroides, ce qui ne peut avoir lieu si & =y, = o est un point algébrique de (141).

En dehors des conditions (M,), analogues aux conditions (M), nous aurons en
outre les conditions (M,’), analogues aux conditions (M’), relatives au cas ou certains
des nombres p, seraient des inverses d’entiers négatifs. Nous aurons ainsi un en-
semble de conditions exprimant que les solutions y(x), pour lesquelles y, : x=/,
tend vers une limite, sont algébroides ou holomorphes (3%) pour x —=o.

Pour que x =0, y=o0 soit un point singulier algébrique de (1), il faut que les
conditions (L), dont nous avons parlé (§ 25), soient vérifices; il faut aussi que les
conditions analogues (L,) soient vérifiées pour I'équation (141). Celle-ci doit en effet,
pour que t, =y, x tende toujours vers une limite, si a et y, tendent vers zéro,

admettre une intégrale

,
(144) w4 ol + T+ .. N+ b)ri=C
1=1

ou ]:‘ s Eg, ... sont des fractions rationnelles en ¢,. Nous aurons ainsi, dans le cas ou
y,V,_,(x, y,) + Z (x,y,) n’admet pas de facteurs multiples, un ensemble de conditions
nécessaires pour que £ =—o0, y = o0 soit un point algébrique de I'équation (1).

Siy,V,_(x,y)+ Z(x.y,) admet un facteur multiple, nous raisonnerons sur ce
facteur multiple comme nous avons raisonné sur le facteur (y 4+ a,x)". Nous forme-
rons une équation en x ety, qui jouera par rapport & I'équation (141) le rdle que
cette équation (141) jouait par rapport a I'équation (1). Nous continuons 4 raisonner
ainsi et & former de nouvelles conditions nécessaires jusqu’a ce que nous arrivions a
des équations pour lesquelles les quantités analogues a yY, (x, y) + «X, («, y) n’ad-
mettent que des facteurs simples. Nous sommes certains d’y arriver, d’aprés ce que
nous savons (voir note 2) sur la recherche des solutions y(x) algébroides et nulles
pour x =o. En effet, les équations successives que nous formons sont celles que 1'on
est amené & former dans la recherche de ces solutions algébroides. Nous obtenons
ainsi, dans tous les cas, des condilions nécessaires pour que x —o, y =o soit un point
singulier algébrique. Nous n’avons a dire, au sujet du caractére algébrique ou trans-
cendant de ces conditions, rien que nous n’ayons déja dit (§ 25).

(33) L’hypothése complémentaire faite en disant que nous supposons que toutes les solutions
y(x) nulles et algébroides pour x = o sont holomorphes pour & = o n’est guére intervenue que
pour préciser la forme de I’équation (141), sur laquelle nous avons raisonné. Les conditions
(M,), (M,") s’obtiendraient sans peine, méme si on ne faisait pas ’hypothése en question, et les
conditions (R) résulteraient de I'application de la méthode suivie (cf. note 30).
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[29] Les conditions nécessaires trouvées sont-elles suffisantes? — 11 parait trés
probable que les conditions nécessaires. que nous venons d’apprendre a former, sont
suffisantes pour que x=o0, y==o0 soit un point singulier algébrique; mais si nous
voulons le démontrer, nous nous heurterons a certaines difficuliés. Tout d’abord,
nous devrons faire des restrictions analogues a celles que nous avons déja été obligé
de faire dans le cas plus simple o yY (x, y) + xX, (2, y) n’admet pas de facteur mul-
tiple : nous devrons supposer que les nombres w,, p,. ..., », sont rationnels. On ne
pourrait, si la chose est possible, se débarrasser de ces restrictions qu’en faisant une
étude compléte des conditions de convergence du développement 1 + L, + 2°L, + ...
qui figure dans l'intégrale (125) ou en établissant I'existence d’une intégrale Rz, ¢
réguliére pour toutes les valeurs de . C’est en raison de cette circonstance que nous
avons cherché a établir dans quels cas cette intégrale R, ¢ existe.

Une fois faite, la restriction énoncée relative aux valeurs de p,, u,, ..., v, et des
quantités analogues, d’autres difficultés se présenteront encore; ce seront non des
difficultés de principes, mais des difficultés d’exposition provenant de la grande mul-
tiplicité des cas 4 examiner et des équations successives qui nous ont fourni les con-
ditions nécessaires, équations qu’il faudra toutes faire intervenir pour démontrer
que les conditions trouvées sont suffisantes. Pour diminuer ces difficultés d’exposi-
tion, au lieu de chercher & établir une démonstration générale que la complication
des notations pourrait obscurcir, je trouve préférable de considérer (comme nous
I'avons fait déja pour établir les conditions nécessaires) un cas relativement simple,
qui mettra cependant, me semble-t-il, suffisamment en évidence la marche & suivre
pour établir dans les cas les plus compliqués que les conditions nécessaires trouvées
sont suffisantes. Nous nous placons dans les conditions suivantes :

1° L’expression yY, (x, y) + X, (o, y) admet un seul facteur multiple (v + a,x)"
et elle admet en outre n 4 2 — r, facteurs simples y + a,x, y + a,x, ..., y + a,&
avecp=—n-—+r—1I.
2° Sil'on pose
y=tr, t—=—a,+vy,,
V'équation (1) prend la forme (141) et U'expression y,V,_ (x,y,) + Z(x, y,) nadmet
que des facteurs simples y, + a,'z, ¥, + a,x, ..., v, + a/x.

3° Les nombres p,, 1,, ---, 1, ainsi que les nombres u,', p,’, ..., p,’ définis § 28
sont tous rationnels (3%).

4° Les conditions (M), (M"), (L), (R), (M,), (M,"), (L,), dont nous avons parlé, sont
vérifiées.

{3%) Cela revient a supposer qu’ils peuvent étre positifs et irrationnels. Si py, vg, ... up sont
rationnels, u, l'est aussi. Si y,’, wy', ..., w,/—1 sont rationnels, u,’ Pest aussi.
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L’hypothése 1° est uniquement destinée & simplifier les notations. Il sera bien
¢évident que les raisonnements que nous allons faire s’appliqueraient quel que soit le
nombre des facteurs multiples.

L’hypothése 2°, ou plus exactement la deuxiéme partie de cette hypothése (car la
premiére partie de 'hypothése est une condition nécessaire), est destinée & simplifier
les raisonnements & faire. Nous nous placons dans un cas ol nous n’aurons pas a
faire intervenir une longue suite d’équations déduites les unes des autres de la méme
maniére que I'équation (141) en x et y, se déduit de I'équation (1). Bien que ce soit 1a
une hypothése restrictive, il me semble qu’on n’aura, une fois ce cas simple exposé,
aucun doute sur la possibilité d’appliquer aux cas les plus compliqués le raisonne-
ment développé dans le cas simple examiné.

L’hypothése 3°, qui restreint réellement le champ d’application de notre méthode,
nous est imposée par la nécessité de ne faire intervenir les intégrales Lz, ¢, Lz, ¢,
et (136) que dans des cas ou la convergence des développements qui figurent dans
ces intégrales est bien assurée. Nous supprimerions cette restriction 3° si nous avions
une raison quelconque d’affirmer la convergence en question. Nous serons enfin
amenés a faire dans le cours de la démonstration une restriction que nous énoncerons
plus loin. '

Nous allons montrer que, dans les conditions ou nous nous plagons, x=o0, y=—o0

est un point singulier algébrique de 1'équation (1). Nous supposerons que les nom-

bres y,, p,, ..., , sont positifs, tandis que les nombres p. ., @, .,, ..., p, sont néga-
tifs. Nous supposerons que les nombres p.,’, p,’, ..., p, sont positifs, tandis que les
nombres 'y yy, Wyys, ..., p.' sont négatifs. Dans ce qui suit, < et p seront des nom-

bres assez petits et R sera un nombre assez grand pour que toutes les conditions que

nous énumérerons soient vérifiées. Nous emploierons les notations suivantes :

1° (p,) désigne un cercle de rayon p décrit dans le plan de la variable complexe ¢
autour du point — @, comme centre.

2° (p,) désigne un cercle de rayon p décrit dans le plan de la variable ¢, autour
de ¢, = — a, comme centre.

3> (R) et (R') désignent des cercles de rayon R ayant l'origine pour centre et
décrits : le premier dans le plan de la variable ¢, le second dans le plan de la variable ¢,.

4° (A) désigne le domaine formé, dans le plan de la variable complexe ¢, par les
points qui sont extérieurs aux divers cercles (p,.,), ¢(,.,), --+» (g,) et (g,). Si du do-
maine (A) on retranche les points extérieurs au cercle (R), on a le domaine (A).

5° (A") désigne le domaine formé dans le plan de la variable ¢, par les points
extérieurs aux cercles (g'y41), (o'¢42), ..., (¢,)). Si du domaine (A’) on retranche les
points extérieurs au cercle (R’), on obtient le domaine A’.
Fac. de T., 3¢ S., 1. 17
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En raisonnant comme nous I'avons fait (§ 21), nous démontrerons que, puisqu’il
existe une intégrale La, ¢ [voir équation (125)], il existe une intégrale Rz, ¢ régu-
liére pour i =—a,, t=—a,, l=—a,:

(145) x(t+ a1+ H(x|?)] H t4a;4 7 H (t+a)=C:

i=2 i=q+1

H(x|t) est un développement de la forme
H(x|t)=xH,+ «*H,+ «’H, + . ...

H,. H,, H,, ... étant des fractions rationnelles en ¢ dont les dénominateurs ne con-
tiennent pas d’autres facteurs que ¢+ Aoy L+ a ooy T4 a,ett4a,. En rai-
sonnant comme précédemment (§ 26), nous montrerons que H(x, t) est unifor-
mément convergent si 'on a || <Ce et si ¢ appartient au domaine (). Il faut que
l'on ait de plus |y|<T<R si ¢ est extérieur au cercle (R). On peut dire encore que
H(x|?) est convergent si I'on a |a|<Ce, |y|<C<R et si ¢ appartient & (A).

De la méme fagon, on démontrera que, puisqu’il existe une intégrale Lz, t, [éga-

lité (144)], on a une intégrale R, f, réguliére pour {,=—a/, t,=—a/, ...,
L=—ay:

q r
(146) e+ He) [ [ @ +a+9 [ ¢+ ari=c

i=1 i=q¢'+1

ol sont employées des notations analogues & celles employées pour (145). Les coeffi-
cients du développement de H(xz|¢,) suivant les puissances de x sont des fractions
rationnelles en {,, dont les seuls péles possibles sont t, =—a'y 4, {,=—d'y s, ...,

t,—=—a' H(x, t) est convergent si 'on a |x
1 r 1 g

<z et si ¢, appartient au domaine (1),
ou si ¢, est extérieur au cercle (R') et si I'on a |y, | <ZRz. Ceci équivaut a dire que
H(x[t,) est convergent si I'on a || <z, |y,| <CzR et si ¢, appartient au domaine (A").
On sait que l'on a y, =t + a, = {x.

Nous remarquerons également que, si I'on considére une solution y(x) de I'équa-
tion (1), et si, pour une valeur de x telle que I'on ait || < ¢, ¢ prend une valeur inté-
rieure & l'un des cercles (¢,.,), (g,00)s ---» (¢,). ¢ tendra nécessairement vers la
valeur —a, correspondant au centre de ce cercle, et alors, en vertu des conditions (M),
la solution y(x) considérée sera algébroide et nulle pour x =o. En effet, nous pou-
vons supposer z et p assez petits pour que le raisonnement que nous avons fait sur
I'équation (135), & T'aide de lintégrale (136), puisse s’appliquer. Pour la méme
raison, si {, prend une valeur intérieure & I'un des cercles (¢/y41), (¢'g42)s ---5 (p,), 1a
variable ¢, tendra nécessairement vers la valeur —a, correspondant au centre du

cercle et, d’aprés les conditions (M’), la solution y(x) correspondante sera algébroide
et nulle pour x —=o.
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Ces préliminaires posés, nous allons montrer que, en faisant une restriction que
nous énoncerons plus loin, si I'on considére une solution y(x) pour laquelle y tend
vers zéro avec x, la fonction ¢ tendra nécessairement vers une limite. Supposons, en
effet, que ¢ ne tende vers aucune limite, en particulier ne tende ni vers {=oo, ni
vers aucune des valeurs —a,, I'indice i prenant les valeurs 1, 2, 3, ..., p. On pourra
supposer ¢ assez petit et R assez grand pour que { prenne, pour des valeurs de x aussi
petites que l'on voudra, des valeurs intérieures au cercle (R) et extérieures au
cercle (p,), l'indice i prenant les valeurs 1, 2, 3, ..., p. D’aprés ce que nous avons
dit, ¢ ne pourra pas, pour des valeurs de x telles que I'on ait [x] <<, prendre des
valeurs intérieures aux cercles (s441), (pg+2). --- (p,), puisque, s’il en était ainsi,
¢ tendrait vers une limite. Nous devons donc supposer que pour |x| <<, la fonction ¢
ne prend que des valeurs intérieures soit au domaine (), soit au cercle (p,) et que de
plus, pour des valeurs de x aussi petites que 'on veut, ¢ prend des valeurs intérieures
au cercle (R) et extérieures au cercle (g,), c’est-d-dire appartenant au domaine (3). 11
en résulte que, ¢ étant pris assez petit, on est toujours, si I'on a || <e, dans I'un
ou l'autre des deux cas suivants :

1° ¢ ne prend pas de valeurs intérieures au cercle (g,);

2° ¢ prend, pour certaines valeurs de « de module aussi petit que I'on veut, des
valeurs intérieures au cercle (g,).

Dans le premier cas, on peut répéter le raisonnement que nous avons fait (§ 26).
La solution y(x) ou #(x) que nous considérons ne cesse pas de vérifier la relation (145).
Pour les valeurs de ¢ considérées, H(x|f) reste fini et tend vers zéro, lorsque x tend
vers zéro. Puisque ¢ ne tend vers aucune limite, la solution que nous considérons
n’est pas une des solutions t=a,—y,, (i=2, 3, ..., ¢), par conséquent aucun des
facteurs (£ + a, + 7,)* du premier membre de (145) n’est nul. Ce premier membre
de (145) n’est donc pas nul; d’autre part, nous voyons qu'il tend vers zéro avec x.
Ceci est impossible, puisque, d’aprés {145), ce premier membre doit rester constant.
Le cas 1° ne peut pas se présenter si t ne tend vers aucune limite. ’

Dans le cas 2° ou ¢ prend, si petit que soit [x|, tantot des valeurs intérieures au
cercle (p,), tantdt des valeurs extérieures, une difficulté se présente; elle provient du
fait que la relation (145) peut cesser d’étre vérifiée pour certaines valeurs de zx.
A chaque valeur de & correspond, pour la solution y(x) que nous considérons, une
valeur de ¢. Lorsque, = tendant vers zéro, ¢ pénétre dans le cercle (p,), il peut se faire
que le premier membre de (145) cesse d’étre convergent, quand on attribue 4 ¢ etd x
des valeurs correspondantes; mais  continuant & tendre vers zéro, ¢ sortira du
cercle (p,) et le premier membre de (145) redeviendra convergent. Pour désigner
briévement cette circonstance qui, pour une solution donnée, rend inutilisable, pour
certaines valeurs de x, I'intégrale (145), nous dirons que 'on franchit une lacune de
I'intégrale (145). 11 peut, dans le cas 2° que nous considérons, y avoir une infinité de
lacunes.
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Lorsque I'on considére une solution y(x), et que 2 varie dans un intervalle ot il
n’y a pas de lacune, le premier membre de (145) conserve une valeur constante -G ;
mais rien ne prouve que. dans deux intervalles consécutifs séparés par une lacune, les
valeurs de la constante C soient les mémes. Il peut se faire que cette valeur de G
change. Si cette circonstance se produit une infinité de fois et si les valeurs succes-
sives de la constante tendent vers zéro, nous ne pourrons développer des raisonne-
ments analogues & ceux que nous avons fait dans le cas 1°. Pour lever la difficulté
que nous venons de signaler, nous serons obligés d’avoir recours & l'intégrale (146)

et de faire une nouvelle restriction.

Nous pouvons en posant y, =1 + a, raettre I'intégrale (145) sous la forme

q 4
(146)  wyrlr+Heely,—a) [ [ @—a+y,+ 200 | (@—a,+y)m=c.

i=2 i=q+1

On peut supposer ¢ et <’ assez petits pour que, si I'on a
(147) p<lrl<<ap. x|,

H(x|y, — a,) soit convergent et que ni les expressions @, — a, + v, + X, relatives aux
valeurs i=2, 3, ... ¢, ni les expressions @, — a, + y, relatives aux valeurs i=¢q + 1,
q+ 3, ... p ne soient nulles. Dans ces conditions, on peut développer suivant les
puissances de y, et de = le produit des différents facteurs, yp excepté, qui figurent
dans le premier membre de I'intégrale (145"); on choisira les déterminations que I'on
considére pour les divers facteurs des deux produits I1. L'intégrale (145) prend alors
la forme

(148) Bz, y) ==yt Az, y,)=C,

A(x, y,) étant une fonction holomorphe de « et y, si les conditions (147) sont véri-
fiées. Nous remarquons que si « est tel que I'on ait ¢ < |a| < 2p et sil'on choisit la
détermination de (y,)» que I'on considére, pour y, =a, B(x, y,) est une fonction bien

déterminée pour y, ==, et qui pour y, = « se réduit 4 une série entiére en x
M=M,z+Mx*+ Mx"+...,

M,, M,, M,, ... étant des constantes et M, n’étant pas nul.

.
Considérons maintenant l'intégrale (146). Si nous posons p/=1 — E v, nous
i=1

avons d’aprés (142) p,'= -—_{_I—-— La quantité 1 + p, étant positive (§ 28), il en resulte
Iy

(§ 18) que, si I'on pose

H(z|t)= Y, «'H,,

s=1
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H, sera, quel que soit s, une fraction rationnelle en ¢, qui pour ¢, = co aura un pdle
d’ordre au plus égal 4 s. On a
q @)
TR

h, et k, étant deux polynomes en £,, le second de degré s', le premier de degré s 4 s';
les racines du polynome k({,) sont certains des nombres —a'y, 1, —d'yi2, ... —a,/.
c’est-a-dire des nombres fixes quel que soit s. Pour chaque valeur de s on peut fixer
une limite supérieure de s’; cette limite est particuliérement simple si I'on est dans
le cas envisagé § 22. On a dans tous les cas :
oH,="0 R
Toatk()

Si I'on remarque que l'on a y,=t{x, on voit que le numérateur et le dénomi-
nateur de 2°H, peuvent se mettre respectivement sous la forme de deux polynomes
homogénes en x et y,, le numérateur étant de degré s+ s', le dénominateur de

degrés’. On a:
=pess=re (o[ =G [
x'H, Y,G .
K,(@,y) " Y. \y,’

On peut supposer <’ et ¢ assez petits pour que, si les conditions (147) sont vérifiées,
on puisse développer «’H, en ordonnant suivant les puissances croissances de x; en

III

effet, les racines de K (z, 1) sont des nombres fixes, dont aucun n’est nul et | —| peut

1

étre supposé inférieur aux modules de tous ces nombres. Nous pourrons également,
dans (146), mettre le produit

wl_[(t + a4 L) ,H(t+a)»,

i=q¢ +1
sous la forme

’

1 w9 N i r
T T a,x 4+ xd\vi ax

m«+x~.y:+mH<I+ T+ h) ‘H<I+ ) '

- Y b A

i=1 i=q +1
et nous pourrons, p et ¢ étant assez petits et les conditions (147) étant vérifiées, déve-
lopper, suivant les puissances de x, le produit des divers facteurs (les deux premiers
facteurs exceptés) qui figurent dans cette expression. En élevant ensuite les deux
membres de (146) & la puissance 1 + p,, en remplacant [1 + H(x|¢,)]*+# par son déve-
loppement ordonné suivant les puissances de x et y,, et en remplagant enfin le

produit de deux développements par un seul développement obtenu par la régle de
multiplication, la relation (146) prend la forme

(ta9) b(x,y)=wxy"a(x, y)=c:
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a(z, y,) est une fonction holomorphe de z et y, si les conditions (147) sont vérifiées.
Nous avons choisi arbitrairement une fois pour toutes les déterminations que nous
avons considérées pour les facteurs des produits IT; nous adopterons pour détermi-
nation de (y,)», pour y,=x, la détermination déja choisie précédemment. Nous remar-
quons enfin que, &' et ¢ étant assez petits, aucun des facteurs de a(er, y,) dans (149)
n’est nul pour x =o, y,==. Il en résulte que b(x, y,) se réduit pour Y, == a une
série entiére en x

m=mux + mx’ + mx’+ ...,

oum,, m,, m,, ... sont des constantes et m, n’est pas nul.

On montre, en raisonnant comme nous I'avons fait (§ 22) pour établir une relation
entre I et J, que pour |x| < ¢’ et y, voisin de « on a la relation suivante, ot pour
abréger nous écrivons B au lieu de B(z, y,),

(150) bz, y{):foB[l ¥ Eijf]EfoF(B);

f, est une constante qui n’est pas nulle, f,, f,, f, ... sont des constantes dont certaines
peuvent étre nulles. La série F(B) est convergente si les conditions (147) sont véri-
fiées, & condition que &' et ¢ soient assez petits. Cette relation (150), qui est valable
pour y, voisin de «, s’'étend a toutes les valeurs de y, et de 2 vérifiant les relations (147)
a condition de prendre pour y# la méme détermination dans B(x, yJ)etb(x, y,). Nous
pouvons faire tourner la variable y,, dans son plan, autour de y, = o, la relation (150)
subsistera, & condition de remplacer dans B(zx, v) et b(z, y,) la détermination y pri-
mitivement choisie, par la détermination de y# suivie par continuité. Il en résulte

facilement que, si I'on a p,=-(v, et v étant des entiers premiers entre eux), les
v

nombres j dans (150) ne peuvent prendre que des valeurs de la forme j = iv.

Une fois faite cette remarque sur la possibilité de ne fixer ni la détermination
de yz dans le premier membre de (145), que nous désignerons par I, ni la détermi-
nation de la puissance 1 + p, du premier membre de (146), que nous désignerons
par J, nous continuerons a désigner par B(x, y,) et b(x, y,) les déterminations choisies
pour I et J, les déterminations des divers facteurs, y compris y# étant bien fixées
ainsi que nous l'avons fait.

Les deux formes B(x, y,) et b(x, y,) que nous obtenons pour les déterminations
respectivement choisies de I et de J ne sont valables que si, en posant ¢ 4 a, =y, on
a les conditions (147), c’est-a-dire

le] <& <+ a<<Tap.

Les deux formes d’intégrales (148) et (149) ne sont donc aussi valables que dans

ces conditions. Si |[{ 4 a,| devient supérieur & 22, on peut se servir de I'intégrale (145)
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ou I=C, qui est déja valable pour [t 4 a,| > . En effet, d’aprés ce que nous avons
dit. si on considére une solution y(x) telle que y : x =1 ne tende vers aucune limite,
lorsque x tend vers zéro, ¢ sera, pour |t-+ a,|>>p, intérieur au domaine (A) pour
lequel l'intégrale (143) est valable. De méme si ¢ devient intérieur au cercle p,, on
pourra se servir de I'intégrale (146) ou de l'intégrale équivalente J —const., qui est
déja valable pour |t 4 a,| < 2;. En effet, d’aprés ce que nous avons dit, lorsque x et y
tendant vers zéro, { ne tend vers aucune limite ¢, =y, . x reste dans le domaine (A")
ou l'intégrale (146) est valable. Nous pouvons donc, en considérant une solution y(x)
et en attribuant a ¢ et & ¢, les valeurs correspondant & une valeur variable de x, telle
que l'on ait || < e, suivre la détermination de J qui varie d’'une fagon continue
avec x. Nous désignerons par b(x, y,) cette détermination de J obtenue en partant
pour |y,| > de la détermination b(x, y,) de J. Cette détermination b(zx, y,) sera bien
définie, lorsqu’on suit une solution y(x), pourvu que l'on ait |x| <=z, |y,| << 20.

Supposons que x se déplagant dans un sens déterminé sur un chemin L tracé dans
le plan des x, on suive une solution y(x). Sion franchit une lacune de I'intégrale (145),
en se déplacant dans le sens fixé sur L on rencontre avant d’arriver a la lacune une
derniére valeur de x, soit x' telle que la valeur correspondante de ¢ + a, soit de
module égal 4 ¢; on rencontre ensuite aprés la lacune une premiére valeur de x, soit
x", telle que 'on ait |t + a,|]=¢. Nous aurons avantage a préciser le sens des mots
avant et apres la lacune en disant que pour les valeurs de & qui sur le chemin L pré-
cédent &' on est avant la lacune, pour les valeurs de x qui sur L suivent x”" on est
apres la lacune.

Suivons la solution y(x) considérée en faisant tendre x vers o et voyons ce qui se
passe lorsque 1'on franchit une lacune de I'intégrale (145). Lorsque ¢ pénétre dans le
cercle (p,), la détermination b(x, y,) ou, ce qui revient au méme, la fonction b(x, y,)
[dont on prend la détermination b(zx, y,)] est égale & une constante c. Tant que £ reste
dans le cercle (p,), la forme (146) d’intégrale est valable et la fonction b(x, y) reste
constante. Lorsque ¢ sort du cercle (g,), on a b(x, y,)=rc. Entre b et b on a la relation

B(‘/L" yl) - db(w, y4)
ou « est une racine de I'équation

P—1,

P désignant le plus petlit dénominateur commun aux divers exposants (1 + u,)w,/,
(r 4+ p)w,'s -oo (1 + p,)p,” qui figurent dans la puissance 1 + p, du premier membre
de (146). D’aprés la relation (142), nous voyons que P est un multiple de v.

Avant d’avoir franchi la lacune de I'intégrale (145), nous avons

blx, y)=c, B(x, y,)=C.
Aprés avoir franchi la lacune, nous avons
c
>

v b(w' yq)z B(w’ ya):Cl'
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C, pouvant étre différent de C, d’aprés ce que nous avons dit. On a successivement

c=/,F(C), S:foF(Cl),
F(C)=4F(C)), [F(C)P=[F(C)]".

Cette relation, d’aprés ce que nous avons dit au sujet de P et au sujet de la forme
de F, ne contient que des puissances entiéres de C” et de C’. Nous I'écrirons

(151) G(C)=G(C),

en posant
(=] ) P
G(cv):cv[l + Zf”Bﬂ :
i=1

Désignons, pour abréger, par I(x, ) ou plus briévement par I le premier membre
de la relation (145) et au lieu de I'intégrale (145)

I=a(t+a)li+H@) [ [¢+a+0m [] ¢+apm=c,.
1=2 i=q+1

nous considérons l'intégrale
(152) ' G(H=T,

I" étant une constante. De méme que (145), cette intégrale peut présenter des lacunes,
lorsque x tend vers o et que I'on suit une solution. Demandons-nous si la valeur du
premier membre de (152), qui reste constante en dehors des lacunes, change
lorsqu’on franchit une lacune. Il est évident que cette valeur ne change pas si la
détermination de I que nous considérons est égale & B(x, y,). En effet, le premier
membre de (152) avait avant la lacune la valeur G(C"); aprés la lacune il a la valeur
G(C)) : ces deux valeurs sont égales.

Considérons maintenant les diverses déterminations que prend I pour des valeurs
données de x et de ¢. Ces diverses déterminations proviennent : 1° des diverses déter-
minationsdu facteur (¢ 4- a,)*; 2° des diverses déterminations des facteurs (¢ 4 a; 47,
et (¢ + a,)» ot iprend respectivement les valeursde 2, 3, ..., get ¢ +1, ¢ + 2, ..., p.
Désignons par N le plus petit commun dénominateur des fractions p,. p., ..., Uy -
Comme on a p,=1—p,—p,... —u,, le nombre N est un multiple de v, ou est
égal & v. Si B et y sont respectivement des racines quelconques des équations

les diverses déterminations de I seront, dans le voisinage de y, = o, de la forme

1=8+B(z y,).
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Si nous considérons d’abord les déterminations de I pour lesquelles on a y=1,
la valeur du premier membre de (152) ne change pas quand on franchit une lacune.
En effet, avant la lacune, on avait

[=8C, GI)=G(C).

Aprés la lacune, on a
I1—==C,, G(IH=G(C).

i 1

Nous avons pris aprés la lacune la méme détermination de I que nous avions
avant la lacune; nous en avons le droit, car il n’y a aucune considération de conti-
nuité qui nous impose une dérermination de I plutdt qu'une autre, puisque I cesse
d’exister dans la lacune. On aurait du reste pu prendre pour I aprés la lacune une

quelconque des autres déterminations pour lesquelles I'on a y=1.

Je ne puis montrer, sans faire une restriction, que la valeur du premier membre
de (152) garde la méme valeur quand on considére une détermination de 1 pour
laquelle y n’est pas égal & 1. Avant la lacune, on a

I=8+vC, GIMH=GHC).
Apres la lacune, on a

I=gyC

f GI)=G(C).

Rien ne prouve que 'on aura
Gy O)=G(yC).

Il en sera cependant ainsi lorsque v est égal & N. Nous aurons dans ce cas l'inté-
grale (152) ou I gardera une valeur constante, lorsqu’'on franchit une lacune, quel que
soit du reste le changement de détermination que I'on fasse subir & I en franchissant
la lacune. i

Si I'on suit une solution y(x), dans le cas 2° que nous considérons, { prendra pour
des valeurs de «x aussi petites que I'on voudra des valeurs intérieures au domaine ().
Pour ces valeurs de x et de ¢, le premier membre I de (145) tend vers o avec z; il en
sera de méme du premier membre G(I") de (152). Ce premier membre devant rester
constant, nous arrivons & une contradiction. Il est impossible dans le cas 2°, tout
comme dans le cas 1°, que t ne tende vers aucune limite.

Cetle conclusion n’est démontrée que si v est un multiple de N.

Nous pouvons arriver 4 la méme conclusion par un raisonnement analogue en
supposant que v soit égal a P. En raisonnant comme nous I'avons fait pour établir
la relation (150), nous établissons la relation

B, y)=b(®,y) Y, g,lb(x y)]"=1(b),

i=0

Fac. de 7., 3¢ S., II. 18
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les nombres g;, sont des constantes, g, n’est pas nul. Montrons que, lorsqu’on franchit
une lacune, B(x, y,) est multiplié par une des racines de I'équation o’ = 1. Avant la
lacune, nous avons, par définition :

E(.T, yi):b(m’ yt)’ b(x’ ya):c‘
Aprés la lacune, nous avons, d’aprés ce que nous avons déja dit :

5((17, y‘):ab(x, yl)’ _b_(x’ yi):C’
et par suite

b(w’ y1>:§‘

B(x, y)=/f[b(x, y,)] :f<§>—__—jl_c_2

o

en tenant compte de ce que I'on a o’ = 1. Si avant la lacune nous avions B(x, y) =G,
apreés la lacune nous aurons

C
Bz, y,)=-—

—
Nous avons une détermination quelconque du premier membre I de (145), nous
avons dans le domaine ot B(zx, y,) est défini

1=6yB(x. ),

B et v étant respectivement racines des deux équations ci-dessus indiquées. Avant la
lacune, on aura

I=gyC.
Aprés la lacune, on aura
1— &G
[+4

Nous voyons donc que, quelles que soient les déterminations choisies pour les
divers facteurs du premier membre de (145), déterminations qu’on peut changer au
moment ot I'on franchit la lacune, la valeur du premier membre de (145) qui garde
une valeur constante &, tant qu'on ne franchit pas de lacune, prend une nouvelle
valeur constante ok (avec «’ = 1), aprés qu'on a franchi la coupure. Les valeurs cons-
tantes successives du premier membre de (145) ont toutes méme module, puisque
[2] =1. On peut donc répéter le raisonnement que nous avons fait sur I'intégrale (152).
Nous voyons qu’il est impossible que t ne tende pas vers une limite lorsque x et y ten-
dent vers o.

Les conditions nécessaires que nous avons trouvées (§ 28) pour que x—o, y—o
soit un point algébrique suffisent donc pour démontrer que, lorsqu'on a une solu-

tion y(x) nulle pour x=o, t tend vers une limite, si nous supposons que lon ait
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soit v=P, soit v=N. Ces derniéres hypothéses sont trés souvent vérifiées. En effet,

si nous posons

\)

P'i:h—T’ (1:1,2.3.....]))

V.

(1 + )=

la-]]

. v
Nous avons, puisque p, = -
v

N

__v;+v;+...+v;
= P .

(v‘ v,+v‘+...+vp
3 e L
v

(153) (

%
v

Par conséquent, sauf dans le cas ol il y a réduction pour chacune des deux frac-
tions qui sont dans les deux seconds membres des égalités (153)., on aura v="P
ouv=N.

Avec les restrictions indiguées, nous avons démontré que lorsque x et y tendent
vers o, le quotient y . x =1 tend vers une limite. Cette limite ne peut étre quun des
nombres —a,, —a,, —a , —a,. Si cette limite est différente de —a,, nous
savons, d’aprés les conditions (M) et (M’), que la solution correspondante y(x) est
algébroide pour x = o. Si cette limite est égale & — a,, nous posons ¢ + a, =Yy,, nous
avons une solution pour laquelle y, tend vers o avec x et les conditions (R), (M,),
M,") (L,) suffisent pour montrer que la solution considérée y(x) est algébroide

pour x=o. Il n’y a qu’a raisonner comme l'avons fait pour I'équation (1).

3s -

Nous avons par conséquent démontré, en faisant les restrictions indiquées, que
les conditions nécessaires que nous avons trouvédes pour exprimer que x=o0, y=o0 est
un point singulier algébrique sont aussi suffisantes.

[30] Cas d’une équation & point dicritique. — Nous avons démontré (J. M.) qu'en
général un point dicritique est un point singulier algébrique. Soit I'équation

(154)  [2A, (@, 9) + Y, (@ )+ .. Jdy + [—yA,(x. ) + X, ., (@ ) + .. Jde =0

ouA,,X,.,, Y, sontdes polynomes homogénes en x et y de degré égal & I'indice ;
les termes non écrits sont de degré supérieur & n + 2. Cette équation admet x =o,
Yy = o comme point singulier dicritique. S’il n’y a pas de directions singuliéres.
cest-a-dire si A (x, y) et yY,, (x, y) +xX,,,(x, y) n’'ont aucun facteur commun,
I'équation (150) admet =0, y=o0 comme point singulier algébrique, ainsi que
cela résulte du Mémoire cité (J. M.). Si les deux expressions considérées admettent
des facteurs communs, le point £ =0, y=o0 ne sera pas en général un point sin-

gulier algébrique.
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Soit y — ax un de ces facteurs communs. Faisons le changement de variable
Y =tx, nous obtenons I'équation

(155) (A () 4. Jde+ Y, (L )+ X, (1, ) + ...]de =0,

les termes non écrits étant nuls pour .o =o. Si 'on pose y,=¢— a, on obtiendra
une équation enx et y, pour laquelle & = o, y, = o sera un point singulier, en général
non algébrique. Les solutions y,(x) nulles et non algébroides pour & = o fourniront
des solutions y(x) de (1) nulles et non algébroides pour & =o. Si l'on veut que z=o,
Y=o soit un point singulier algébrique, il faudra exprimer, comme nous avons
appris a le faire, que I'équation en 2 et y, admet x=o0, y,=o pour point singulier
algébrique. En opérant d’une fagon analogue pour les divers facteurs tels que y — ax,
qui sont communs aux deux expressions considérées, nous aurons des conditions
nécessaires pour que x=0, y==0 soit un point singulier algébrique. En posant
x==uy, nous considérerions le cas ou x serait un facteur commun A A(x, y) et
ayY, (@, y) + 2X, (2, ).

Nous désignerons sous le nom de conditions (D) les conditions obtenues. Ces
conditions (D) sont les conditions nécessaires pour que les solutions y(x) nulles pour
x =o et tangentes aux diverses directions singuliéres y — ax — o soient algébroides
pour x=o. Désignons d’autre part sous le nom de conditions (D') les conditions
suffisantes pour que les solutions y(x) nulles pour £ =o et tangentes aux diverses
directions singuliéres y — axr=o soient algébroides pour x =o. Il parait trés pro-
bable, ainsi que nous I'avons dit, que les conditions (D) et (D') coincident, mais nous
ne I'avons pas démontré dans le cas général. Nous allons faire voir que si les con-
ditions (D) sont vérifiées, x==o0, y=o0 est un point singulier algébrique de l'équa-
tion (154). En effet, lorsque x tend vers zéro, ¢ qui vérifie I'équation (155) tend néces-
sairement vers une limite d’apreés un théoréme de M. Painlevé, puisque le coefficient
de dt n’est pas identiquement nul pour x=—o. Si cette limite n’annule pas & la
fois A (1, t) et £Y, (1, ) + X, (1, 1), la solution #(x) correspondante est algébroide
pour x=o. Si cette limite annule & la fois les deux expressions indiquées, les con-
ditions (D) expriment que la solution #(x) est algébroide pour x=o. En posant
x==uy, on considérerait le cas ou x ety tendent vers zéro, tandis que y ; = croit
indéfiniment. Les solutions y(x) pour lesquelles il en est ainsi sont algébroides,
pour x =o, d’aprés les conditions (D). Le point x =1y, y=no0 est un point singulier
algébrique de Uéquation (154).

Des considérations analogues s’appliqueraient si 'équation (141) que nous avons
déduit de I'équation (1), en posant y = — a,x + xy,, admettait x =0, y, = 0 comme
point dicritique. En général. si cette équation admet & — o, y, =— o pour point dicri-
tique, elle n’admeltra pas de directions singuliéres, et =0, y,=o0 sera un point
singulier algébrique. S’il existe des directions singuliéres, nous exprimerons, comme

nous 'avons indiqué plus haut, que les solutions y,(x) nulles pour x —o et tangentes
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A chacune de ces directions singuliéres sont algébroides pour x=o0. Nous obtiendrons
ainsi, pour I'équation (141), les conditions (D) que nous avons appris & former. Ces
conditions, qui sont nécessaires pour que =0, y, = o0 soit un point singulier algé-
brique de I'équation (141), sont nécessaires pour que =0, y =0 soit un point sin-
gulier algébrique de (141). Nous avons démontré, dans un grand nombre de cas, que
les conditions (D') coincident avec les conditions (D) et nous avons lieu de supposer
qu’il en est toujours ainsi. Nous allons démontrer que les conditions (D') sont su/fi-
santes pour que x =0, y = 0 soit un point singulier algébrique de I'équation (1), si
en méme temps que les conditions (D), les conditions (M), (M), (L) sont vérifices
pour I'équation (1) et si on suppose p.,, u

Ugy «--

, 1, rationnels.

En effet, j’ai démontré (J. M., p. 4o1) que si < et 5 sont pris assez petits et si I'on
a pour I'équation (141) une solution vy (x) telle que pour une valeur de a inférieure
en module 4 : on ait |y| <¢, la fonction y,(x) tend vers o avec x. Nous sommes bien
dans les conditions ou le théoréme invoqué s’applique : x est un facteur dans le
coefficient de dy, et * = o n’est pas une direction singuliére de I'équation (141) & point
dicritique, puisque, en vertu de la relation

ylvrfi (x’ yi) + Zr<x' ya) =o,

qui exprime que x=o0, y, = o est un point dicrilique, on a p,=—1, et V_ (x, y,)
ne contient pas x en facteur. Nous pouvons dés lors, en employant les notations du
paragraphe précédent, dire que si {(x) pénétre dans le cercle (z,)., pour une valeur
de x telle que l'on ait | <Ze, la fonction {(x) tendra vers —a,. Nous pouvons donc
refaire le raisonnement fait (§ 26), le cercle (p,) jouant dans ce raisonnement le méme
rdle que les cercles (¢,.,), (3,.,) ---- La fonction {(x) tendra nécessairement vers une
limite lorsque @ tend vers o, cette limite est un des nombres «,, —a,, ..., — a,.
D’autre part, dans les conditions ol nous nous plagons, toute solution y(x) nulle
pour xz=o et tendant vers une de ces limites est algébroide pour x =o. Toules les
solutions y(x) nulles pour x = o sont algébroides pour. xr=o.

Comme précédemment (§ 29), nous nous contentons d’indiquer dans un cas rela-
tivement simple la marche du raisonnement & faire dans les cas plus compliqués
pour trouver les conditions nécessaires pour que x = o, y = o soit un point singulier
algébrique de I'équation (1) et pour démontrer que ces conditions sont suffisantes.
Le fait que x =0, y = o0 est un point dicritique de (1), ou que x=o0, y,=o0 est un
point dicritique d’une équation telle que I'équation (141), oblige seulement & modifier
un peu les raisonnements, sans introduire de nouvelles difficultés.

[341] Cas ot il existe une intégrale méromorphe. — Je signalerai enfin le cas évi-
dent suivant. Si les conditions pour qu’il existe une intégrale fir, y sont vérifiées, et
si de plus dans (3) les exposants X sont tous rationnels, x=o0, y=o0 est un point
algébrique (un cas douteux mentionné ci-dessous étant excepté). En effet, en élevant
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4 une puissance convenable les deux membres de Vintégrale fx, y, cette intégrale
pourra se mettre sous la forme

(156) P(x, y)=CQ(x, y).

C est une constante, P(x, y) et Q(cx, y) sont des développements suivant les puissances
de x et de y. Nous pouvons supposer que P(x. y) n'a pas de terme constant. Nous
laisserons de c6té le cas ot Q(x, ¥) a un terme constant. Ce cas ne peut se présenter

que si fous les exposants % dans (3) sont positifs. L'intégrale (156) peut alors s’écrire
(157) R(x, y)=C;

R(x, y) étant un développement suivant les puissances de & et y sans terme constant;
mais nous ne savons pas si R(x, y) est convergent pour x et y suffisamment petits et
nous ne pouvons nous servir de cette intégrale (157) pour démontrer que x=o,
y = o est un point algébrique. L’exactitude de I'énoncé donné plus haut reste dou-
teuse. S'il se trouve que R(x, y) soit convergent pour x et y assez petit, il n’y a qu'un
nombre fini de solutions y(x) nulles pour x==o, elles sont algébroides pour x =o
puisqu’elles sont définies par R(x, y) ==o.

Si Q(a, y) n’a pas de terme constant, nous savons qu’on peut supposer P(x, y) et
Q(z, y) holomorphes pour =0, y=o0. Il est évident que toutes les solutions y(x)
nulles pour 2 =o0 sont algébroides pour x=o0 et qu’il y a une infinité de pareilles
solutions. On peut généraliser ce que j’ai démontré (J. M.) pour les points dicritiques,
en faisant voir que, sil’on a une solution y(x) définie par des conditions initiales x,, ¥,

assez petites, on peut toujours faire tendre x vers zéro de telle fagon que y tende
aussi vers zéro.




