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ANNALES
DE LA

FACULTE DES SCIENCES

DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE

SUR

CERTAINS SYSTÈMES D’ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES
ET SUR UNE GÉNÉRALISATION DU PROBLÈME DE PFAFF

PAR E. GOURSAT.

, 
INTRODUCTION ’

L’étude des intégrales multiples étendues à des variétés à un nombre quelconque
de dimensions conduit tout naturellement à considérer les formes symboliques de
différentielles qui figurent sous le signe d’intégration. Il est à remarquer que les

règles des opérations symboliques appliquées à ces expressions, règles qui dérivent
de leur signification même, ont déjà été établies par Grassmann et utilisées depuis
par plusieurs géomètres. ,

Le présent Mémoire comprend plusieurs parties distinctes. La première partie
contient quelques généralités, ’utiles pour la suite, sur un problème analogue au
problème de Pfaff, mais relatif à une forme symbolique de degré quelconque, qui
comprend, comme cas particulier, un grand nombre de problèmes classiques. Dans
la seconde partie, j’étudie un système d’équations aux différentielles totales complè-
tement intégrable, attaché à toute forme symbolique de degré quelconque, dont
l’ordre est égal à la classe de cette forme, et dont l’intégration fait connaître les

variables qui ligurcnt dans l’expression réduite de cette forme, lorsque le nombre
de ces variables est le plus petit possible.

Mes précédentes recherches sur les invariants intégraux se rattachent très sim-
plement à ce problème général, ce qui me permet de ces recherches sous

une forme beaucoup plus simple et de les compléter sur certains points. C’est l’objet
de la troisième partie.
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. Enfin, dans la quatrième partie, je montre comment les systèmes d’équations
aux différentielles totales étudiés dans la deuxième partie se présentent d’eux-mêmes
dans un problème du calcul des variations relatif à la forme symbolique Cette

interprétation rend presque intuitives la plupart des propriétés de ces systèmes qui
ont été établies directement. Dans un petit travail inséré au Bulletin Je la Société

mathématique (t. I9I6, p. I3-3g), j’ai appliqué la même méthode all système
attaché il une forme linéaire de Pfaff, ce qui conduit très aisément aux résultats

classiques. 
’

Je n’ai fait qu’aborder ici les nombreux problèmes’que soulève l’étude des formes

symboliques de degré supérieur. J’aurai sans doute l’occasion d’y revenir dans un
autre travail.

Voici la liste des principaux Ouvrages ou Mémoires qui seront cités dans ce

travail : 
’

I I . POINCARÉ :

A. . Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste (t. IlI). .

13. , Sur les résidus des intégrales doubles Mathematica, t. IX).
G. Analysis situs (Journal de Polytechnique, 

E. GOURSAT :

D. les invariants intégraux (Journal de Mathématiques, 6" série, t. IV;

I go8).
E. Sur quelques points de la théorie des invariants intégraux (lhid., 7e série,

E. 

. F. Sur certaines expressions différentielles elle problème de Pfaff (Annales de

l’École Normale, 3a série, t. 189g).
Câ. Sur l’intégration des systèmes d’équations aux différentielles totales (Ibid.,

3~ série, t. 

IL Sur l’intégration de certains systèmes de Pfaff Je caractère deux (Bulletin
de la Société Mathématique, t. Igol).

On trouvera les règles du calcul symbolique dans les Mémoires cités de

Cartan.

1

[1] L ne intégrale de surface, dans l’espace à trois dimensions, est t représentée

par la notation



l’expression qui figure sous le signe / / n’est nullement une forme algébrique en
dx, dy, dz, mais a une signification purement symbolique. Pour calculcr la valeur de

l’intégrale I, étendue à une portion de surface représentée par les formules

on doit remplacer les produits symboliques dydz, dzdx, dxdy par D(y,z) D(a,v) du dv,

D(z, x) d y) 1 d 
. 

1 l ’1’ . 
, 

1 1 bl’ )..respectivement, et calculer l’intégrale double ordinaire

étendue à la région R du plan (il, v) qui correspond à la portion de la surface S
considérée.

On représente de même une intégrale multiple étendue ~t une multiplicité l~Ip
d’ordre p dans l’espace à n dimensions par une notation symbolique analogue

où l’on écrit pour abréger un seul signe / . Les coefficients ~’~r~1 r~~ ... ,,~ sont des fonc-
tions des n variables ..., que nous supposerons continues ainsi que toutes les

dérivées partielles qui figurent dans les calculs ; x!, x~, ..., xp sont p nombres entiers
différents, pris parmi les n premiers nombres, et la sommation est étendue à tous
les arrangements p à p des n premiers nombres. Mais ces coefficients ne sont pas
quelconques ; deux coefficients A03B1103B12 ... 

03B1p 
et t A03B1’103B1’2 ... 03B1’p, qui ne dînèrent que par

l’ordre des indices sont égaux si les deux permutations (x1, a2, ..., x~) x~~, ..., 
sont de même classe, et opposés si ces deux permutations sont de classes diffé-
rentes. Pour avoir la valeur de l’intégrale Ip étendue à une multiplicité Mp de l’espace 

’

à n dimensions, nous supposerons lcs coordonnées d’un point de cette multiplicité
exprimées au moyen de p paramètres ... , de façon que la multiplicité lIp
corresponde point par point à un domaine D de l’espace à p dimensions (u1, u2, ..., 

et la valeur de 1 est égale à l’intégrale Inultiple de forme classique

étendue au domaine I). D’après ce qui a été dit plus haut sur les coefficients

A03B11 03B12...03B1p, cette intégrale peut aussi s’écrire



la sommation étant maintenant étendue à toutes les combinaisons p à p des n hre-
miers nombres.

’ 

On a été ainsi amené à considérer des formes symboliques de différentielles,

telles que celle qui ligure sous le signe  dans l’expression (I)

le signe 03A3 étant étendu à toutes les combinaisons des n indices p a p. On peut par
exemple supposer que dans chaque terme les indices vont en croissant, rnais cela

n’est nullement nécessaire. Il faut seulement tenir compte de ce qui a é.ié dit plus
haut, si l’on effectue un changement dans l’ordre des indices; on doit changer le

signe du coefficient si les deux permutations sont de classes différentes. Par exemple,
pour p = z , on a dxk _ - , ou = - 

Je supposerai connues dans la suite les règles du calcul symbolique appliqué à
ces expressions différentielles; elles dérivent toutes de la signification même de ces

expressions et des formules relatives au changement de variables dans une intégrale 
’

multiple.

[2] L’intégrale  o, étendue aune multiplicité fermée Mp de l’espace il n dimen-
sions, est égale, d’après la formule de Stokes généralisée, à une intégrale de même

espèce / c’/, étendue à une multiplicité 1 dimensions, limitée par Mp,

~,~’ ayant pour expression symbolique .

Cette nouvelle expression ~~~’ est appelée la de l’expression ~,~; il est clair, 
.

d’après sa définition même, que c’est un covariant de o. En d’autres termes, si par
un changement dc variables

~,~ se change c~o

le même changement de variables appliqué à la forme ~~>’ la transforme en



. En développant les produits symboliques indiqués, on peut encore écrire

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons des n premiers nombres p + i

à p+ [. Le coefficient .,~_ ... i 
a deux expressions différentes suivant la parité

de 1~. Si p est pair, on a

avec des signes + seulement dans le second membre; si p est impair, on a

avec le signe + et le signe - alternativement. (Mémoires _A, B, C.)
Une forme dérivée 03C9’ est caractérisée par la propriété suivante; la dérivée de 03C9’ esL .

identiquement nulle, ou, ce qui revient au même, l’intégrale 03C9’ étendue à une
multiplicité fermée quelconque d’ordre p -t- 1 est nulle. En effet, on vérine immé-

diatement, d’après les expressions (6) ou (j) des coefficients ~~~,,.’ xQ ... ap_,_~ que l’expres-
sion que l’on déduit de ~~~‘ par le même procédé que l’on déduit ~,~’ de ~~ a tous ses

coefficients identiquement nuls. On peut encore le vérifier plus simplement en

observant qu’un terme quelconque de ~~~’ est de la forme 
’

et, d’après la règle qui donne la dérivée d’un produit symbolique, la dérivée de ce
terme est nulle puisque chacun des facteurs a une dérivée symbolique identiquement
nulle.

Inversement soit (,) une expression symbolique de degré p dont la dérivée c,~’ est

identiquement nulle, c’est-à-dire dont les coefficients vérifient, suivant la parité
de p, l’un des deux systèmes de conditions

on démontre facilement, en tenant compte de ces relations, que l’on peut trouver

une expression symbolique ~,~,~ , de degré p - r ,



telle que sa forme dérivée ~u’~ soit identique à ~u. Cette forme ~,~~ n’est pas complète-
ment déterminée, car on peut lui ajouter une expression qui soit elle-même la

dérivée d’une forme symbolique arbitraire de degré p - 2.
Les formes dérivées jouent le même rôle, dans l’étude des intégrales multiples,

que les différentielles totales exactes dans la théorie des intégrales curvilignes. Aussi
a’t-on étendu a ces expressions le nom de différentielles totales symboliques. ..

[3] Étant donnée une forme linéaire de différentielles ~~~~ === Si + X~ + ...

- +- oÙ les coefficients ~~ sont des fonctions des ic variables indépendantes xi,
le problème de Pfaff consiste à trouver dans l’espace à n dimensions toutes les mul-

tiplicités â o dimensions telles que l’intégrale 03C9, étendue à une

ligne quelconque située sur soit nulle. Si, au lieu d’une expression linéaire, on
considère une expression (1) de degré p par rapport aux différentielles, une extension
toute naturelle du problème de Pfaff consiste à trouver dans l’espace à n dimensions

toutes les multiplicités ~I,, à r dimensions (p  rC n) telles que l’intégrale ,> ,
étendue à une variété quelconque d’ordre p située sur 1~I~,, soit nulle.

Ce problème d’une si haute généralité comprend, comme cas particuliers, la plu-
part des problèmes classiques, ainsi qu’on aura l’occasion de le voir par la suite.
Toute multiplicité satisfaisant à cette condition sera dite une multiplicité intégrale,
ou plus simplement une intégrale de t’équation .. ,

. (le problème se ramène lui-même à l’intégration d’un système d’équations aux
dérivées partielles; l’étude directe de ce système, dans le cas de p ~ r, ne semble

pas avoir été abordée. Il est facile de former ce système en s’appuyant sur les pro-
prié.tés d’invariance d’un produit symbolique.

Proposons-nous d’abord de rechercher s’il existe des intégrales à n-1 i dimensions.
Soit

une équation définissant une famille de multiplicités intégrales de cette espèce,
dépendant d’une constante arbitraire C, de telle façon qu’il passe une de ces inté-

grales par un point arbitraire ..., x°). Imaginons que l’on effectue un chan-
gement de variables de façon que l’équation (i i) devienne

la forme symbolique ~~~ sc change en une forme sy mbolique de degré p en dy1,

..., Or, pour que l’intégrale ~,y, étendue il une multiplicité quelconque



d’ordre p soit nulle, pourvu que l’on ait sur cette multiplicité = o , il faut et il

suflit évidemment que dv, figure dans tous les termes de ~.~~, ou, ce qui revient au
même, que le produit symbolique 03C91 dy1 soit identiquement nul. si l’on revient

aux variables primitives, le produit symbolique dy~ se transforme en le produit
symbolique 03C9 df; par conséquent, pour que les multiplicités Mn-1 définies par 
lion soient des intégrales cle 03C9 = o , il f aul el il suf fi t que le produit syribo-
lique 03C9 clf soit identiquement nul.

En égalant à zéro les coefficients de tous les termes de ce produit développé, on
obtient un certain nombre d’équations linéaires aux dérivées partielles du premier
ordre, qui devront être compatibles pour qu’il existe des intégrales à n - 1 dimen-
sions. Dans le cas particulier où p - r~ - r, le produit symbolique ~~ ne renferme

qu’un terme en dx1 ... et le système qui détermine f se réduit à une seule
équation. En simplifiant un peu les notations, écrivons l’équation

le produit a deux expressions différentes, suivant la parité de jz. Si n est
impair,

si n est pair,

Suivant la parité de n, la fonction f doit satisfaire à l’une ou l’autre des deux
équations .

Supposons encore que 0 soit le produit de /’ formes du premier degré linéai-
rement distinctes y = ~.~w ... ~~~~,, où

Le produit symbolique

sera identiquement nul si df est une combinaison linéaire 03C92, ... 



les î,i étant des fonctions de x~, ..., et dans ce cas seulement (H). On est donc
ramené à la recherche des combinaisons intégrables des r équations = o.

La recherche des intégrales à dimensions (I ~ ~°  n - p~ conduit à un
problème d’Analyse plus difficile. Considérons en effet une famille de multiplicités
à n - r dimensions, telle qu’il en passe une par chaque point de l’espace. Ces mul-

tiplicités sont définies par un système de r équations .

Imaginons comme plus haut que l’on fasse un changement de variables de telle
façon que ces intégrales soient représentées par le système d’équations

et soit 03C91 ce que devient la forme 03C9 après cette transformation. Pour que l’intégrale

~,~i, étendue à toute multiplicité d’ordre p, pour laquelle ... , y~" ont des

valeurs constantes, soit nulle, il faut et il suffit que chaque terme de ~,~1 contienne au

moins un des facteurs dy.. dy2, ..., , ou, ce qui revient au même, que le produit
symbolique ~,~~ cly,~ cly2 ... soit identiquement nul. En revenant aux variables pri-
mitives, nous avons donc la conclusion suivante :

Pour que les équations (13) représentent une famille d’intégrales de l’équation
03C9 = o, il faut et il suffit que le produit symbolique

soit identiquement nul.

En égalant à zéro tous les coefficients de ce produit symbolique développé, le

nombre des équations obtenues est égal au nombre des combinaisons ~de n

objets p + r~ à p + r~. Le nombre des inconnues étant égal à r~, il y a lieu de conjec-
turer que ces équations sont compatibles dès que r est supérieur on égal à C~~’~, et
ne le sont pas, tout au moins dans le cas général, si r est inférieur à C~-y’’, mais il y
aurait lieu de pousser plus loin cette étude, ce qui serait possible sans doute en géné-
ralisant les méthodes employées par Cartan pour les systèmes de Pfafl’. Il serait

important en particulier de connaître la valeur minimum p de r. Il est un cas limite

où les équations du système se réduisent à une seule, c’est le cas où r~ = n - p; on

peut t même choisir arbitrairement t r - i des fonctions fi, et la dernière est déter-’

minée par une équation linéaire du premier ordre. Les multiplicités intégrales ainsi
obtenues sont à p dimensions; leur existence était évidente a priori.

[4] Revenons au cas d’une forme de degré n - 1. Si l’on prend pour varia-
bles indépendantes x1, x2, ... , un système de n - i intégrales distinctes de



l’équation la dernière variable x,~ restant arbitraire, c,~r~_~ prend la forme

simple

La forme dérivée 03C9’n-1 est égale à -- clx,l dx1 ... . Il peut donc se présenter
deux cas; si le facteur k ne dépend pas de x", 03C9’n-q ==o, et en prenant une nouvelle

variable X1 = J k dx,. au lieu la forme 03C9n-1 est identique à dx2 ... clx,t-1 

Si 
~k ~xn 

n’est pa.s nul, on peut prendre ce facteur K lui-même pour la nième

En définitive, toule forme symbolique 03C9 de degré n - I à n variables peut, par un.

convenable des variables indépendantes, être ramenée à l’une des deux formes

donl la première convient au cas oÙ 03C9 est la dérivée d’une forme de degré n - 2.

Cette réduction peut d’ailleurs être effectuée d’une infinité de manières et la

détermination des variables x~, ...~, de la forme réduite exige l’intégration de
l’équation 03C9n-1 df = O.

Considérons encore une forme 03C9n-2 de u n variables. Si 03C9n-2 n’est pas
une différentielle totale symbolique, la forme dérivée ~~~~"-2 peut, d’après ce qu’on
vient de voir, être ramenée à la forme dx1 ... par un choix convenablc

des variables. Les deux formes 03C9n-2 et dx2 ... ont donc même forme

dérivée, et par suite on a

étant une différentielle totale symbolique. Ces théorèmes sont, comme on voit,
tout à fait pareils à ceux qui concernent les expressions de Pfaff y deux ou trois
variables, sauf que les différentielles totales d’une fonction sont remplacées par des
différentielles totales symboliques.

D’une façon générale, toute forme symbolique peut être ramenée à une forme.

canonique analogue à la forme canonique d’une expression de Pfaff, où les différen-
tielles dx~ sont remplacées par des différentielles totales symboliques. Je raisonnerai,
pour simplifier, en supposant h = ?.

Soient t

une forme symbolique non dérivée et ~u’ la forme dérivée



Supposons que, par un choix convenable des variables indépendantes, chaque 
,

terme de 03C9’ contienne au moins un des facteurs cla_, .... On aura alors

si les trois indices i, I,~, 1 sont supérieurs à 7’. La relation générale

devient, si les trois indices ~, h~, 1 sont supérieurs n r,

. I

On peut donc écrire, en désignant par ~1 une sommation étendue aux valeurs
r + f, , ... , n des indices 1, , h’, Ar 1, .... étant de nouvelles fonctions de a’1, ..., 

Par suite, s! nous désignons d’une façon générale par d2U une différentielle totale

symbolique du second degré, le produit 1 ~ ~ est de la forme r/~~U~
moins des termes où deux des indices sont inférieurs a ~ -h t. En opérant de même

sur le produit symbolique d~ ( / ~ ~ A~~J~~~. B ), où les deux indices ~ et /~ sont su-
périeurs a /’ et ainsi de suite, on met (’/ sous la forme

La forme symbolique 03A3’lkldxidxkdxl est elle-même une différentielle totale sym-

bolique, et. les coefficients A’ikl, où deux des indices sont supérieurs a /B sont tous nuls.
Considérons maintenant l’ensemble des termes

la relation générale

devient en supposant t i>r, k>r,



On a donc, en désignant par V~~ une fonction de a~~~~, ..., 

En opérant de même avec tous les termes qui contiennent en facteur dx1 dx3, ... y

on Blet finalement o/ sous la forme

tous les coefficients où l’un des indices est supérieur a r~, étant nuls. Puisque la

forme 03A3A"ikldxidxk clx, est aussi une différentielle totale, la relation générale dont

on s’est déjà servi à deux reprises prouve que ces coefficients ne dépendent que des
variables .... .~~,. Cette forme peut donc elle-même s’écrire, puisqu’elle ne ren-
ferme que les r variables x~, ..., et leurs différentielles,

et finalement on a ramené ~u’ à la forme symbolique

Soit « = x1 clQ + ... + x’,, cl, H,,; la dérivée de la forme 03C9 - [) est identi-

quement nulle, et par suite on peu écrire

clR ... , il~~ H~, __1 étant des différentielles totales symboliques. ,

On aura une forme réduite où le nombre des termes sera le plus petit possible
en prenant pour r le nombre minimum 03C1 défini plus haut (n" 3), qui est égal à Il

diminué du nombre de dimensions des intégrales de a~’=o pour lesquelles ce
nombre est maximum. 

’

[5] On peut aussi étendre aux formes symboliques la théorie du facteur inté-

grant. Soit t (o une forme symbolique de degré p ; une fonction  des variables indé-

pendantes x1, x2, ..., est un facteur intégrant pour 03C9 si le produit 03C9 est une diffé-

rentielle totale symbolique. Pour soit un facteur intégrant, il faut et il suffit

que l’on ait identiquement

En égalant à zéro les coeflicients des différents termes, on a un système d’équa-
tions linéaires (mais non homogènes) par rapport aux dérivées partielles du premier



ordre de la fonction î, = Ces équations doivent être compatibles, ponr qu’il 
"

existe un facteur intégrant pour (o. S’il en est ainsi, l’intégrale générale de ce système
est de la forme

î,1 étant une intégrale particulière, (~’ une fonction arbitraire et fi, f=, ..., les

q intégrales distinctes d’un système complet, que l’on déduit des équations obtenues
en supprimant les termes indépendants de î, dans le système précédent. Si ce sys-
terne complet sE’ t à ~f ~x = o (i =1, 2, ... , n.), , il existe un seul facteur intégrant

~’xi
distinct ;a = e03BB1, et î., s’obtient par une quadrature. Dans le cas général, oÙ il existe
une infinité de facteurs intégrants pour ~~, toutes les fornnes , 

’

sont des différentielles totales symboliques, quelle que soit la fonction II. Il en est

ainsi en particulier de la forme ej~~~~. Mais doit aussi être une différentielle
totale et l’on a par conséquent

’ 

On aura de même 03A9df2 = o, 03A9dfa = o, et par suite Q est égale à un produit
symbolique ... , la forme II étant aussi une différentielle totale. On re-
marquera que lorsqu’il y a plus d’un facteur intégrant distinct pour 03C9, l’équation

admet des intégrales à n - i dimensions; si ~,i sont deux facteurs in’té-

grants d istincts, l’équation 2 1 = C représente une famille d’intégrales à. n - r di-

rncnsions.

.Les formes pour lesquelles le facteur intégrant a le plus haut degré de généralité
possible sont les formes représentées symboliquement par un produit de différen-
tielles totales telles que k df1 df2 ... Il en esl ainsi, en particulier, si p = n - r,
et l’on est ainsi amené à la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi.

Soit, comme plus haut,

Fellation qui exprime que ;~,U~~,_1 est une différentielle totale symbolique est diffé-
rente, suivant la parité de n 2). Si n est impair, cette condition est

et, si n est pair,



Dans le premier cas,  est un multiplicateur pour le système d’équations diffé-
rentielles ..

dont l’intégration donne les intégrales de l’équation 03C9n-1 df=o. Dans le second cas,

~, est un multiplicateur pour le système

qui doit remplacer le précédent.
On voit .immédiatement, d’après cela, que la connaissance de n - 2 intégrales

premières et d’un multiplicateur permet d’achever l’intégration par une quadrature.
Supposons en effet que l’on ai t effectué un changement de variables tel que y1, y2, ... , ,

soient les n - 2 intégrales premières connues; est un multiplicateur,
est une différentielle totale symbolique qui, après le changement de variables,

prend la forme

Pour que la dérivée de soit nulle, il est nécessaire que l’on ait

et en posant

on a aussi

z est donc une nouvelle intégrale de clf = o.
- On a étendu la définition du multiplicateur de Jacobi aux systèmes complètement
intégrables. Au point de vue où nous nous plaçons, cette extension est immédiate.
Soit l

un système complètement intégrable de s équations, équivalent au système

f1, f2, ... , f8 étant s fonctions distinctes. On a

le déterminant 0394 des coefficients étant différent de zéro. Considérons le produit
symbolique



toute fonction  des variables (x4, ..., tclle que 03A9 soit un; différentielle totale

symbolique est un multiplicateur du système 1 J~. Il est facile de voir qu’il existe
une infinité de multiplicateurs et de trouver leur expression générale. Imaginons en
efret que l’on effectue un changement de variables de façon que y~, y~, ..., yÇ soient
des intégrales du système (r.’)), y, ~ fi, ..., , ~~,~ ~ f,; le produit symbolique Q devient
0394dy1 dy2 ... dy,, e l’on a

Pour que ( 03A9’) soit identiquement nul, il faut et il suffit que u,! Me dépende que
de y1, y2, ..., Le quotient de deux multiplicateurs distincts encore une inté-

grale du système (I5).
La connaissance d’un multiplicateur est de la même utilité que pour un système

d’équations différentielles. Si on connaît s - i intégrales premières et un multipli-
cateur , on peut, comme plus haut, faire un changement de variables qui ramène

à la forme 
’

Puisque est une forme dérivée, on a les relations

et on aura une nouvelle intégrale par une quadrature (’)

(’) Le théorème fondamental de la théorie des systèmes complets peut aussi sc rattacher
facilement à l’étude des formes symboliques. Soit , f’(;x°,, ,~~,.... , .r,~) une intégrale commune
aux deux équations .

ou lcs coefficients _1;, 13l sont fonctions de ces rt variables. Considérons la forme symbolique
..

où dx1dx2...dxu dxidxk le produit dx1 dx2...dxn, ou ton aurait supprime les deux



[6] Le problème de l’intégration de l’équation peut être posé d’une façon
un peu différente, en employant le langage géométrique, de la même façon que
M. Cartan dans ses travaux sur les systèmes de Pfaff. Etant donnée une multiplicité
~~1"__~, définie par les r équations distinctes

et un point ..., sur cette multiplicité, un élément linéaire e de cette mul-

tiplicité issu de ce point est défini par un système de valeurs ..., veri-

flan les r relations.

L ensemble des éléments linéaires issus d’un point sur une multiplicité ?~I,~-,, à
n --- l~ dimensions forme une multiplicité plane à n - i~ dirnensions qui est déter-
minée par n - n éléments linéaires distincts, c’est-à-dire n’appartenant pas à une

multiplicité plane ~t moins de n - /’ dimensions. Soient

un système de p éléments linéaires distincts issus d’un point x2, ..., Nous

dirons ces p éléments linéaires son en involution relativement à l’équation 03C9 = o,

s’ils vérifient la relation

la sommation étant étendue a toutes les combinaisons ~ àp des n premiers nombres.
Une multiplicité intégrale de l’équation 03C9=o peut être définie comme une multi-
plicité telle que p éléments linéaires quelconques de cette multiplicité, issus d’un
même point, soient en involution relativement à l’équation 03C9=o. Il est, clair que

facteurs et les autres facteurs conservant leurs places. On vérific aisément que le
produit symbolique 03C9n-2 df est nul. si f est une intégrale du système (?). Toute intégrale
de ce système annule donc aussi le produit symbolique 03C9’n-2 df; en développant ce pro-
duit. on trouve que f doit satisfaire il la nouvelle équation ’



toute multiplicité à moins de p dimensions peut être considérée comme une inté-

grale puisquelle admet au plus p - 1 éléments linéaires distincts en un point non

singulier. Tous les déterminants qui figurent dans la relation sont donc nuls.

Si l’équation 03C9 =o admet une multiplicité intégrale à plus de p dimensions .

(j~ >p), est aussi une intégrale de l’équation ~,~’= o. Prenons en effet sur une

variété quelconque ; étendue à cette variété est égale,

d’après la formule de Stokes généralisée, à l’intégrale 03C9, étendue a la variété
fermée u p dimensions 11’r~ qui limite llr~ ~ . Mais cette variété Mf appartient à 

donc on a 03C9 = o. Il en est donc de même de 03C9’, et par suite p + I éléments
~ «p~-i ’

linéaires distincts de la multiplicité sont en involution relativement à l’équa-
tion = o. Ce résultat peut du reste s’établir directement de la mème façon que la

proposition classique sur les intégrales d’une équation de Pfaff : deux éléments

linéaires quelconques d’une multiplicité intégrale Mr(r> J) d’une équation de Pfaff
vérifient le résultat obtenu en égalant à zéro le covariant bilinéaire.

Il serait sans doute possible, en procédant comme lI. Cartan dans ses recherches
sur les systèmes de Pfafi’, de se servir de ces considérations géométriques pour
obtenir l’ordre maximum des intégrales et de préciser leur degré dé généralité. Je
ne m’occuperai pas de cette question dans ce Mémoire. Je vais seulement définir

quelques intégrales singulières; cette définition repose sur une remarque presque
évidente. Pour qu’une multiplicité M soit une intégrale, il faut et il suffit qu’en
chaque point il y ait p éléments linéaires distincts en involution. En effet, si la rela-
tion (I ~) est vérifiée par p éléments linéaires distincts, elle le sera aussi par p élé-

ments linéaires quelconques de la multiplicité plane qu’ils déterminent, puisqu’ils
se déduisent linéairement des p premiers. Cela étant, nous dirons qu’un élément
linéaire est singulier, s’il est en involution avecp-I autres éléments linéaires quel-
conques de même origine. Pour qu’un élément linéaire dx2, ... , soit singu-
lier, il faut et il suffit, d’après la condition {I ~), qu’il vérifie toutes les relations

»

quels que soient les p - i indices x~, x~, ..., Il existe des éléments singuliers si.

ces équations (18) se réduisent à moins de n équations linéairement distinctes, et
dans ce cas seulement. Il est clair, d’après la définition même des éléments singu-
liers, que ces équations (18) forment un système covariant de l’équation 
relativement a tout changement de variables. Si par la transformation (5) cj devient



le système (18) est remplacé par le système

Nous dirons que le système formé par les équations (18), est le premier sys-
tème associé à l’équation co = 0.

Si le système Si contient moins de n équations linéairement distinctes, il existe

des courbes 1’, dépendant de constantes ou de fonctions arbitraires, dont tous les
éléments sont singuliers; ce sont les courbes singulières. Toute multiplicité Mp com-
posée de courbes singulières est une intégrale de l’équation ~,~ = o. Prenons en effet,
en un point quelconque de p éléments linéaires distincts, parmi lesquels l’élé-
ment linéaire de la courbe singulière qui passe par ce point. Cesp éléments linéaires
sont en involution, et cela suffit, on l’a remarqué, pour qu’il en soit de même de

p éléments linéaires quelconques de Donc 1I~ est une intégrale.
On peut définir de même des systèmes singuliers formés de deux éléments, de

trois éléments distincts, ..., etc. Nous dirons qu’un système de éléments

linéaires distincts (dx1, dx2, ... ... , est singulier si les élé-

ments associés à p-2 autres éléments linéaires quelconques de même origine
forment un système de }) éléments en involution. Il faut et il suint pour cela que

ces deux éléments vérifient toutes les relations

quels que soient les p - 2 indices x,, «~z, ... , ~cn_2. Si le système S2 formé par les

équations ,

admet des intégrales à deux dimensions tous les couples d’éléments linéaires de
même origine sur ces multiplicités forment des systèmes singuliers de deux élé-
ments. Il est clair que ce système S2 est aussi un système covariant de l’équation
~~==o, et on démontrerait comme plus haut que toute multiplicité i engendrée
par des multiplicités m2 est une intégrale de 

En continuant pour trois, quatre éléments, etc., on définirait de même des

systèrnes S;p S4, ... , d’équations de même forme, de degré 3, 4, ... , p - i respec-

tivement, qui sont des covariants de l’équation En partant de la forme

dérivée co’, on définit de la même façon une autre suite de systèmes covariants
S’1, S’2, ..., S’p attachés à l’équation 03C9=0. Les deux systèmes SI et S’1, qui sont des
systèmes de Pfaff, jouent un rôle important dans la suite de ce travail.



[7] On peut vérifier comme il suit l’existence d’intégrales singulières ap dimen-
sions quand le système S, se compose de moins de n équations distinctes. Il existe
alors des courbes singulières dépendant de ii - i constantes arbitraires, car si l’on

ajoute aux r~ - r équations de S. r~- ~ i équations de même choisies de fac00FF.c}o
à former avec Si un système qui peut être résolu par rapport à n - I des différen-

tielles on obtient un système de n - 1 équations différentielles ordinaires. Les
courbes intégrales de ce système sont évidemment des courbes singulières. Si l’on a
choisi le système des variables indépendantes de façon que les équations de cette
famille de courbes singulières soit précisément

les équations du système Si doivent être vérifiées quand on y fait

Tous les coefficients A03B11 03B12...03B1p-1 n sont donc nuls, et la différentielle dxn ne figure
pas dans 03C9. Il est clair que la multiplicité Mp représentée par les équations.

où ... , Llp sontp paramètres auxiliaires, est une intégrale ! o, quelles que
soient les fonctions ~~, car tous les déterminants qui figurent dans cette équation
sont nuls, puisqu’ils ne renferment que les dérivées partielles de ..., 

Inversement, si l’on peut choisir les variables indépendantes de façon que (o ne

renferme que n -1 i différentielles .... les équations de Si ne renferment

que ... , Ce système comprend donc au plus 11 - I équations linéai-
rement distinctes, mais elle peu en contenir moins.

- Soi mue forme symbolique du second degré 
’

Le système S1 est formé des n équations

Pour que ce système Si admette d’autres relations que dxi=o, il faut et il suffit

que le déterminant symétrique gauche forme par les coefficients Aik soit nul; cette

condition est toujours satisfaite si n est irnpair. -



Supposons en particulier n = !~. Si le déterminant de Pfaff

est nul, il est possible de déterminer x~, Z3’ de façon que le produit symbolique

soit nul. En effet, en égalant à zéro tous les coeflicients de ce produit symbolique
développer on a un système de quatre équations linéaires et homogènes en a1, x$, a3, a~,
dont le déterminant est précisément A. La forme ~o est donc, le produit symbolique
de deux formes de Pfaff .

ou, d’une façon plus générale,

i,,, ,~,,, î,~, étant des fonctions de x1, xQ, x3, x~ vérifiant la condition i,1 ~,s - î,® ;~, == r. .
Or on sait que, par un changement de variables convenable, on peut ramener un

système de deux équations de Pfaff à l’une des formes suivantes (’) :

(’) Soit en général l’ordre des multiplicités intégrales d’ordre maximum du sys-
tènle telles qu’il en passe une par un point quelconque de l’espace. Imaginons que l’on
ait fait un changement de variables tel que ces multiplicités soient représentées par
yi=Cl (i=1, 2, ..., u). Les équations SI ne doivent renfermer que les différentielles

... et, par suite, après le changement de variables, tous les coefficients de la forme ~u,
où l’un des indices est supérieur à u, sont nuls. Il ne restera donc dans cu que les différen-
tiollcs dy1 ... dy, . La réciproque est évidente.

Ce nombre minimum u. des différentielles, que l’on peut laisser dans l’expression de co,
est au plus égal à la classe de cette forme, mais peut lui être inférieur, sauf dans le cas où
(J) est une différentielle totale symbolique. (Voir plus loin n° 10.)

Le nombre est au moins égal au genre du système SI G), mais
peut lui être supérieur, si ce système admet des intégrales singulières. Prenons par pxelnplc
le système

qui admet dcs multiplicités intégrales à dcux dimensions

quoique IC genre soit deux. Mais tous les linéaires de ces multiplicités, pour lCS-
quels on a - o. =o, dx3 - 0, sont des éléments singuliers.



La forme ~,~ peut donc être ramonée a l’une des formes réduites

on voit qu’il n’y figure que trnis ou

’ 

Il

[8J ] Dans nies Mémoires antérieurs sur les invariants intégraux, j’avais été conduit

précisément al considérer le système et, en utilisant une proposition de Frobe-
nius, j’avais démontré que ce esl complètement intégrable.

Je vais d’abord donner de ce théorème une autre démonstration plus directe,
fondée uniquement sur le caractère d’invariance, ce qui permet une étude plus com-

plète des propriétés de ce système, et donne en même temps la signification des

intégrales. Pour fixer les idées et sirnplifier les formules, je développerai la démons-
tration en supposant p===2, mais elle s’étend immédiatement, avec quelques com-

plications d’écriture, il une valeur quelconque de p.
Soient cu une forme du second degré à 11 variables, qui n’est pas une différentielle

totale symbolique,

et forme dérivée

où le coefficient Aikl a pour valeur

Le système S’ correspondant se compose des 

La propriété que nous voulons établir est évidente si le système (23) contient
n équations linéairement distinctes, car il est alors équivalent au système



formé de /~ équations dont les premiers membres sont des différentielles exactes.
Il en est encore de même, s’il contient n --1 équations linéairement distinctes seule-
ment. En effet, il se compose alors de n - i équations différentielles ordinaires, et
admet par conséquent n - combinaisons intégrables distinctes

’ 

Il suffit donc d’examiner le cas où le système S’1 consent seulement q équations
linéairement distinctes (q C n 2014 i). Ajoutons à ces équations n - q - i équations
de même forme

dont les coefficients peuvent être choisis arbitrairement, à condition de former avec

S’, un système comprenant n- > équations linéairement distinctes. Le système ainsi
obtenu admettant i intégrales premières, supposons que l’on ait pris un nou-
veau système de variables (vi, vQ, ..., v"), de façon que l’intégrale générale du 
téme précédent soi t ..

Après ce changement t de variables, la forme ~,~’ se change en une nouvelle forme

qui est aussi une différentielle totale symbolique, et le système SB devient

Ce système devant être vérifie identiquement, quand on - fait

tous les coefficien ts sont nuls, quels que soient les indices et lé. D’autre part,
puisque ~~~’ est une différentielle totale, on a la relation

qui devient ici ~Bikl ~03B3n = o, puisque Bkln, Blni, Bnik sont Il s’ensuit que la forme

symbolique 03C9’ et le système (24) ne renferment ni ytt ni On a donc, par ce chan-

gement de variables, ramené le système (23) u un système équivalent de q équations
à n - z variables.



Si ~/-==~20142, , la proposition énoncée est établie. Si q est plus petit que n - ~,
on remarquera quelle système (~!~j est de même nature que le premier. On peut donc
le ramener par un nouveau changement de variables à un système équivalent de
q équations à n - 2 variables, et ainsi de suite. On finira donc par le ramener à un
système de q équations à q+ i variables, u un système complètement
intégrable. 

,

Voici une conséquence importante du théorème. Prenons un nouveau système de
variables y,, ..., tcl que l’intégrale générale du système S’1 soit précisément

et soi t ,>’ = £ Jy, dyk dyl la nouvelle expression de ,>’ avec ce système de v.a- 
’

riables. Les équations du système associé (a£j) devant être -vérifiées quand on y
suppose dy, = o, ... , dyq = o, quels que soient dyq+1, ... , tou s les ind ices où

l’un des indices est supérieur à q sont nuls. De plus, on démontrera comme tout à
que les autres coefficients sont indépendants de ... , Dans la nou-

velle expression Je ,>’

ne figurent donc que y, ... , yq el ... .

Quelles que soient les variables choisies; on ne peut trouver pour ~,~’ une

expression où figurent moins de q variables. En si l’on pouvait mettre ~,~’ sous

une forme .

où les coemcients Cikl ne dépendraient t que de q - ~ variables seulement, par

exemple zi, z~, ..., z~_1, et où tous les indices 1, A*, 1 ne prendraient eux-mêmes que
des valeurs inférieures à q, dans les équations du système associé

ne figureraient que les y - i différentielles dz1, ..., dzq-1, et ce système renfermerait
au plus - f équations linéairement distinctes, contrairement à l’hypothèse.
On appelle en général classc d’une forme symbolique le nombre minimum de

variables au moyen desquelles on puisse exprimer cette forme par un changement
de variables convenable. Le résultat qui vient d’être obtenu peut alors s’énoncer
ainsi : la classe différentielle tolale symbolique est égale au nombre d’équations
linéairement distinctes du associé S’, .



Le théorème, démontré en supposant que la forme (0’ est du troisième degré,
s’applique. quel que soit le degré ; on le voit immédiatement en reprenant la dé-
rnonstration.

Nous dirons qu’une forme symbolique de classe q est ramenée à une forme
réduite lorsque dans son expression ne figurent que q variables et leurs différen-

, 

tielles. Il y a évidemment une infinité de manières de ramener une forme dérivée à
une forme réduite, mais toutes ces formes se déduisent l’une de l’autre par un chan-
gement de variables portant uniquement sur les q variables qui y figurent. Soient en
effet t 

’

deux expressions réduites d’une même forme dérivée. ’

Le système associé S’t peut être écrit sous les deux formes

Il s’ensuit t que les équations y, = C, ou (i = r, 2, ... , ~) représentent
l’intégrale générale d’un même système complètement intégrable. On a donc des
relations de la forme

et l’on passe de l’une des formes réduites à l’autre par un changement de variables.
Les variables qui figurent dans une forme réduite de 03C9’ constituent donc un système

de q intégrales distinctes du système complètement intégrable S’, . , .
Si, par un moyen quelconque, on peut ramener ~u‘ à une forme réduite, on a par

là même intégré le système complètement intégrable -

Remarque. - Dans une expression réduite de 03C9’, toutes les différentielles dy1,
... , dYq doivent figurer; si dyq par exemple n’y figurait pas, les équations (2~)

ne pourraient comprendre plus de q - ~ f équations linéairement distinctes.

[9] Le système S’1 n’est pas un système complètement intégrable quelconque.
Si l’on connaît ’q,- 1 intégrales premières de ce système, on peut achever l’intégration
par une quadrature...

Supposons toujours que l’on ai effectué un changement de variables tel que ces
q - ~ 1 intégrales premières soient ==:C _ . Avec ce sys-
tème de variables, les équations (24) du système associé S’, doivent se réduire à une
seule équation distincte quand on y fait clyl = o, ..., = o . Elles rie peuvent
être toutes vérifiées identiquement après cette substitution, car elles se réduiraient à



moins de q équations distinctes. Toos les coefficients Bikl, où deux des indices sont

supérieurs â cl - I , doivent être nuls. En effet, supposons par exemple que l’on ait .

~ o, k et la étant supérieurs à q - I . deux équations du système (24), oÙ
. l’on a fai t cly, = o , ... o ,

ne peuvent se réduire a1 une seule, car la première contient un ternie en et ne

contient pas de terme en tandis que la seconde, au contraire, renferme un
. terme en et ne renferme pas de terme en .

Cela étant, prenons un système de valeurs pour les indices et A’ tel que tous les
coefficients où ne soient pas nuls. La relation générale

t, puisque == - o, si 1 et h sont > fi ,

Le premier membre de l’équation

où l’on regarde y,,, ..., comme des constantes, est donc une différentielle exacte,
et la dernière intégrale s’obtient bien par une quadrature.

La proposition est vraie, quel que soit l’ordre de la forme dérivée. Le théorème
classique de Jacobi peut en être considéré comme un cas particulier, correspondant
à la valeur n - 2 de p. Supposons en effet que le système d’équations différentielles.

admette pour multiplicateur l’unité, c’est-à-dire que l’on ait

Si Il est impain, par exemple, on a que la forme (n° 5)



était une différentielle totale, et le système associé SB est identique au système (26).
On reviendra plus loin sur les autres simplifications que peut présenter l’intégration
d’un système S’, associé à une forme dérivée de degré quelconque.

[10] Dans tous les calculs des paragraphes précédents, les coefficients de la

forrne dérivée 03C9’ in terv iennent seuls ; il n’est pas nécessaire de connaître les coeffi-

cients de la forme ~ elle-même, dont u~’ est la forme dérivée. Supposons maintenant

.que l’on veuille avoir la classe d’une forme quelconque c~ qui ne soit pas une diffé-
rentielle totale. Il est clair que, quand on passe d’une forme la forme dérivée, 

’

on n’introduit aucune variable nouvelle qui ne figure pas dans o~; la classe ne peut
donc augmenter. Par suite, si ~,~’ est de classe q, « est au moins de classe q, mais elle

peut être de classe supérieure à q. Supposons la forme ~o’ de classe q mise sous une
forme réduite où figurent seulement q variables et leurs différentielles; on peut par
des quadratures (n° 4) déterminer une forme ~,~1 ayant pour dérivée ~’ et où ne

figurent que les mêmes variables qui figurent dans c/. La différence c~ - ~01 est une
différentielle totale, dans l’expression de laquelle peuvent entrer des variables, en
nombre quelconque, qui ne figurent pas dans ~u’. ,

Pour avoir la classe de la forme o elle-même, considérons la forme auxiliaire

, 
étant une nouvelle variable indépendante, qui restera la même dans tous les

changements de variables portant uniquement sur les n variables x1, x2, ..., xn. Nous

raisonnerons toujours, comme plus haut, en supposant p= 2. La forme dérivée ~,~‘1 a
pour expression .

Soit le système de Pfafl’ associé à la forme c~ ; il se décompose en deux groupes
d’équations



ce système Si est lui-même un système complètement intégrable, d’après la propo- .
sition générale du n° 8. C’est aussi un système covariant de l’équation ~u ~ o, rela-
tivement à tout changement de variables portant sur les variables ..., x,z, la .

variable n’étant pas changée.
Si l’on ajoute aux équations de Si l’équation = o, on obtient un nouveau

système complètement intégrable (’) S’’’1, composé de deux groupes d’équations

qui s’obtient en ajoutant les deux systèmes Si, associés respectivement à w et
à 03C9’. Il est clair que ce système S’’’1 est lui-même un covariant de 03C9. On peut démontrer
directement qu’il est complètement intégrable en raisonnant comme on l’a fait sur le
système S’,~. La proposition est évidente, si le système contient n ou n - I équations
distinctes. S’il contien t q équations distinctes (c~ C n - I), faisons un changement
de variables tel que les équations

représentent une famille d’intégrales à une dimension du système transforme.

Soit ~~~ = ~~.13~~. cl,~-~. la nouvelle expression de les équations

(’) D’une façon générale. si l’on réunit les équations des deux systèmes complètement
intégrables, on obtient un nouveau système complètement intégrable. Si le premier sys-
tème S, coritierit p équations linéairement distinctes, il est équivalent à un système

Le second système S2 est de même équivalent a un système équations

Si ~~ fonctions ,/;, ~r~ sont distinctes, il n’y a aucune relation linéaire entre les
différentielles d03C6k, ot par suite le système formé par les équations (x) et (03B2) contient.
p + r~ équations distinctes. Dans le cas général, il y a autant de relations distinctes entre
les p + q fonctions fi, 03C6k qu’il y a de relations linéaires entre leurs différentielles. S’il y a
r relations, les équations (x) et se réduisent à p+q-r équations linéairement distinctes
et forment bien un système complètement intégrable.



doivent être vérifiées quand on y suppose dy1=o, ..., Tous les coeffi-

cients où l’un des indices est égal a n, sont donc nuls. Il en est de même

des dérivées ~Bik ~yn, d’après la relation générale

et par suite la nouvelle expression de (.3 ne renferme ni Yu’ ni Le système Sï’ est
donc remplacé par un système équivalent de q équations à r~ - i variables seu-

lement. En continuant de la sorte, il est clair qu’on finira par arriver à un système
de q équations à q + 1 variables seulement, équivalent au système S1", c’est-à-dire à
un système complètement intégrable. , 

,

Les conséquences sont les mêmes que celles qui. ont été développées plus haut

(n" 9). Si l’on a pris un système de variables indépendantes (y~, ..., Yu) tel que le

système Si" soit équivalent au système ‘ 

’

dans l’expression de la forme ~,~ avec ce système de variables

ne figurent que les variables y2, ..., yq et leurs différentielles , ..., . La

forme o~ est donc au plus de classe q. Cette forme ne peut être de classe inférieure
à q, car s’il était possible de l’exprimer au moyen de q’ variables z,, zQ, ..., zq, et de

leurs différentielles , ... dzq, (q’ ~ q), le système Si" comprendrait an plus 
’

q’ équations linéairement distinctes.
La classe d’une forme symbolique 03C9 est donc égale au nombre d’équations linéai-

rement distinctes clu système S’’’1 formé par la réunion des deux systèmes Si et S’, . 
Lorsque le système S;" ne renferme pas d’équations linéairement distinctes des

q équations du système S’i la forme ~,~ est de même classe que la forme dérivée ~,~’, et
il suffira d’intégrer le système S’1 pour ramener ces deux expressions à une forme
rédui te par un même changement de variables.

Supposons maintenant que le système Si contienne 1 équations linéairement dis-
tinctes des q équations du système S’i. Le système Si" se compose alors de 
équations. Pour trouver l’intégrale générale de ce système (on suppose bien entendu
q + a°Cn), on peut d’abord intégr’er le système complètement intégrable il reste

ensuite à intégrer un nouveau système complètement intégrable de r équations. Ce 
’

nouveau système jouit de la même propriété que le système S’~; si l’on a obtenu

/’2014t 1 intégrales, on peut achever l’intégration par une quadrature. Pour le dé-



montrer, supposons que l’on ait pris un système de variables tels que y~, y,, ... yq
soient des intégrales de S’,, et ..., des intégrales du système S~’. Soit

l’expression de w avec ce système de variables; yi, ..., yq étant des intégrales du

système S’, , tous les coefficients Bikt où l’un des indices est supérieur à q sont nuls,
et ce système est équivalent aux q équations

. D’autre part, toutes les équations du système Si doivent se réduire à une seule

quand on y fait c~y1= o, dy~ = o, ... , En raisonnant comme au n° 9,
on en déduit que tous les coefficients où les deux indices sont supérieurs
à q + r -1, sont nuls. Soit t 

.

une équation de ce système dont tous les coefficients ne sont pas nuls. La relation

générale

se réduit a

si les deux indices h et 1 sont supérieurs à q + l~ - 1 . Le premier membre de l’équa-
tion (32) est donc une différentielle exacte, en regardant y~, ..., comme ’

constants.

Appelons pour abréger opér~ation ~r la détermination d’une in.tégrale première
d’un système complètement intégrable de nz équations aux différentielles totales.

On peut dire alors que l’intégration du système S~ + S’i exige d’abord les opérations
q, q - 1 , ..., 2, et une quadrature; puis les opérations 1, n - 1 , , ..., 2, et une qua-

drature. Cette dernière série d’intégrations se réduit à une quadrature si l’= I .

Le système S’~ ne comprend que trois équations distinctes

tandis que s’~ -~-- Si contient quatre équations



« est donc de classe quatre et 03C9’ de classe trois. Le système S’1 admet les trois inté-
grales x1, x$, zx1 x3 + x¢ . En prenant pour variables x1, x2, x3 et y ‘ 2x1 x3 + x4 on

a en effet . 

Remarque. - Pour que la forme dc degré p soit le produit symbolique.de
p facteurs ... il est nécessaire que cette forme soit de classe p, si c’est

une différentielle totale symbolique, ou de classe p + i dans le cas contraire.
Ces conditions sont suffisantes. Si, par exemple, est de classe p + t, on peut;

par un changemen t de variables, la transformer en une forme symbolique de degré p,
où figurent seulement p + i variables y~, y~, ... , ~, et l’on a démontré plus haut t
(n" 4) qu’une telle forme est décomposable en un produit symbolique de p diffé-
rentielles .

Si le facteur i1 ne se réduit pas à une fonction de f1, f$, ... , la forme est

elle-même de classe p + i, et le système (S) + (S’) est identique au système (S’t).

[11] ] lleprenons encore le système complètement intégrable S: que nous écrirons

S’il se compose de 111 + équations linéairement distinctes, il admet r~z intégrales
indépendantes et une dernière intégrale dépendant de de la forme

Cette dernière intégrale s’obtiendra par une quadrature quand on aura obtenu
les intégrales premières indépendantes de Imaginons encore que l’on fasse un
changement de variables tel que ces m intégrales soient précisément y,y, .... y
Comme le système Si est un covariant de la forme co relativement à tout changement
de variable portant uniquement sur les n variables x~, ... le système de
même forme que ~ï



devra admettre les m intégrâtes premières y1, ..., indépendantes de Il faut
d’abord que l’on ait 13~k-o si l’un des indices est supérieur à n2, et par suite tous
les coefficients où deux des indices sont supérieurs à ni seront nuls. Supposons
i -~ ni 1; -~ m ; toutes les relations

doivent se réduire à une scul;,_ce, qui exige que le rapport soit indépendant des
indices 1 et 1;.. Mais on a, 1 étant supérieur ii i>1 , 

,k

par conséquent quels que soient les indices (i, li) (i’, Iz’) dont aucun n’est supérieur’

Le rapport de deux coefiicients quelconques est donc indépendant des
variables , ... , et l’on a pour ~~~ une expression de la forme

les coefficients Cik ne dépendant que de y~ , y~, ...~ YIll. Par un raisonnement déjà
employé deux fois, on démontre que la forme 03C9 ne peut être mise sous une forme
analogue où le nombre ni serait remplacé par un nombre inférieur. S’il en était
ainsi, le système Si comprendrait moins de m + équations linéairement distinctes.
Ce nombre ni s’appelle la classe de l’équation CI) = o.

Nous avons rnaintenant deux cas à distinguer. Si le facteur K ne dépend que des
variables y~, y~, ..., on peut évidemment le supposer égal à l’unité. La forme m
est de classe m, et y~, y~, ..., Ym sont les variables qu figurent dans la forme réduite,
c’est-à-dire des intégrales des systèmes S, et S’1. La dernière équation du système S: se
réduit à = o. La classe de 03C9 est égale a la classe de l’équation 03C9 = o, mais la
classe de peut être un nombre quelconque inférieur à A/?.

Si le facteur K contient d’autres variables que y1, y~, ..., on peut supposer ~

Les + I équations du système Si se réduisent alors à



La classe de (o est m+ 1, tandis que la classe de l’équation est seulement /y?.

Dans ce cas, la classe de ~,~‘ est aussi m + 1. En effet, la classe de ~,~’ est égale au

nombre des équations linéairement distinctes du système

Or, ce système est identique au système Sï, relatif à la forme B dyidyk, qui

se compose de m + i équations distinctes, puisque cette forme est de classe na.
En définitive, on a trois nombres à considérer ~: .

i" La classe c,., de la forme ~u ; ce nombre est égal au nombre des équations linéai-
rement distinctes du système S1’’ formé par l’ensemble des équations des deux sys-
tèmes S, et S’,. 

’ 
’

2° La classe c,.,~ de la forme c,~’; ce nombre est égal au nombre des équations .

linéairement distinctes du système ’
3" La classe y.., de l’équation 03C9 = o ce nombre est égal au nombre des équations

linéairement distinctes du système Si, où l’on aurait supprimé .

On a toujours c"; > c",~ et c", > On ne peut avoir les signes d’inégalité en
même temps. Nous venons de voir, en effet, que si l’on a c", _ ~f", + 1, on a for-

cément c", = c~,~. Si c", _ la classe c",~ peut être inférieure à c",. Dans ce dernier

cas, l’équation = o est une des combinaisons intégrables du système Sï .
. Plaçons-nous dans le cas où c,., _ ~ ", + i . Si l’on a trouvé lesm intégrales y~ ,

..., y", du système Si indépendantes de on peut trouver la dernière inté-

grale du système S’1 sans aucune quadrature. Il suffira, en effet, de prendre un nou-
veau système de variables indépendantes dont y~, ..., y", fassent partie.

La forme o, nous l’avons vu, s’exprimera uniquement au moyen des différen-
tielles ~ , , ... , 

et on pourra prendre pour la dernière intégrale l’un quelconque des coefficients

Bik qui ne sont pas nuls.
Tout ce qui précède s’applique, bien entendu, quel que soit le degré de la forme oj.

Dans le cas d’une forme de Pfail’, on ne peut avoir à la fois ch) == c,"~ = y,.,. Si c~" est

un nombre impair + r , la forme canonique de 03C9 est

et l’on a



dans ce cas, ,~", = c... == ~n ~ i. , c",~ = . Si c"> est un nombre pair la forme

canonique de ~.~ est .

on en déduit

et, par suite, = c",~ = c~" . On remarquera que c~"~ est toujours un nombre
pair, tandis que est toujours impair.

- Dans le cas d’une forme symbolique de degré supérieur au pre-
mier, les trois nombres c..,, ,~a,, c",~ peuvent être égaux.

Soit, par exemple,

on a

et les trois systèmes d’équations aux différentielles totales considérés plus haut sont
identiques et donnent dxi = o (i = I, 2, ... , 6). On a donc dans ce cas

[12_] Le système complètement intégrable où l’on regarde x,~T1 comme un
paramètre auxiliaire, est le système caractéristique relatif à l’équation = o. Toute
multiplicité intégrale de ce système, c’est-à-dire toute multiplicité dont tous les élé-
ments linéaires vérifient les m équations de S;, est une multiplicité caractéristique.
Il existe des multiplicités caractéristiques à dimensions représentées par
les équations

où 
..., sont n2 intégrales distinctes de Sï, indépendantes de ~;,~ ~, et toute

multiplicité caractéristique s’obtient en prenant unc multiplicité arbitraire sur une
des multiplicités caractéristiques Nous dirons que y,, y3, ... forment un

système de variables caractéristiques. Le lieu des multiplicités caractéristiques
issues des différents points d’une multiplicité intégrale Mr cte l’équation 03C9 -o est aussi

une multiplicité intégrale de la même équation.

On le vérifie immédiatement en supposant l’équation 03C9=o ramenée à une forme
réduite, où les coefficients ne dépendent que des variables caractéristiques y,, ..., 
Si les équations



représentent une multiplicité intégrale il r dimensions, u2, ..., ui étant r para-

mètres arbitraires, il est clair que les équations .

représentent aussi une multiplicité intégrale, qui sera a dimensions si les

paramètres ..., figurent effectivement dans les expressions de y~, ..., Il

est clair que cette multiplicité est le lieu des multiplicités Mn-m issues des différents

points de la multiplicité 11,,. En particulier, le lieu des multiplicités caractéristiques
1~~,~,_," issues de tous les points d’une multiplicité quelconque d’ordre inférieur â ~
est une multiplicité intégrale.

. 

Considérons en particulier une forme 03C9 de degré p, égale au produit symbolique
de h formes de Pfaff linéairement distinctes

ou

Supposons que, par un changements t de variables convenable, on puisse rem-
. 

placer le système desp équations par un système équivalent ou figurent 
lement at variables y~ , ... Y et leurs différentielles

Le produit symbolique CI) se transforme en un nouveau produit symbolique

le facteur K pouvant contenir, en même temps que les variables y~, yJ, ..., y", d’au-

tres variables ym+1, .... L’équation cu=o est donc au plus de classe Elle ue peut
être de classe inférieure à m, car si l’on pouvait mettre (o sous une forme telle que
03C9 = II. 03C91, I-I étant une fonction ordinaire et cu1 une forme symboliqUe où figurent
seulement variables et leurs différentielles, serait aussi le produit symbo- 

"

lique de p facteurs linéaires ne dépendant que de ces rn - r variables et de leurs
différentielles. Le système des p équations de Pfaff ni=o est donc de classe /~, et le

système qui définit les caractéristiques de ces équations est identique au système qui
définit les caractéristiques de l’équation 03C9 = o. 

,

Lorsque les p équations forment un système complètement intégrable, le

produit symbolique ~u est réductible y la forme

et la détermination des variétés caractéristiques y1, ..., yp est équivalent u 



gration du système donné lui-même. On voit par là que les équations différentielles
des multiplicités caractéristiques d’une équation peuvent former un système 
tement intégrable quelconque.

Ilt ’

[13] Les propriétés des formes symboliques de différentielles se prêtent faci-

lement à l’étude des invariants intégraux. Étant donné un système d’équations
différentielles

où 1~, ~~, ..., 1~~ ne dépendent pas de la variable tout invariant intégral de ce
système est représenté par une intégrale, simple ou multiple,

où est une forme symbolique de degré p, dont les coefficients doivent vérifier un

certain nombre d’équations aux dérivées partielles qui expriment que dIp dt est iden-

tiquement nul, quelle que soit la multiplicité Mp à laquelle l’intégrale est étendue (1).
Imaginons un changement de variables oo ail ramené la système (32) a

la forme canonique

la forme symbolique (o se change en une nouvelle forme symbolique où les va-

riables y1, y2, ..., et t les différentielles ..., dz peuvent figurer d’une

façon quelconque, mais dont les coefficients ne dépendent pas cle la variable z.
Cela étant, soient o et ~,y~ deux formes symboliques correspondant ~ deux inva-

riants intégraux Ip et Iq du système (32), 03A9p et 03A9q les expressions de ces formes sym-
boliques après le changement de variables qui ramène le système il la forme (32’).

(i) Il existe aussi des invariants intégraux d’une autre espèce.

03A6 étant une forme sens de degré nt en dx2, ..., dxn, dont les coefficients

sont des fonctions de .r,, .r.,...., Pour qu’une forme de cette espèce donne un invariant

intégral, il faut et il suint que. par le changement de variables qui ramené le système (3?)
à la forme (3?’), la forme 03A6 se transforme en une nouvelle forme 03A8(dy1, ..., dyn-1. dz)
dont les coefficients ne dépendent pas de z.



Les coenicients de ~p et de Qq ne renfermant pas la variable z, il en est évidemment
de même du produit symbolique .03A9q. Or, on a, les propriétés d’inva-
riance d’un produit symbolique, .

ce qu i prouve que la forme symbolique de degré p + 03C9p03C9q se transforme cn une

forme symbolique dont les coefficients ne renferment pas::, par le cllangement de
variables qui conduit des équations (3?) aux équations (3?’). Au produit symbolique

donc nn invariant intégral d’orci re p + q

Ce théorème est dû a Poincaré, qui i l’a déduit des propriétés des équations aux
variations. L’énoncé n’exige pas que et soient différents; de tout invariant

intégral on peut donc en déduire do nouveaux représentés symboliquement

par (cun)3, .... Tous ces invariants sont identiquement nuls, si p est

ilupair.
Connaissant un ou plusieurs invariants intégraux du système (32), si l’opération

. précédente pernlet d’en déduire un invariant intégral n, on aura un multi-

plicateur du système. Si, en procédant d’une autre façon, on peut en déduire un
autre invariant d’ordre n, on aura deux multiplicateurs et par suite une intégrale,
pouvant se réduire ~t une constante. Supposons, par exemple, que l’on connaisse un

invariant intégral du second ordre Iz = c~~~ " d’un système de 2/1 équations, la

puissancc symbolique n’étant pas nulle, et en outre deux intégrales -.~R.. On

en déduit que

sont aussi des invariants intégraux, dont le dernier donnera un multiplicateur du

système. D’autre Part, 03C61 et étant des intégrales, d03C61 , sont aussi cles

invariants intégraux, ainsi que (03C92)n-1 d03C61d03C62. Le quotient des deux formes sVil1-

boliques

est donc une nouvelle intégrale du système proposé.



Le théorème classique de Poisson n’est qu’un cas particulier de cette proposition.
Supposons que le système considère soi t un système canonique de an équations

cc système admet l’invariant intégral (‘)

La puissance symbolique est identique à n! dJ;1 ... clh,L, et par coll-

séquent le système (33) admet pour multiplicateur l’unité, comme il est bien connu.

D’autre part, si 03C61 et 03C62 sont deux intégrales, / (03C92)n-4d03C61 d03C62 est un invariant inté-

gral. Or, le produit symbolique ;~,y)"-’ est égal, ~ un facteur constant près,
comme on le voit aisément, à ... L’expression (03C61, 03C62) est donc,
une intégrale du système (33). Les généralisations bien connues du théorème de
Poisson s’établissent de la même façon.

[14J Poincaré a indiqué d’autres procédés permettant, dans certains cas, de dé-
duire d’invariants intégraux connus une ou plusieurs intégrales du système (3a),
sans aucune intégration. Tons ces procédés, de caractère algébrique, se déduisent t

aisément de la forme canonique des invariants intégraux, quand on suppose le sys-
tème ramené à la forme (32’), et s’appliquent en particulier aux invariants du pre-
mier ordre, considérés dans la note de la page 34.

Le problème que je me suis proposé dans les travaux consacrés à ce sujet est un

peu différent. La connaissance d’un invariant intégral ne permet pas en général

(1) On peut démontrer comme il suit que les systèmes canoniques sont les seuls qui
admettent l’invariant intégral I2. Supposons en effet que T, soit un invariant intégral du
système

La forme 03C9u étant une différentielle totale symbolique, du premier ordre que
l’on déduit de (., par l’opération (E) doit être un invariant t~ ~(D;.

Or, cet invariant a pour expression

La fonction sous le signe  devant être une différentielle exacte, on a donc



d’obtenir sans aucune intégration une ou plusieurs intégrales premières du sys-
tème (32), mais on peut toujours en déduire un nouveau système d’équations diffé-

rentielles, d’ordre inférieur ou égal à n , dont l’intégration présente des simplifi-
cations qui ne se présentent pas pour le système le plus général, et dont toutes les -

intégrales sont aussi des intégrales du système (32). Ce fait, que j’avais établi direc-

tenient, se rattache très simplement à la notion de classe d’une forme symbolique.
Considérons en particulier les invariants intégraux que je désigne par I~~~, qui

sont aussi des invariants intégraux pour tous les systèmes d’équations différentielles

que l’on déduit du système (32) en multipliant tous les coefficients X~ par un facteur

quelconque i,(x,, ~~, ... , x"). De tout invariant intégral on peut déduire, par des
. additions et des multiplications, un invariant de cette espèce. Soit u~h’~ la forme sym-
bolique qui correspond à un tel invariant 1(e)p. Ces formes symboliques sont caracté-
risées par la propriété suivante : si l’on fait le changement de variables qui ramène
le système (32) à la forme (3?’) ; ; l’expression 03C9(e)p se change en une expression syjoho-

lique 03A9(e)p, où ne figurent ltl z ni dz. La forme 03C9(e)p est donc au plus de classe n - I,
mais elle peu t être de classe inférieure à n- i. Soit i n-r (r i) la classe de cette

forme; si on la suppose ramenée à une forme réduite où ne figurent que n - l’ va-
riables Y1,..., Yn-r, et leurs différentielles, il est clair que les variables 1’,, qui
figurent dans cette expression réduite, sont elles-mêmes des fonctions de y1, w, y?‘-1,

indépendantes de ~, et par suite des intégrales du système (32). Si donc l’on connaît

un invariant 03C9(e)p des équations (32), on aura des intégrales de ce système
en déterminant les variables qui figurent dans la forme réduite de On a vu dans

les paragraphes précédents comment l’on déterminait ces variables par l’intégration
d’un système d’équations aux différentielles totales complètement intégrable, dont
l’ordre est égal à la classe de ~,~h~~, et les simplifications qui pouvaient se produire
dans l’intégration de ce système.

Soient Si et S’1 les systèmes d’équations aux différentielles totales associés respec-
tivement à la forme et à la forme dérivée. Le système S’est complètement inté-
grable et toutes ses intégrales sont aussi des intégrales du système .(32) ; c’est le

résultat que j’ai établi dans mon premier Mémoire sur les invariants intégraux. Le
nouveau résultat est plus complet, puisque le systè me Si + S’1 est lui-même complè-
tement intégrable, et, s’il ne se confond pas avec S’~, il donnera de nouvelles inté-

grales du système (3a). Je n’avais pas tenu compte de ce système, sauf dans le cas
particulier où - ?. La forme ~,y‘’~ ~ est alors de classe n- I ou de classe ~2-?. ~
Dans le premier cas, ’~~_., est réductible il la forme canonique

y1, yN, ..., v"_! sont les intégrales système complet que l’on ohtiendra en écri-



vant que lc produit symbolique 03C9(e)n-2 df est nul (n" 4). intégrale yn-1 s’cb-
tient alors sans aucune quadrature.

Si 03C9(e)n-2 est cle classe rt - 2, elle est réductible it la forme canonique

elle est donc une différentielle totale symbolique et, si connaît rt-;~ intégrales
du système complet correspondant, on aura la dernière intégrale de ce système par
une quadrature (11° 9). Mais, en général, la dernière intégrale du système (32)
ne pourra s’obtenir par une quadrature.

Si l’on connaît un invariant intégral la forme correspondante ~,y~~ de classe
rt -1 est réductible a la forme on connaît donc un multiplicateur
pour le système (3~), car ce système est équivalent à celui que l’on obtient en écri-
vant que le produit symbolique 03C9(e)n-I df est nul (n°5). Inversement, la connaissance
d’un multiplicateur permet de former un invariant 1~ (Mémoire D).

Reprenons encore le cas où l’on connaît un invariant I(e)I, c’est-à-dire un inva-
riant intégral du premier ordre

dont les coellicienis _1i vérifient la relation A1X1 + ... -f- 

La forme de Pfafl’ 03A3 Ai dxi est alors au plus de classe n-1, et les variables qui

figurent dans la forme réduite sont des intégrales du système (32). La détermination
de ces intégrales présente les mêmes simplifications que la réduction d’une expres-
sion de Pfaff à sa forme canonique.

(~5~ Connaissant un invariant de classc rC n - I du système (32), si l’on a

pu intégrer le système correspondant à cet invariant Si + S’,, on aura par là même
déterminé r intégrales du système (32), que l’on pôurra, par un changement de va-

riables, ramener à un système d’équations différentielles à inconnues. La

connaissance de l’invariant l~~ ne peut plus être d’aucune utilité pour l’intégration
de ce nouveau système. Supposons en effet que l’on ait choisi les nouvelles variables

y, y, ..., façon que 1~ uniquement au moyen de y1, yz, ’ . ’, Y",

c~y~, ..., Le système (3?) transformé prend la forme

puisque y,, ... , y~. sont des intégrales, il est clair que toute forme symbolique

qui s’exprime uniquement au moyen de ..., ... , fournit un invariant



intégral de ce système, mais cet invariant ne peut servir en rien a l’intégration du
nouveau système .

où y1, ... , yr sont regardées comme des paramètres. On a donc épuisé, comme il
était facile de le prévoir, tout t ce qu’on peut tirer de la connaissance de l’inva-

riant I~e~, en déterminant les variables qui figurent dans la forme réduite de cet
invariant. 

’

Il n’en est pas de même si l’invariant a été déduit par l’opération (E) d’un
autre invariant connu d’ordre p+ I . Pour le montrer, nous sommes amenés il exa
miner de plus près le problème suivant. Supposons que l’on connaisse r intégrales
~ (n[n- i) du système (82) et de plus un invariant intégral Ip. On peut alors ramener
le système (32).~ un système différentiel à n - r inconnues. Il s’agit de reconnaître
quelle peut être l’utilité de l’invariant intégral Ip du système primitif pour l’inté-
gration du système transformé. Pour ne pas multiplier les notations, nous suppo-
serons que l’on a choisi les variables indépendantes de façon que les r intégrales
connues sont précisément x1, J,, ..., Le système proposé est alors de la forme

Soit t

un invariant intégral d’ordre p de ce système. Les relations générales, qui expriment
que Ip est un invariant, deviennent dans ce cas, puisque 1~ _ ~, _ ...., _ ~,.= o,

en posant

Ne prenons dans ~,y cluc les coeflicien ts 1~,1,,: ., . ,,r~, dont tous les indices x9, x~, ..., a~
sont supérieurs â 1. L’ensemble des relations (35) appliquées il ces coefficients

exprime précisément que



la sommation étant étendue u tous les systèmes de valeurs des indices plus grandes
que n, est un invariant intégral pour le système

où l’on regarde x1, x2, ..., xr comme des paramètres. 1)e l’invariant intégral Ip du
système (34) on déduit donc un invariant intégral du même ordre pour le sys-

tème (36).
Cc procédé est en défaut si les coefficients ;1,,, 03B12...03B1p, où tous les indices sont

supérieurs à l’, sont tous nuls (ce qui arrive en particulier lorsque l’on a 

Supposons qu’il en soit ainsi, mais que les coeflicients _1,,~ ,~ ... ,,r~, où p - i des indices
seulement sont supérieurs à r, ne soient pas tous nuls, par exemple que quelques-uns
des coefficients I03B12... 03B1p, ou 03B12 > >’, ..., >’, sont différents de zéro. Parmi les

relations (35), prenons seulement celles où figurent ces coefficients. Puisque
,~1~,,~ ... ~. ==:o, lorsque lz est supérieur à r, ces relations deviennent t

et elles expriment que

la sommation étant étendue aux valeurs des indices x.,, ..., x~,, plus grandes que r,
est un invariant intégral du système (36). 

’ 

.

Si quelques-uns des coefficients A203B12 ... 

03B1p, 
où 03B12>r, ..., 03B1p>r sont différents

de zéro, on obtiendra de la même façon un autre invariant intégral I’~_~ du sys-
tème (36), qui pourra d’ailleurs être identique à lp-1. Si donc tous les coefficients

~~1~1... x~, où p - I des indices sont supérieurs à r ne sont pas nuls, on peut déduire
de ï un ou plusieurs invariants intégraux pour le système (3fi).

Supposons encore que les coefficients ~,,,,,z ... ,,1,, 
où ~-1 ï des indices sont supé-

rieurs u r~, sont tous nuls, mais que les coemcients, où p--2 des indices seulement

sont supérieurs à n, ne sont pas tous nuls, par exemple que quelques-uns des coem-

cients ... ,,p, , 
où 03B13 > r, .... , 03B1p>r, sont différents de zéro. On démontre alors.

comme tout a l’heure, que

est un invariant intégral du système (~6).
Si les coefficients A~ ... ~, , où p2014~ des indices sont supérieurs a /’, sont tous



nnls, on passera aux coefficients où p-3 des indices seulement sont supérieurs il r,

et ainsi de suite. Pour savoir jusqu’où on pourra continuer l’application de ce pro-
cédé, nous avons deux cas il distinguer : 

’

cas. - Si dans un coefficient quelconque A03B11... 03B103C1, il y a au moins

p-r indices supérieurs à r. Comme Tp n’est pas identiquement nul, le procédé pré-
cèdent donnera donc plusieurs invariants intégraux du système (36), d’ordre
au moins égal à p - r’.

cas. - Si pr, il peut arriver que les coefficients A03B11...03B1p, où quel-
ques-uns des indices sont supérieurs à r, ne soient pas tous nuls; dans ce cas, nous
venons de voir comment on peut déduire de In un ou plusieurs invariants intégraux
du système (3G). Il peut aussi arriver que tous ces coefficients soient nuls, de telle

sorte que les différentielles dx1, ..., figurent seules dans Les relations (35) se
réduisent alors it .

et tous les coefficients de la sont des intégrales du système (36). Le seul
cas où la connaissance de l’invariant lp n’est d’aucune utilité est celui où tous ces
coefficients sont eux-mêmes des fonctions des intégrales connues ... xr seu-

lement. L’invariant Ip est alors un invariant de classe r, qui s’exprime uniquement
au moyen de x~,, ..., x,., ..., ~l~r?,. C’est le cas examiné début. ce para-

graphe; il ne peut se présenter que si Ip est un invariant 

- invariant intégral du système (36)

la sommation étant étendue aux valeurs des indices supérieures à n, n’est pas nce-

cessairement un invariant intégral du système (34). En effet, posons A03B11 ..., ==o,
lorsque l’un au moins des indices 03B11 ... 03B1q est inférieur à i. Pour que lq soit un
invariant intégral du système (34), il faut et il suffit que les coefficients _~,, ,,~ ... ~ , >
ainsi définis pour toutes les valeurs des indices de 1 à n, vérifient les relations (35).
Les relations où figure sous le signe X() un coeflicient AU1 x~ ... ~q, dont tous les
indices sont supérieurs à l’, sont vérifiées par hypothèse puisque Iq est un invariant
intégral du système (36). Il en est de même des relations où deux au moins des

indices du coefficient 
... ~ . qui figure sous le signe X( ), sont inférieurs à r + ï.

Quant aux relations, où un seul des indices du coefficient qui figure sous le

signe X( ) est inférieur à r + 1 , elles prennent la forme suivante



Telles sont les conditions qui expriment que Iq est aussi un invariant intégral du
système (3l~)..

Considérons par exemple le système

Y et Z étant des fonctions de y, ~,, et le système obtenu en supprimant la première
équation ’ 

’

où x est regardé comme un paramètre. L’intégrale I~ = iI(x, y, z) cl,>> c~~ c~st

un invariant intégral de ce dernier système si NI satisfait à la condition

Pour que I soit un invariant intégral du système (34"), il faut de plus que l’on

ait ~Y ~x=~Z ~x=o, c’est-à-dire cI Y et Z ne dépendent pas de .r. On s’explique
aisément par cet exemple pourquoi un invariant intégral du système (36) n’est pas
en général un invariant intégral du sy stème (34). Soit en effet So une surface quel-
conque ; les courbes intégrales du système (34a) issues des divers points de S~ sont
des courbes planes situées dans des plans parallèles au plan x == 0, et remplissent
un certain volume si So n’est pas une portion d’un plan Soit St la position
occupée au temps l par la surface qui coïncide avec l’époque t = o. Pour

soit un invariant intégral du système (34"), il faut que l’inté-

. grale y M dy dz étendue à la surface St soit égale, quel que soit t, à la même

intégrale étendue à S,. Pour que M dy dz soit un invariant intégral du si"s-
’ 

tème (3fi"), il sumt que cette condition soit satisfaite, quand on prend pour S0 une
portion quelconque d’un plan x = x~.

[16] Dans les paragraphes précédents, nous avons étudié le cas où l’on connaît
un invariant intégral du système différentiel (32). Pour compléter cette étude,
nous allons examiner le cas où l’on connaît un invariant intégral qui ne soit pas un
invariant I~~ ~, et nous commencerons par le cas singulier où l’on connaît un illva-
riant intégral du premier ordre -



tel que ... + se réduise à une constante C différente de zéro. Je

rappellerai succinctement les résultats établis dans un Mémoire antérieur. Si

+ ...,~ est une différentielle exacte on a immédiatement une

intégrale première renfermant le temps

C’ étant une constante arbitraire. Si A1 dx1 + ... + Au dxn n’est pas une différentielle

exacte, on sait que l’invariant intégral

est un invariant intégral du système (3a), et on a vu quelle était l’utilité de cet
invariant pour l’intégration du système. Si cet invariant est de classe r (/’ étant
nécessairement un nombre pair), et si l’on a pu déterminer les variables qui figurent
dans la forme réduite de cet invariant, on connaît r intégrales du système (32), que
l’on peut par conséquent supposé mis sous la forme (34).

J’ajoute maintenant que l’on peut aussi trouver une intégrale du système (36),
renfermant le temps t, par une quadrature. En effet, de l’invariant Ii du système (32)
on déduit, comme on l’a vu au paragraphe précédent, un invariant

du système (36), pour lequel on a aussi

L’expression Ar+1 dxr+1 + ... + est une différentielle exacte quand on y
regarde ..., x,, comme des paramètres.

En effet, par hypothèse, la forme dx1 + ... + dxn s’exprime uniquement
au moyen de x~, ..., xr, dxl,-..., dxa,, et par conséquent tous les termes contenant
les produits dxi dxk (où h > r) doivent disparaitre. Or, tous ces termes 
viennent uniquement, de la somme 

’

Cette somme devant être nulle identiquement, l’expression ~~,, , 
ou ~~,, ..., x,, sont regardés comme des paramètres, est bien une diff’érentielle exacte,
et l’on retombe sur le premier cas examiné. 

~ [17) Prenons enfin le cas général où l’on connaît un invariant intégral Ip, qui
n’est pas un invariant I~> >, et où l’invariant intégral I que l’on en déduit par
l’opération (E) ne se réduit pas à une constante (cas que l’on vient d’examiner, et



qui suppose p == 1). On a vu plus haut comment la détermination des variables qui
figurent dans la forme réduite de fournissait un certain nombre d’intégrales du
système (3~~). Supposons que l’on ait obtenu ces intégrales, et que l’on ait ramené le
système à la forme (34), les variables x_,, ... , ~,, étant celles qui figurent dans
l’invariant 1~ ~ 1. . Soient t

l’expression de l’invariant intégral après le changement de variables, et

l’expression de l’invariant que l’on déduit de Ip par l’opération (E). Par hypo-
thèse, cet invariant s’exprime uniquement au moyen de ..., a~~,, /.r , ..., ~1a7,.
Or on a, dans le cas actuel, .

Les coefficients de l’invariant donné I vérifient donc les relations suivantes :

si Fun au moins des indices x~, ..., xr~_1 est supérieur à r;

si tous les indices x1, ..., sont inférieurs à n + i.

On a vu au n" 15 comment de l’invariant tp on pouvait déduire un ou plusieurs
invariants intégraux pour le système (3G)

ou l’on regarde ..., comme des paramètres. Soit l’q l’un de ces invariants inté-

graux. La forme symbolique correspondante a pour expression

les indices x~, ... , x~ prenant t tous les systèmes de valeurs de r + r à n, tandis que
les indices x,f,1, ..., 03B1p ont des valeurs fixes inférieures à r -p r. Cela posé, si q> I,



les relations (3g) prouvent t que est un invariant I’~e~. Si q- r, cet invariant du

premier ordre 1’1 est aussi I~,e~, ou bien l’intégrale que l’on en déduit par l’opé-
ration (E) se réduit à une fonction de ... , x~, différente de zéro, c’est-à-dire à
une constante, puisque ..., x,. sont traitées comme des constantes dans l’inté-

gration du système (36). Les deux cas possibles ont été examinés plus haut.

Remarque. - On a écarté l’hypothèse oÙ l’invariant Ip ne renfermerait que les
différentielles ... , dxl’. . (le cas ne peu t se présen ier, car tous les coefficients de
cet invariant seraient (n" 15) des intégrales du système (34), et par suite il serait

un invariant I~ ~. .

[18] Soil 03C9p=03A3 03B1103B12... 03B1p dx03B11 dx03B12...dx03B1p une forme symbolique de degré p

à n Pour que l’intégrale 03C9p soit un invariant intégral d’un système

d’équations différentielles tel que le système (32), il est nécessaire, nous venons de
le voir, que la forme soi au plus de classe n - t. . C’elle condition est suffisante.

En effet, les équations

où l’on considère î,,~, ..., comme les inconnues, se réduisent à i équations
distinctes au plus. Soient î,1= ~, , ..., 

= ~,~ un système de solutions non toutes

nulles. Nous allons montrer que est un invariant intégral pour le sys-

tème (32), où Xi, 1~,, ..., XIt ont les valeurs précédentes. En effet, tout système de
solutions des équations est alors un système de solutions des équations

Imaginons maintenant que, par un changement de variables, on ait ramené le
système (32) à la forme

en remplaçant, pour plus de symétrie, z par y" dans les équations (32’). La forme o
devient t

et le système est remplacé par le système de même forme



Ce nouveau système doit être vérifié quand on suppose 2014p.

Il faut pour cela que tous les coefficients B,! ... ,,n, ... 

~~>>.~, où l’un des indices

est égal à n, soient nuls. La différentielle ne figure donc ni dans ni dans [J’p.
Les relations (6) ou (j), où l’on suppose p + r = n, se réduisent à

et par suite la forme ~2p ne renferme ni y" ni ~,y est donc un invariant inté-

gral pour le système (32).
Si Mp est de classe n- I , les facteurs 1~ sont déterminées à un facteur près.

Si 03C9p est de classe n - n, Si’ ..., Xn dépendent linéairement dé r fonctions arbi-

traires. Soit, par exemple, une forme de classe n-2; en l’exprimant au moyen
de n-2 variables x1, x~, ..., et de leurs diitérentielles, on voit immédiatement

est un invariant intégral pour le système .

quelles que soient les fonctions .

On peut établir une autre réciproque. Supposons que l’on connaisse un système
de r équations aux différentielles totales r), complètement intégrable, dont
toutes les intégrales soient aussi des intégrales du système (32). Soient

ces r équations et u, un multi,plicateur (n° 5) ; le produit symbolique 03A9= u,II1 II2... I I,,
peut être mis sous la forme

y,, y2, ... , y,, étant r intégrales premières du système

.1~ 
,

L’intégrale Q est donc un invariant intégral I(e)r de ce système.

IV

[~9] Les systèmes 82, S~ déduits d’une forme symbolique peuvent être rattachés
à un problème du calcul des variations relatifs à cette forme. Nous développerons



encore les calculs en supposant ~==2, , mais la méthode est générale. Rappelons
d’abord la formule suivante, facile à établir, du calcul des variations. Soit

une intégrale double étendue à un domaine D limité par une courbe fermée C qui
varie elle-même d’une manière continue avec le paramètre o:; la première variation ôI
a pour expression

ôx et ôy désignant les variations de x et de y en un point du contour C, et l’intégrale
curviligne étant prise dans le sens direct si l’on suppose que les axes ont la dispo-
sition habituelle.

Cela posé, soit 03C9 =03A3 Aih dxi dxk une forme symbolique quelconque, et I l’inté-

grale double

étendue à une multiplicité à deux dimensions M~, qui varie d’une manière continue
avec un paramètre «. Supposons les coordonnées d’un point de M2 exprimées en
fonction de deux variables auxiliaires iz et v

de telle sorte que cette multiplicité corresponde point par point à un domaine D
du plan (u, v) limité par un contour fermé C, qui correspond lui-même point par
point au contour fermé I’ de l’espace à n dimensions qui limite C et r varient

d’une manière continue avec le paramètre (x. L’intégrale I, dont on cherche la pre-
mière variation, peut être remplacée par l’intégrale double ordinaire

à laquelle on peut appliquer la formule (43). Prenons un seul terme de cette inté-

grale, pour lequel nous développerons les calculs



Dans l’expression de 03B4Uik nous avons d’abord une intégrale double

La formule d’intégrations par parties permet de transformer la dernière inté-
grale ; on a en effet, d’après la formule de Green :

En tenant compte de ces formules, l’intégrale double précédente peut être rem-
placée par la somme d’une intégrale curviligne, que l’on écrira plus loin, et de l’in-
tégrale double



que l’on peut aussi mettre sous la forme

les trois intégrales doubles étant étendues à la multiplicité il, .
Il teste l’intégrale curviligne ,

à laquelle il faut ajouter, d’après la formule générale l’intégrale curviligne

ce qui donne

En posant

l’intégrale curviligne précédente s’écrit plus simplement

et peut être remplacée par une intégrale curviligne prise le long de r

On a donc en définitive



et par conséquent

Les deux derniers termes de l’intégrale double peuvent s’écrire, par une permu-
tation convenable des indices,

et l’expression définitive de ôl est

en posant, comme plus haut (m’ 8),

Dans cette formule, ~~~r~i, o.~’,, ..., sont les composantes du déplacement infi-
niment petit du point ~~r~,, ~r~,...., de 11~, quand on passe de ce point à un point
infiniment voisin de la multiplicité qui correspond à un accroissement 03B403B1 du

paramètre; 0394x1, 0394x2, ..., 0394xn sont les composantes du déplacement infiniment petit
d’un point de la courbe limite I’ quand on passe de ce point a un point intiniment
voisin de la nouvelle courbe limite 0393’.

[20] Supposons d’abord que l’on fasse varier la multiplicité sans faire varier

la courbe limite I~; l’expression de ôI se réduit il une intégrale double

Pour que la variation ôI soit nulle, quelles que soient les variations ...,

il faut et il suffit que les coordonnées d’uii point de M~ vérifient.les n relations

Nous appellerons multiplicités extrémales ou surfaces extrémales les multipli-
cités M2 qui satisfont à ces n équations. Remarquons que ce système est identique
au système S’2 défini plus haut (n" 6), dont on ;oit ainsi la signification.



On peut encore écrire l’expression de ôI

et la première variation ôl sera nulle, quelle que soit la multiplicité si les varia-

tions ..., satisfont aux relations

. 

En remplaçant la lettre ô par la lettre d, nous retrouvons le système S’j (if 6).
Nous appellerons courbes extrémales les multiplicités à une dimension dont tons les

éléments linéaires satisfont aux conditions (46). ()uand on déforme une multiplicité

quelconque M2, sans changer sa limite, de façon que chaque point de cette multi-

plicité décrive une courbe extrémale, la première variation ôI est constamment nulle,
et par suite l’intégrale 1 conserve une valeu r constante. Ce sont du reste les seules

courbes jouissant de cette propriété, car ôI ne peut être nul, quelle que soit la multi-

plicité lI_,, que si les variations ôx~ vérifient les relations (46).
Remarquons que les courbes extrémales sont des courbes singulières pour cha-

cune des équations du système (45) qui définit les surfaces extrémales (n" 6).

D’après une propriété générale, toute multiplicité èc deux dimensions, engendrée palT
une famille de courbes extrémales, est une intégrale de chacune des équations (45), et

par suite une surface extrémale. Mais la réciproque n’est pas vraie; il existe aussi des

surfaces extrémales qui ne sont pas des lieux de courbes extrémales (n° 22).
Considérons maintenant le terme de ôI qui provient de la déformation du con-

tour; on peut l’écrire

Pour que cette intégrale soit nulle quelles que soient les valeurs de ~x~_, ... r

il faut et il suint que tous les éléments linéaires de r les jz relations du

système Si (n° 6). -

:1 cause de la symétrie de l’expression sous le signe par rapport aux lettres cl
et ~, la portion de ôI provenant de la déformation du contour est nulle aussi, quelle
que soit la courbe 1B pourvu que ~x~~, ..., vérifient en chaque point les
conditions Si nous appelons comme au n’ 6 courbes singulières de la



les courbes dont tous les éléments linéaires satisfont au sys-

tème (47), on voit que la portion de 03B4I qui provient de la déformation du contour 0393

est 1 nulle lorsque oe contour est formé clc courbes singulières ou lorsque chaque point
rle I’ la déformation cin élément cle courbe singulière.

La signification des systèmes S-l’ S’~, S’2 confirme bien ce qui a été établi plus
haut et montre immédiatement que ces systèmes sont des covariants de la forme

03C92=03A3 Aikdxidxk, relativement à tout changement de variables.

[21] On peut aussi, en généralisant un raisonnement que j’ai employé pour une
forme de Pfaff (Bulletin clc lrr Société mathématique, t.. lt!t, démontrer sans aucun

calcul que le système SBest complètement intégrable, en s’appuyant uniquement sur
la signification de ce système. On suppose, bien entendu, qu’il se compose de moins
de n équations distinctes. Imaginons que l’on fasse subir à une multiplicité une

déformation infiniment petite de façon que chaque point de cette multiplicité décrive
un élément de courbe E’lt.t’(’n7MlC. La variation Ôt s’exprimera par une intégrale cur-

viligne étendue il la courbe limite 0393. Cela posé, inlaginons que de chaque point 111

de M2 parte une courbe extrémale non située sur et que l’on prenne sur cette

courbe un point ni’ choisi arbitrairement. Le lieu du segment d’extrénlale m m’ est

une multiplicité à trois dimensions d’extrémales) dont la frontière est cons-

tituée par 11~~, par le lieu du point et par une autre multiplicité constituée

par les segments d’extrénlales issues des différents points de la frontière I’ de 

Cette multiplicité l’12 peut d’ailleurs se réduire a zéro si les deux multiplicités yr~
et 11‘, ont la même frontière. On peut évidemment passer de il par une défor-

mation continue dans laquelle chaque point de décrit un segment d’extrémale. 
r

différence des intégrales 03A3 Aik dxl clxfy, étendues aux multiplicités M2 et 
’

La différence des intégrales / étendues aux multiplicités f

ll’,,, étant la somme des variations infiniment petites, est donc représentée par une

intégrale double étendue u la multiplicité ~1I’~, et ne dépend par suite que de cette

multiplicité. 
’

On le vérifie immédiatement au moyen de la formule de Stokes généralisée. En

effet, l’intégrale double / 03A3 ik dxl dxk, étendu(’ a la frontière de la multipli-

cité l’I,z, se compose de la différence des deux intégrales étendues à i~l’~ et à 
des sens correspondants, et de l’intégrale étendue ~t ’1:. D’autre part, cette intégrale
double est égale u l’intégrale lriple

et cette intégrale triple étendue à un tube d’extrémales est manifestement nulle.

Nous pouvons en effet supposer les coordonnées d’un point t de NI_ exprimées au



moyen de trois paramètres u, v, w, de façon que les courbes v=cte soient t

précisément des courbes extrémales. L’intégrale I3 peut s’écrire

et comme l’on a 03A3Aikl~xl ~w=o, on a aussi I3=o.

Cela étant, soit une famille d’extrémales, telle qu’il en passe une par uri point
quelconque de l’espace u lt dimensions, tout an moins dans le domaine que nous

considérons. Soit, d’autre part, ~11~e~ une surface extrémale quelconque située dans ce
domaine; les extrémales issues des différents points de ~~I~2~ forment un tube de
courbes extrémales. section cle ce tube d’extrémales est aussi une surface
extrémale. En d’autres termes, si sur chaque extrémale de lu famille considérée

passant pas un point rn de :~l~~a on prend un point n1’ a volonté, variant d’une 
niére continue avec la position du point m , le lien du point est aussi une surface

extrémale. 
’

Soit E’ la courbe limite de 11~2’; la limite de est une autre courbe I", et l’en-

semble des courbes extrémales qui joignent les points correspondants de I’ et

de 1" forme une autre multiplicité ..
Soit une autre multiplicité quelconque à deux dimensions infiniment voisine

de lT’:, et limitée par la même courbe sur chaque extrémale de la famille consi-
dérée issue d’un point de prenons un point  de façon que le lieu du point 
soit une multiplicité infiniment voisine de et limitée y la courbe I’, ce qu’on
peut faire évidemment d’une infinité de manières. D’après la propriété qui vient
d’être établie, la différence .

est égale u l’in tégralc ’double c,u, étendue ~ la multiplicité 112. Il cn est de même

de la différence ~.~~, - u~~~, flt par snite on a .

Or, on peut imaginer que l’un passe des surfaces et aux surfaces infi-

niment voisines ~11~~ et par une déformation continue dépendant d’un para-
mètre x. La surface 1~M2~ étant une surface extrémale, la différence ~~~.: - / ~’), est

M’;’
un infiniment petit d’ordre supérieur au premier par rapport u l’accroissement oo:



du paramètre, quand on passe de 1f~2~ a ~11~~~, et de ,H/2. il en est donc de même

de la différence 
. 

quelle que soit la surface ’2 infiniment voisine d,c M’2, limitée au même contour I1’,
et par suite la surface ~-I’= est bien une surface extrémale.

La construction par laquelle on passe de la surface 11~ à la surface est une

transformation ponctuelle dépendant d’une fonction arbitraire. Nous menons de voir

que cette transformation ponctuelle ne change pas les équations (45), qui définissent
les surfaces extrémales. Il est clair qu’elle ne changera pas non plus les équa-
tions (46) qui forment un système covariant du système (45), et par conséquent la
construction précédente change aussi les courbes extrémales en courbes extrémales.
En d’autres termes, soit AB un segment de courbe extrémale quelconque, ne faisant

pas partie de la famille d’extrémales C(e). De chaque point nt de AB .part une extré-
inale de cette famille ; si l’on prend sur celte extrémale un point à volonté 
variant d’une manière continue avec rn, le lieu du point ni’ est une nouvelle courbe
extrémale. Il s’ensuit que toute courbe située sur la multiplicité à deux dimensions

engendrée par les courbes extrémales issues des différents points de AB est elle-
même une courbe extrénlale. Cela suffit pour prouver que les équations (46) qui
définissent les courbes extrémales forment un système complètement intégrable.
(Voir l’article cité du Bulletin de l« Société mathématique, t. 

Des raisonnements tout à fait analogues prouvent que le système ~1+S’~, formé

par la réunion des équations (46) et (4y)? est aussi complètement intégrable. Les

multiplicités hune dimension dont tous les éléments vérifient ces deux systèmes
d’équations sont à la fois des courbes extrémales et des courbes singulières. Nous
les appellerons courbes extrémales singulières, et nous appellerons de même surfaces
extrémales singulières les multiplicités à deux dimensions qui satisfont en même

temps aux équations (45) et à la condition ~.y - o. Toute surface, lieu de courbes

extrémales singulières, est une surface extrémale singulière, et les courbes extré-

lnales singulières jouent, des surfaces du même nom, le même rôle que les

courbes extrémales les plus générales vis-à-vis des surfaces extrémales les plus géné-
rales. Les raisonnements qui précèdent peuvent alors être repris, avec quelques
modifications bien faciles à trouver, et conduisent à la même conclusion.

[22] Si les équations (46) se réduisent à q équations distinctes, on peut, par un

changement de variables, les ranlcner à la forme = o (i = l, ?, ... q). Tous les

coemcients où l’un des indices est supérieur à q, sont nuls, et les autres ne dé- .

pendent que de xl, x~, ..., Le système (!5), qui définit les surfaces extrémales,
ne se compose donc que de fi équations.



Ces q équations son linéairement distinctes. D’une façon générale, les deux 
lèmes (45) el (4G) contiennent le même nombre d’équations linéairement distinctes. En

effet, si les équations (45) ne sont pas linéairement distinctes, il existe n facteurs

),1, ... , dont l’un au moins est différent de zéro, tels que l’on ait

quels que soient les produits symboliques Il faut pour cela que l’on ait,

pour toules les combinaisons d’indices et I~~,

Les équations différentielles dx1 - dx2 ... définissent alors une famille
1. A2 ~yt

de courbes extrémales. La réciproque se démontre de la même façon. Si donc les

équations (46) admettent solutions linéairement distinctes, les équations (45)
se réduisent bien à q équations linéairement distinctes et inversement.

Supposons effectué le changement de variables indiqué tout à l’heure, de sorte

que l’on obtienne toutes les courbes extrémales en donnant à x~, ..., Xq des va-

leurs constantes et en prenant Tu des fonctions arbitraires d’un para-
mètre a. Les surfaces extrémales peuvent être de trois espèces différentes. Supposons,
pour fixer les idées,

Les équations différentielles des courbes extrémales sont ici

tandis qlle les équations différentielles des surfaces extremales sont

On satisfait n ces équations de trois façons différentes :

1 n En posant

2" En posant

Cette surface renferme encore oo’ 1 courbes extrémales obtenues en donnant t au

paramètre ~ une valeur constante arbitraire.
3" En posant t



.~ et ~ étant des fouettons quelconques et de v. Cette surface n’est pas un lien
de courbes extrémales, car on n’obtient une courbe de cette espèce qu’en donnant
à u et des valeurs constantes, et x7 et x8 seraient aussi constants.

D’une façon générale, les surfaces extrémales de la première catégorie annulent
aussi la seconde variation de l’intégrale double, quand on déforme infiniment peu la

’ 

surface sans changer le contour. Soit o, la forme symbolique

les variables 
..., ne livrant que dans la différentielle totale, de sorte que

les courbes extrémales sont t représentées par les équations ~==~ (~=: ~ -~ ~).
Une surlace extrémale de la première catégorie est alors définie par un système
d’expiations

La seconde variation d’un terme quelconque, tel que /  A12(x1, ..., xq)dx1 dx1,
est nulle quand ou pose

étant des foncions de u, 03BD, 03B1, qui s’annulent, quel que soit x, en tous les
points de la courbe C du plan (ll, l’) qui correspond au contour l’ de la surface
extrémale considérée. Le terme est égal en h un facteur constant près, il

l’intégrale double

étendue a la région R du plan (u, v) limitée par le contour C, que l’on peut 

placer par l’intégrale  ~1d~2 le long clo contour.

[23] Si l’on remplace, dans la formule (44) qui donne ol, les lettres ô et 3 sous

le signe par la lettre d, on a comme élément de l’intégrale double la forme dé-
rivée (1/, et comme élément de l’intégrale simple la forme o elle-même. Ce résultat
si simple s’explique aisément au moyen de la formule de Stokes généralisée.

Soient en effet M2 une variété à deux dimensions limitée par un contour fermé P,
une variété inuniment voisine limitée par un contour I’’ infiniment voisin de I~,

et la variété à deux dimensions décrite par F lorsque ce contour se déplace d’une
façon continue pour venir coïncider avec 1B Appliquons le théorème de Stokes 



ralisé i la varice fermée composée des variétés M2, 11;, 1I’;. L’intégrale double
étendue a cette variété est égale a 1 intégrale triple - 

’

rendue à la variété a trois dimensions 11,j, limitée par 1(2, 112. Or, l’intégrale 
’

double précédente est égale u la différence des intégrales doubles étendues â et

it 1~1~ dans des sens correspondants, augmentée de l’intégrale double étendue a 112.
Soient la variation quand on passe d’un point t de M2 à un point t inii-

ninlent voisin de 11..’,, 0394xl la variation de xi quand on passe d’un point de 0393 a un

point infiniment voisin de 0393’. Il est clair que la partie principale de l’intégrale triple
étendue n 1(.; est égale n l’intégrale double

tandis que la partie principale de l’intégrale double étendue u est égale a l’inté-

grale simple 0393 03A3 Aikdxk0394xi prise dans un sens convenable. retrouve bien la

foumule (44). Pour clne la démonstration fût absolument rigoureuse, il resterait à

uxamincr de plus près une question de signes que je laisserai de coté.
. De la formule générale on peot aussi déduire très aisément les conditions

que 1 =  03C92 soit nn invariant intégral clo système d’équations différentielles

Il faut et il suffit pour cela que l’on ait ô1=o toutes les fois que les variations

sont proportionnelles aux fonctions Xi. On peut alors supposer que l’on a
ôx en tout t point de 1I,, et ~xi = ~,, ôx en tout point de l’. L’expression

de ô( devient

ou, en transformant la dernière intégrale par la formule de Stokes,

Pour que 1 soit un invariant intégral, on doit donc avoir, quels que soient les
indices et Ii,
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ou

relation qui se réduite

On retrouve bien les conditions connues.


