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ANNALES

FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE

SUR

CERTAINS SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DIFFEBENTIELLES TOTALES

ET SUR UNE GENERALISATION DU PROBLEME DE PFAFF

Par E. GOURSAT.

INTRODUCTION

I’étude des intégrales multiples étendues a des variétés & un nombre quelconque
de dimensions conduit lout naturellement & considérer les formes symboliques de
différentielles qui figurent sous le signe d’intégration. Il est & remarquer que les
régles des opérations symboliques appliquces & ces expressions, régles qui dérivent
de leur significalion méme, ont déja été établies par Grassmann et utilisées depuis
par plusieurs géo‘métres.' _

Le présent Mémoire comprend plusieurs parties distinctes. La premiére partic
contient quelques généralités, utiles pour la suile, sur un probléme analogue au
probléme de Pfaff, mais relatif & une forme symbolique de degré quelconque, qui
Coinprond, comme cas parliculier, un grand nombre de problémes classiques. Dans
la seconde partie, j'étudie un systéme d’équations aux différentielles totales comple-
tement inlégrable, attaché A toute forme symbolique de degré quelconque, dont
Pordre est égal & la classe de cette forme, et dont I'intégration fait connaitre los
variables qui figurent dans l'expression réduite de cette forme, lorsque le nombre
de ces variables est le plus pelit possible. ’

Mes précédentes recherches sur les invariants intégraux se raltachent trés sim-
plement & ce probléme général, ce qui me permet de présenter ces recherches sous
une forme beaucoup plus simple el de les compléter sur cerlains points. C'est objel
de la troisiéme partie.

Fac. des Se., 1. VIL. Ty
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© Enfin, dans la quatriéme parlie, je monlre comment les systémes d’équations
aux différentielles lotales étudiés davs la deuxiéme partie se présentent d’cux-mémes
dans un probléme du calcul des variations relatif & la forme symbolique . Cette
interprétation rend presque intuitives la plupart des propriétés de ces systémes qui
ont é1é établics directement. Dans un petit travail inséré au Bulletin de la Sociélé
mathématique (t. XLIV, 1916, p. 13-39), j'ai appliqué la méme méthode aun sysiéme
attaché & une forme linéaire de Pfaff, ce qui conduil trés aisément aux résullals
classiques.

Je n'ai fait qu'aborder ici les nombreux problémesque souléve Vétude des formnes
symboliques de degré supérieur. Jaurai sans doute 'occasion d’y revenir dans un
aulre travail.

Voici la liste des principaux Ouvrages ou ‘Mémoires qui seront cilés dans ce
Lravail : '

H. PoINcarg :

A. Les Méthodes nouvelles de la Mécaniyue céleste (t. 111).
B. Sur les résidus des inlégrales doubles (Acta Mathematica, t. IX).
C. Analysis silus (Journal de I'Ficole Polylechuique, 1895).
E. Goursar :
D. Sur les invariants intégraur (Journal de Mathématiques, 6 série, 1. 1V;
1908).
F. Sur quelques poinls de la théorie des invarianis intégraux (1bid., 7° série,
t. I; 1915).
E. Carrax:

F. Sar cerlaines expressions différentielles et le probléme de Pfaff (Annales de
I'Ecole Normale, 3° série, 1. XV1; 18g9).

3. Sur Uintégration des systémes d'équations aux différentielles lotales (Ibid.,
3 série, t. XVIII; 1901).

[. Sur lUintégration de certains systémes de Pfaff de caractére deux (Bulletin
de la Société Mathématique, t. XXIX; 1gor).

)

e

On trouvera les régles du calcul symbolique dans les Mémoires cités de
M. Cartan.

[1] Une intégrale de surface, dans I'espace & trois dimensions, est représeniée
par la notation

I _—_ff A, v, 2)dydz + Bz, y, o) dede + Clx. y. 2) dedy;
(8)
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I'expression qui figure sous le signe // n’est nullement une forme algébrique en

dx, dy, dz, mais a une signification purement symbolique. Pour calculer la valeur de

Iintégrale I, étendue a une portion de surface représentée par les formules

x=f(a,v), y=zu(u,v), z="Y(u, v),

Dy, z
on doit remplacer les produits symboliques dydz, dzdx, dedy par —D—Ez'—l’l—‘)) dudv,

D(z, ) D(x.y)
D(u,v) dude, D{u, v)

Dy, 2) D@ | D@y, .
f./;) I?\ D(u, v) +B D(u, v) + C D(w ) dudv,

¢tendue A la région R du plan (¢, v) qui correspond & la portion de la surface S

dudv respectivement, et calculer Tintégrale double ordinaire

considérée.
On représcute de méme une intégrale multiple étenduc a une multiplicité M,

d’ordre p dans I'espace & n dimensions par une notation symbolique analogue

3
(1) L, = [IL;\mluz...li)clx,l(lll:q_z...tluc,p,
I,

ot Pon écrit pour abréger un seul signe f - Les coeflicients A, 4, ... ., sont des fonc-

tions des n variables x, ..., x,, que nous supposerons continues ainsi que toutes les
dérivées partielles qui figurent dans les calculs; a,, «,, ..., «, sont p nombres entiers
différents, pris parmi les n premiers nombres, et la sommation est étendue A tous
les arrangements p & p des n premiers nombres. Mais ces coefficients ne sont pas
cupy el Ay

Pordre des indices sont ¢gaux si les denx permutations («,, a,, ... %) et (', o'y, ..., )

quelconques; deux coefficients A, .,. 1y -+ u'ys (ui ne différent que par
sont de méme classe, el opposés si ces deux permutations sont de classes diffé-
rentes. Pouravoir la valeur de lintégrale I étendue & une mulltiplicité M, de I'espace
& n dimensions, nous supposerons les coordonndes d'un point de cette multiplicilé
. r b r . o e 7
exprimées au moyen de p paramétres (u,. u,, ..., u,) de fagon que la multiplicité M
corresponde point par point d un domaine D de 'espace & p dimensions (u,, «,, ..., u,),

el la valeur de 1 est égale & 'intégrale multiple de forme classique

4 N Y )
Al Sy, Ny Xy
l{):/ W Ny g eevuy o 2 2 N du, L d,
(D) \ =~ ?oou, o, ou, p

étendue aun domaine D. D’aprés ce qui a é1é dit plus haut sur les cocfficients
A ‘

cette intégrale peul aussi §'¢éerire

Uy gttt %p s

D{x., €ay .. 2a)7]
(2) I, = '4) !:E L VP ,‘pﬂﬂ(_,_——)ﬂ) I du du, ... du,,

Du,u,...u,
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la sommalion ¢lant maintenant étendue & toutes les combinaisons p & p des n pre-
miers nombres.

On a été ainsi amené¢ & considérer des formes symboliques de différenticlles,

telles que celle qui figure sous le signe f dans 'expression (1)
o \
(3) 0= 3 Auay vy Ay i, oy,

le signe 31 ¢tant étendu A toutes les combinaisons des n indices p a p. On peul par
i :

exemple supposer que dans chaque terme les indices vont en croissant, mais cela
n’est nullement nécessaire. 11 faut sculement tenir compte de ce qui a éL¢ dil plus
haut, si l'on eftectue un changement dans 1'ordre des indices; on doit changer le

signe du coeflicient si les deux permutations sont de classes différentes. Par exemple,

pour p==2, ona A, dr,dr,=—A, dr,dr,, ou A,=—A\,,.

Je supposerai connues dans la suite les régles du calcul symbolique appliqué &
ces expressions différentielles; clles dérivent toutes de la signification méme de ces
expressions et des formules relatives an changement de variables dans une intégrale
multiple.

[2] Lintégrale /m, ¢tendue d une multiplicité fermée M, de l'espace & n dimen-
sions, est ¢gale, d’apres la formule de Stokes généralisée, & une intégrale de méme
espéce /m'. é¢tendue & une multiplicité M., & p + 1 dimensions, limitée par M,

w' ayanl pour expression symbolique

*) , o' =N d\o sy

Celte nouvelle expression o' est appelée la dérivée de I'expression ; il est clair,
d’aprés sa définition méme, que c’est un covarianl de ». En d’autres termes, si par

un changement de variables

(Yo Yor o0 V) (i=1,2,...,n)
o sc change en

o
}_1 Buyuyooony Ao, dYay ... dya,,
le méme changement de variables appliqué a la forme ' la transforme en

N B,y dys dya, .. dya,.
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En développant les produits symboliques indiqués, on peut encore écrire
o' = 2 Aoy ove apey Aoy Ay .. d,

la sommation ¢lant étendue a toutes les combinaisons des n premiers nombres p + 1

a p+ 1. Le coefficient A, .. a deux expressions différentes suivant la parité

e
de p. Si p est pair, on a

P, I M, ...

. YA
- k 2 Oy %y Cidgy «geee oy
((j) t{'a‘r/,,---up‘,: £ + L4 l+ +‘—1)\’—“L7

OBy g 0L, My

avec des signes 4 seulement dans le second membre; si p est impair. on a

Moy eee Moy evinyuy, D
7 ..{)V,‘ug...,‘p“: S -— S + ... — N
"/L""p%—i ‘w,,_l (xy/,p

avec le signe + et le signe — allernativement. (Mémoires A, B, C.)

" Une forme dérivée ' est caractérisée par la propriété suivante; la dérivée de o' est
identiquement nulle, ou, ce qui revient au méme, U'intégrale /m' étendue a une

multiplicité fermée quelconque d’ordre p + 1 est nulle. En effet, on vérifie imm¢-
diatement, d’aprés les expressions (6) ou (7) des coefficients A, 4, --- «,,, que I'expres-
sion " que I'on déduit de o' par le méme procédé que I'on déduit ' de w a tous ses
coefficients identiquement nuls. On peut encorc le vérifier plus simplement en

observant qu'un terme quelconque de o' est de la forme
. dAdx,dx, ... dx,,

et, ’aprés la régle qui donne la dérivée d'un produit symbolique, la dérivée de ce
terme est nulle puisque chacun des facleurs a une dérivée symbolique identiquement
nulle. _

~Inversement soit » une expression symbolique de degré p dont la dérivée o' est
identiquement nulle, c’est-a-dire dont les coeflicients vérifient, suivant la parité
de p, I'un des deux systémes de conditions

) LA,,_‘,,_‘...,,_ DA,,, cee gy (\\0_ Uy v Uy
(8) 1% p_¥_ 2\ pp.l_*_“._‘_ p-1-1 %y plzo,
My b &,
P D) VAP Moy uy iy
(9) : -t o = o
Lx,,_p, s . «9':,,1 ((L,,,p

on démontre facilement, en tenant compte de ces relalions, que 'on peut trouver

une expression symbolique ,, de degré p—1,

\ 5 a
©, == }J Coyuyeeo 5 d'L'u, d.%g_p__i
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telle que sa forme dérivée ', soit identique & . Celle forme w, n’est pas compléle-
ment déterminée, car on peut lui ajouter une expression qui soit elle-méme la
dérivée d’'une forme symbolique arbitraire de degré p — 2.

Les formes dérivées jouent le méme role, dans I'étude des intégrales multiples,
que les différentielles totales exactes dans la théorie des intégrales curvilignes. Aussi

a-t-on étendu A ces expressions le nom de différentielles tolales symboliques.

[3] Etant donnée une forme linéaire de différentielles o, =YX, d, 4+ X, dx, + ...
+ X, dx,, ou les coefficients X, sont des fonclions des . variables indépendantes x,,

Ie probléme de Pfaff consiste & trouver dans Vespace & n dimensions toutes les mul-
tiplicités M, a r dimensions (1< r<n) telles que l’intégrale/m, ¢tendue & une

ligne quelconque située sur M,, soit nulle. Si, au lieu d'une expression linéaire, on

r?

considére une expression o de degré p par rapport aux différentielles, une extension
toute naturelle du probléme de Pfaff consisle & trouver dans Pespace & n dimensions

toutes les multiplicités M, & r dimensions (p<(r<Cn) telles que Fintégrale f(o,

élendue a une variété quelconque d’ordre p située sur M, soit nulle.

Ce probléme d’une si haute généralité comprend, comme cas particuliers, la plu-
part des problémes classiques, ainsi qu'on aura Poccasion de le voir par la suite.
Toute multiplicité satisfaisant & cette condition sera dite une multiplicité intégrale,

ou plus simplement une inlégrale de I'équation
(10) ©=0.

Ce probléme se raméne lui-méme 4 Pintégralion d’un systeme d’équations aux
dérivées parlielles; 1'étude directe de ce systéme, dans le cas de p > 1, ne semble
pas avoir été abordée. 1l est facile de former ce systéme en s'appuyant sur les pro-
pri¢tés d’invariance d'un produit symbolique.

Proposons-nous d’abord de rechercher s’il existe des intégrales a n— 1 dimensions.
Soit ‘

(1) S, a, .., x)=0C

une ¢quation définissanl une famille de multiplicités intégrales de cetle espéce,
dépendant d’une conslante arbitraire C, de telle facon qu’il passe une de ces inté-
grales par un point arbitraire (x?, ..., ;). Imaginons que Pon effeclue un chan-
gement de variables de facon que I’équation (11) devienne

y1:C7
la forme symbolique w se change en une forme symbolique de degré p en dy,,

dy,, ..., dy,. Or, pour que I'intégrale /mi, étendue & une multiplicité quelconque
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d’ordre p soil nulle, pourvu que I'on ait sur cette multiplicité dy,=o. il faut et il
suffit évidemment que dy, figure dans tous les termes de v,, ou, ce qui revient au
méme, que le produit symbolique o, dy, soit identiquement nul. Mais, si I'on revient
aux variables primitives, le produit symbolique », dy, se transforme cn le produit
symbolique o df; par conséquent, pour que les multiplicités M,_, définies par U'équa-
tion (11) soient des intégrales de w=o, il faul et il suffit que le produil symbo-
ligue o df soit idenliquement nul.

En égalant’z\ zéro les coefficients de tous les termes de ce produit développé, on
obtient un certain nombre d’équalions linéaires aux dérivées partielles du premier
ordre, qui devront étre compatibles pour qu’il existe des intégrales & n — 1 dimen-
sions. Dans le cas particulier ot p=n — 1, le produit symbolique w df ne renferme
quun terme en dx,dx,...dx,, etle systtme qui détermine f se réduit a une seule

équation. En simplifiant un peu les notations, écrivons 1'équation
o, =Adr,...dr, + Adr,...de,de, + ... + A, dr dx,... de

n—i’

le produit o, ,df a deux expressions différentes, suivant la parité de n. Si n est

impair,
_ o VA of ) )
o, df =1A, Fa—c: + A, 2, + ...+ A"_Egdacldac1 .. dx,;
si n est pair,
— AV M A Y de
o,  df = ( A, a, A, . + ... A, a, j dx dx, ... dz,.

Suivant la parité de n, la fonction f doit satisfaire & 'une ou P'autre des deux

équations
Qdf Q) of
12 A, —— + A, = A~ —o,
(12) o o, + A o, + A ox, ©
o o VA
12’ A —A—+...—A L —o0.
( ) 1 D.’El 2 axa + n (\Jl‘” 0

Supposons encore que € soit le produit de r formes du premier degré linéai-
rement distinctes Q =, v, ... »,, ol

o;=qa, dr, + a,dr, + ... + a,, dx, (t=1,2,...,1).

Le produit symbolique
Qdf: ®, m!’. .. (urdf

sera identiquement nul si df est unc combinaison linéaire de O ©gy e, W,

df =710, 4+ ... Ko,
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les %, étant des fonclions de x,, «,, ..., x, el dans ce cas seulement (H). On est donc
ramend & la recherche des combinaisons intégrables des r équations w,=o.

La recherche des intégrales & n — r dimensions (1 <<r-<{n— p) conduit & un
probléme d’Analyse plus difficile. Considérons en effet une famille de multiplicités
a n— r dimensions, telle qu’il en passe une par chaque point de I'espace. Ces mul-
tiplicités sont définies par un systéme de r équations
(13) J,=C,, J,=0C,, JS.=C,.

Imaginons comme plus haut que I'on fasse un changement de variables de telle

facon que ces intégrales soient représentées par le systéme d’équations

y,=GC,, y,=GC,, Cey y,=GC,,

el soit w, ce que devient la forme o apres cetle transformation. Pour que I'intégrale

/ w,, étendue a toute mulliplicité d’ordre p, pour laquelle y,, v,., ..., y, ont des
valeurs constantes, soit nulle, il faut et il suffit que chaque terme de », contienne au
moins un des facteurs dy,.dy,, ..., dy,, ou, ce qui revient au méme, que le produit
symbolique o, dy, dy, ... dy, soit identliquement nul. En revenant aux variables pri-
mitives, nous avons donc la conclusion suivanle :

Pour que les équations (13) représentent une famille d’intégrales de Uéquation
w=o0, i faul el il suffit que le produit symbolique

[0} ([jl] d./; d_f’

soit identiquement nul.

En égalant a zéro tous les coefficients de ce produit symbolique développé, le
nombre des équations obtenues est égal au nombre C?™" des combinaisons de n
objets p 4+ r & p + r. Le nombre des inconnues étant égal  r, il y a lieu de conjec-
turer que ces ¢quations sont compatibles dés que r est supérieur ou égal a C2™", et
ne le sont pas, tout au moins dans le cas général, si r est inférieur & G2, mais il y
aurait lieu de pousser plus loin cette étude, ce qui serait possible sans doute en géné-
ralisant les méthodes employées par M. Cartan pour les systémes de Pfaff. Il serait

important en particulier de connaitre la valeur minimum ¢ de r. Il est un cas limite

ot les équations du systéme se réduisent & une seule, c’est le cas ot r=n—p; on
peut méme choisir arbitrairement r— 1 des fonctions f;, et la dernitre est déter-
minée par une équation linéaire du premier ordre. Les multiplicités intégrales ainsi

oblenues sont & p dimensions; leur existence était évidente a priori.

[4] Revenons au cas d'une forme w,_, de degré n — 1. Si I'on prend pour varia-

n—1

bles indépendantes x,,x,,...,x,_, un sysléme de n—1 intégrales distinctes de

H—1
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I'équation o, ,df=o. la derniére variable x, restant arbitraire, v,_, prend la forme
simple
o, =kdr dr,...dc,

-

, \ oM ,
est ¢gale a —dx, d, ... dx 11 peut donc se présenter

&,

deux cas; si le facteur & ne dépend pas de x,, o'

La forme dérivée ', _, n—1*

n—

,— 0, el en prenant une nouvelle

., est identique & dX, dr,...dr,_,.

variable Xizflf dx,, au licu de x,, la forme

M

Si n’est pas nul, on peut prendre ce facteur K lui-méme pour la nitme variable x,.

¢ n

En définitive, toute forme symbolique w de deqré n— 1 & n variables peut, par un
choix convenable des variables indépendantes, étre ramenée & l'une des deux formes

dr, dx,...dr x,dx, dx, ... dx

n—12 n—1*

dont la premi¢re convient au cas oti v est la dérivée d’'une forme de deqré n — .

Cette réduction peut d’ailleurs étre effectuée d’une infinité de manicres et la
détermination des variables x,, x,, ..., x,_, de la forme réduite exige l'intégration de
I'équation w,_, df=o.

Considérons encore une forme o,_, de degré n — 2 & n variables. Si w,_, n’esl pas
une différentielle totale symbolique, la forme dérivée o',_, peul, d’aprés ce qu'on
vient de voir, étre ramenée a la forme drx,_ dr, ...dx, , par un choix convenable

n—1 1

des variables. Les deux formes o,_, et x,_ dr dx,...dx,_, ont donc méme forme

dérivée, et par suite on a

N » !
© x,_,de,..ode,_ + 11, .,

n—2 b

IT',_, étant une différentielle totale symbolique. Ces théorémes sont, comme on voit,
tout & fait pareils & ceux qui concernent les cxpressions de Pfaff & deux ou trois
variables, sauf que les différentielles totales d’'une fonction sont remplacées par des
diflérentielles totales symboliques.

D’une facon générale, toute forme symbolique w, peul élre ramende & une forme.
canonique analogue & la forme canonique d'une expression de Pfaff, ot les différen-
tielles da; sonl remplacées par des différentielles totales symboliques. Je raisonnerai,
pour simplifier, en supposant p = 1.

Soient

w== »1

pe A de,dr,

une forme symbolique non dérivée et o' la forme dérivée

o' = E dA,, dx, dr, = E Adedre, dr,.

Fac. des Sc., t. VII. ) 2
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Supposons que, par un choix convenable des variables indépendantes, chaque
terme de¢ o' contienne au moins un des facteurs dr,de,, ....dxe,. On aura alors
A= o si les trois indices i, k, I sonl sapérieurs & r. La relation générale
A

D*’\/mA A T

dx; o

k

devient, si les trois indices i, k, [ sonl supéricurs a r,

AR
(S i
1kl 1l 0.

'

’ . ;. ~ . ,
On peut donc écrire, en désignant par > une sommation ¢lendue aux valeurs
A

r+t,...,ndesindices i, k, A, , ..., A, ¢tant de nouvelles fonctions de i, ..., x,,
~"
N A e de,=d\, de, | 4 dA, d,
/N QA \ A Q.
— | —="de, + ..+ 1 flJf,,) de, ,— ... — “dr, 4 ... 4 -—dr, ) dr,.
N oo, o o,

Yar suite, si nous désignons d'une facon générale par d,U une diflérentielle totale
!

. ; . 3 .
symbolique du second degré, le produit dix, 2_‘ A dx,dr estdelaforme dx, d,U,,

N

moins des termes ot deux des indices sont inférieurs & r + 1. En opérant de méme
,;1’
sur le produit symbolique dux, (L A, dr, dack>, ou les deux indices i et k sonl su-

péricurs & 7 et ainsi de suite, on met o' sous la forme
"—dx d, U + le d,U 4+ VA’ dx, dx, dx
o =ar, a4, S de,d, U 24N i A A8 AL

La forme symbolique E N doe,do i, est elle-méme une différentielle totale sym-

bolique, et les coeflicients A',,,, ott deux des indices sont supérieurs & r, sont tous nuls.

Considérons maintenant Uensemble des lermes

dr, r[.r,ﬂ’ Lo de o0+ N dr, :
la relalion générale
r ’ ! AT
QA 12r oA 2ik + oA ik oA kg
dr, o, o, da

devient en supposant {>r, k>r,

121

AW W,

— == 0.
dx dux;
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On a donc, en désignant par V, une fonclion de x, x,, ..., &

w?

, (., NP
Ade A+ AN de, =dV | ——2de, + ... +——"dx, .
120 o 121 " 12 2 b.’El 1 D.L',, "y

En opérant de méme avec lous les lermes qui contiennent en facteur dx, dx,, ...,

dz,_, dx,, on met finalement o' sous la forme
o' =dr d,V, + +de dV + S‘ \" dx dx, dxr
- [AC I et L kT kL

tous les coefficients A”,,,, ot I'un des indices est supérieur & r, ¢tant nuls. Puisque la
forme Z A", dx, dx, dx, est aussi une différentielle totale, la relation générale dont

on s’est déja servi & deux reprises prouve que ces coeflicients ne dépendent que des
variables x,, .... x,. Cette forme peut donc elle-méme s’écrire, puisqu’elle nc ren-

ferme que les r variables ., ..., x,, et leurs différenticlles,
’ de, d, W + ... +dx Jd, W,
et finalement on a ramené ' a la forme symbolique
m':(l;l?‘ d,_, H1 + ...+ 11‘17'4 Il2 “I,.

Soit Q=w,d,H, + ... +2,d,H ; la dérivée de la forme «—Q est idenli-

iz

quement nulle, et par suite on peut écrire

(14) o=w dH, +x d,+ ... +xdH +d]1,

1

d,H,,dH,, .., dH _ étant des différenticlles totales symboliques.

On aura une forme réduite ot le nombre des termes sera le plus pelit possible
en prenant pour r le nombre minimum g défini plus haut (n° 3), qui est égal & n
diminué du nombre de dimensions des intégrales de «'=o0 pour lesquclles ce

nombre est maximum.

[B] On peul aussi élendre aux formes symboliques la théorie du facteur inté-
grant. Soit @ une forme symbolique de degré p; unc fonction w des variables indé-

pendantes x,, x,, ..., x, est un facteur inlégrant pour o si le produit we est une diffé-

1’

rentielle totale symbolique. Pour que wu soit un facteur intégrant, il faut et il suflit

que 'on ait idenliquement
(nw) =wo' + dpo =o.

En égalant & zéro les coeflicients des différents termes, on a un systéme d’équa-

tions linéaires (mais non homogeénes) par rapport-aux dérivées partielles du premicr
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ordre de la fonction 7 =1logu. Ces équations doivent &tre compatibles, pour qu’il -
existe un facteur intégrant pour w. S'il en est ainsi, I'intégrale générale de ce systéme
est de la forme

r=n+F(f Lo S

N

», Ctant une intégrale particulitre, I' une fonction arbitraire et foSo oo f, los
¢ intégrales distincles d’un systéme complet, que I'on déduit des ¢équations oblenues

en supprimant les termes indépendants de ) dans le systéme précédent. Si ce Sys-

\

N ’ B < . . . . N

teme complet se réduit & \f =o(i=1,2,..., n), il existe un seul facleur intégrant
or

i

distinct w.==c%, et % s’obtient par une quadrature. Dans le cas général, ot il existe
une infinité de facteurs intégrants pour o, toutes les formes ’

eno Iy fo o f)

sont des différentielles tolales symboliques, quelle que soit la fonction 1. 11 en est
ainsi en particulier de la forme Q = ¢w. Mais Qf, doit aussi étre une différentielle

totale et I'on a par conséquent
Qf, 4+ Qdf,=Qdf, —o.

On aura de méme Qdf,=o, ..., Qdf,=o, et par suite Q est égale & un produit
symbolique 1Idf,, ..., df,, la forme Il étant aussi une différentielle totale. On re-
marquera que lorsqu’il y a plus d’un facteur intégrant distinct pour w, 1'équation

w=o0 admet des intégrales & n — 1 dimensions; si u, et p, sont deux facteurs inté-

. \r N s , . e s . .
grants distincts, I'équation —=C représente une famille d’intégrales & n — 1 di-

15
vl

nicnsions.

‘Les formes pour lesquelles Ie facteur intégrant a le plus haut degré de généralité
possible sont les formes représentées symboliquement par un produit de différen-
tielles tolales telles que kdf, df, ... df,. 1l en esl ainsi, en particulier, si p=n—1,
et 'on cst ainsi amené a la théorie du dernier multiplicateur de Jacobi.

Soit, commme plus haut,

n—1 n—i?

o, =\ dr, ... dx, + A\ dx, ... dz, de 4 ...+ A, de, d, ... de

I'équation qui exprime que ww,_, est une différentielle totale symbolique est diffé-

n—A1

renle, suivant la parité de n (n° 2). Si n est impair, cette condition csl

A N MNuA,) + AwA,) _
, o, 2z, ’
et, si n est pair,
d(wA)) MwA,) duwA)) o
dr e, dae,
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Dans le premier cas, p. est un multiplicateur pour le systéme d’équations diffé-

rentielles

dont l'intégration donne les intégrales de I'équation o, _, df'=o0. Dans l¢ second cas,

w est un multiplicateur pour le systéme

qui doit remplacer le précédent.

On voit immédiatement, d’apreés cela, que la connaissance de n— 2 intégrales
premiéres et d’'un multiplicateur permet d’achever I'intégration par une quadrature.
Supposons en effet que I'on ait effectué un changement de variables tel que y,, v, ...,

y,_, soient les n— 2 inlégrales premiéres connues; si w est un multiplicaleur,

v N—2

pw,_, est une différentielle tolale symbolique qui, aprés le changement de variables,

prend la forme.
P‘(')n-s - d.ya d.va i d.)/n—tz(Bn—A d}’u—x + Bn "lyn) *

Pour que la dérivée de (nw,_,) soit nulle, il est nécessaire que I'on ait
B B

n—i1 n

I= / Bn~1 (l»vn‘—i + Bu dyu ’

=dy,...dy,_,dz;

v n—2

ct en posant

on a aussi

Pw,

z est donc unc nouvelle intégrale de w,_, df=o.

On a étendu la définition du multiplicateur de Jacobi aux systémes complétement
intégrables. Au poinl de vue oli nous nous plagons, cette exlension est immédiate.
Soit

(19) oy=a, dc+ ... +a,dx,=o (i=1.2,...,9)

=]

n systéme complélement intégrable de s équations, équivalent au systéme
(15" df,=o, df,=o, . df,.—=o,

S Jo -y f, €lant s fonctions distinctes. On a

(-)‘.”‘\/\“(lfl-{— +)‘i.\'d-fx (i'—:I,Q....,S)y

le délerminant A des coefficients %, ¢tant différent de zéro. Considérons le produit
symbolique

QO — W, W, 0
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toute fonction w des vaviables (x,, ..., x,) telle que wQ) soil une différenticlle totale
symbolique est un multiplicateur du systéme (13). 11 est facile de voir qu’il exisle
une infinité de multiplicateurs el de trouver leur expression générale. Tmaginons en
clfet que T'on effectue un changement de variables de facon que y,, ¥,s --+» Y, soient
des intégrales du systéme (15), y, =/, .... y,==/.; le produit symbolique Q devient
Ady,dy,...dy,, ct I'on a

wQ=uddy,dy,...dy,.

Pour que (4L’ soit identiquement nul, il faut et il suffit que w2 ne dépende que
dey,,y, - Y, Le quotient de deux mulliplicateurs distincts est encore une inté-
grale du systéme (13).

La connaissance d'un multiplicaleur est de la méme utilité que pour un systéme
d’équations différenticlles. Si on connait s — 1 intégrales premiéres et un multipli-
cateur ., on peut, comme plus haut, faire un changement de variables qui raméne
p.Q & la forme '

wQ=dy,dy, ... dy _

1 w2

da da, .
\'—\" (Lk=s, ..., n),
yk yl.

(*) Le théoreme fondamental de la théorie des systémes complets peut aussi se rattacher
facilement a I’étude des formes symboliques. Roil f(r,, x,, ....r,) une intégrale commune
aux deux équations

Sx,(f):A, o, +A, S, 4N, S =
; h(f):B Y +B ‘\f+...+}5i,
: ' DJ:’ ; DJJ% " D‘/L'u

ot les cocflicienls \;, B; sont fonclions de ces n variables. Considérons la forme symbolique
de degré n— 2,

RN\ qopdre de, .. dx,
ous= Y (AB— B A (—1) T drde,
ik

. dr dx, ... dr
n — =

A L représente le produit dr,dr, ... dr,, ot Uon aurait supprimé les deux
ax; dr,
i k - -
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[6] Le probléme de l'intégration de I'équation =0 peut étre posé¢ d'une facon
un peu différente, en employant le langage géométrique, de la méme facon que
M. Cartan dans ses travaux sur les systémes de Pfaff. Etant donndée une multiplicité

M,_, définie par les r équations distinctes

n

(16)

-=o0,

-3

— >
, —0. ..., 9,

et un point (x,, x,, ..., «,) sur cetle multiplicité, un ¢lément linéaire e de cette mul-
tiplicité issu de ce point est défini par un systéme de valeurs i, di,, ..., dx,, véri-

fiant les 7 relations.

ds —o, d

T1

%,==0, e, dy, =o.

I’ensemble des ¢léments linéaires issus d’un point sur une multiplicité M, _
n—r dimensions forme une multiplicit¢ plane & n — r dimensious qui est déler-
minée par n— r ¢léments linéaives distincts, c’est-d-dire n’appartenant pas & une

multiplicit¢ plane & moins de n — r dimensions. Soient

(d), (dx), ... (dx),
(dx), (dx,), ... (dx),

(), (dxy), ... (dx,)

un systéme de p éléments linéaires distincts issus d’un point (x,, x,, ..., z,). Nous
dirons que ces p éléments linéaires sont en involution relativement & U'équation w =o,

§’ils vérifient la relation

(dry,), (das,), ... (dx,,),

(1) NI (da,,), (dr.,), ... (dx,,),
7 R VR

(dzy,), (dey,), ... (dr,),

1/p

la sommalion élant ¢tendue & toutes les combinaisons p a p des n premiers nombres.
Une mulliplicité intégrale de I'équation o =o peut étre définie comme une mullti-
plicité telle que p éléments linéaives quelconques de cetle multiplicité, issus d'un

méme point, soienl en involution relativement & I'équation o ==o. 1l est clair que

facteurs dr; el dr. les autres facteurs conservant leurs places. On vérifie aisément que le
produit symbolique wa—.df est nul. si fest une intégrale du systeme (e). Toute intégrale
de ce systéme annule donc aussi le produit symbolique o'a—, df; en développant ce pl 0-
duil, on trouve que f doit salisfaire a la nouvelle équation

L(NW) = XN ) =o.
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toute multiplicit¢ & moins de p dimensions peut étre considérée comme une inté-

grale puisqu'elle admet au plus p — 1 éléments lincaires distincts en un point non

singulier. Tous les délerminants qui figurent dans la relation (17) sont donc nuls.
St Péquation w=0 admet une multiplicité intégrale M 4 plus de p dimensions.

(r=>p), M, est aussi une intégrale de I'équation w'=o0. Prenons en effet sur M, une

\ rd 3 ariote st &
vari¢té quelconque M. ; Uinlégrale —/m ¢tendue & cetle varicte M, est égale,

d’apres Ta formule de Stokes généralisée, a lintégrale /(u, étendue A la variéié
fermée & p dimensions M', qui limite M, . Mais cetie variété M., appartient & M,;

donc on a fo)::O. 1l en est done de méme de /(-)’, ct par suite p + 1 éléments
M )

"» Mp-ia
linéaires distincts de la multiplicité M, sonl en involution relalivement & 1'¢qua-

lion o' ==o. Ce résultat peut du reste s’établir dircctement de la miéme facon que la
proposition classique sur les inlégrales d’'une équation de Pfaff : deux ¢léments
lindaires quelconques d’une multiplicité intégrale M _(r > 1) d'une ¢quation de Pfaff
vérifient le résultat obtenu en égalant & zéro le covariant bilinéaire.

I1 scrait sans doute possible, en procédant comme M. Cartan dans ses recherches
sur les systémes de Pfaff, de se servir de ces considérations géométriques pour
obtenir I'ordre maximum des intégrales ct de préciser leur degré de généralité. Je
ne m’occuperai pas de celle question dans ce Mémoire. Je vais seulement définir
quelques intégrales singuliéres; celte définition repose sur une remarque presque
évidente. Pour qu’une multiplicité M, soit une intégrale, il faut et il suffit qu'en
chaque point il y ait p éléments lincaires distincts en involution. En eftet, si la rela-
tion (17) est vérifiée par p éléments linéaives distincts, elle le sera aussi par p élé-
ments linéaires quelconques de la multiplicité plane qu'ils déterminent, puisqu’ils
se¢ déduisent linéairement des p premiers. Cela ¢tant, nous dirons qu'un élément
linéaire est singulier, s’il est en involution avec p—r1 autres éléments linéaires quel-
conques de méme origine. Pour qu'un élément linéaire (dx,, dx,, ..., dx,) soit singu-

lier, il faut et il suffit, d’aprés la condition (17), qu’il vérifie toutes les relations

n
(18) E'\”“ wg e iy i di=0,
i=x )

quels que soient les p— 1 indices «, %, ..., 2 _,. Il exisie des ¢léments singuliers si

n
ces équations (18) se réduisent 4 moins de n équations linéairement distinctes, et
dans ce cas seulement. 11 est clair, d’aprés la définition méme des éléments singu-
liers, que ces équations (18) forment un systéme covariant de I'équation o =o,

relativement A tout changement de variables. Si par la transformation (5) » devient

E Bi, g ooy yu, dyuy o dyay,



SUR CERTAINS SYSTEMES D'EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES. 17

le systéme (18) est remplacé par le systéme

: n
(18 ZB is e ayyi Y, = 0.

=1

Nous dirons que le systéme S,, formé par les équations (18), est le premier sys-
ltme associé a l'équation v =o.

Si le systeme S, contient moins de n équations linéairement dislinctes, il existe
des courbes 1", dépendant de constantes ou de fonclions arbitraires, dont tous les
éléments sont singuliers; ce sont les courbes singuliéres. Toute multiplicité M, com-
posée de courbes singulitres est une intégrale de I'équation » = o. Prenons en effet,
en un point quelconque de M, p éléments linéaires distincts, parmi lesquels I'élé-
ment linéaire de la courbe singuliére qui passe par ce point. Ces p éléments linéaires
sont en involution, et cela suffit, on I'a remarqu¢, pour qu'il en soit de méme de
p ¢léments linéaires quelconques de M,. Donc M, est une intégrale.

On peut définir de méme des systémes singuliers formés de deux éléments, de
trois ¢léments distincts, ..., etc. Nous dirons qu'un systéme de deux éléments
lincaires distincts (de,, dx,, ..., dx,), (3x, 8x,, ..., 3x,) cst singulier si les deux élé- -
ments associés & p— 2 autres ¢léments linéaives quelconques de méme origine
forment un systtme de p ¢léments en involution. 11 faut et il suflit pour cela que

ces deux éléments vérifient toutes lés relations

1 N s :
(19) M A e it (i, 33, — iy 3) =0,
ik
quels que soient les p — 2 indices x,, «,, ..., 2, ,. Si le systtme S, formé par les

¢quations

.
(20) >_4 Ay ooes —" de,de, = o

. ik

admel des intégrales & deux dimensions m,, tous les couples d’¢léments linéaires de
méme origine sur ces multiplicités forment des systtmes singuliers de deux é1é-
ments. Il est clair que ce systéme S, est aussi un systéme covariant de I'équation
w==0, ct on démonltrerait comme plus haut que toute multiplicité M ,, engendrée
par des mulliplicilés m, est une intégrale de w =o.

En continuant pour trois, quatre éléments, elc., on définirait de méme des

systémes S, S, ..., 8 | d’équations de méme forme, de degré 3,4, ..., p— 1 respec-

p
livement, qui sont des covariants de 'équation w=o0. En partant de la forme
dérivée o', on définit de la méme facon une autre suite de systémes covariants
§,,8,, ..., ¥, attachés & 'équalion o =o. Les deux systémes S, et S',, qui sont des
systémes de Pfaff, jouent un role important dans la suite de ce travail.

Fac. des Sc., t. VII. 3
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(7] On peut vérifier comme il suil I'existence (l’il{tégrales singuliéres & p dimen-
sions quand le systéme S, se compose de moins de n ¢quations distinctes. 11 existe
alors des courbes singuliéres dépéndant de n — 1 constantes arbitraires, car si I'on
ajoute aux n-—r équations de 8, r— 1 équalions de méme forme, choisies de facon
a former avec S, un systéme qui peut étre résolu par rapport & n— 1 des différen-
tielles dx,, on obtient un systéme de n — 1 équations diftérentielles ordinaires. Les
courbes intégrales de ce systéme sont évidemment des courbes singuliéres. Si l'on a
choisi le systéme des variables indépendantes de fagon que les équations de celle

famille de courbes singuliéres soit précisément,

C,, A

x, =G @
‘1 440 het] 2

n—t’
les équations du systéme S, doivent &tre vérifides quand on v fait

de,=dr,= ... =dxr

L,y == 0.

Tous les coeflicients A, ., ..., . sont donc nuls, et la différenticlle dx, ne figure
pas dans o. Il esl clair que la multiplicit¢ M représentée par les équations .

=g (0, 0, 0, ), e, = (e, 0, ), B, =

ot u,, u,, ..., it, sont p parametres anxiliaires, est une intégrale de » =o, quelles que
soient les fonctions ¢,, car tous les délerminants qui figurent dans cette équalion
sont nuls, puisqu’ils ne renferment que les dérivées partielles de x,, x,, ..., x,_, .

Inversement, si 'on peut choisir les variables indépendantes de facon que o ne
renferme que n— 1 différentielles die, ..., dx, . les équations de S, nc renferment

que dx,, de,, ..., dr

I

- Ce systéme comprend done au plus n— 1 équaltions linéai-

renienl distinetes, 1{1ais elle peul en contenir moins.
Exemple. — Soit o une forme symbolique du second degré
= .\: Ailc (ll'i (.lJ.'k.
Le systéme S, est formé des r équations
A de,+ A, de,+ .+ A, de, =0 (i=1,9,.. ,. n).
Pour que ce systéme S, admelte d'autres relations que da,==o, il faut et il suffit

que le délerminantl symétrique gauche form¢ par les coellicienls A, soit nul; cette

condition est toujours salisfaite si n est impair.
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Supposons en particulier n=4. Si le déterminant de Pfaff

o A, A, A

Ny
S i A, ';\3_! 0 \.,
A, A, A, o [

est nul, il est possible de délerminer «,, x,, 2, @, de facon que le produit symbolique
w(x de 4 o, dr, + o de, + =, dx,)

soit nul. En cffet, en égalant & zéro tous les cocflicients de ce produit symbolique
développé, on a un systéme de quatre équations linéaires et homogénes en a,, «,, «,, «,,
dont le déterminant est précisément A. La forme o est donc, le produit symbolique

de deux formes de Pfaft [T, 1,
w=1I11,,

ou, d'une fagon plus géndérale,
o=, 11, + o IL) (3,11, + u, 11,),

hs s Ay, élantdes fonctions de x,, x,, x,, a, vérifiant la condition i, w, — %, u, =1.

12 0

Or on sail que, par un changement de variables convenable, on peut ramener un
systéme de deux équations de Pfaff & I'une des formes suivantes (*) :
(I) dy’—yadyizo, dya_yAd.ylzo’
(II) dy,=o, dy,—y,dy,=o,
) dy,=o, dy,=o.

(') Soit en général n— y I'ordre des mulliplicités intégrales d’ordre maximum du sys-
téme 8, telles qu'il en passe une par un point quelconque de P'espace. Imaginons que 1'on
ait fait un changement de variables tel que ces mulliplicités soient représentées par
Yi=Ci(i=r1,2,...,4). Les équations S, ne doivent renfermer que les différentielles
dy, ... dy, et, par suite, apres le changement de variables, tous les coefficients de la forme o,
ot 'un des indices est supérieur & u sont nuls. 1l ne restera done dans o que les différen-
ticlles dy, ... dy,. La réciproque est évidente.

Ce nombre minimum u des différenticlles, que I'on peut laisser dans 'expression de o,
est au plus égal a la classe de cette forme, mais peut lui étre inféricur, sauf dans le cas ou
w esl une différenticlle totale symbolique. (Voir plus loin n° 40.)

Le nombre n— u est au moins dégal au genre du systéeme S, (Carrax, Mémoire G), mais
peul lui étre supéricur, si ce systéme admel des intégrales singulitres. Prenons par exemple
le systéme

de, —x dr,=o, de,—x de,=o,

qui admet des multiplicités intégrales & deux dimensions

x,=C,, x,=C x,=C,,

'Sl

quoique le genre soil deux. Mais tous les éiéments linéaires de ces mulliplicités, pour les-
quels on a dir, =o, dr,=o, dr,=o, sonl des ¢léments singuliers.
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La forme o peut donc étre ramenée a 'une des formes réduites

o=K(dy,—y,dy) (dy, —y,dy) = K dy,dy, 4 y,dy,dy, + ydy,dy,|,
w=Kdy,(dy,—vy,dy),

w=K (["\" ([‘\'Q 3

on voit qu’il 0’y figure que (rois ou deux différenticlles.

11

[8] Dans mes Mémoires antérieurs sur les invariants intégraux, javais é1é conduilt
précisément & considérer le systéme S’ et. en utilisant une proposition de Frobe-
nius, javais démontré que ce systeme esl complélement intégrable.

Je vais d’abord donner de ce théoréme une autre démonstration plus direcle,
fondée uniquement sur le caractére d’invariance, ce qui permet une étude plus com-
plete des propriétés de ce systéme, et donne en méme temps la signification des
intégrales. Pour fixer les idées el simplifier les formules, je développerai la démons-
tration en supposant p=2, mais elle s’étend immédiatement, avec quelques com-
plications d’¢eriture, & une valeur quelconque de p.

Soient @ une forme du second degré & n variables, qui n’est pas une différentielle
totale symbolique,

-
(21) o= >_JAM_ dr,de,,
ik
el o' la forme dérvivée
& )

' . e »

(22) o'= W A,y du;dir .
ikl

ot le coellicient A, a pour valeur

g CA li
\w=~5—+ =57+ 52
L.Ll "l‘;. “I’k
. . n(n—ri), .
Le systeme 8’ correspondant se compose des ——— ¢quations
2
n
: WAl = k=1, )
(23) 2y Nimlr,=o U k=1,2,...,n).

l=1
La propri¢té que nous voulons élablir est évidente si le systéme (23) contient
n équations linéairement distinctes, car il est alors équivalent au systéme

dr —o , r,=— O,

, . de,=o,
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formé de n ¢quations dont les premiers membres sont des différcntielles exactes.
I1 cn est encore de méme, s'it contienl n — 1 équations lin¢airement distinctes seule-
ment. En effet, il se compose alors de n — 1 équations différentielles ordinaires, et

admel par conséquent n — 1 combinaisons intégrables distinctes
df,=o, df,=—=o, . df,_,=o.

11 suffit donc d’examiner le cas ou le systéme ', contient seulement ¢ équations
linéairement distinctes (¢ <n—1). Ajoutons & ces équations n — ¢ — 1 équations

de méme forme
a, de, + ... +a,dr,=o (l=1,2,....,n—¢g—1).

dont les coeflicients peuvent étre choisis arbitrairement, & condition de former avec
§', un systéme comprenant n— 1 équations linéairement distinctes. Le systéme ainsi
obtenu admeltant n—1 intégrales premiéres, supposons que l'on ait pris un nou- -
veau systéme de variables (v,,¥,, ..., v,), de facon que Iintégrale générale du sys-

téme précédent soit

~ \ 3
ya:(‘l’ yz:(*z’ e yu-g:(‘u—i‘

Aprés ce changement de variables, la forme o se change en une nouvelle forme
t=]

o'= 2 B, dy, dy, dy,,

i,k 1

qui est aussi une différentielle totale symbolique, et le systéme 8§’ devient

n
(24) EBH;I‘[."::O (i, k=1,2,...,n).

=1

Ce systéme devant étre vérifié identiquement, quand on y fait

dy, =dy,=...=dy 0,

n—-4

tous les cocflicients B,,, sont nuls, quels que soient les indices i et k. D’autre part,

puisque o’ est une différentielle lotale, on a la relation

DBlkl _ kin + b‘\Blnz \Ignik lo
‘\ n byL Dw'l; (\yl

B,

= o0, puisque B,,,, B,,;, B,,, sont nuls. Il s’ensuit que la forme

Ini?

qui devient ici

. 4y,
symbolique o' et le systéme (24) ne renferment ni y, ni dy,. On a done, par ce chan-
gement de variables, ramené le systére (23) & un systéme équivalent de g équations

a4 n— 1 variables.
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Si ¢ =n—2, la proposition ¢noncée est établie. Si ¢ est plus pelit que n— 2,
on remarquera que le systéme (24) est de méme nalure que le premier. On peut donc
le ramener par un nouveau changement de variables & un systéme équivalent de
¢ équalions & n— 2 variables, et ainsi de suite. On finira donc par le ramener 4 un
systtme de ¢ équalions & ¢+41 variables, cest-i-dire A un systéme complétement
intégrable.

Voici une conséquence importanle du théoréme. Prenons un nouveau systéme de
variables (y,, ¥, ..., ¥, tel que I'intégrale générale du systéme §', soit précisément

y{:(,‘l, ey _)’q:(J

q7

it o V . . ; . . :
et soit :_JBW dy, dy, dy, 1a nouvelle expression de o' avec ce systtme de va-
riables. Les équations du systéme associé (24) devant étre vérifiées quand on y
., dy,, tous les indices B, ot

I'un des indices est supérieur a ¢ sont nuls. De plus, on démontrera comme tout a

I'heure que les autres coeflicients sont indépendants de y, ., ..., y,. Dans la nou-

i

suppose dy,=o, ..., dy,= o, quels que soient dy, ., .. .

velle expression de o'

(25) w'= N B dy,dy, dy, (i, k=12 ., q)
ikl

ne figurent donc que y,, y,, ..., y, el dy,dy, ..., dy,.
Quelles que soient les variables choisies, on ne peut trouver pour «' une
expression ou figurent moins de ¢ variables. En effet, si 'on pouvait mettre ' sous

une forme

\' ~
o'= Y C,,dz,dz,dz,,

ikl

ou les coefficients C,, ne dépendraient que de ¢ — 1 variables seculement, par
exemple z,,z,,...,2,_,, et ou tous les indices i, k, ! ne prendraient eux-mémes que
des valeurs inférieures a ¢, dans les équations du systéme associ¢

q

}1 Cdz,=o,

=1
ne figureraient ilue les ¢ — 1 différentielles dz,, ..., dz,_,, cl ce systeme renfermerait
au plus ¢ — 1 équations linéairement distinctes, contrairement a I’hypothése.

On appelle en général classe d’une forme symbolique le nombre minimum de
variables au moyen desquelles on puisse exprimer cette forme par un changement
dc variables convenable. Le résultat qui vient d’étre obtenu peut alors s’énoncer
ainsi : la classe d'une différenticlle tolale symbolique est égale au nombre d’équations
linéairement distinctes du systéme associé §',.
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Le théoréme, démontré en supposant que la forme ' est du troisiéme degré,
s'applique. quel que soit le degré: on le voit immédiatement en reprenant la dé-
monstration. '

Nous dirons qu’'une forme symbolique de classe ¢ est ramenée A une forme
réduile lorsque dans son expression ne figurent que ¢ variables et leurs différen-
tielles. 11 y a évidemment une infinité de maniéres de ramener une forme dérivée a
une forme réduite, mais toules ces formes se déduisent I'une de I'autre par un chan-
gement de variables portant uniquement sur les ¢ variables qui y figurent. Soient en
effet

N By, dyedy,, Y Cpdzdegdz, Gk l=1,0, ..., q)

deux expressions réduites d'une méme forme dérivée.

Le systéme associé §', peut étre écrit sous les deux formes

dy, =o, . dy
ou

dz,:O, ey d: =—o.

Il S’ensuit que les équations y,=C, ou z,=C/, (i=1, 2,..., q) représentent
lintégrale générale d'un méme systtme complétement intégrable. On a donc des
relations de la forme

yi:gi(z’,z‘,,...,zq) (i=1,2,...,9),

et I'on passe de I'une des formes réduites & 'autre par un changement de variables.
' Les variables qui figurent dans une forme réduile de ' constituent donc un systéeme

de q intégrales distincles du systéme complétement intégrable S',. ,
Si, par un moyen quelconque, on peut ramener ' i une forme réduile, on a par

1& méme intégré le systéme complétement intégrable S,

Remarque. — Dans une expression réduite de o, toutes les différentielles dy,,
dy,, ..., dy, doivent figurer; si dy, par exemple n’y figurait pas, les équations (24)

ne pourraient comprendre plus de ¢ — 1 équalions linéairemenl distinctes.

[9] Le systtme S’ n’est pas un systéme complétement intégrable quelconque.
St lon connail §— 1 intégrales premires de ce systéme, on peul achever l'intégration
par une quadrature. .

Supposons toujours que I'on ait effectué un changement de variables tel que ces

— 1 intégrales premiéres soient précisément y = C Y,_,—=C Avec ce sy

q grales pre s pré Yi=0C o, ¥, =C,_,. Avec ce sys-
téme de variables, les équations (24) du systéme associé S', doivent se réduire 4 une
seule équation distincte quand on y fait dy,=o, ..., dy, ,=o. Elles ne peuvent

&tre tontes vérifiées identiquement aprés cette subslitution, car elles se réduiraient &
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moins de ¢ équations dislinctes. Tous les coefficienls B,,,, ot deux des indices sont
supérieurs & ¢ — 1, «oivenl élre nuls. En cffet, supposons par exemple que I'on ait

B, =0, kel h étant supérieurs & ¢ — 1. Les deux équations du sysiéme (24), o

Von a fait dy,=o, ..., dy,_ ,=o,
n n
X _ 3, o
‘\/_‘ B, dy,=o, ‘\_JL‘.M dy,=o,
l:/l I:tl

ne peuvent se réduire & une seule, car la premicre contient un terme en dy, el ne
contienl pas de terme en dy,, landis que la seconde, au contraire, renferme un
terme en dy, el ne renferme pas de terme en dy, .

Cela étant, prenons un syst¢me de valeurs pour les indices i et & tel que tous les

coefficients B,,,, o [ > ¢, ne soient pas nuls. La relation générale
OBy, o OBy + By, . OBy —0

N N2 N NE

devient, puisque B,,=B,,=o, silet hsont>gq,

0B, 0B, .
Tl/,“__sii:o Lh=q.q+1,..,n).

Le premier membre de I'équation
n
\! —
}_‘ B, dy,=o,
=q
ou 'on regarde y,, ..., y,_, comme des conslantes, est donc une différentielle exacte,
el la derniére intégrale s’oblient bien par une quadrature.
La proposition est vraie, quel que soit I'ordre de la forme dérivée. Le théoréme
classique de Jacobi peut en étre considéré comme un cas particulier, correspondant
a la valeur n — 2 de p. Supposons en eifet que le systéme d’¢quations différentielles.

(26) ' ﬁi = dr, = ... :ﬂl

1 2 ]

A A A,
L —2 4+ - —o0

o, dx, oL

Si n est impair, par exemple, on a vu que la forme (n° 5)

w,_ =N dx, . dr,+Ade, . . dede, 4+ ...+ A de .. de

n—a
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é¢tait une différentielle totale, et le systéme associé §', est identique au systéme (26).
On reviendra plus loin sur les autres simplifications que peut présenter 'intégration
d’un systéme §', associé a une forme dérivée de degré quelconque.

[10] Dans tous les calculs des paragraphes précédents, les coefficients de la
forme dérivée o' interviennent seuls; il n’est pas nécessaire de connaitre les coeffi-
cients de la forme  elle-méme, dont o’ est la forme dérivée. Supposons maintenant
que I'on veuille avoir la classe d'une forme quelconque o qui ne soit pas une diffé-
rentielle totale. Il est clair que, quand on passe d’'une forme w-a la forme dérivée,
on n’introduit aucune variable nouvelle qui ne figure pas dans v ; la classe ne peut
donc augmenter. Par suile, si o’ est de classe ¢, « est au moins de classe ¢, mais elle
peut étre de classe supéricure a ¢. Supposons la forme o' de classe ¢ mise sous une
forme réduite ot figurent seulement ¢ variables et leurs différentielles; on peut par
des quadratures (n° 4) déterminer une forme o, ayant pour dérivée o' et ou ne
figurent que les mé¢mes variables qui figurent dans «'. La différence v — o, est une
différentielle lotale, dans I'expression de laquelle peuvent entrer des variables, en
nombre quelconque, qui ne figurent pas dauns o'. .

. ‘
Pour avoir la classe de la forme o elle-méme, considérons la forme auxiliaire

(2’7) (-)’:e'r” l(.)::e'r”" ? EA”‘ d.l?i dfck N
ik
«,,, ¢tant une nouvelle variable indépendante, qui restera la méme dans tous les

changements de variables portant uniquement sur les n variables «,, x,, ..., z,. Nous
raisonnerons toujours, comme plus haut, en supposant p=2. La forme dérivée o', a

pour expression

(28) o, =erndr,, w4 e

o~

— et ; E A de,de, de, + E Ade,de, dx, |

1

ikl ik

(i, h,l=1,2, ..., n).

Soit S} le systéme de Pfafl associé & la forme o} ; il se décompose en deux groupes
d’équations
n
, . .
f\(zg) Z;\ikdxk:o (i=1,2,...,n),

k=1

S” B

( (30) Z Ade,+ A, dre,, ,—o (Lh=1.,2,...,n);
=1

Fac. des Se., t. VII.

=~
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ce systéme S est lui-méme un systéme complétement intégrable, d’aprés la propo-
sition générale dun° 8. C’est aussi un systtme covariant de I'équation = o, rela-

tivement & tout changement de variables portant sur les variables Ly oo X

n?

la
- ' .
variable x,., n'étant pas changde.

Si Ton ajoute aux équations de S I'équation die, ., =o, on obtient un nouveau
systéme complétement intégrable () 8", composé de deux groupes d’équations

1

n

&' (29) E A, dr,=o, (i=1,2,...,n),

UL k=1
S
/ n
L (31) E A de,=o, (G hk=n1,2.....n),

=1

qui s’obtient en ajoulant les deux syslémes S, S, associés respeclivement & o et
a o' lestclair que ce systéme S;” est lui-méme un covariant de w. On peut démontrer
directement qu’il est complétement intégrable en raisonnant comme on l'a fait sur le
SYS

distinctes. S'il contient ¢ équations distincles (¢ < n — 1), faisons un changement

téme §',. La proposition est évidente, si le sysléme contient n ou n— 1 équations

de variables tel que les équations

y, =( y,=G,, v,.,=GC

Su—1 T e
représentent une famille d'intégrales & une dimension du systéme transformé.

" \ ) . , .
Soit w= Y B, dy,dy, la nouvelle expression de w; les équations
S Bt U Bt SO

n n
2 B, dy,=o. E B, dy,=o

k=1 - =1

(*) D'une facon géndrale. si lon réunit les équations des deux systémes complétement
intégrables. on obtient un nouveau systéme complétement intégrable. Si le premier sys-
cme S, contient p équalions lindairement distinctes, il est équivalent & un systéme
cme S, P eq A

(z) df,=o, dfj=o, ..., df,=o.
Le second systéme 8, est de méme équivalent & un systéme de ¢ équalions
(8) dy,=o. dy,=o, ..., dy,=o.

Siles p + ¢ fonclions f;, ¢, sont distinctes. il n’y a aucune relation linéaire entre les
différenticlles df,. dg,, et par suite le systeme formé par les équations (2) el (5) conlient
p + q équations distinctes. Dans le cas général. il y a autant de relations distinctes entre
les p + ¢ fonctions f;, ¢, qu'il ¥ a de relations lindaires entre leurs différentielles. S'il y a
r relations. les équations (2) et () se véduisent & p 4 q -~ r équations lindairement distinctes
et forment bien un systeme completement intégrable.
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doivenl étre vérifiées quand on y suppose dy,=—=o, ..., dy, ,=o. Tous les coefli-
cients B,,, B,,,, ott Pun des indices est égal & n, sont donc nuls. 1l en est de méme

2B,

k., d'aprés la relalion générale
n

des dérivées

el par suile la nouvelle expression de » ne renferme ni y,, ni dy,. Le systtme S est
donc remplacé par un systéme équivalent de ¢ équations & n— 1 variables seu-
lement. En continuant de la sorte, il est clair qu’on finira par arriver & un systéme
de ¢ équations & ¢ + 1 variables sculement, équivalent au systéme S}, ¢’est-a-dire a
un systéme complétement intégrable.

Les conséquences sout les mémes que celles qui ont été développées plus haut
(n°9). Si I'on a pris un systéme de variables indépendantes (y,, ..., y,) tel que le

systéme S’ soit équivalent au systéme
4
dy,=o, C dyq_——o,

dans Uexpression de la forme « avec ce systéme de variables

o = ¥ Bydy,dy,

ne figurent que les variables y,, y,, ..., y, el leurs différentielles dy,, ..., dy, . La
forme « est donc au plus de classc ¢. Cette forme ne peut dtre de classe inférieure
& g, car s'il était possible de 'exprimer au moyen de ¢’ variables z,, z,, ..., z,, et de
leurs différentielles dz,, ..., dz,, (¢'<Cq), le systtme S;” comprendrait au plus
¢' équations linéairement distincles.

La classe d'une forme symbolique w esl donc égale au nombre d équations linéai-
rement distincles du systeme S formé par la réanion des deux systémes S, el S',.

Lorsque le systéme S]" ne renferme pas d’équalions linéairement distinctes des
g équations du systéme 8’ la forme » est de méme classe que la forme dérivée o, et
il suffira d’intégrer le systéme 8', pour ramener ces deux expressions { une forme
réduite par un méme changement de variables.

Supposons maintenant que le systéme S, contienne r équations linéairement dis-
lincles des ¢ ¢équations du systéme §',. Le systéme 8] se compose alors de ¢ + r
équations. Pour trouver intégrale générale de ce systéme (on suppose bien entendu
q + r<Cn), on peut d’abord intégrer le systéme complétement intégrable S',; il reste
ensuile & intégrer un nouveau systéme complétement intégrable de r équations. Ce
nouveau systéme jouit de la méme propriété que le systéme §',; si I'on a obtenu

r—1 inlégrales, on peut achever Tintégration par une quadrature. Pour le dé-
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montrer, supposons que l'on ait pris un systéme de variables tels que y,, v,, ... ¥,
soient des intégrales de §',, et Yginr s Ygino, des intégrales du systéme S;". Soil

= ZBikdyidyk

I'expression de o avec ce systéme de variables; y,,-...,y, étant des intégrales du
systéme S',, tous les coefficients B,,, ot I'un des indices esl supérieur & ¢ sont nils,
et ce systéme est équivalent aux q équations

dyizo, flm\’3:07 . dyq:o_

D’autre part, toutes les équations du systéme S, doivent se réduire & une scule
quand on y fait dy,=o, dy,=—o, ..., dy, , ,=o. En raisonnant comme au n" 9,
on en déduit que tous les coefficients B,,, o les deux indices sont supérieurs
A ¢ + r— 1, sont nuls. Soit

(32) Biq—‘-r(l.vq—‘» r + e + Bin (’lyn =o
une équation de ce systéme dont tous les coefficients ne sont pas nuls. La relation
géncrale
]3 — DI;HL + D]3/11 + DBH
ihl T 3 3 3
Y i Y n
se réduil A
B, B,
e W

si les deux indices & et [ sont supérieurs & ¢ + rr — 1. Le premier membre de I'équa-

tion (32) est donc une différentielle exacte, en regardant y,, g

‘2 Jgtr—1

comme
constants.

Appelons pour abréger opération m la détermination d'une intégrale premiére
d'un systéme complétement intégrable de m équations aux différentielles totales.
On peut dire alors que lintégration du systéme S, 4 S', exige d’abord les opérations
¢, q—1, ..., 2, ct une quadrature; puis les opérations r, r — 1, ..., 2, et une qua-

drature. Cette dernitre série d’intégrations se réduit & une quadrature si r=r.
Exemple. — Soit o = x| dr,dx, + x, dx,dx, + dr,dr; on a
o' = 2w, de, dr,dr, + dr de,dr,.
Le systéme 8’ ne comprend que trois équations distincles
ax, dx, + dr,=o, dr,=o, dJc2 =o,
tahdis que §', + 8, contient quétre équations

dx, =dx,=dr,=dx, = o;

»



SUR CERTAINS SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES. 29

© est donc de classe quatre et o' de classe trois. Le systéme S, admet les trois inté-

grales x,,

)

22,2, + x,. En prenant pour variables ,, x,, z, et y ==ax, x, + x,, on

a en effet
o' = dx, dx,dy,
o =, dx,dy + ; da,dy + d(@? @) do, + dx, d(2) ; .
Remarque. — Pour que la forme o, de degré p soit le produit symbolique de
p facteurs df,, df,, ..., df,, il est nécessaire que cette forme soit de classe p, si cest

une différentielle tolale symbolique, ou de classe p 4 1 dans le cas contraire.

Ces condilions sont suffisantes. Si, par exemple, w, est de classe p + 1, on peut,
par un changement de variables, la transformer en une forme symbolique de degré p,
ou figurenl seulement p 41 variables y,,y,, ..., ¥,.,, et I'on a démontré plus haut
(n° 4) qu'une telle forme est décomposable en un produit symbolique de p diffé-
rentielles

Kdf. df,...df,.

Si le facteur K ne se réduit pas a une fonction de f,, f,, ..., f,, la forme ', est

elle-méme de classe p + 1, et le systéme (S) + (8') est identique au systéme (S')).

[44] Reprenons encore le systéme complélement intégrable S] que nous écrirons

n
7 (29) EAikdxkzo (i=1,2,...,n),
5,
EAikldxl
9 l .
L Bo) ———=—dx,., (Lk=1,3,...,n).

A

ik
il se compose de m + 1 équations linéairement distinctes, il admet m intégrales
indépendantes de @, , ct une derniére intégrale dépendant de x,,, de la forme

z,.,+Fx,x, . . ., z)=C

Cette derniére intégrale s’obtiendra par une quadrature quand on aura oblenu
les intégrales premiéres indépendantes de ., . Imaginons encore que 'on fasse un
changement de variables tel que ces m intégrales soient précisément Yo Yor o os Y-
Comme le systéme ! est un covariant de la forme o relativement & tout changement
de variable portant uniquement sur les n variables (z,, x,, .. ., x,), le systéme de
méme forme que 87

n
.
n Z B, dy,
W (=54
LBikdyk:O» ———=—dx,,

h=—=—1
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devra admettre les m intégrales premiéres Y -5 Y, indépendantes de x,, . 11 faut

d’abord que T'on ait B,,==o0 si I'un des indices est supdrieur & m, et par suite lous

les coeflicients B,,, oti deux des indices sont supérieurs & m seront nuls. Supposons
<Km, k<{m; toutes les relations

n
E By dy, + B, de, ,=o
i=m+1

* soit indépendant des
ik

doivent se réduire & une scule, ce qui exige que le rapport

indices i et k. Mais on a, I étant supérieur & m,

B, B, B, )
Sl M v o=
4y, dy; CAS dy,

B

ikl

par conséquent quels que soient les indices (i, k) (¢, k') dont aucun n’est supérieur
d'm, ona

B, By,
dy, dy,
By o By

Le rapport de deux coefficients quelconques B, By est donc indépendant des

variables y, .., ..., y,, et 'on a pour » une expression de la forme
(31) m:KECikdy‘.dyk (Lk=1,2,...,m)
ik

les coefficients C,, ne dépendant que de Y5 Yes -+ -5 ¥, Par un raisonnement déja
employ¢ deux fois, on démontre que la forme o ne peut étre mise sous une forme
analogue ol le nombre m serait remplacé par un nombre inférieur. S'il en était
ainsi, le systéme S} comprendrait moins de m + 1 équations linéairement distinctes.
Ce nombre m s’appelle la classe de I'équation » = o.
Nous avons maintenant deux cas a distinguer. Si le facteur K ne dépend que des
ariables y,, y,, ..., v,, on peut évidemment le s supposer égal a 'unité. La forme o
estde classe m, ety,, y,, ..., y, sont les variables qui figurent dans la forme réduite,
c’est-d-dire des intégrales des systémes S, et §',. La derni¢re équation du systéme S” se
réduit & dz,,, =o. La classe de o est égale A la classe de I'équation » =0, mais la
classe de o’ peut étre un nombre quelconque inféricur a m.
Si le facteur K contient d’autres variables que y,, ¥y, .., ¥, ON peut supposer

K=y, - Les m + 1 équations du systéme SY se réduisent alors A

d
dy,=o, s dy,,=o, Smis 4 dx,

o om--a
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La classe de » est m+-1, tandis que la classe de I'équation w=o est seulement m.
. . ,
Dans ce cas, la classe de o' est aussi m 4 1. En effet, la classe de o' est égale au

nombre des équations linéairement distinctes du systéme

m m
N Budy, =0, ¥, N Budy, +Bdy, =0 (k=10 .. ..m).
k=1 =1

Or, ce systéme esl identique au systéme 8], relatif a la forme E B, dy, dy,, qui

/

se compose de m + 1 ¢quations distinctes, puisque cette forme est de classe m.

En définitive, on a trois nombres & considérer :

1° La classe ¢, de la forme w; ce nombre est égal au nombre des équations linéai-
rement distinctes du systéme S!” formé par 'ensemble des équations des deux sys-
témes S, et §',.

2° La classe ¢, de la forme o; ce nombre cst égal au nombre des équations
linéairement distinctes du systéme §',.

3° La classe ., de I'équation o =0 ce nombre est égal au nombre des équations
linéairement distinctes du systéme S, ot I'on aurait supprimé dx,_, . .

On a loujours ¢, > c.setc, > v.. On ne peut avoir les signes d’inégalité en
méme lemps. Nous venons de voir, en effet, que silona ¢, =+, 4+ 1, ona for-

cément ¢, = ¢./. Sic,=~v., la classe ¢,/ peut étre inférieure & ¢.. Dans ce dernier
cas, I'équation dx,. = o est une des combinaisons intégrables du systéme S;.
Placons-nous dans le cas ot ¢, = ., + 1. Si l'on a trouvé les m intégrales v, ,

¥.s - -5 Y, du systéme 8] indépendantes de x,.,, on peut trouver la derniére inté-

1 n--1

grale du systéme §', sans aucune quadrature. Il suffira, en effet, de prendre un nou-
veau systéme de variables indépendantes dont y,, y,, ..., ¥, fassent partie.
La forme o, nous lavons vu, s’exprimera uniquement au moyen des différen-

tielles dy,, ..., dy

om?
O .
= 3 B, dv,dy, (Lhk=1,2,...,m),

et on pourra prendre pour la derniére intégrale y,, ., I'un quelconque des coefficients
B,, qui ne sont pas nuls.

Toul ce qui préceéde s’applique, bien entendu, quel que soit le degré de la forme o.
Dans le cas d'une forme de Pfaff, on ne peut avoir & la fois ¢, ==c., =v.,. Si ¢, est

un nombre impair 2n 41, la forme canonique de o est

o=pde,+ ... +p,dx, 4+ dx,
etl'ona

o' =dp dr,+ ... +dp,dx,;
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dans ce cas, y,=c,=2n+1, ¢, = an. Sic, esl un nombre pair an, la forme
canonique de o est ‘
o=pdr, + ... +p,dx,;
on en déduit

o' =dpdx, + ... + dp,; dx,,

el, par suite, y, = an—1, ¢,s = ¢,. On remarquera que ¢, est toujours un nombre
pair, tandis que y,, est toujours impair.

Remarque. — Dans le cas d’une forme symbolique de degré supérieur au pre-
mier, les trois nombres c.,,, v., ¢’ peuvent étre égaux.

Soit, par exemple,

w=2x,dr,dx, + x dr dc, + dc,drc,;

on a
w'=dx, dx,dx, + dx, dx dz,,

et les Lrois systémes d’équations aux différentielles totales considérés plus haut sont
idenliques et donnent d,—o (i=1, 2, ..., 6). On a donc dans ce cas

C, = Yu — C,) = 6.

comme un
parametre auxiliaire, est le systéme caractéristique relatif i I'équation w =o0. Toule
multiplicité intégrale de ce systéme, c’est-a-dire toute multiplicité dont tous les élé-

ments linéaires vérifient les m équations de S}, est une mulliplicité caracléristique.

[42] Le systéme complétement intégrable S!, ot Pon regarde x

-1

Il existe des multiplicités caractéristiques M,_,, & n—m dimensions représentées par

n—m

les équations

* yA:C‘ \ yﬂzcz’ Tt ym:C

m?

ot y,, ..., ¥, sont m intégrales distinctes de S’, indépendantes de x et toute

multiplicité caractéristique s’obtient en prenant unc multiplicité arbitraire sur une

n=-1?

des multiplicités caractéristiques M,_, . Nous dirons que y,, y,, ..., y, forment un
systéme de variables caractéristiques. Le liew des multiplicilés caractéristiques M,_,
issues des différents poinls d’'une mulliplicilé intégrale M, de I équation ©=o est aussi
une multiplicité intégrale de la méme éguation.

On le vérifie immédiatement en supposant I'équation w==o0 ramenée A une forme
réduite, ot les coefficients ne dépendent que des variables caractéristiques y,, y,, ..., Y-
Si les équations

Y=o, u) (=12, n)
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représentlent une multiplicité intégrale & r dimensions, «,u,, ..., U, étant » para-

métres arbitraires, il est clair que les équations .

)y Y, =AU,

Jom-+1

1) MR yu llr n—m
'

représentent aussi une multiplicité intégrale, qui sera A r+n—m dimensions si les

yl_?l(lll’ ...,ll‘.), ct ylll:” (ll

paramélres u,. ..., u, figurent effectivement dans les expressions de o, ..., ¢, 1l
est clair que cette mulliplicité est le lieu des mulliplicités M, _, issues des différents
points de la multiplicité M. En particulier, le lieu des multiplicités caractéristicues
M, issues de tous les points d'une multiplicit¢ quelconque d’ordre inféricur a p
est une mulltiplicité intégrale.

Considérons en particulier une forme o de degré p, égale au produit symbolique

de p formes de Pfaff lin¢aivement distincles

<
ou

O =, de, + ...a de (i=1,2,....D).

1 12 1

Supposons que, par un changement de variables convenable, on puisse rem-
placer le systéme des p équalions Q,=o par un systéme équivalent ou figurent seu-

lement m variables y,. .. ...y, ct leurs différenticlles

I,=0,dy,+ ... +b,,dy,,=o0 ((=1,2,...,p).

Le produil symbolique o se transforme en un nouveau produit symbolique

w=KILII,...1I

p’

le facleur K pouvant contenir, en méme temps que les variables y. v, ..., vy, dau-

tres variables y

Jom+1?

... L’équation w==o0 est donc au plus de classe m. Elle ne peut
&tre de classe inféricure & m, car si Uon pouvail mettre » sous une forme telle que
w=1II.0,, H étant une fonction ordinaire et «, une forme symbolique ol figurent
seulement m — r variables ct leurs différentielles, o, serait aussi le produit symbo-
lique de p facteurs linéaires ne dépendant que de ces m—r variables et de leurs
différenticlles. Le systéme des p équations de Pfaff Q,==o est donc de classe m, el le
systéme qui définit les caractéristiques de ces équations est identlique au systéme qui
définit les caractéristiques de I'équation o =o. _

Lorsque les p équations 11, ==o forment un systéme complélement intégrable, le

produit symbolique o est réductible A la forme

o=K I,lyl ce (I.Vp,
et la détermination des variétés caractéristiques y,, ..., y, est équivalent & T'inté-

Fac. des Se., t. VII. 5
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3

gration du systéme donné lui-méme. On voil par 1A que les équations diftérenticlles
des multiplicités caractéristiques d’une équation peuvent former un systéme comple-
tement intégrable quelconque.

111

[43] Les propriétés des formes symboliques de différentielles se prétent faci-

lement & I'étude des invariants intégraux. Ftant donné un systéme d’équations

différenticlles
dr dr dx
3a — = 2= ==t
( ) xl \‘! \II
ou \,, X,, ..., \, ne dépendent pas de la variable ¢, lout invariant intégral de ce

systéme esl représenlé par une intégrale, simple ou multiple,

\ ;
I, _../‘mp :f>—J Nougevvny, dey duy, ... de,

olt v, est une forme symbolique de degré p, dont les cocflicients doivent vérifier un
. . . . . . . dl, .
certain nombre d’¢quations aux dérvivées partielles (qui expriment que v est iden-

tiquement nul, quelle que soit la multiplicité M & laquelle I'intégrale est é¢tendue ().
maginons que par un changement de variables on ail ramené le systéme (39) &
Imag ue p hang L de variabl ail ramce y

la forme canonique

(32" dy, __dy. v =,
(0] o o 1

la forme symbolique v, se change en une nouvelle forme symbolique Q , ot les va-

riables y,y,, ...,

o n—1

et les différentielles dy,, ..., dy,_,, dz peuvenl figurer d'une
facon quelconque, mais dont les coefficients ne dépendent pas de la variable z.

Cela étant, soient v, el o, deux formes symboliques correspondant & deux inva-
riants intégraux L et 1 du systéme (32), Q et Q, les expressions de ces formes sym-

boliques aprés le changement de variables qui raméne le systéme (32) & la forme (32').

(1) N exisle aussi des invariants intégraux d'une autre espece,

11:'/{/(1)((1.1-,, de,, ..., dz,).

& étant une forme (au sens algébrique) de degré m en dr, dr,. ... dx,, dont les cocllicients
sont des fonctions de x,. z,. ..., x,. Pour qu'une forme de celle espéce donne un invariant
intégral. il faut et il suffit que. par le changement de variables qui ramene le systeme (32)
a la forme (32'), la forme @ se transforme en une nouvelle forme W(dy,.....dy,_,.d:)
dont les coeflicients ne dépendent pas de :.
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Les coeflicients de Q) et de Q, ne renfermant pas la variable z, il en est évidemment
de méme du produit symbolique Q,.Q, . Or, on a, d’aprés les propriétés d'inva-

riance d'un produit symbolique,

()]
PR

(OO Bip=— -2

» q

ce qui prouve que la forme symbolique de degré p+¢, ©, o, se transforme en une
forme symbolique donl les coefficients ne renferment pas = par le changement de
variables qui conduit des équations (32) aux ¢quations (32'). \u produit symbolique

o, o, correspond donc un invariant intégral d’ordre p+ ¢

Ce théoréme est di & Poincaré, qui I'a déduit des propriétés des équations aux

varialions. L’¢énoncé n'exige pas que o, et o, soient différents; de tout invariant

intégral /mp on peul donc en déduire de nouveaux représentés symboliquement

par /(mp)", /(mp)“, ... . Tous ces invariants sont identiquement nuls, si p est
impair.

Connaissant un ou plusicurs invariants intégraux du systéme (32), si I'opération
précédente permet d’en déduire un invariant intégral d’ordre n, on aura un multi-
plicateur du systéme. Si, en procédant d’une autre facon, on peut en déduire un
autre invariant d’ordre n, on aura deux multiplicateurs ct par suite une intégrale,

pouvant se réduire & une constanle. Supposons, par exemple, que I'on connaisse un
invariant intégral du second ordre 12:/‘(02 d’un systéme de an équations, la

puissance symbolique (v,)" n’étant pas nulle, et en outre denx intégrales 3,, .. On

en déduit que

]-l :/ ((’)-_)‘)2’ AR 'ilt—lz / ((')2)”——[7 l‘.7II - / ((')2)"

sont aussi des invariants intégraux, dont le dernier donnera un mulltiplicateur du
systéme. D'autre part, o, et o, élant des intégrales, fd:?‘, ./'(l"a2 sont aussi des

invariants intégraux, ainsi que f((-)g)'l_' dz,d,. Le quotient des deux formes sym-

boliques
(0,)" de, d3,
((')2)"

est donc une nouvelle intégrale du systéme proposé.
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Le théoréme classique de Poisson n’est qu'un cas particulier de celte proposition.
Supposons que le systéme considéré soit un systéme canonique de 2n équations

dre, 0H dp,

T,IT_D]),,' dl __3.7;, (=t ..n);

(33)

ce sysleme admet Uinvariant intégral (')

|’:/1-)2:f211£illjli.

La puissance symbolique (w,)" est identique d n! dw, dp, ... dx,dp,, et par con-

s¢quent le systéme (33) admet pour mulliplicateur I'unité, comme il est bien connu.

n’

D’autre parl, si 2, el o, sonl deux intégrales, / (w,)" " do, dy, est un invariant inté-

gral. Or, le produit symbolique (w,)" ™" dy, dy, est ¢gal, & un facteur conslant pres,
comine on le voit aisément, a (o, o) dx, dp, ... de, dp,. Iexpression (3,, 2,) est donc
une inlégrale du systéme (33). Les généralisations bien connues du théoréme de

Poisson s’¢tablissent de la méme facon.

[44] Poincaré a indiqué d’autres procédés permettanl, dans cerlains cas, de dé-
duire d’invariants intégraux connus une ou plusieurs intégrales du systéme (32),
sans aucune intégration. Tous ces procédés, de caractére algébrique, se déduisent
aisément de la forme canonique des invariants intégraux, quand on suppose le sys-
téme ramené a la forme (32'), et s’appliquent en particulier aux invariants du pre-
mier ordre, considérés dans la note de la page 34. _

Le probléme que je me suis propos¢ dans les travaux consacrés & ce sujet est un

peu différent. La connaissance d’un invariant intégral ne permet pas en général

(') On peut démontrer comme il suit que les systtmes canoniques sont les sculs qui
admeltent Uinvariant intégral I,. Supposons cn cffet que I, soit un invariant intégral du
systeme

dr, . dp,

L=\, =D, [ =1,2,...,01).
i , i ; (e 1,2 n)

La forme o, ¢tant une différentielle totale symbolique, Uinvariant du premier ordre que
I'on déduit de I, par I'opération (E) doit étre un invariant [(l'[-“”(l')).
Or. cet invarianl a pour expression

(d.e)

1, :/ \,dp, — P dx, + \,dp,—P,dr, 4 ... .

La fonclion sous le signcfdcvant étre une diftérentielle exacte, on a donc
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d’obtenir sans aucune inlégration une ou plusicurs intégrales premiéres du sys-
iéme (32), mais on peul toujours en déduire un nouveau systéme d’'équations diffé-
rentielles, d’ordre inférieur ou égal 4 n, dont Uintégralion présente des simplifi-
calions qui ne se présentent pas pour le systéme le plus général, et dont toutes les
intégrales sont aussi des intégrales du systéme (32). Ce fait, que j'avais établi direc-
tement, se rattachie trés simplement 4 la notion de classe d'une forme é}‘lx]bolique.

Considérons en particulier les invariants intégraux que je désigne par I;f), qui
sont aussi des invariants intégraux pour tous les sysiemes d’¢quations différentielies
que I'on déduit du systéme (32) en multipliant tous les coefficients \, par un facteur
quelconque 7.(x,, %, ....x,). De tout invariant intégral on peut déduive, par des
additions et des multiplications, un invariant de cette espéce. Soit m}]") la forme sym-
bolique qui correspond & un tel invariant ljf). Ces formes symboliques sont caracté-
risées par la propriélé suivante : si on fail le changement de variables qui ramcne

(e
I

)

le systéme (32) & la forme (32"), lexpression o ) se change en une expression symbo-

lique .Q(,f)- ot ne figurent ni z ni dz. La forme o, est donc au plus de classe n— 1,
mais elle peul ¢tre de classe inféricure & n.— 1. Soit n—r (r > 1) la classe de celle
forme; si on la suppose ramenée & une forme réduite ot ne figurent que n — »r va-

viables Y,, ..., Y et leurs différentielles, il est clair que les variables Y,, qui

nw—r?

figurent dans cette expression réduite, sonl elles-mémes des fonctionsdey,,y,, ...,y

. n—1’

indépendantes de z, et par suite des intégrales du systéme (32). Si donc I'on connait
un invariant 1Y :f(-) ' des ¢quations (32), on aura des intégrales de ce systéme

en déterminanl les variables qui figurent dans la forme réduite de zoﬁf). On a vu dans
les paragraphes précédents comment 1'on déterminait ces variables par Uintégration
d’un systéme d’équations aux différentielles totales complélement intégrable, dont
Pordre est égal & la classe de u;j)‘”, el les simplilications qui pouvaient se produire
dans Pintégration de ce systéme. '

Soient 8, et &, les systémes d’¢quations aux différentielles totales associés respec-
tivement & la forme m(p"’ et & la forme dérivée. Le systtme §', est complétement inté-
grable el toutes ses intégrales sont aussi des intégrales du sysléme (32); c'est le
résultat que j'ai établi dans mon premier Mémoire sur les invariants intégraux. Le

nouveau résultat est plus complet, puisque le systéme S, + 8, est lui-méme comple-

1

tement intégrable, et, s’il ne se confond pas avec §',. il donnera de nouvelles inté-

grales du systéme (32). Je n’avais pas tenu compte de ce systéme, sauf dans le cas
()

particulier ot p==n — 2. La forme o
e

Dans le premier cas, "’&:i.-a est réductible & la forme canonique

, est alors de classe n—1 ou de classe n—2. ’

ol =y, dv,dy,. .. dy

H—2 o on « -2

Yoo Yo o -5 Ya_, sont les intégrales d'un systéme complet que U'on obtiendra en éeri-
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vanl que le produit symbolique m‘"‘iz df est nul (n" 4&). La derniére intégrale y

Y, 3'0b-

tient alors sans aucune quadrature.
Si mﬁfix est de classe n — 2, elle est réductible & la forme canonique
o = dy dy, ... dy,_,;
elle est donc une différentielle totale symbolique et, si 'on connait n— 3 intégrales
du systéme complet correspondant, on aura la dernitre intégrale de ce systéme par
une quadrature (n° 9). Mais, en général, la dernitre intégrale v, _, du systéme (32)
ne pourra s’obtenir par une quadrature.

Si'on connalt un invariant intégral I‘n‘ix, la forme correspondante mffil de classe
n— 1 est réductible a la forme dy, dy, ... dy,_,; on connait donc un multiplicateur
pour le systéme (32), car ce systéme est équivalent a celui que 'on obtient en éeri-
vanl que le produit symbolique "’(nﬂ—l df est nul (n°B). Inversement, la connaissance
d’un multiplicateur permet de former un invariant l‘"”ll (Mémoire D).

Reprenons encore le cas ot 'on connail un invariant ](f), c’est-a-dire un inva,

riant inlégral du premier ordre

o / Ade, 4+ ...+ A\, de,

dont les coeflicients A, vérifient la relation A X, + ... 4+ \ X =o.
La forme de Pfaﬂ'Z A, dx; est alors au plus de classe n—1, et les variables qui

ficurent dans la forme réduite sont des intégrales du systéme (32). La détermination
de ces intégrales présente les mémes simplifications que la réduclion d'une expres-
'sion de Pfaff a sa forme canonique.

[45] Connaissant un invariant 1;") de classe r<Zn—1 du systéme (32), si 'on a
pu intégrer le systéme correspondant & cet invariant S, + S',, on aura par la méme
déterminé r intégrales du systéme (32), que 'on pourra, par un changement de va-
riables, ramener 3 un systéme d’équalions différentielles & n—r inconnues. La
connaissance de I'invariant ]'pe) ne peut plus étre d’aucune ulilité pour I'intégration
de ce nouveau systéme. Supposons en effet que 'on ait choisi les nouvelles variables

Yis Yor - - -» ¥u» -de fagon que ];f) s’exprime uniquement au moyen de y,, v

AT

° y:' ’
dy,, ..., dy,. Le systétme (32) transform¢ prend la forme

o = o = Y =

ra n

dy, dy, oy, dy, _dy, Jl

puisque y,, y,, - . ., y, sont des intégrales. 11 est clair que toute forme symbolique o,

qui s’exprime uniquement au moyen dey,, ..., y,, dy,, ..., dy, fournit un invariant

Jor .
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intégral de ce systéme, mais cet invariant ne peut servir en rien & lintégration du
nouveau systéme

(lyl“'i dyll
—_—_——.,., = —— = Ilt,
‘ r+1 n
ot y,, ...,Y, sont regardées comme des paramétres. On_a donc épuisé, comme il

¢était facile de le prévoir, ‘tout ce quon peut tirer de la connaissance de l'inva-
riant I;f), en déterminant les variables qui figurent dans la forme réduite de cet
invariant.

I1 n’en est pas de méme si I'invariant I;f) a été déduit par Vopération (E) d’un
autre invariant connu d’ordre p+1. Pour le montrer, nous sommes amendés i cxa
miner de plus prés le probléme suivant. Supposons que I'on connaisse r intégrales

(r<<n—1) du systéme (32) et de plus un invariant intégral I,. On peut alors ramener
le systéme (32) 4 un systéme différentiel & n — r inconnues. Il s’agit de reconnaitre
quelle peut étre I'utilité de Uinvariant intégral I, du systéme primitif pour I'inté-
gration du systéme transformé. Pour ne pas multiplier les notations, nous suppo-

serons (ue l'on a choisi les variables indépendantes de facon que les r intégrales

connues sont précisément x,. a,, ..., x,. Le syst¢tme proposé est alors de la forme
dx dx dx, d:
(34) re L = e
o o N
r--1 n
Soil

[1,:/"’p:/Z"\"l"a"""pd‘p"i“'d";“p

un invariant intégral d’ordre p de ce systéme. Les relations générales, qui expriment

que Ip esl un invariant, deviennent dans ce cas, puisque X\, =X, —. .. =X,=o,
n
AN QX ALV
- (49 [4 (&
Y N(\yyeen) + E <m b Ny Ay p
1 %2 P 2 2 ‘" 1 4 ‘\x% 1 “p—1 i\l'a.p/
h=r+1
(2, 2 ooz, =1,2,...,n),
en posant
i _ Qf S
)\(f):.\,,,\' + .o+ X, .
‘xl"l 1 (\'L'”

Ne prenons dans o que les coeflicients A, ... «y» dont tous les indices %, »,, ..., «,
sont supérieurs & r. L'ensemble des relalions (35) appliquées & ces coefficients
exprime précisément que

n
v ro__ \ . ~
11,_/(.) p_f N Ay oy, di,,

r+i

=0
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la sommalion ¢tant élendue @ lous les systémes de valeurs des indices plus grandes

que r, est un invariant intégral pour le systéme

dr, dx

(36) 7 ”:...:—\'\,szz,

X

rot ctn
ou l'on regarde x,,.x,, ..., x, comme des paramétres. De Pinvarviant intégral lp du
systétme (34) on déduit donc un invariant intégral I, du méme ordre pour le sys-
Leme (36).

Ce procéd¢ est en défaut si les coeflicients A, ,,....,, ot lous les indices sont
supérieurs a r, sont tous nuls (ce qui arrive en particulier lorsque I'on a p=>n—r).
Supposons qu’il en soit ainsi, mais que les coeflicients \,, ..., ott p—1 des indices
seulement sont supérieurs a 7/, ne soient pas tous nuls, par exemple que quelques-uns’
des coefficients Ay, ....,, o0 2,>r, ..., 2, >r, sont différents de zéro. Parmi les
relations (35), prenons sculement celles ot figurent ces coeflficients. Puisque

Ahoy - o, =0, lorsque h est supéricur 4 r, ces relations deviennent

“p

n
- X : I\
R \ (A% N AR
NN o)+ \ (A Reoen T o W " )=o
( " LI') — ' P D.’l"/.g e i 0.]?'1.11
h=r-+1 .

(s ooy 2, =41, 042, n),

et elles expriment que

n
.
I;;ﬂ:f"’p—a:fL“"’-a""ﬁ,;‘ll'f-z""'l"“/-p’ .

r+i

la sommation étant élenduc aux valeurs des indices z,, ..., x

» plus grandes que r,

est un invariant intégral du systeme (36).
Si quelques-uns des coefficients A,,, ..., o0 2,>r, ..., 2, >r sont différents
de zéro, on obtiendra de la méme facon un autre invariant intégral I',_, du sys-

1

ttme (36), qui pourra d’ailleurs étre identique a 1, . Si donc tous les coefficients

p—1
A, ...z, ot p—1 des indices sont supérieurs a r ne sont pas nuls, on peut déduire
de I, un ou plusicurs invariants intégraux pour le systtme (36).

Supposons encore que les coefficients A, ., ....,, ot p—1 des indices sont supé-
ricurs & r, sont tous nuls, mais que les coefficients, ot p—2 des indices seulement
sont supérieurs & r, ne sont pas tous nuls, par exemple que quelques-uns des coeffi-
cients Ay v uys OU 0, >7, ...y, =1, sont différents de zEro. On démontre alors.

commme toul & I'heure, que

n
\ !
]pig:.fmp_ﬁ:/z;\,mﬁ...q,pll.l_,,,,:‘...l[.)d,,,,l

r—i
est un invariant intégral du systeme (36).

Si les coefficients A, ..., ot p—=2 des indices sont supérieurs a r, sont tous
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nuls, on passera aux coefficients ot p—3 des indices sculement sont supérieurs a r,
et ainsi de suite. Pour savoir jusqu’ott on pourra continuer 'applicalion de ce pro-
cédé, nous avons deux cas & distinguer :

Premier cas. — Si p=r, dans un coeflicient quelconque \,, ..., . il y a au moins

»
p—r indices supérieurs & . Comme I, n’est pas identiquement nul, le procédé pré-
cédent donnera donc un’ou plusieurs invariants intégraux du systéme (36), dordre
au moins égal a p—r.

Deuriéme cas. — Si p<r, il peut arriver que les coefficients \,, ..., ot quel-
ques-uns des indices sont supérieurs a r, ne soient pas tous nuls; dans ce cas, nous
venons de voir comment on peut déduire de 1, un ou plusieurs invariants intégranx
du systéme (36). 11 peut aussi arriver que tous ces coefficients soient nuls, de telle
sorte que les diftérentielles du,, .. ., dx, figurent seules dans I,. Les relations (35) se
réduisent alors A

N(Asy sy eev ) =0,
et tous les coeflicients de la forme o, sont des inlégrales du systéme (36). Le seul
cas ol la connaissance de l'invariant 1, n’est d’aucune utilité est celui o lous ces
coefficienls sont eux-mémes des fonctions des intégrales connues x,, ... x, seu-
lement. Linvariant 1 est alors un invariant de classe r, qui s'exprime uniquement
au moyen de x,, ..., x,, dx,, ..., dx . Cest le cas examiné au début de ce para-

. . S . . S . nvart (¢)
graphe; il ne peul se présenter que si Ip est un mvariant Ip .

Remarque. — Un invariant intégral du systéme (36)
n
. Y
37) I, :/ w, = / }_4 Ny vvewydy dry, ... (1.7;,4,/ ,
r+i1

la sommation ¢lant étendue aux valeurs des indices supérieures a r, n’esl pas né-
cessaircment un invariant intégral du sysiéme (34). En effet, posons A, ... 2y =0,
lorsque I'un au moins des indices o, ... «, est inférieur & r + 1. Pour que 1, soit un
invariant intégral du systéme (34), il faut et il suffit que les coefficients A, ., ...,
ainsi définis pour toules les valeurs des indices de 1 & n, vérifient les relations (35).
Les relations ou figure sous le signe X() un coefficient A, ..., dont tous les
indices sont supérieurs & r, sont vérifiées par hypothése puisque I, est un invariant
intégral du systéme (36). Il en est de méme des relations ou deux au moins des
indices du coefficient A, ... , qui figure sous le signe X (), sont inférieurs & r + 1.

Quant aux relations, ott un scul des indices du coefficient qui figure sous le

signe X () est inférieur a r + 1, elles prennent la forme suivante

n
AAY
B [ 4 Ay .
(38) M N, =0
h=r+41 :
(i=n1,2,...,1) (g5 ooy, =r 41, ...,n).
Fac. des Sec., t. VII. 6
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Telles sont les conditions qui expriment que [, est aussi un invariant intégral du
systeme (34).
Considérons par exemple le systéme
de dy dz

(347 | I A

Y et Z étant des fonctions de x, v, z, el le systéme obtenu en supprimanl la premicre
équation

l Iz
(36”) _(_}L: ‘ — s

o=

Y 7

ou x est regardé comme un paramétre. L'intégrale I, = /f M(x,y,z)dyd: est

un invariant intégral de ce dernier systéme si M satisfait & la condition

dMZ) .
(MY) n (\17) .
dy oz

B

-~

Pour que I, soit un invariant intégral du systéme (34“), il faut de plus que l'on
LY e s , S
ail ——=<—=0, cest-a-dire que Y et Z ne dépendent pas de x. On s’explique
[AYY X
aisément par cel exemple pourquoi un invariant intégral du systéme (36) n’est pas
en général un invariant intégral du systéme (34). Soit en effet S, une surface quel-

conque; les courbes intégrales du systéme (34“) issues des divers points de S, sont

des courbes planes situées dans des plans paralleles au plan x=o, et remplissent
un certain volume si S, n'est pas une portion d’un plan & =u,. Soit S, la position

occupée au lemps [ par la surface qui coincide avec S, & I'époque ¢ = o. Pour

que f Mdydz soil un invariant intégral du systtme (34%), il faut que I'inté-
grale ff\l dydz étendue & la surface S, soit égale, quel que soit £, & la méme

" inlégrale étendue a S . Pour que f/M dy dz soit un invariant intégral du sys-

teme (369, il suffit que cette condition soit satisfaite, quand on prend pour S, une
portion quelconque d'un plan x =ux,.

[16] Dans les paragraphes précédents. nous avons étudié le cas ot on connait
un invarianl intégral I;:" du systéme différentiel (32). Pour compléter celte étude,
nous allons examiner le cas ot I'on connait un invariant intégral qui ne soit pas un
invariant I;)"), et nous commencerons par le cas singulier out Fon connail un inva-
riant intégral du premier ordre

1, z./f\lfl.'//;l + ...+ Adr,,
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tel que A X, + ...+ A, X, se réduise 4 une constante C différente de zéro. Je
rappellerai succinctement les résultals établis dans un Mémoire antérieur. Si
A de, + ...+ A, dr, est une différentielle exacte dU, on a immédiatement une
intégrale premiére renfermant le temps

U(x LHx)=Ct+C,

R

C' élanl une conslante arbitraire. Si A, de, 4+ ... + A, dx, n’est pas une diftérentielle

exacte, on sait que Uinvariant intégral

|2:f'/.(lA\lll.L'i + ..+ (lAﬁlltlx,l

est un invariant intégral l(;"“) du systéme (32), et on a vu quelle éiail I'utilité de cet
invariant pour l'inlégration du systéme. Si cet invariant est de classe r (r élant
nécessairement un nombre pair), et si I'on a pu délerminer les variables qui figurent
dans la forme réduite de cet invariant, on connait r intégrales du systéme (32), que
I'on peut par conséquent supposé mis sous la forme (34).

Jajoute maintenant que l'on peut aussi trouver une intégrale du systéme (36),
renfermant le temps /, par.unc quadrature. kn effet, de Uinvariant I, du systéme (32)

on déduit, comme on Pa vu au paragraphe précédent, un invariant

l’l:./‘;\,, .dx‘,,; 4 ...+ A dr,
du systéme (36), pour lequel on a aussi

A, X, + ... +AX, =C.

'expression A, dx, , 4 ... 4 A, dx, cst une différentielle exacle quand on y
regarde x,, ..., x, comme des paramétres.
En effet, par hypothése, la forme dA, dx, + ... + dA, dx, sexprime uniquement

aumoyen de x,, ..., x,, dr, ..., dx,, et par conséquent tous les termes contenant
les produits da, dx, (ot i>>r, h=>r) doivent disparaitre. Or, tous ces termes pro-
viennent uniquement de la somme ‘
A

A d y
x, ) de .
Dx" IL> H

de, dx dx

1 n e

A oA 1
( ,wtdxrl_*_'.._*_ \»"‘>(1-L',.‘1+“'+< _” d‘];,1++

Cette somme devant ctre nulle identiquement, l'expression A . doc_ +...+A dx,
otz ..., x, sont regardés comme des paramétres, est bien une différenticlle exacte,
et Fon retombe sur le premier cas examiné.

[47] Prenons enfin Ie cas général ol 'on connait un invariant intégral L, qui
n’est pas un invariant l;f), ¢l ou linvariant intégral ];;’ll que l'on en déduit par

Fopération (E) ne se réduit pas & une constante (cas que 'on vient d’examiner. et
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qui suppose p=1). On a vu plus haut comment la délermination des variables qui
figurent dans la forme réduite de [;fl[ fournissail un certain nombre d'intégrales du
systéme (32). Supposons que I'on ait oblenu ces intégrales, el que I'on ait ramendé le

systéme & la forme (34), les variables x, x,, ... x, élanl celles qui figurent dans
(e
—

I'invariant | .- Soient

1 o y
Ip_/(np:/‘z,\%%...,,p(,l,L,,_l...(la:',(”

Vexpression de I'invariant intégral apres le changement de variables, el

(& ___ _ \} "
[ = / ©,_ = /L Boyoyoovy, i o d,

I'expression de Uinvariant ](,:—)1 que l'on déduit de I, par I'opération (E). Par hypo-

thése, cet invariant s’exprime uniquement au moyen de T, ...,xr, dr

» 1

s de
Or on a, dans le cas actuel,

n
Q :
Biyoseony = 3 Ny e upyi \,
i=r+1

Les coelfficients de I'invariant donné Ip vérifient donc les relalions suivantes :

n
. 3 .
(39) N AN, =0,
i=r+au

si I'un au moins des indices Ay ooy %, est supérieur & r;

n

~ .
(40) R VN VS I A A

i=r+

si lous les indices =, ..., %, , sonl inférieurs & r + 1.

On a vu au n* 45 comment de I'invariant [, on pouvait déduire un ou plusicurs

invariants intégraux pour le systéme (36)

dr, | dx,
- =... =—"=dl,
\}' 1 \II
ot I'on regarde «,, ..., x, comme des parameéltres. Soil I', I'un de ces invariants inté-

graux. La forme symbolique correspondante ', a pour expression

n
-
L s
o', = Z Ao, By e de,, ... (l.l‘%q,
r4
les indices «,, ..., 2, prenant tous les systémes de valeurs de » + 1 & n, tandis que

les indices %, .5 -+ %, ont des valeurs fixes inféricures & rr + 1. Cela posé, si ¢>1,
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les relations (39) prouvent que I,

premier ordre I', est aussi I), ou bien I'intégrale que 1'on en déduit par 'opé-

est un invariant I'E]e)

. Si g=1, cet invariant du

ration (E) se réduit & une fonction de 2, ..., x,, différente de zéro, c’est-a-dire &
une conslante, puisque x,, ..., x, sont traitées comme des constantes dans l'inté-

gration du systéme (36). Les deux cas possibles ont été examinés plus haut.

Remarque. — On a écarté I'hypothése ol I'invariant I, ne renfermerait que les
différentielles dx,, ..., dx, . Ce cas ne peut se présenler, car tous les coefficients de

cet invariant seraicnt (n" 415) des intégrales du systéme (34), et par suite il serait

un invariant I;").
[48] Soil v, = E \oyuy oovy dity, dy, ... dx,, une forme symbolique de degré p

a n variables. Pour que l'intégl'ale/mp soit un invariant intégral I d’un systéme

d’équations différentielles tel que le systéme (32), il est nécessaire, nous venons de
le voir, que la forme o, soit au plus de classe n— 1. Celte condilion est suffisante.

En effet, les équations

n n®
(4r) E Asjvgeesnyyihi = 0, E Aoy oy eyt = 0,

i=1 i=1
ou l'on considére 2, &,, ..., x, comme les inconnues, se réduisent & n— 1 équations
distinctes au plus. Soient A, =X, ..., »,=Y\, un systéme de solutions non toutes

nulles. Nous allons montrer que f(-)p est un invariant intégral I¥? pour le sys-

tétme (32), ot \,, X,, ..., X, ont les valeurs précédentes. En effet, tout systtme de
solutions des équations (32) est alors un systéme de solutions des équations

n n
\ | Q

(42) L Avyug oo, idei =o0, ZL‘{W‘Q‘_’...,LIJ(L’LC[ =o.
i=1 i=1

Imaginons maintenanl que, par un changement de variables, on ait ramené le

systéme (32) a la forme

(32") /A PR T
O (0] I

en remplacant, pour plus de symélrie, z par y, dans les équations (32'). La forme ®,
devient

—\ ,
Q,= 2‘ By oou, dya dys, ... dy,,
et le systéme (42) est remplacé par le systtme de méme forme

(42") Z Buyug oo, ,idyi=o0, ‘\: Wiy sy oo ayidyi = o0.

i
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N e tg A AR RA . - . . _'_
Ce nouveau systeme doit étre vérifié quand on suppose dy,=dy,—. ..=dy, ,=o.
11 faut pour cela que tous les coefficients B,, ... .,, B, s ... «,.,, 0l I'un des indices

est égal a n, soient nuls. La différentielle dy, ne figure donc ni dans Q,, nidans Q',.
Les relations (6) ou (7)., ot 'on suppose p 4+ 1 = n, se réduisent &

B, ., -
dy

o n

A2
p:()’

et par suite la forme Q ne renferme ni y, ni dy,; f , est donc un invariant int¢-
gral I;f) pour le systéme (32).

Si w, est de classe n—1, les facteurs \, sont déterminées & un facteur pres.
Si w, est de classe n—r, X, ..., X, dépendent linéairement de r fonctions arbi-
traires. Soit, par exemple, v, une forme de classe n—2; en 'exprimant au moyen

de n— 2 variables x,, x,, ..., x,_, et de leurs différentielles, on voit immédiatement

que f(-)p est un invariant intégral pour le systéme

quelles que soient les fonctions X AN

n—i° n*

On peut établir une autre réciproque. Supposons que ’on connaisse un systéme
de r équations aux différentielles totales (r<Zn— 1), complétement intégrable, dont
toules les intégrales soient aussi des intégrales du systéme (32). Soient
I[, =0, ..., Il =0

s ”

ces 1 équations et . un multiplicateur (n°5); le produit symbolique Q=y.II, 1I,... 1]
peut étre mis sous la forme '

»

Q=dy, ... dy,

Y. Yas .-, ¥, ¢lant r intégrales premicres du systéme
de, e,
\‘l '\Il

Lintégrale /Q est donc un invariant intégral 1Y de ce systéme.

v

[49] Les systémes S,, S! déduits d’'unc forme symbolique peuvent &tre rattachés

2

a un probléme du calcul des variations relatifs & cette forme. Nous développerons
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encore les calculs en supposant p—2, mais la méthode est générale. Rappelons
d’abord la formule suivante, facile & ¢tablir, du calcul des variations. Soit

I(=) :f F(x,y, «)dcdy
(D)

une intégrale double étendue & un domaine D limité par une courbe fermée C qui
varie elle-méme d’une maniére continue avec le paramétre «; la premiére variation 31

a pour expression

43) 3 = / f 31 dx dy + / F(ady — dx3y),
D) C

3x et 3y désignant les varialions de x et de y en un point du eontour C, et I'intégrale
curviligne étant prise dans le sens direct si I'on suppose que les axes ont la dispo-

sition habituelle.

Cela posé, soit w = 2 A, dx,dx, une forme symbolique quelconque, et I I'inté- -

;/‘/ZAikdxidxk

étendue & une multiplicité¢ & deux dimensions M,, qui varie d’'une maniére continue

grale double

avec un paramétre «. Supposons les coordonnées d'un point de M, exprimées en

fonction de deux variables auxiliaires u ct v

x,=f(u,v,2) (i=1.2,...,n),

de telle sorte que cette multiplicité M, corresponde point par point & un domaine D
du plan (u,v) limité par un contour fermé C, qui correspond lui-méme point par
point au contour fermé I' de I'espace & n dimensions qui limite M,; C et I" varient
d’une maniére continue avec le paramétre «. L’intégrale I, dont on cherche la pre-

miére variation, peut étre remplacée par 'intégrale double ordinaire

_— D<mz’xk)
= /A \ix Do) dudv,

a laquelle on peut appliquer la formule (43). Prenons un seul terme de cette inté-

grale, pour lequel nous développerons les calculs

de; dx,  dx, dx;
U,,= —t = — —= —* Jdudv,
v v



A8 E. GOURSAT.

Dans I'expression de 3U,, nous avons d’abord une intégrale double

/‘f 3A (Dxi drydr, 0N dudo
J Joy o o w )

°7ff x, dx, n gy Ny ey dx _dxy dudy.
) u \x v v dx e dx M da

La formule d’intégrations par parties permet de transformer la derniére inté-
grale; on a en effet, d’aprés la formule de Green :

i, dx, dr
f / Vet 5 dy = /\ £ (o
(D) Duba v v
d\, dx. dx, e, Y,
—ff el Bef SRR W Rl R WX
o\ da dx do du v
Px, dx, dr, dx
[§ [a1y ) (8 e
f/-f\ik ’“.—‘rlurlv:—/xik—‘ £ du
m) T dx & AT
d\, dx, dx, e, Y,
—// (—"‘——‘—i + A, L ) dud,
o\ dv du dx da du v/
d (1? dx
/.\L} kL dudo— f\ (lv
Jioy “duda v
dA,, dx, dx de, O
— f < R Y. dudv,
du 0 da doe L v
Xx, dx de, dx
ff»\ il "dullv——f Ay ——<Ldu
D) ‘\1‘81 au da Du

_//’ dA,;, dx; dx, 4, ox; Dw")dudv.
Joy\ dv dx du da dudv

En tenant compte de ces formules, 'intégrale double précédente peut étre rem-

placée par la somme d’une intégrale curviligne, que 1'on écrira plus loin, et de I'in-
tégrale double
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que Pon peut aussi meltre sous la forme

ff \1 Qi ,.L[l[.l,'l.f.l.l’,._

ff Ly \1 . ol e,
L-I,'[

-+ /fa?é’ v

1

OI

-~

L

AW
ik
dr, dr,,
{

les trois intégrales doubles étant étendues & la multiplicité M,.
Il reste Pintégrale cur\'iligne

o dp N
/ A ( Ley-—3x, 8, L i — B, tlv)
G o du v

4 laquelle il faut ajouter, d’aprés la formule générale (43), Vintégrale curviligne

fdx, dx, e
f L il B ————~) (Budr — dudv),
« \ e e \

ce qui donne

Qe dr . N
AN dJ ~ ~ Ly o
\. LY ( - su + Sx ) — \,, v < s+ L 07>
' Al u da L du Qx
Qe | AN &L, de, .
+/ ,ll( Lo 4 oz>——~\ ’du( kS + ESa).
o NIRAY dx du
En posant
3 dx; + de; + Qe 0 ]
X = oll (23} 0% {—=1,2, ..., R
: u Qv dx T )

lintégrale curviligne précédente s’éerit plus simplement

dx dx
:\ik_\.L'L< Edu 4+ L dv ) —\, Ax < )
G du ATA Al

et peut étre remplacée par une intégrale curviligne prise le long de I’

/ A, (e, e, — Mo, dr) -
A

“On a donc en définitive
ARY
. VU Vg . S~ g . .
w‘/./“‘ L -—Sr—(o.LI de;de, + se, de,de, + 8, do, de))
M2 et} .
{

+/Al.,‘_(.\xi de, — dx, dr),
v

Fac. des Se.. t. VIL.

<1

"9
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et par conséquent

5 Y NERAT P . IR
sl= Z sU,, :/1[1 Z M;k (3, dx, dx, + 3o, de,de, + 3z, de, dx)
ik Tkl ! v
N . i
+_[Z A\ (ax, de, — A, de) .
ik

Les deux derniers termes de l'intégrale double peuvent s’écrire, par une permu-
tation convenable des indices,

\”

A 2
QA % -

M s, dx, dx,
ar, '

s dx, dx, +

i
et Pexpression d¢éfinitive de 31 est
: - \ N SN
(44) oI:/A 2_‘ X, de de, e, + ./1 Z N de, — Ao da ),
Mo
ik ik

en posant, comme plus haut (n" 8),

My, A\, 2y,
\I/\l—— 3 + Y + N\
axr, & L,
Dans celte formule, 2, 3., ..., 3, sont les composantes du déplacement infi
niment petit du point (x,, x,. ..., 2,) de M,, quand on passe de ce point & un point

infiniment voisin de la multiplicité M’, qui correspond a un accroissement 3x du
paramétre; Ax,, Ax,, ..., dx, sont les composantes du déplacement infiniment petit
d'un point de la courbe limite I" quand on passe de ce point & un point infiniment
voisin de la nouvelle courbe limite 1"

[20] Supposons d’abord que I'on fasse varier la multiplicité M, sans faire varier
la courbe limite I'; T'expression de 31 se réduil & une intégrale double

< N - \
ol = f-/“‘ ,}.J o, (ZA“"’ (Z‘Ti (lxk/) . ]
ik

=1

Pour que la varialion 31 soit nulle, quelles que soient les variations 8x,, 2x,, . .

L

2., il faut et il suffit que les coordonnées d'un point de M, vérifient les n relations

- 3 A ) - \ o
(45) L A, de, de, =o, >_J A, doe,de, =0, ..., >_‘ A e, de,=o.
ik ik ik

Nous appellerons ‘mulliplicilés extrémales ou surfaces exirémales les multipli-
cités M, qui salisfont & ces n équations. Remarquons que ce systeme est identique

au systéme &, défini plus haut (n° 6), dont on voit aiunsi la signification.
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On peul encore écerive Uexpression de 31

. .l AN ~
al :/A }_‘ dx;dr, {\ ‘\_J A °'”1> )
ik l

et la premicre variation 31 sera nulle, quelle que soit la multiplicité M,, si les varia-

tions 3, ..., 3x, satisfont aux relations
“n
. \ - Co
(46) \_,JA\,k,oJ/l:o (Lhk=1,2,....n).

1=

En remplacant la lettre 3 par la lettre ¢, nous retrouvons le systétme S, (n" 6).
Nous appellerons courbes extrémales les multiplicilés & une dimension dont tous les
éléments linéaires satisfont aux conditions (46). Quand on déforme une multiplicité
quelconque M,, sans changer sa limite, de facon que chaque point de celte mulli-
plicité déerive une courbe extrémale, la premicre variatiou 31 est constamment nulle,
et par suite U'intégrale I conserve une valeur constanle. Ce sont du resle les scules
courbes jouissant de cette propriété, car 3l ne peut étre nul, quelle que soit la mulli-
plicité M,, que si les variations 3z, vérifient les relations (46).

Remarquons que les courbes extrémales sont des courbes singuli¢res pour cha-
cune des équations du systéme (43) qui définit les surfaces extrémales (n” 6).
D'aprés une propriété générale, toule mulliplicilé & dewr dimensions, engendrée par
ane famille de courbes extrémales, est une intégrale de chacune des équations (45), el
par suile une surface extrémale. Mais la réciproque west pas vraie; il existe aussi des
surfaces extrémales qui ne sont pas des lieux de courbes extrémales (n° 22).

Considérons maintenant le terme de 31 qui provient de la déformation du con-

A DR (Xauts,).

k

tour: on peut I'écrive

Pour que cetle intégrale soit nulle quelles (ue soient les valeurs de Ax,, Ax,, .. .,
Ax,, il faut et il suflit que tous les éléments linéaires de I" vérifient les n relations du
syslétme S, (n° 6).

\! \ \
) L,\mtlxk:o, }JAMIIJU,I_ZO, ce ‘,\_‘H\"kdack:o.

k k k

A cause de la symétrie de 'expression sous le signe / par rapport aux leltres o

et A, la portion de 3] provenant de la déformation du contour est nulle aussi, quelle
que soit la courbe I', pourvu que Ak, Ax,, ..., Az, vérifient en chaque point les

conditions (47). Si nous appelons comme au n° 6 courbes singulidres de la
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forme E \,; dx,dx, les courbes dont tous les éléments linéaires salisfont an sys-
teme (47), on voit que la portion de 3I qui provient de la déformation du contour I’
est nulle lorsque ce conlour est formé de courbes singuliéres ou lorsque chaque point
de 1" décril dans la déformalion un élément de courbe singulicre.

La signification des systémes S, 8, 8’ confirme bien ce qui a ¢té établi plus

haut el montre immédiatement gque ces systémes sont des covariants de la forme

Ny . \ .
o \ A, da,de, . relativement & Lout changement de variables.
2 i i k

[24] On peut aussi, en généralisant un raisonnement qﬁe j’ai employé pour une
forme de Pfaft (Bullelin de la Sociélé mathémaligue, L. 44, 1916), démonlrer sans aucun
calcul que le systéme 8, esl complétenient intégrable, en s'appuyant uniquement sur
la signification de ce syslénie. On suppose, bien entendu, qu'il se conipose de woins
de n équalions distinctes. Imaginons que Pon fasse subir & une multiplicité M, une
déformation infiniment pelile de facon que chaque point de cette mulliplicité décrive
un élément de courbe extrémale. La variation 31 s'exprimera par une inlégrale cur-
viligne ¢lendue a la courbe limite I, Cela posé, imaginons que de chaque point m
de M, parte une courbe extrémale non située sur M,, ¢l que l'on prenne sur celle
courbe un point m' choisi arbitrairement. Le lien du segment d'extrémale mm' est
une multiplicité a trois dimensions M, (fube dextrémales) dont la frontiére est cons-
tituée par M,, par le licu M, du point m' et par une autre multiplicité M] constiluée
par les segments d’extrémales issues des différents points de la fronticre ' de M,.
Cette multiplicité M. peut dailleurs se réduire & zéro si les deux multiplicités M,
et W', ont la méme frouticre. On peut évidemment passer de M, a M, par une défor-
mation continue dans laquelle chaque point de M, décril unl segnieni d’extrémale. ,
La diftérence des intégrales // W A, do, dor,. étendues aux mulliplicités M, et

- —d "
M, étant la somime des variations infiniment pelifes, est donc représentde par une
intégrate double ¢lendue & la miultiplicité My, et ne dépend par suite que de cette
multiplicité. ' ,

On le vérifie immédialementl au moven de la formule de Stokes généralisée. Fn
cltet, Uintégrale double ff }d Ao, e, Clenduce & la fronticre de la mullipli-
cité M,, se compose de la différence des deux intégrales ¢lendues & M/, et a M, dans
des sens correspondants, et de Uintégrale élendue a M. D’autre par, cette inlégrale
double est ¢gale & Uintégrale triple

l://fE e, die, dox,,

el cetle intégrale triple ¢tendue & un tube d'extrémales esl manifestement nulle.

Nous pouvons en elfel supposer les coordonnées o, d'un point de M, exprimées au
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moyen de trois paramétres u, v, w, de facon que les courbes n=c", v =c" soient

précisénient des courbes extrémales. L'intégrale [ peut s’écrire

\ A N
1, :y/.//}“ dr, de, < >_J ‘\“”STUL'ZW> .
!

ik

o,

—L=—o0,-onaaussi [, =o.
ikl Y s @« 2

, Y
et comme l'on a Z A
!

Cela étant, soil C' une famille d’extrémales, telle qu’il en passe une par un poini
quelconque de I'espace 4 n dimensions, tout an moins dans le domaine que nous
considérons. Soit, d'autre part, M' une surface extrémale quelconque située dans ce

domaine; les extrémales G

issues des différents points de M'? forment un tube de
courbes cxtrémales. Toule section M', de ce tube dexirémales est aussi une surfuce
extrémale. En d'autres lermes, si sur chaque extrémale de la famille considérée
passant pas un point m de M on prend un point m’ & volonté, variant d'nme ma-_
niére continue avec la position du point m, Ie lien du point m’ est aussi une surface
extrémale. '

Soit P la courbe limite de )1‘:": la limite de M, est une autre courbe 17, el 'en-
semble des courbes extrémales qui joignent lex points correspondants de 17 et
de [ forme une autre multiplicité M.

Soit A1, une autre multiplicité quelconque & deux dimensions infinimenl voisine
de M',, et limitée par la méme courbe ["; sur chaque extrémale de la famille consi-
dérée issue d'un point n' de I, prenons un point u de facon que le lieu du point p

soit une waltiplicité A, infiniment voisine de M, et limitée & la courbe I', ce qu’on

peut faire évidemment dune infinité de maniéres. D’aprés la propriété qui vient

./‘(o.z'—./\(-)‘2
M N,

esl ¢gale a intégrale (Iouble/‘(nﬁ étendue a la multiplicité M, . Il en est de méme

de la différence '/‘m2 — fmg, et par suite on a
(l ’; :l Yy
A, M, AL, M

2

d’étre ¢tablie, la différence

Or, on peut imaginer que Pon passe des surlaces M, et M', aux surfaces infi-
niment voisines .1, et ', par une déformation continne dépendant d'un para-
metre z. La surface MY étant une surface extrémale, la différence /mz —f(»)“ est

M

! {er
e, 2
un infiniment petit d’ordre supéricur aun premier pac rapport & I'accroisserment 3«
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du paramétre, quand on passe de M & Ab,, et de W, a1, Ten est donc de méme

de la différence )
/1.)2 _./-l-)ﬂ,
AU M,

quelle que soil la surface 1, infiniment voisine de M’,, limitée au méme contour [V,
et par suile la surface M, est bien une surface extrémale.

La construction par laquelle on passc de la surface M, i la surface M’, est une
transformation ponctuelle dépendant d’une fonction arbitraire. Nous venons de voir
que cette transformation ponctuelle ne change pas les équations (45), qui définissent
les surfaces extrémales. 11 est clair qu’elle ne changera pas non plus les équa-
tions (46) qui forment un systéme covarianl du systéme (49), et par conséquent la
construction précédente change aussi les courbes extrémales en courbes extrémales.
En d’aulres termes, soit AB un segment de courbe extrémale quelconque, ne faisant
pas partie de la_famille d’extrémales C. De chaque point m de AB part une extré-

"L;) de cette famille; si l'on prend sur celle extrémale un point a volonté m’,

male C
variant d'une maniére continue avec m, le lieu du point m' est une nouvelle courbe
extrémale. Il s’ensuit (ue toute courbe situce sur la multiplicité & deux dimensions
engendrée par les courbes extrémales CEI“I) issues des différents points de AB est clle-
méme une courbe extrémale. Cela suffit pour prouver que les équations (46) qui
définissent les courbes extrémales forment un systéme complétement intégrable.
(Voir larticle cité du Bulletin de la Société mathémalique, t. 44.)

Des raisonnements tout a fait analogues prouvent que le systtme S,+8',, formé
par la réunion des équations (46) et (47), esl aussi complétement intégrable. Les
multiplicités & une dimension dont tous les éléments vérifienl ces deux systémes
d’équations sont & la fois des courbes extrémales et des courbes singuliéres. Nous
les appellerons courbes extrémales singuliéres, ct nous appellerons de méme surfaces
extrémales singuliéres les multiplicités & deux dimensions qui satisfont en ‘méme
lemps aux équations (45) et & la condition w,=o. Toute surface, licu de courbes
extrémales singuli¢res, est une surface extrémale singuliére, et les courbes extré-
males singuli¢res jouent, vis-a-vis des surfaces du méme nom, le méme role que les
courbes extrémales les plus générales vis-a-vis des surfaces extrémales les plus géné-
rales. Les raisonnements qui préctdent peuvent alors étre repris, avec quelques

modifications bien faciles a trouver, el conduisenl a la méme conclusion.

[22] Si les équations (46) se réduisent & ¢ équations distinctes, on peul, par un
changement de variables, les ramener & la forme di;=o0 (i=1, 2, ..., ). Tous les
coefficients A,,,, ot I'un des indices est supérieur a ¢, sont nuls, ct les autres ne dé- .
pendent que de x,, x,, ..., ,. Le systéme (45), qui définit les surfaces extrémales,

ne se compose donc que de ¢ équations.
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Ces ¢ équations sonl lindairement distincles. D'unce fagon générale, les deux sys-
témes (45) et (46) contliennent le méme nombre d'équalions linéairement distinctes. En
effet, si les équations (45) ne =ont pas linéairement distinctes, il existe n facteurs

% -+, h,, dont I'un au moins est différent de zéro, tels que’l'on ait

BN N : .
A, Z A, de de, 43, Z A, de de, 4+ ...+, 2 A, de,de,=o,
ik - ik ik
quels que soient les produits symboliques dx, dx,. Il faul pour cela que l'on ait,

pour toules les combinaisons d’indices i et /v,
An +F N+ oo Ak, =o0.

) , . s . de, dx, de, ., . o
Les équations différentielles —! =——==...=—=" définissent alors une famille

Iy I3
1 2 n
de courbes extrémales. La réciproque se démontre de la méme facon. Si donc les

\

équations (46) admettent n — g solutions linéairement distinctes, les équations (45)
se réduisent bien & ¢ ¢quations linéairement distinctes et inversement.

Supposons effectué le changement de variables indiqué tout & I'heure, de sorte
que I'on obtienne toutes les courbes extrémales en donnant & x,, ,, ..., , des va-

leurs constanles et en prenant pour &, .., z, des fonctions arbitraires d’un para-

EIEE

métre a. Les surfaces extrémales peuvent étre de trois espéces différentes. Supposons,

pour fixer les idées,

w, =, duw, dr, + x, dr de, + de, dx,.

Les ¢équations différenticlles des courbes extrémales sont ici

(Z.L" =dr,=dr,=dx,=dr,=dr,=o,
tandis que les équations différentielles des surfaces extrémales sont
dx, de,=dx,dr,—=dx dr,=o, da, de, = dx, dx,=dx, dx,=o.
On satisfait & ces équalions de lrois facons différentes :

1> En posant

w,=ux; (i=1,2,...,0), x.=u, €r, =,

2* En posant

x, =g, (1) (IL0), x.="L(u,v), L, ==(u,v).

7

Cette surface renferme encore oo' courbes extrémales obtenues en donnanl au
paramétre « une valeur constante arbitraire.

3° En posant

(ll) ’ (’;:¢ == ?3(”) ’ ‘1’.; - ',JA(“) ’ ‘1;5 — v!JA_’(U) ’ ;t¢: - ’!J:‘(l’) ?

2

r,=13,), »=3,
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x, et étant des fonctions quelconques de d et de v. Cette surface n'est pas un lien
de courbes extrémales, car on noblient une courbe de celte espéce qu’en donnant
a u et & v des valeurs constantes, ol x, et x, seraient aussi constants.

D’une facon générale, les surfaces extrémales de la premicére catégorie annulent
aussi la seconde variation de l'intégrale double, quand on déforme infiniment peu la

surface sans changer le contour. Soit w, la forme symbolique

q
w,= E A de de, + dify. 1ol

1

les variables w,, ..., ., ne figurant que dans la différenticlle lotale, de sorte que
les courbes extrémales sont représentées par les ¢uations L=x] ((=1,2,...,q).

Une surface extrémale de la premiére catégorie est alors définie par un systéme
d’équations

]

k=, ry=1g,(u, ) (U>q):

> — .0
£ =uax,

La seconde variation d’un terme quelconque, tel qne// ALy, o) dre, de,,

est nulle quand on pose
— 0 - SRR -
&L, =ux + ay,, cees L == 4T,

[ étant des fonclions de u, v, «, qui s’annulent, (uel que soit x, en tous les

points de la courbe G du plan (u, v) qui correspond au contour I' de la surface

extrémale considérée. Le terme en »* est égal en elfet, A un facteur constant pres, a

D(v,, 7,)
e I
./: D, ) da v

étendue & la région R du plan (u, v) limitée par le contour G, que I'on peut rem-

I'intégrale double

placer par l’inh"gralefm d+, le long du contour.

[23] Si I'on remplace, dans la formule (44) qui donne 31, les leltres 3 et A sous
le signefpar la lettre d, on a comme élément de I'intégrale double la forme dé-

rivée o', et comme élément de Uintégrale simple la forme  elle-méme. Ce résultat
si simple s'explique aisément au moyen de la formule de Stokes généralisée.

Soient en effet M, une variété a deux dimensions limitée par un contour fermé I',
M/, une variété infiniment voisine limitée par un contour I infiniment voisin de T,
et M la variété & deux dimensions déerite par I"lorsque ce contour se déplace d’une

facon continue pour venir coincider avec I Appliquons le théoréme de Stokes géné-
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ralisé & la variété fermée composée des variétés M,, M,, M;. L’intégrale double

étenduc A celte variélé est égale A Uintégrale triple

ff/}:;\m de, de, de,,

étendue & la variété A trois dimensions M,, limitée par M,, M, M. Or, l'intégrale
double précédenle est égale & la différence des inlégrales doubles étendues a M, et
A M, dans des sens correspondants, augmentée de Iintégrale double ¢tendue a M.

Soient e, la variation de x; quand on passe d'un point de M, & un point infi-
niment voisin de M), Ar, la variation de x, quand on passe d’un point de I" A un
point infiniment voisin de [ 11 est clair que la parlie principale de Pintégrale triple

étendue & M est égale & Vintégrale double

e
_/1/1/“-L‘\iu'['l'z’l‘”l:’l‘l)t?

tandis que la partie principale de U'intégrale double élendue a M; est égale a linté-
grale simple > A, de, Ax, prise dans un sens convenable. On retrouve bien la
I i

formule (44). Pour que la démonstration fit absolument rigoureuse, il resterait a
examiner de plus prés une question de signes que je laisserai de coté.

De la formule générale (44) on peut aussi déduire trés aisément les conditions

pour que I = fmi soit un invariant intégral du systé¢me d’équations diflérentielles
dr, =\, dl (i=1,2,....n).

Il faut et il suffit pour cela que I'on ait 3 =o toutes les fois que les variations
Ax,, x; sont proportionnelles aux fonclions X;. On peut alors supposer que 'on a

=\, 32 en tout point de M,, et Ar;=YX,32 en tout point de I'. L'expression

// dx, dx, (3 \l“\>+61'[ dr, <)’ \

ou, en transformant la derniére intégrale par la formule de Stokes,

Bl':alf s \ dx 1l£,‘;> A Xy + <S‘ ) dr, <>1 A \>§

ik

de 3l devient

Pour que | soit un invariant intégral, on doit donc avoir, quels que soient les

indices i et I,

NN+ ()‘ ) 3.1 <V \, \> '

Fac. des Se., t. VIL : 8
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ou
A \,
\ /“ ik S i)y ' v tk \'
2\, T, T, )N 2N YA
] 1 i ] { !
3. o\ N oX
AN L4 \,~—+=o
}-J ", e, ’
/ !
relation qui se réduit a
Mo, B Wy Ny _‘“'> —o
L, ", e,
1 t

On retrouve bien les conditions connues.

—\\=—=




