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SUR LES SYSTEMES PARTIELS DU PREMIER ORDRE

AUXQUELS S’APPLIQUE LA METHODE D'INTEGRATION DE JACOBI

ET SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LEURS INTEGRALES

Par Cu. RIQUIER,

Professeur a I'Université de Caen.

INTRODUCTION
Considérons le systéme
R e e

ou les lettres S, T, U, V, W, affectées d’indices, désignent des fonctions connues
de w, y, z, s, L, u, v, w; nous supposerons réelles les variables indépendantes x, v,
z, s, I, et les fonctions inconnues u, v, w (par suite aussi, comme de raison, les
diverses fonctions connues qui figurent dans les équations du systéme). Les énoncés
que nous avons en vue nécessitent tout d’abord quelques définitions.

Dans I'espace réel [(x, y, 2)], que nous supposerons représenté, suivant l'usage, &
I'aide de trois axes rectangulaires OX, OY, OZ, nous nommerons domaine I’ensemble
des points intérieurs a un parallélipipéde rectangle dont les arétes sont paralléles a
ces lrois axes.

Si, dans ce méme espace [(x, ¥, )], on considére, d’une part, une région déter-
minée, d’autre part, un point déterminé étranger  la région, il arrive nécessairement
de deux choses l'une. : ou bien ce point est le centre de quelque domaine entié-
rement étranger a la région, ou bien il n’est le centre d’aucun domaine de cette
espéce; nous dirons, dans le second cas, qu’il est semi-extérieur A la région.

Une région de l'espace [(x, y, z)] sera dite normale, si elle remplit a la fois les
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deux conditions suivantes : 1° la région considérée esl continue; 2° tout point de
cette région est le centre de quelque domaine entiérement situé dans la région.

Nous qualifierons de parfaile toute région, 9, . ., qui, étant & la fois normale et
limitée, jouit, en outre, de i1a propriété indiquée ci-aprés :

« Sil'on considére, d’'une part, un point, (%, v, £), arbitrairement donné dans la
région 9, ., d’autre part, une constante positive donnée, ¢, de petitesse arbitraire,
on peut assigner quelque suite limitée de domaines (dont quelques-uns éventuelle-
ment répétés dans cette suite) ayant leurs trois dimensions moindres que ¢, formant
par leur ensemble une région qui comprend toute la région 5, (avec des points
étrangers a cette derniére), et tels : que le premier d’entre ces domaines comprenne
le point (%, 4, ), que I'un quelconque d’entre eux ait avec le précédent quelque point
commun situé¢ dans %, , ., enfin, que la région commune & I'un quelconque d’entre
eux et a la région formée par I'ensemble de tous les précédents soit continue. »

(Telle est, par exemple, la région intérieure & une spheére; il n’en est pas de
méme de la région comprise entre deux sphéres concentriques, ni de celle qu'en-
gendre l'intérieur d'un cercle tournant autour d’une droite de son plan qui n’a avec
la circonférence aucun point commun).

Nous nommerons enfin limile de région parfaile toule région, &, , remplissant
la condition suivante :

« Il existe quelque suite illimitée de régions parfailes,

r "

’
D LI , 13'7.")”, ..... ,
EARN oy ¥ s Py, :

toutes extraites de &, et jouissant de la double proprié¢té : 1° que tout point de

€, . finisse, & partir d’une valeur suffisamment grande de m, par étre situé dans

2)3(;")‘, _; 2° que. pour toute valeur de m, la région (nécessairement limitée) obtenue

par adjonction & 913(’,’” . des divers poinls semi-extérieurs a ’,B(,',") . soit entiérement
A @,y 2
comprise dans BTy

(On voit aisément qu'une pareille région est nécessairement normale.)
Cela posé, on peut formuler les résultats suivants :

1. Le systéme (1) élant linéaire par rapport & l'ensemble des fonclions inconnues el
de leurs dérivées premiéres, et les fonclions S, T (indépendantes de u, v, w) élani, de
plus, linéaires en s, I, supposons, d'une parl, que les coefficienls des expressions
linéaires S, T soienl analytiques el réguliers dans une région, &, ., qui soil limite de
région parfaile; supposons, d'aulre part, que les coefficienls des expressions U, V, W,
linéaires en u, v, w, soient analytiques el réguliers dans la région

(‘2'4/,:-’ [(s. [)])

Supposons enfin que lous ces coefficients salisfassenl aux conditions requises pour la
passivité du systéme ().
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Cela ¢dtant, si lon désigne par (x,. y,, z,) un poinl pris & volonté dans la ré-
gion &, elpar u(s, 1), 9(s, 1), 1(s, 1) des fonclions données, analytiques el régu-
lieres dans toule l'élendue de Uespace (réel) [(s, )], les inlégrales particuliéres du sys-

téme (1) qui répondent aux conditions initiales

u=u(s, {)
v=12(s5,0) , pour x,y,z=1u,Yy,,?

v o

w="(s,{) ]

sont analytiques et régulicres dans la région
(4.0 (52 01).-
Comme on le verra dans le cours du présent travail, ce premier énoncé, que nous

venons de formuler pour le monde des quantités réelles, s’étend de lui-méme au

cas des variables imaginaires. Il n’en est pas de méme des trois suivanls :

1. Le systeme (1) étant (comme dans 1) linéaire par rapport & lensemble des
Jonctions inconnues et de leurs dérivées premiéres (mais les fonctions S, T n’étant pas
linéaires en s, ¢, contrairement & ce'qui avait lieu dans 1), supposons que les divers
coefficients du systeme (les S, T et les coeffieients des expressions linéaires U, V, W)
soient analyliques et réguliers dans la région

(gr, Ry (s, [)])

ow &, . désigne une limile de région parfaile, et quw'ils remplissent les conditions
requises pour la passivité du systéme; supposons, de plus, que chacune des fonclions
S, T admelle, par rapport ¢ chacune des variables s, t, quelque période réelle.

Cela étant, la conclusion de I'énoncé précédent | reste applicable.

IIL. Les fonctions S, T élant indépendanles de u, v, w et linéaires en s, t, supposons
(comme dans I) que leurs cocfficients soient analytiques et réguliers dans une région,
£, .. qui soil limite de région parfaite. Supposons, d'autre part, que les fonctions
U, V, W (non linéaires en u, v, w, contrairement i ce qui avait lieu dans T et 1)
soient analytiques el réguliéres dans la région

(g.r, Y, 2 [(8’ l)] ’ [(ll, v, 10)]) ’

et que chacune d'elles admelle, par rapport & chacune des variables u, v, w, quelque
période réelle. Supposons enfin que loules ces fonclions, S, T, U, V, W, salisfassent
aux conditions requises pour la passivité du systéme (1).

Cela étant, la conclusion de U'énoncé 1 reste applicable.

IV. Supposons (comme dans II) que les fonctions S, T, indépendantes de u, v, w
(mais non linéaires en s, 1) soient analyliques el réguliéres dans la region

(8.p, Yy, 3 [(S’ t)]) )
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o &, . désigne une limite de région parfaite, et que chacune d'elles admetle, par
rapport a chdcune des variables s, t, quelque période réelle. Supposons, d’autre part
(comme dans I11), que les fonctions U, V, W (non linéaires en u, v, w) soient analy-
tiques et réqulieres dans la région

(£, [(s, 0], [(w, v, w))),

et que chacune d'elles admette, par rapport a chacune des variables u, v, w, quelque
période réelle. Supposons enfin que toutes ces fonctions, S, T, U, V, W, satisfassent
aux condilions requises pour la passivité du systéme (t).

Cela étant, la conclusion de I'énoncé 1 est encore applicable.

Les exemples suivants permettent d’ailleurs de constater trés simplement que
cette conclusion peut tomber en défaut, lorsque les conditions relatives a la nature '
linéaire ou périodique des fonctions S, T par rapport & s, ¢, et des fonctions U, V, W
par rapport a u, v, w, ne sont pas toutes satisfaites.

Vs . e . u . U, . .
1° Dans 'équation aux dérivées parlielles =Y 50 impliquant la fonction
dr dy

inconnue u des variables indépendantes x, y, et ou le coefficient ¥*, non linéaire en y,
n’admet par rapport a cette variable aucune période, I'intégrale particuliére assu-

c ee v P qry . Y .
jettie & se réduire & y pour & = o0 a pour expression ———, et admet comme dis-
1 —xy
continuités, dans I'espace réel [(x, y)], tous les points de I'hyperbole xy = 1.
o .o Ly U . —y s ,
2° Dans l'équation —=c , ou le coefficient ¢, non linéaire en y, n’admet

Al dy
par rapport & cette variable aucune période réelle, I'intégrale particuliére assujettie

s _ . I .
A se réduire & ¢7? pour x = o a pour expression ——, et admet comme discon-
x + e

tinuités tous les points de la courbe x + ¢ =o.

i u u . . R
3° Dans I'équation =3 4+ u?, ou le terme u?, non linéaire en u, n'admet
JX Jdy
par rapport & cette variable aucune période, I'intégrale particuli¢re assujettie a se
. ! . )
réduire & e pour & = o a pour expression ————, et admet comme disconti-
c R
nuités tous les points de la courbe ¢ —x=o.
. . du u T « - ,
4° Dans I'équation ST =5 + €% ou le terme e, non linéaire en u, n’admet
J ey

par rapport & cette variable aucune période réelle, I'intégrale particuliére assujettie
I

(x+y)—ax+1

comme discontinuités tous les points de la parabole (x 4+ y)*—x + 1=0.

. 1 .
A se réduire & L P pour x = o a pour expression L . et admet
LYy

Les résultats dont nous venons de donner l'indication sommaire ont été for-
mulés en partie (énoncés 1l et 1V) dans une Note communiquée & 'Académie des
Sciences le 20 mars 1916, et le lecteur en trouvera ci-aprés I'exposé complet. Les

considérations que nécessite cet exposé se simplifient notablement lorsque le sys-
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téme étudié ne contient dans ses premiers membres que les dérivées premiéres rela-
tives & une seule des variables indépendantes (supposées réelles), & par exemple : en
premier lieu, aucune condition de passivité n’intervient alors (il en serait ainsi,
d’ailleurs, méme dans 'hypothése des variables imaginaires); en second lieu, toule
région normale de Lespace réel [(x)], & une seule dimension, se définissant par une
double inégalité de la forme a<Za<7b (o0 a, b désignent des constantes données,
éventuellement infinies), les conditions analogues & celles que nous avons spécifices
plus haut pour Ia région &, 2" se trouvent, en pareil cas, remplics d’elles-mémes.




CHAPITRE PREMIER

Rappel de quelques notions fondamentales; observations diverses.

[1] Les variables x, y, ... étant supposées, indifféremment, réelles ou imagi-
naires, nous nommerons domaine toule région de I'espace [(x, y, ...)] définie par un
systéme de relations de la forme

mod (x —x,) << R, mod (y —y,) <R, ...

ou(x,, y,, ...) désigne un point fixe, et R,, R,, ... des constanles positives (> o0);
ces constantes seront elles-mémes les rayons du domaine, leurs produits par 2
(2R,, 2R, ...) les dimensions du domaine, le point (%4 Yo, - --) en sera le centre (V).

Nous dirons qu'une région, R, de I'espace [(z, v, .. )] est normale, si elle satis-
fait & la double condition suivante : 1° la région R est continue (*); 2° tout point de

la région R est le centre de quelque domaine entiérement situé dans %.

(*) Si I'on suppose les variables réelles, 'ensemble des valeurs de z qui satisfont a la
relation

mod (x —ix,) <R,

se trouve graphiquement représenté, sur un axe indéfini, Ox, par lintérieur d’un segment
ayant pour extrémités les deux points qui correspondent aux valeurs

x,—R,, x, + R,

(on doit exclure les deux points extrémes); car l'inégalité dont il s’agit équivaut a I'en-
semble des deux inégalités simultanées

X

x, < R,, r—x,>—R,,

c’est-a-dire a

xz,— R, <x<x, + R,.

Si I'on suppose les variables imaginaires, 'ensemble des valeurs de qui satisfont a la
méme indgalité, mod (x — x,) << R, se trouve graphiquement représenté, relativement a
deux axes rectangulaires tracés dans un plan, par I'intérieur d’un cercle ayant pour rayon R,
et pour centre le point qui correspond a la valeur x, (on doit exclure les points de la cir-
conférence) : car, en mettant en évidence les deux éléments de la variable imaginaire, et
posant

c=ux" + ix'", x,=x, + x,
Pinégalité peut s’écrire

! r\2 U e 2
(@' —x) + (2" —x))* <R2.
(*) On peut définir la continuité d’'une région a l'aide des considérations suivantes :

I. Les variables x, y, ... étant supposées, indifféremment, réelles ou imaginaires, une
fonction f(zx, y, ...), bien définie dans toute I'étendue d'une région R de I'espace [(x, y, ...)],
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Nous dirons enfin qu'une fonction f(x, y, ...), bien définie dans la région nor-
male R, y est olotrope, si, autour d’un point quelconque, (x,, v,, ...), de la région,
pris comme centre, on peut assigner quelque domaine dans toute 1'étendue duquel

est dite conlinue dans celle région. si, un point (x,,y,, ...) de la région el unc constante
positive « élant donnés, on peut leur faire correspondre quelque constante positive, @, telle
que les relations simultanées )

mod (& — ) <8, mod (y —y)<l8,  ..... )

supposées vérifiées pour un point (r.y, ...) de la région 9. entrainent comme consé-
quence nécessaire la relation

(1) mod [ [, v, ...)— fle,, y,. .- )] <<a:

ou, ce qui revient au méme, si, le point (x,, y,, ...) et la constanle « étant donnés, on
peut leur faire correspondre quelque constante positive, y, telle que la relation

\/mod (z—ax) +mod (y —y )+ ... <v,

supposée vérifiée pour un point (x, y, ...) de la région I, entraine comme conséquence
nécessaire la relation (1).

Il. Désignant par s, {. ... des variables réelles en nombre quelconque p, pars,, {,, ...
certaines valeurs particulicres de ces variables, et par S, T, ... d’autres valeurs particu-
licres respectivement supéricures aux précédentes, nous nommerons infervalle complexe la
région de I'espace [(s. {, ...)] définie par les relations simultanées

s, <s<S, 4,<I<T, ... ,

dont chacune, considérée isolément, définit un intervalle simple.

Désignons maintenant par a, y, ... des variables, indifféremment réelles ou imagi-
naires, en nombre quelconque n; par s, /, ..., comme ci-dessus, des variables réelles, en
nombre quelconque p; enfin, par

2(s.0t, .., VACTE RS T

n fonctions de s, {, ..., toules conlinues dans un méme intervalle complexe. Cela posé,
Pensemble des n formules

=8, {, ...),

(2) \,.:z(s,l,,_.),

ol les divers systémes de valeurs attribudes & s, {. ... n'excedent pas lintervalle en ques-
tion, définit ce que nous nommerons un are continu (& p variables) lracé dans I'espace
[, y, ...)]. Les poinis de Uarc seront les divers systémes de valeurs dé .y, ... qui corres-
pondent, en vertu des formules (2), aux valeurs ci-dessus spécifiées de s, ¢, ... Si, dans
chacun des intervalles simples ot s, {, ... sont respectivement assujettis a varier, on con-
sidére 1'une des deux valeurs extrémes comme initiale, et I'autre comme finale, il faudra
entendre par exirémilé iniliale de T'arc le point qui correspond aux valeurs initiales de s,
{, .... et par exlrémité finale le point qui correspond a leurs valeurs finales. Des arcs, tracés
dans l'espace [(.y, ...)]. scront dits placés boul & boul, si I'extrémité finale de chacun
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la fonction f{x, y, ...) soit exprimable & 'aide d'un méme développement entier
par rapport aux différences & —x, y—y, ...... Les rayons d'un pareil do-
maine (qu'on doit supposer, naturellement, compris tout entier dans la région R)

d’eux coincide avec I'extrémité initiale du suivant. Enfin, un arc sera dit situé dans telle ou
lelle région de 'espace [(x, y, ...)], si chacun de ses points s’y trouve situé.

M. Cela posé, voici comment on peut définir la continuité d’une région.

Une région de l'espace [(x, y, ...)] sera dite continue, si deux points, (x,, y,, ...),
(X, Y, ...), arbitrairement choisis dans la région, peuvent toujours étre reliés I'un a Pautre
par une suite d’arcs continus placés bout a bout dans cette région, le premier des arcs dont
il s’agit ayant son extrémité initiale en (x,, y,. ...), et le dernier son extrémité finale en
XY, .. ) '

Il est d’ailleurs toujours permis, comme nous allons 1'établir ci-dessous (IV, V), de sup-
poser que le nombre de ces arcs se réduit a 1, et que cet arc unique dépend d’une indéter-
minée unique.

IV. On nomme composition des fonctions I'opération qui consiste a substituer aux va-
riables u, v, ..., en nombre quelconque j, d'une fonction donnée,

3) S, v, .0,

Jj fonctions données,

(&) Ux, y, ...), Vix,y, ...), ... ,

d’autres variables x, y, ..., en nombre quelconque ¢, ce qui engendre évidemment une
nouvelle fonction de ces derniéres,

(%) Fle,y, ...)=f[Ulx,y, ...), V(z, 5, ...), ..... 13

relativement a cette opération, les fonctions (4) seront dites simples, f(u, v, ...) se nom-
mera la fonction composante, et F (x, y, ...) la fonction composée.
Cela étant, si les fonctions simples (4) sonl loules continues dans une méme région,

m.l', Y, ...?
de lespace [(x,y, ...)]; si, de plus, la composante (3) est conlinue dans une région,
gtu, v, ...
de lespace [(u, v, ...)]; si enfin, pour un choix arbitraire du point (x,y, ...) dans la pre-

miére région, le point fourni pur Uassociation des valeurs (h) se trouve loujours compris dans la
seconde : la fonction composée (5) est cerlainement continue dans la région

9l*l': Yoot
Voir ouvrage intitulé : Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n° 418, III.
V. .Revenons & la définition des régions continues et a 'observation qui s’y rattache (III).
En premier lieu, il est toujours permis de supposer que chacun des arcs continus

placés bout & bout dont parle cette définition dépend d'une indéterminée unique. Considé-
rons en effet I’ensemble des n formules

(6)

ou les seconds membres sont des fonctions continues (réelles ou imaginaires) des p varia-
bles réelles s, t, ..., assujettics a varier dans un certain intervalle complexe. Si I'on désigne
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se nommeront olométres (simultanés) de la fonction au point (x,, y,, ...).
Il ne faut jamais perdre de vue que la définition, donnée ci-dessus, d'une fonction
ololrope implique essentiellement la nature normale de la région olt on la considére.
Pour la définition des dérivées, les premiéres propriétés des fonctions olotropes,
leur composition, I'exposé du principe général des fonctions implicites, elc., le lec-
teur pourra se reporler & I'ouvrage intitulé : Les sysiémes d’e'()uations aux dérivées

partielles.

par s,, {,, ... les valeurs initiales de s. ¢, ..., par 8, T, ... leurs valeurs finales, et que
Fon pose.
: s=s, + MS—s), t=t, +nT—2), ..... s

ot A désigne une indétermincée réelle assujettie a varier dans Pintervalledeo a 1 (o <A <),
les formules

(a=g[s, + WS —s), L+ NT—1t), ...],
\y:y‘[so+)\(8—~so), L4+ T—t), ...1,

définiront un arc continu (IV), dépendant de la seule indéterminée 4, ayant mémes exiré-
mités que l'arc (6), et dont tous les points seront des points de I'arc (6) [sans que la réci-
proque soit généralement vraie] : car, i variant de o a 1, les fonctions linéaires

So+MS—s),  L+WT—1), ...

varient dans les intervalles respectifs s, a 8, {,a T, ... .

En second lieu, il est toujours permis de supposer que ces arcs placés bout a bout, ct
dépendant chacun d'une indéterminée unique, sont en nombre égal a 1. Supposons, pour
fixer les idées, qu’il y en ait trois, respectivement définis par les trois groupes de formules

(£=9,(5),
\y :Zx(z)’ \

ct dépendant respectivement des indéterminées s, L. u, assujetties & varier dans les inter-
valles respectifs

5,48, tar, u, a U.

Cela étant, choisissons arbitrairement deux valeurs numériques, S, 8", sous la seule con-
dition que les valeurs s,, 8, 8, 8" se trouvent rangées par ordre de grandeur, et consi-
dérons les deux fonctions lindaires

T—t, St —ST U—u,  Su-—SU

s—s'Te=s st e—s

dépendant I'une et I'autre de I'indéterminée s, que nous assujettirons a varier, pour la pre-

y

miére fonction, de S 4 8/, et, pour la seconde, de §’ & S” : les deux fonctions dont il s'agit

Fac. des Se., t. VII. 1
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[2] Le principe géne’.ral des fonctions implicites, que nous venons de men-
tionner, intervient, notamment, dans la correspondance olotrope point par point,
dont nous allons rappeler la définition.

Nous plagant, indifféremment, dans le monde des quantités réelles ou dans celui
des quantités imaginaires, considérons un systéme de & équations reliant deux

groupes de k quantités, par exemple le systéme des trois équations

/

F, (x,y.2, 2y, 2)=o0,
®) 5 F,(z,y, 2z, oy, ) =o,

" F (x,y.2, 'y, 2") =o,

reliant entre eux le groupe des trois quantités x,y, z et celui des trois quan-
tités ', ¥, 2. Supposons, de plus, que, dans les espaces respectifs [(x,y,2)] et
[(x, y', 2], il existe deux régions, R et R', telles que les diverses conditions sui-
vantes se trouvent & la fois satisfaites :

1° Ces deux régions sont normales (n° 1), et les premiers membres de (8) sont
olotropes dans la région, nécessairement normale, (R, ®') [Voir n° 42. 1, infra].

varient, en pareil cas, la premié¢re de t, & T, la seconde de u, & U. En conséquence, les trois
groupes de formules

N

C T ?1(‘51

(s

x
Y =7.(5) S (s variant de s, ays),

T—1, S't, — ST
w:?:<‘/_ss+ S!_S

(T —1 §'t, — ST

- - - > (s variant de S a §'),
S'—S8 S —8S

<U—~ u S"uuﬂS'U>

3 SU . S" S" — S/
U—u, S"u,—S'U . y
Y=, < g’ - ) (s variant de S'a 8")

définissent trois arcs continus fournissant respectivement les mémes ensembles de points
que les trois arcs (7), el on peut manifestement les considérer comme formant un arc

" continu unique, défini 4 I'aide de la seule indélerminée s, que I'on assujettit a varier
de s, a 8",
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2° Il existe entre | et ®', par le moyen des relations (8), une correspondance
point par point, c’est-d-dire que, étant donné dans la premiére de ces régions un
point quelconque. il existe dans la seconde un point, et un seul, vérifiant, conjoin-

tement avec lui, les relations (8), et réciproquement.

3° A partir de deux poinls correspondanls quelconques des régions R et R', le sys-
téme (8) est résoluble, conformément au principe général des fonctions implicites, tan!
par rapport & x, y, z que par rapport a x', y', 2.

Quand ces diverses conditions se trouvent satisfaites, le systtme (1) peut visi-

blement étre considéré comme déterminant trois fonctions,

(==,
(8 bis) Y=Yy, 2,
? 2=y, 2),

olotropes dans la région &', ou, inversement, trois fonctions,

=X'(x,y,2),
(8 ter) Y=Y'(x,y2),

="7'(xy,z)),

olotropes dans la région ®|, et nous dirons qu’il définit, entre les deux régions nor-
males R et W', une correspondance olotrope point par point.

Il va sans dire que, dans toute I'étenduc de la région (R, '), le systéme (8)
équivaut numériquement tant au systéme (8 bis) qu'au systéme (8 fer), et que ces

derniers sont numériquement équivalents entre eux.

[3] Considérons actuellement un systéme résolu par rapport & I'un des deux
groupes de quantités x, y, z et &', y', ', par exemple par rapport a x, y, z, et soit

/

\ x:fx(w" y” z,)’
(9) y=rE,y, ),
( z=fx, ¥, 2)

le systéme dont il s’agit. Supposons en outre : 1° que les fonctions f,(x, y', 2'),
J(&', ¥, 2, fo(@', ', 2') soient olotropes dans unc certaine région (normale), ®', de
U'espace [(', y', 2')]; 2° que le déterminant différentiel de ces trois fonctions par
rapport a ', y', z' reste différent de zéro dans toute I'étendue de la région R'; 3° qu’a
deux points distincts de la région R’ correspondent toujours, en vertu des for-
mules (9), deux points distincts de I'espace [(x, y, 2)].

Cela étant, je dis qu’en désignant par ®| la région de I'espace [(x, y, z)] formée
par I'ensemble des points qui, en vertu de (g), correspondent aux divers points de ®’,
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les formules (g) et les régions R, R’ remplissent les diverses conditions indiquées
au numéro précédent (2).

L. Les formules (9) élablissent, entre les deux régions R el ®', une correspondance
poinl par point.

En vertu de I'hypothése 3°, & deux points distincts de &' correspondent toujours
deux points distincts de % lors donc que le point («', y', z') décrit la région %' en
passant par chaque point une fois et une seule, le point (x, y, z) défini par (9) décrit
de méme la région M en passant par chaque point une fois et une seule. En consé-
quence, étant donné, dans la premiére, un point quelconque, il existe, dans la se-
conde, un point, et un seul, vérifiant, conjointement avec lui, les relations (9), et
réciproquement.

II. La région R est normale (n° 1).

En premier licu, cette région est continue.

Soient, en effet, (x,,y,,z,), (x,,y,,2,) deux points arbitrairement choisis
dans R, et (x;.y,, z,), (x,,,, z,) les deux points correspondants de ®'. La ré-
gion ®R', que l'on suppose normale, étant par 1A méme continue, les deux points
(x5 ¥y 235 (%, ¥e, 2,) peuvent étre reliés 1'un & 'autre par un arc continu ayant
pour extrémités ces deux points, entiérement situ¢ dans %', et dépendant d’une in-
déterminée réelle, ¢, qui se trouve assujettie & varier dans un certain intervalle (*) :
dans ces limites, les seconds membres, f,, f,, f,, des formules (9) deviennent des
fonctions continues de ¢, et le point (x, y, z) défini par (9) décrit, dans R, un arc
continu ayant pour extrémités les deux points (x,, y,, z,), (z,, y,, 2,). La région R
est donc bien continue.

En second lieu, tout point de la région R est le centre de quelque domaine entié-
rement situé dans R.

Soient, en effet, (x,, y,, z,) un point arbitrairement choisi dans &, et (x}, y., 2')
le point correspondant de ®'. Le systéme (9) admet alors la solution numérique

~ ’ J r___ ’ ’ ’
xyy)‘y -’L'»yyl '——:L‘17y1) Ziy m47y4iz4_7

et il résulte d’ailleurs de nos hypothéses que le déterminant différentiel de f,, f,, f,
est différent de zéro pour

’ ’

r ’ ’ r
oy, D=,y 2

A partir de cette solution numérique, le systéme (9) est donc résoluble par rapport
a ', y', z' conformément au principe général des fonctions implicites, et, dans le

’
17

voisinage des valeurs x,, y,, z,, «,, ¥}, z,, il équivaut numériquement au systéme

des formules de résolution : or, &, y, z étant arbitraires dans ce dernier systéme, on

(*) Voir plus haut la Note ol se trouve définie la continuilé d'une région.
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voit que le point (¢, v, z) fourni par (9) prendra toutes les positions possibles dans
un voisinage suffisamment rapproché de (x,, v,, z,).

Toutes les conditions requises pour la nature normale de la région | se trouvent
ainsi satisfaites.

1. A partir de deux poinls correspondants quelcongues des régions R el R', le
systéme (g) est résoluble, conformément au principe général des fonctions implicites,
lant par rapport a.z, y, z que par rapport a x', y', z'.

IV. Le simple rapprochement de I, II et III montre que les régions |, R’ et les
formules (9) remplissent bien les diverses conditions indiquées au numéro pré-
cédent (2) : ces formules définissent donc, entre les deux régions normales R et R,

une correspondance olotrope point par poini.

[4] Les notions fondamentales que nous venons de rappeler doivent étre complé-
tées par des définitions et des observations diverses.

Etant données, dans lespace [(x,y, ...)], des régions, ®,, R,, ..., R, (en
nombre limité), nous désignerons par &, + R, + ... R, la région formée par l'en-
semble des divers points apparlenant 4 quelqu'une d’entre elles.

Cela posé :

1. Si deux régions normales, ®,, ®,, admetlent quelque point commun, la région
N, + N, est nécessairement normale. ;

A) Si deux régions continues, R,, R,, admetlent quelque point commun, la ré-
gion R, + M, est nécessairement conlinue. ,

Effectivement, soient M, N deux points pris & volonté dans la région R, + R,.

Si ces deux points appartiennent 1'un et I'autre & la région |, , on peut, en vertu
de la continuité de cette derniére, les relier I'un a I'aulre par quelque suite d’arcs
continus placés bout & bout dans ®,, lesquels se trouveront, par 14 méme, placés
bout & bout dans R, + N,.

Méme raisonnement si les poinis M, N appartiennent I'un et 'autre & la région R,.

Supposons enfin que I'un des deux points, M, appartienne & la région R, sans
appartenir & %,, et que I'autre, N, appartienne & la région R, sans appartenir & R, .
Si l'on désigne par P quelque point commun aux deux régions ®,, ®,, on pourra,
comme ci-dessus, relier d’abord M a P par quelque suite d’arcs continus placés bout
a bout dans ®,, puis P 4 N par quelque suite d’arcs continus placés bout & bout
dans R ,, d'ou résulte que, finalement, M se trouvera relié & N par quelque suite
d’arcs continus placés bout a bout dans R, + R, .

B) Supposons maintenant que les régions %,, ®,, admettant quelque point
commun, soient normales : je dis que la région |, + R, 'est nécessairement aussi.

En premier lieu, chacune des régions ®,, ®, élant continue, il résulte de A que
la région |, + M, l'est elle-méme.
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En second lieu, & cause de la nature normale des régions ®,, ®,, tout point de
la région M, + R, est le centre de quelque domaine entierement situé, soit dans &%, ,
soit dans ®,, et, par suite, entiérement situ¢ dans R, + R, .

II. St la région commune & deux régions normales, R,, M,, est conlinue, elle est
elle-méme nécessairement normale.

Car tout point de cette région commune, étant & la fois le centre de quelque do-
maine entiérement situé dans R, , et le centre de quelque domaine entiérement situé

dans R, est nécessairement aussi le centre de quelque domaine cntiérement situé
dans la région commune.

III. Considérons actuellement, d'une part, deux régions normales, ®,, R,,
admettant quelque point commun, et telles que leur région commune soit continue;
d’autre part, deux fonctions, F,(x,y,...), F (x,y,...), respectivement olotropes
dans R, el R,, et présentant, dans quelque domaine faisant partie de la région com-
mune, la propriété délre identiquement égales l'une & Uautre. Cela étant, les deux
Jonctions F,, F, peavent élre considérées comme n’en définissant qu’une seule et méme,
olotrope dans toute l'étendue de la région |, + R, .

Effectivement, la région commune étant continue, par suite normale (II), les
fonctions F,(x,y,...), Fi(x,y,...), identiquement égales, par hypothése, dans
quelque domaine de cette région, le sont par 14 méme dans toute 1'étendue de la
région commune : il en résulte évidemment que, dans toute I'étendue de la région
normale &, + R, (I), la considération simultanée des deux fonctions F,(x, v, ...),
F,(x, y, ...) définit une fonction bien déterminée de x, y, ... . Cette derniére, que
nous nommerons F(x, y, ...), y est d’ailleurs olotrope : si I'on désigne en effet par
(x,, ¥,> ...) un point quelconque de R, + R,, le point (x,, y,, ...) appartient a
quelqu'une des deux régions R,, M,, par exemple 4 R,, et on pourra dés lors, au-
tour de ce point pris comme centre, assigner quelque domaine, n’excédant pas %, , et
dans toute I'étendue duquel la fonction F,(x, y, ...) soit exprimable & I'aide d'un
certain développement entier par rapport aux différences x —x,, y —7y,, ... : la
fonction F(x, y, ...) seraalors, dans toute I'étendue du méme domaine (qui n’excéde
pas R, + R,), exprimable a 'aide du méme développement.

[5] Ces remarques étant posées, considérons, dans l'espace [(«, y, ...)], une
suite limitée de régions normales,

(10) R,.R, R, . ... R

et supposons : 1° que I'une quelconque d’entre elles ait avec la précédente quelque
point commun; 2° que la région commune & I'une quelconque d’entre elles et & la
région formée par 'ensemble de toutes les précédentes soit continue.
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On apercoit d’abord, de proche en proche, par I'application répétée de la re-

marque I (n° 4), la nature normale des régions

MR, RN R, R R LR LR, ,
RN AR+ R,

Considérons maintenant, en méme temps qu’une fonction, ¥, (x, y, ...), olotrope
dans $®,, une fonction, F,(x,y,...), olotrope dans R,, et supposons que, dans
quelque domaine faisant partie de la région commune & %, et 4 ®,, ces deux fonc-
tions soient identiquement égales 'une a I'autre : en vertu de la remarque III (n° 4),
la considération simultanée de ces deux fonctions définit, dans la région |, + R,
une seule et méme fonction olotrope, en sorte que la fonction F, (x, y, .. .), olotrope
dans ®,, se trouve prolongée analytiquement dans %, + R, .

Cela étant, considérons, en méme temps que cette derniére, une fonction,
F,(x,y, ...), olotrope dans $®,, et supposons que, dans quelque domaine faisant
partie de la région commune a R, + R, et & R, les fonctions F, (x,y, ...),
F,(x.y, ...) soient identiquement égales 1'une a I'autre : pour la méme raison que
ci-dessus, leur considération simultanée définit, dans la région R, + R, + R,, une
scule et méme fonction olotrope, cn sorte que I, (x, y, ...) se trouve prolongée ana-
lytiquement dans |, + R, + R, .

Semblablement, considérons, en méme temps que F, (x, v, ...), une fonction,
F, (x,y, ...), olotrope dans ®,, et supposons que, dans quelque domaine faisant
partie de la région commune & %, + R, + R, et & R, les fonctions F, (x,y, ...),
F,(x, v, ...) soient identiquement égales 1'une a I'autre : comme ci-dessus, leur con-
sidération simultanée définit, dans la région |, + R, + R, + R,, une seule et méme
fonction olotrope, en sorte que F,(x,y,...) se trouve prolongée analytiquement
dans R, + R, + R, + R,.

Bref, si, par la considération ultérieure de fonctions, F_(x,y,...), ..... ,
F,(x,y, ...), satisfaisant & des conditions toutes semblables que I'on formulera de

>

proche en proche, un raisonnement de ce genre peut étre continué jusqu'a épui-
sement des régions de la suite (10), la fonction F,(x, y, ...) se trouvera, en défini-

tive, prolongée analytiquement dans %, + R, + R, + ... +R,.

[6] Ltant donnés, dans I'espace [(ix, v, ...)], unc région, R, et, dans cette région,
un point, (x,, y,, ...), supposons qu’il existe quelque suite illimitée de régions
normales,

(r1) RN, ... SR,

toutes extraites de la'région R, comprenant toutes le point (x,, y,, ...). et telles :

1° que lout point de la région | finisse, & partir d’une valeur suffisamment grande
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de m, par étre situé dans ®"™'; 2° que, pour toute valeur de m, ®"™ soit entiérement
situé dans |,

Il est tout d’abord aisé de voir que la région R est nécessairement normale.

En premier lieu, elle est continue.

Soient en effet P, ) deux points de 3 : il résulte de notre hypothése que, pour
quelque valeur de m, ces points seront tous deux situés dans ®"; la région ®'"™ étant
normale, et, par 14 méme, continue, on pourra donc relier P & Q par quelque suite
d’arcs continus placés bout 4 bout dans ®"™; dailleurs, la région | étant tout
enticre comprise dans R, les arcs dont il s’agit seront nécessairement situés dans R.

En second lieu, tout point, P, situé dans la région R est le centre de quelque
domaine entiérement situé dans | : car, pour quelque valeur de m, le point P se
trouve situé dans |™, d’ol résulte, A cause de la nature normale de |, qu’il est
le centre de quelque domaine entiérement situé dans ", et, par suite, entiérement
situé dans R.

De ce double point résulte (n° 1) la nature normale de la région R.

Considérons maintenant une fonction de «, y, ... définie, dans le voisinage du
point (x,, ¥,, ...), par la somme d’un certain développement fondamental, entier
enxz—x,y—Y,, .-, et admettant quelque domaine de convergence.

Cela étant, si la fonction dont il s’agit peut, quel que soit m, étre prolongée analyti-
quement dans la région R"™, elle est assimilable & une fonction olotrope dans toute
U'élendue de la région R.

Considérons en effet, dans la suite (11), deux régions consécutives quelconques,

m(m) , m(m+1) ,
et soient

F"x,y, ...), F" Nz, y, ...)

deux fonctions respectivement olotropes dans ces deux régions, et obtenues par le
prolongement analytique du développement fondamental. 11 résulte immédiatement
de nos hypothéses que la région ®™ + K™ coincide avec R+, et que la région
commune & R™ et R™) coincide avec R™ ; cette région commune, qui comprend
le point (x,, y,, -..) et son voisinage, est donc continue. En outre, dans toute
I'étendue d’'un domaine suffisamment petit, de centre (x,, y,, ...), décrit dans la
région commune ®™, les deux fonctions F™(x,y, ...), F""(x,y, ...) sont iden-
tiquement égales entre elles, comme étant égales I'une et I'autre a la somme du dé-
veloppement fondamental. Leur considération simultanée définit donc, en vertu
d’une remarque antérieure (n° 4, IIT), une seule et méme fonction, olotrope dans
toute I'étendue de R" .

Ce raisonnement étant applicable pour toute valeur de m, et tout point de %
finissant, & partir d’une valeur suffisamment grande de cet entier, par étre situé
dans '™, la fonction dont il s’agit peut manifestement élre considérée comme olo-
trope dans R.
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[7] Les variables «, y, ... étant supposées, comme dans tout ce qui pfécéde,
indifféremment réelles ou imaginaires, nous nommerons distance des deux points
(®,, ¥, --.), (x;, ¥,, ...) la racine carrée arithmétique (c’est-d-dire non négative)
de la quantité

mod (z, — ,)* + mod (y, —y,)* + ... ().

Cela posé, si la distance de quelque point fixe de l'espace [(x, y, ...)] & un point
variable d'une région donnée, R, de cel espace reste toujours inférieure a quelque
conslante positive, tout point fixe de [(x, y, ...)] jouit par rapport & R de la méme
propriélé : la région |, en pareil cas, est dite limitée.

Voir 'ouvrage intitulé : Les systémes d’équations aux dérivées partielles (n> 2
et 15).

[8] Si, dans'espace [(x, y, ...)], on considére, d'une part, une région donnée, R,
d’autre part, un point donné, (X,Y, ...), étranger a la région, il arrive nécessai-
rement de deux choses I'une : ou bien il existe quelque constante positive, «, telle
que tous les points de [(x,y, ...)] distants de (X, Y, ...) d’'une quantité moindre
que o soient ¢galement étrangers a la région R ; ou bien il n’existe aucune constante
positive jouissant de cette propriété. Dans le premier cas, le point (X, Y, ...) sera
dit complétement extérieur a la région M, et, dans le second cas, semi-extérieur A
cette région.

Ou, ce qui revient au méme :

Un point étranger & la région | sera dit completement extérieur i cette région,
s'il est le centre de quelque domaine entiérement étranger & la région; semi-extérieur,
s'il n’est le centre d’aucun domaine de cette espéce.

Enfin, une région de I'espace [(x, y, ...)] sera dite compléte, si tout point étranger
& cette région lui est complétement extérieur.

[9] Si l'on désigne par ® une région normale de l'espace [(x, 7y, ...)], par
S(x, y, ...) une fonction olotrope dans la région R, et par f un fragment a la fois
limité et complet de R, il existe, comme on sait (Les systémes d’'équations aux dérivées
partielles, n° 57, 1), quelque constanle positive, R’, jouissant de la propriété que, en
un point variable de f, la fonction f(x,y, ...) admette un systéme d’olométres (au

moins) ¢gaux a R'; ou, ce qui revient au méme, il existe des constantes positives,

R’,, R’), ..., jouissant de la propriété que, en un point variable de f, la fonction
J(x,y, ...) admette un systéme d’olométres (au moins) égaux respectivement
ar,, R, . ...

(*) Pour que deux points soient identiques, c'est-a-dire pour que leurs coordonnées
semblables soient respectivement égales, il est évidemment nécessaire et suffisant que leur .
distance soit nulle.

Fac. des Sc., t. VII. 12
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Désignons maintenant par R,, R, ... des constantes positives choisies comme
on voudra, mais une fois pour toutes, au-dessous des précédentes (R,<<R’,,
R,<<R',,...), et, dans le développement taylorien de notre fonction construit &
partir d’'un point quelconque, (x,y, ...), de f, remplacons chaque coefficient par
son module, et les accroissemenls attribués aux valeurs initiales a, y, ... respecti-
vement par R,, R, ... : la somme du développement résultant est une quantité
positive dont la valeur est entiérement déterminée quand on se donne un point
(x, y, ...) du fragment f, et que nous nommerons S(x, y, ...). Je dis que, dans
toute Uélendue du fragment §, la quantité S(x, y, .. .) ainsi définie tombe constamment
au-dessous d'une quantité positive fixe, M, convenablement choisie.

En effet, le fragment f étant limité, la distance

\/nlodac2+rnody2+

du point (x, ¥, ...), arbitrairement variable dans toute I'étendue de ce fragment, au
point fixe (o, o, ...) de I'espace [(a, y, ...)] reste inférieure & une constante posi-
tive, D, convenablement choisie (n° 7); a plus forte raison a-t-on, entre les mémes
limites,

mod x <D, mody<<D, .....

d’ou résulte que, pour un point variable de f, les n coordonnées x, v, ..., sion les
suppose réelles, ou leurs an éléments, si on les suppose imaginaires, restent compris
entre —D et D. Il existe donc quelque intervalle complexe, formé, suivant qu’on
se place dans I'une ou dans l'autre des deux hypothéses, par I'association de n ou de
an intervalles simples,

(12) ad A, baB, .....

et comprenant (avec certains autres points) tous les points du fragment f. En dési-
gnant d’ailleurs par = une constante positive inférieure aux n différences R', — R,

R',—R,, ..., cet intervalle complexe peut étre subdivisé () de telle facon que, pour
deux points,

@y, ..., @'y, ...,
choisis a volonté dans 1'un quelconque des intervalles complexes partiels résultant
de cette subdivision, les différences

x'— Y—y',

aient toutes des modules inférieurs a ¢ : il suftit pour cela que les intervalles sim-

ples (12) aient été partagés, si les variables x, y, ... sont réelles, en fragments d’am-

(*) Voir l'ouvrage intitulé : Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n° 8, début
de T'alinéa II.
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plitude moindre que ¢, et, si les variables «x,y, ... sont imaginaires, en fragments
. . €
d’amplitude moindre que —.
2
Considérons maintenant I'un quelconque des intervalles complexes particls qui
comprennent quelque point du fragment f, et soient
i, I'intervalle complexe dont il s’agit;

(x,, ¥,, -..) un point particulier commun a f et a i ;
Z a,., . R"k"... le développement taylorien qui, pour la fonction olotrope

S(x,y, ...), correspond au point (x,, y,, ...), choisi comme initial;
o ~_le module de a

m, n, m,n, ...’

h', K, ... des quantités dont les modules sont assujettis & ne pas surpasser res-
pectivement R, By, ces

", k', ... d’autres quantités dont les modules sont assujettis & tomber au-dessous
de e.

Entre les modules de 2', k', ..., A", k", ... subsisteront d¢s lors les relations

mod i’ + mod A" <R, + ¢e<<R’,,
mod k" + mod k" << R, + << R’y,

Dans les limites que nous venons d’assigner, la série

E Qo (hr + hnyn (]{r + kl/)n_ .....
peut se transformer en une série, Q, entiére par rapport a toutes les quantités

WK, RE (),

et si, dans cette derniére, on groupe les termes suivant une loi quelconque, la
somme des modules des groupes est moindre que

Z %, . . (mod A" 4 mod A")" (mod k' + mod k")" .. .,

moindre, & plus forte raison, que

(I3> Eam,n,...<Rz;+s>m (By—*_E)" BRI

nous désignerons cette derniére quantité par M, .

Cela étant, tout point commun & f et & i, a, dans 'espace [(x, y, ...)], des coor-
données qui peuvent se représenter par les sommes x, + ", y, + k", ..., ou A", k", ...
ont des modules inférieurs a ¢. Pour avoir, en un pareil point, la valeurde S(zx, y, . . .),

(*) Voir I'ouvrage cité, n° 33.
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il suffit d’ordonner la série Q par rapport & A, k', ..., et de remplacer, dans la série
résultant de cette ordination, chaque coefficient par son module, et les quantités
R, K, ... par R, R,, ... respectivement : la somme positive ainsi obtenue sera
donc inférieure & la quantité (13), d’ott résulte que, dans toute I'étendue commune
afetai, S(r, y, ...)estinférieur & M, .
Finalement, si I'on désigne par g le nombre des intervalles complexes partiels
qui comprennent quelque point de f, et par
i, i

40 Yoy oo by

les intervalles dont il s’agit, on pourra & ces derniers faire correspondre respecti-
vement des constantes positives,

(14) M, M, ..... » M,

telles que, dans toute 1'étendue commune A f et A i, (k=1,2,...,¢9), la valeur de
S(x,y, ...) soit inférieure & M,. En désignant donc par M la plus grande des g cons-
tantes (14), la valeur de S(x, y, ...) sera, dans toute I'étendue de f, inférieure & M.

[10] Les remarques suivantes nous seront prochainement utiles.

1. Si a une région quelconque, R, de lespace [(x,y, ...)] on adjoint la région, ,
que forment les points semi-extérieurs a R, la région ainsi oblenue est nécessairement
compléte (n° 8).

En dehors des régions R et v, il n’existe, dans I'espace [(x, y, ...)], que des points
complétement extérieurs a la région $, et tout revient dés lors 4 prouver qu'un
point A, complétement extérieur & S, est par 1A méme complétement extérieur 4 r.

A cet effet, désignons par P un point variable de 3%, et par p un point variable
de r. Puisque le point A est, par hypothése, complétement extérieur & R, il existe
quelque constante positive (>o0), «, telle que la distance AP satisfasse, pour toute
position de P dans %, a la relation

(15) AP >u.

Je dis quen désignant par 8 une constante choisie comme on voudra au-dessous de «,

on a, pour toute position de p dans ¢,
Ap>8.

Effectivement, la distance mutuelle de deux points ne pouvant surpasser la
somme de leurs distances & un méme troisi¢me (*), on a, quels que soient P dans R
et p dans v,

AP<Ap + Pp,

1) Voir l'ouvrage cité, n° 2, 1, et n° 15.
) g
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d’oti 'on déduit, & cause de (15),
a<lAp + Pp,
ou

Ap>a—Pp.

En désignant par p’ unc position déterminée (quelconque) du point p dans r, on
aura d’aprés cela, quel que soit le point P dans R,

(16) ' Ap' >a-—Pp';

enfin, le point p’ étant semi-extérieur a M, il existe des points de W dans un voisi-
nage de p’ aussi rapproché qu’on le voudra, et 'on pourra trouver dans R quelque
point P tel que Uon ait

(17) Pp << a—§;

la simple soustraction membre & membre des relations (16) et (17) donnera alors,
comme il s’agissait de Iétablir,
Ap'>8.

1. Si a une région limiiée, M, de Uespace [(xc, v, ...)] on adjoint la région, v, que
forment les points semi-extérieurs ¢ R, la région ainsi obtenue est elle-méme limilée.

Tout revient évidemment & prouver que la région r est limitée.

A cet effet, désignons par A un point fixe (quelconque) de Vespace {(x, ¥, ...)],
par P un point variable de ®, et par p un point variable de r. Puisque la région % -
est, par hypothése, limitée, il existe quelque constante positive, @, telle que la dis-
tance AP satisfasse, pour toute posftion de P dans R, & la relation

(18) AP<< ®.

Je dis qu'en désignant par W une constante choisie comme on voudra au-dessus
de @, on a, pour toute position du point p dans ¢,

Ap<ZW.

Effectivement, la distance mutuelle de deux points ne pouvant surpasser la
somme de leurs distances 4 un méme troisiéme, on a, quels que soient P dans R et

p dans v,
Ap< AP + Pp,

d’ou I'on déduit, 4 cause de (18),
Ap << ® + Pp.

En désignant pér p' une position déierminée (quelconque) du point p dans ¢, on
aura d’apres cela, quel gque soit le point P dans %,

(19) Ap' <D + Pp';

enfin, le point p' étant semi-extérieur A R, il existe des points de R dans un voisinage
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de p' aussi rapproché qu’on le voudra, et 'on pourra trouver dans ® quelque point P
tel que I'on ait

(20) Pp<<W¥W—;

la simple addition membre a membre des relations (19) et (20) donnera alors,

comme il s’agissait de I'établir,
Ap' < W,

IT1. Supposons que les variables indépendantes aient été partagées en un nombre
quelconque de groupes, trois par exemple,

X, ... Y, Zy ...,
et soient

(21) R, R, . R
trois régions respectivement extraites des espaces
(22) (G P (S ) PR (CP I

en associant par la pensée ces trois régions, on en obtient une,

(23) R, % ., %R )

b Yy Ty

extraite de 1'espace

(24) G TN A | B
Soient maintenant r,  la région de I'espace [(x, ...)] formée par l’ensemble
des points semi-extérieurs & ®, ;r,  larégion de I'espace [(y, ...)] formée par

I'ensemble des points semi-extérieurs a R, ;. la région de l'espace [(z, ...)]
formée par l'ensemble des points semi-extérieurs a M|, . Siachacune des ré-
gions (21) on adjoint 'ensemble des poihts qui lui sont semi-extérieurs, on obtiendra,
dans les espaces respectifs (22), les trois régions

R, +r, , R +r , R +r

P 3y ... %y ...

Je dis que, dans Uespace (24), la région

(mr,”.—{_rr,.." m .‘.+ty,...’ m‘ .+t2,”.)

R z, ..

est précisément celle qu'on obtient en adjoignant & la région (23) Uensemble des points
qui lui sont semi-extérieurs.

Observons en effet que tout point de I'espace (24) se trouve forcément, ou situé
dans la région (23), ou semi-extérieur & la région (23), ou complétement extérieur a
cette région, et que, dés lors, la région résultant de I'adjonction dont parle notre
énoncé se trouve constituée par I'ensemble des divers points non complétement exté-
rieurs i la région (23).
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Or, pour qu'un point
(25) X . LY Lz,

de l'espace (24), soit complétement extérieur a la région (23), il faut et il suffit,
comme nous allons 'établir, que quelqu’un des trois points

(26) X, ..., Y, ..., Z, ...,

appartenant aux espaces respectifs (22), soit complétement exlérieur a celle des trois
régions (21) qui lui correspond.

La condilion formulée est nécessaire.

Supposons en effet qu'aucun des trois points (26) ne soit complélement extérieur
A la région correspondante. Le point (X, ...) n’étant pas complélement extérieur & la
région ®, , cette derniére contient quelque poirt dont la distance a (X, ...) est
inférieure A toute quantité positive donnée; la méme chose est vraie de la ré-
gion M, par rapport au point (Y, ...), ei de la région ®_ par rapport au
point (Z, . ..). Il en résulte, si I'on se reporte a la formule de la distance (n° 7), que
la région (23) contient quelque point dont la distance au point (25) est inférieure &
toute quantité positive donnée : le point (25) n’est donc pas complétement extérieur
a la région (23).

La condition formulée est suflisante.

Supposons en effet que quelquun des trois points (26) soit complétement exté-
rieur 4 la région correspondaute, par exemple que (X, ...) soit complétement exté-
rieur & R, . En désignant par % une constante positive convenablement choisie,
la distance de (X, ...) & un point variable de %,  sera constamment supérieure
a ; & plus forte raison. si I'on se reporte a la formule de la distance, celle du
point (25) & un point variable de la région (23) sera-t-elle constamment supérieure
a A. Le point (25) est donc complétement extérieur a la région (23).

Ainsi, la condition formulée est & la fois nécessaire et suffisante.

On peut d’ailleurs I'énoncer comme il suit :

Pour que le point (25) soit non complétement extérieur a la région (23) [c’est-a-dire
situé dans la région ou semi-extérieur], il faut et il suffit que chacun des trois
points (26) soit non complétement extérieur a celle des trois régions (21) qui lui
correspond.

Observons maintenant que, dans 'espace [(«, ...)], 'ensemble dezs points non
complétement extérieurs & |, estR®, + v, ; que, dans l'espace [(y,...)],
I’ensemble des points non complétement extérieurs a 2Ry' est ﬂty_’ ot enfin
que, dans l'espace [(z, ...)], 'ensemble des points non complétement extérieurs
am,  est® 4 r . Celaétant, il est clair que, dans I'espace (24), I'ensemble
des points non complétement extéricurs & la région (23) est bien, comme nous
voulions 1’établir,

R, . +r, . Rdr, . R tr ).

Yy ’ 2, 2,
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V. Considérons actuellement une région normale de U'espace [(x, y, .. .)].

Il résulte immédiatement de la définition posée aun®4 que fout point appartenant
a une région normale lui est complétement intérieur, c’est-a-dire qu’il est le centre de

' quelque domaine entiérement situé dans la région.

Pour ce qui est des points de [(x, y, ...)] étrangers & la région (les uns compleé-
tement extérieurs, les antres semi-extérieurs), trois cas peuvent se présenter :

A) ll nexisle dans [(x,y, ...)] aucun point éiranger & la région : cette dernidre
coincide alors avec I'étendue indéfinie de [(x, v, ...)].

B) 1l exisle des points étrangers d la région, et ces points sont lous semi-extérieurs :
c’est ce qui a lieu, par exemple, lorsque, désignant par z, y deux variables réelles,

on considére dans I'espace [(x,y)] la région normale obtenue par la simple sup-
pression du point x =y=—o.

C) 1l existe des points complétement exiérieurs & la région : je dis que, dans ce
dernier cas, il existe forcément aussi des poinis semi-extérieurs.

Effectivement, soient

n la région normale considérée;

(%4, ¥,> -+ .) un point appartenant & la région n, et, par suite, complétement inté-
rieur A cette région;

(X,Y, ...) un point complétement extérieur a n.

Joignons ces deux points 1'un a I'autre par l'arc

=z, +1(X—ua,),
(27) y:ya+l(Y_yo)’

ou ¢t désigne une indéterminée réelle assujettie 4 varier de 0 4 1,
o<tLr;

pour la valeur initiale {==o0, le point variable que définissent les formules (27)
coincide avec (x,, ¥,, - ..), et, pour la valeur finale { =1, avec (X, Y, ...).

Cela étant, sil'on divise en deux parties égales Uintervalle de o & 1, il y aura un
de ces intervalles partiels, et un seul, dont la valeur initiale, ¢,, substituée dans les
formules (27), fournira un point de u, tandis que la valeur finale, T,, fournira un
point étranger & n. Si I'on divise A son tour en deux parties égales lintervalle
de t, 4 T,, il y aura encore un de ces nouveaux intervalles partiels, et un seul, dont
la valeur initiale, {,, fournira un point de n, tandis que la valeur finale, T,, four-
nira un point étranger & n. Et ainsi de suite indéfiniment. On formera de cette ma-
vniére une succession illimitée d’intervalles,

1

oar, taT,, taT, ..., taT
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jouissant de la triple propriété : 1° que chacun d’eux soit contenu dans le précédent;

3 r A ’ 1 I . . . . . . M

2° que la différence T, —1,, égale & —, soit infiniment petite pour k infini; 3° que
2

la valeur initiale d’'un intervalle quelconque, substituée & ¢ dans les formules (27),
fournisse un point de n, tandis que sa valeur finale fournit un point étranger A n.

Cela étant :

1° Les variantes {,, T, tendent vers une limite commune, < (*).

2* Cette limite <, substituée a ¢ dans les formules (27), ne peut fournir un point
de n : car ce dernier scrait complétement intérieur & n, et dés lors la variante T,,
qui tend vers =, finirait, contrairement & ce qui précéde, par fournir des points de n.

3° Cette limite 7, substituée & ¢ dans les formules (27), ne peut fournir un point
complétement extérieur & n : car, s'il en était ainsi, la variante t,, qui tend vers 7,
finirait, contrairement & ce qui précéde, par fournir des points étrangers a u.

De tout cela, il résulte que la valeur «, substituée a ¢ dans les formules (27),

fournit un point semi-extérieur & n.

V. Lorsqu’une région normale, w, de Uespace [(x,y, ...)] est limitée, il existe né-
cessairement dans [(x,y, ...)] des points complétement extérieurs ¢ la région, et par
suite aussi, en vertu de IV, des poinls semi-extérieurs. 11 résulte d’ailleurs de I et II
que la région oblenue par ladjonction & w des points semi-extérieurs est limitée et
compléte.

Puisque la région n est limitée, la distance

(28) V/mod z* + mod Y4 ...

du point fixe (0,0, ...) de I'espace [(x,y, ...)] au point variable (x,y, ...) reste
toujours inférieure & une constante positive convenablement choisie, D, tant que le
point (x, y, ...) n'excéde pas la région n. Désignant alors par « une constante posi-

tive choisie comme on voudra, je dis que le point
(29) D+, Dta, ..... )

est complétement extérieur & u.

Effectivement, si I'on désigne par n le nombre des variables x, Y, ..., la distance
du point (o, o, ...) au point (29), évaluée & I'aide de la formule (28), a pour valeur
la quantité (D + «) \/;, évidemment supérieure & D; comme d’ailleurs I'expres-
sion (28) est une fonction continue de «, y, . . ., la distance du point (o, o, . ..) A tous
les points (z, y, ...) suffisamment voisins du point (29) est elle-méme supérieure
a D. 1l en résulte que lous ces points sont extérieurs a la région n, c’est-a-dire que

le point (29) lui est complétement extérieur.

(*) Voir I'ouvrage cité, n° 9, IlI.

Fac. des Sc., t. VII. 13
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[11] Désignant par n le nombre des variables a,y, ..., nous qualifierons de

parfaite toute région, §. de Iespace [(x,y, ...)], qui, étant & la fois normale et
limitée, satisfait en outre & la condition suivante :

« Si l'on considére, d'une part, un point, (x,, y,, ...), arbitrairement donné
dans la région ¥, d’autre part, une constante positive donnée, ¢, de petitesse arbi-
traire, il existe quelque suite limitée de domaines (dont quelques-uns éventuellement
répétés dans cette suite) ayant leurs n dimensions (n° 1) moindres que ¢, formant
par leur ensemble une région qui comprend toute la région $ (avec des points
étrangers & cette derniére), et tels : que le premier d’entre ces domaines comprenne
le point (x,, y,, - ..); que I'un quelconque d’entre eux ait avec le précédent quelque
point commun situé dans $; enfin, que la région commune & l'un quelconque
d’entre eux et & la région formée par I'ensemble de tous les précédents soit continue. »

Telle est, par exemple, si 1’on suppose les variables réelles et en nombre égal & 3,
la région intérieure & une sphére; il n’en est pas de méme de la région comprise
entre deux sphéres concentriques, ni de celle qu’engendre l'intérieur d’un cercle

tournant autour d’une droite de son plan qui n’a avec la circonférence aucun point
commun.

[42] La définition précédente doit étre complétée par deux remarques.
Supposons que les variables indépendantes aient été partagées en un nombre
quelconque de groupes, trois par exemple,

Ty oos Yy ey .,

et soient

(30) P By B

trois régions parfaites respectivement extraites des espaces correspondants
(31) (@, ..0L [0 (Gl

je dis que la région

(32) B By B )

est, dans l'espace

(33) (G A A | N

une région parfaile.
I. Nous rappellerons tout d’abord une remarque exposce ailleurs (*).

Si les régions R, ., R, R,

Yy ooen

.(‘) Voir l'ouvrage cité, n> 4, 39 et 41.
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respectivement extraites des espaces (31), sont supposées, ou toutes limitées, ou
toutes complétes, ou toutes continues, ou toutes normales, la région

(mf,.u’ my,...’ m:,...)

jouit, dans L'espace (33), de la propriété correspondante, et ne pcut manquer d’étre

elle-méme, ou limitée, ou compléte, ou continue, ou normale.

II. Revenons & I’énoncé qu’il s’agit d’établir.

Les régions (30), étant supposées parfaites, sont, par 14 méme, normales et limi-
tées, et il résulte alors de I que la région (32) est elle-méme limitée et normale. Il
reste & s’occuper de la derniére condition, formulée au numéro précédent, et a faire
voir que, si elle se trouve remplie pour les diverses régions (30), elle I'est néces-
sairement aussi pour la région (32).

Considérons a cet effet, d’'une part, un point,

(T e s Yor ovvs Zgs ooty

arbitrairement donné dans la région (32), d’autre part, une constante positive donnée,
e, de petitesse arbitraire. Les points

@, o)y Wos ---)s (24 -44),

des espaces respectifs (31), étant respectivement situés dans les régions (30), I'hypo-
thése faite sur ces derniéres entraine, si 'on considére par exemple la région
et le point (x,, ...), l'existence, dans l'espace [(x, ...)], de quelque suite limitée
de domaines,

(1 2) G)
(34) b%).__ , 0, , a(x, -

ayant leurs dimensions moindres que ¢, formant par leur ensemble une région qui
comprend toute la région $, , et tels : que le premier d’entre ces domaines com-
prenne le point (x,, ...); qyue I'un quelconque d’entre eux ait avec le précédent
quelque point commun situé dans 8, ; enfin, que la région commune a I'un quel-
conque d’entre eux et a la région formée par I'ensemble de tous les précédents soit
continue. Si, au lieu de 8, et(x,, ...), onconsidére , et (y,, ...), puisP_
et (z,, ...), il existera de méme, dans les espaces respectifs [(y, ...)] et [(z, ...)],

deux suites limitées,

5 B ) )
(35) by’“_, by’._., ..... , by,...’
(36) R .

jouissant de propriélés qui se formulent de la méme maniére, mutatis mutandis. Or,
de l'existence simultanée des trois suites (34), (35), (36), on peut, comme nous
allons le voir, déduire I'existence, dans l'espace (33), d’'une suite analogue relative a
la région (32) et au point (X,, ..., Yo o5 Zgr - -)-
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Considérant d’abord les deux premiéres, (34), (35), des trois suites précédentes,

on en déduira, dans l'espace [(x, ..., ¥, ...)], lexistence d'une suite analogue rela-
tive 4 la région (P, B, )etaupoint (x,, ...,y ...). A celeffet, on associera
le premier domaine, b;")m , de la suite (34) successivement avec les K domaines de

la suite (35), pris d’abord dans l'ordre ou ils sont écrils, puis dans 'ordre inverse,
c’est-a-dire avec les aK — 1 domaines

- (1) (2 (K) (2) (1)
37 > ¥ T T T T S "
ce qui donnera 2K — 1 domaines de I'espace [(x, ..., y, ...)]. On associera ensuite

le deuxiéme domaine, bg)m , de la suite (34) successivement avec les 2K — 1 do-
maines (37); puis, le troisiéme domaine, bf’)_” , de la suite (34) successivement avec
les 2K —1 domaines (37); et l'on continuera ainsi jusqu'a ce qu’on soit conduit &
prendre le dernier domaine,. b;G) ,de la suite (34), que l'on se bornera alors & asso-
cier successivement avec les K premiers domaines de la suite (37). On obtiendra de
cette maniére la suite

(1) (1) (1) (2) G) (K)
(GL)NEN OGNS SUSD NSNS S M NS R T
formée avec des domaines de l'espace {(x, ...,¥,...)], et qui, relativement i la
région (P, ~, P, )etaupoint(z,,...,y,,...), sera I'analogue des précédentes ().
(*) On aper¢oit sans peine que, dans l'espace [(x, .. .,y,...)], chacun des domaines (38)

a ses dimensions moindres que ¢, que la région formée par I'cnsemble de ces divers do-
maines comprend toute la région

(mx, > pr,“_)l
.que le premier d’entre eux comprend le point (x,, ...,5,,...), et que 'un quelconque
d’entre eux a avec le précédent quelque point commun situé dans
: (%1‘, 4 %y, )

Il reste a voir que la région commune 4 Pun quelconque d’entre eux et a la région formée
par 'ensemble de tous les précédents est continue.

A) Nous ferons tout d’abord les remarques générales suivanles :

1° Si deux régions continues, @', @", extraites d'un méme espace, admettent quelque
point commun, la région & + &", formée par leur ensemble, est elle-méme continue
(n° 4,1, A).

2° Etant données, dans un méme espace, trois régions quelconques, &, &', &, il suffit,
pour avoir la région commune a3 & et a @ 4+ &", de former la région, ', commune a
& et a @/, la région, ", commune & Eeta ', et de considérer leur ensemble ' 4- 3".

3¢ Désignons par 2]1’1 L, m"x .. deux régions extraites de l'espace [(x,...)], par
2“'1,_..‘ ) 2»”_,,,.__ deux régions extraites de 'espace [(¥, ...)], et considérons, dans I'espace
[(x, ...,¥,...)], les deux régions
14 1 n n
(mz,..-.’ my,...)’ (mx,...’ é]ly’w).

Cela étant, il suflit, pour avoir la région commune a ces deux derniéres, de considérer,
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Cela fait, on opérera sur les suites (38) et (36) comme on vient de le faire sur les
suites (34) et (35). On associera le premier domaine, (b.(,,:)_'_ , bg’)”_ ), de la suite (38)
successivement avec les L domaines de la suite (36), pris d’abord dans l'ordre ou ils

sont écrits, puis dans l'ordre inverse, c’est-a-dire avec les aL — 1 domaines

(50) I N S SRR S
d'une part, la région, ¥ , commune & R, . ctaR , dautre part, la région,
¥, ..., commune d m’y et a 2)1” oet de former en les assoc1ant la région
... %,.).
4° Désignons par
14 "
2)*3.““, m(r,...’ """ ’ m(vp)

des régions, en nombre quelconque p, extraites de l'espace [(x, ...)], par

’ ”

N R m('l)“
s s e , v ..

Y: Y, ...

des régions, en nombre quelconque ¢, extraites de I'espace [(y, ...)], et considérons, dans
Uespace [(x, ..., y, ...)], les pq régions obtenues en associant de foutes les maniéres possibles
I'une quelconque des p premiéres avec I'une quelconque des ¢ dernidres.
Cela étant, la région formée, dans l'espace [(x, ...,y ...)], par V'ensemble des pq ré-
gions dont il s’agit n’est autre que
"

O i CE AR R ()

B) 1l s’agit actuellement d’établir que la région commune & Uun quelconque des domaines
de la suile (38) et a la région formée par Uensemble de tous les précédents est continue.
Désignant par g I'un quelconque des entiers 1, 2, ..., G, supposons qu’on associe tour a

tour, avec les aK—1 domaines de la suite (37), d’abord le domaine b( ) , puis le do-
maine b(’) , etc., et finalement le domaine b(g) : on obtiendra amsl, dans I'espace

[(x, ..., ¥, ...)], une suite de g(2K — 1) domaines. bette derniére, que nous nommerons Sy
satisfait, comme nous allons I'établir, a la condition formulée il Yy a un instant au SUJet
de (38).

1° La suite S,, formée par les 2K —- 1 domaines

CIONENCIRNE SUND BN CSUNINE U P :
(l) (K) (1) (2) ([) (1)
LN Al P SO USRI C SN SN

satisfait a la condition énoncée.
Effectivement, si, dans cette suite, on considére l'un des K premiers domaines, par exemple

(40) @9 ) [o<k<K],
la région formée par I'ensemble de tous les précédents est (A, 4°)

(1) (1) (2) (k—1)
(41) (bx,..l’ by’“_—{—by’_'_—{—...+by,m),
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ce qui donnera 2L —1 domaines de I'espace [(x, ...,y,...,2,...)]. On associera
ensuite le deuxiéme domaine, (» | bgf) ), de la suite (38) successivement avec

les 2L—1 domaines (50); puis le troisiéme domaine de la suile (38) successivement avec

les 2L —1 domaines (50); et I'on continuera ainsi jusqu'a ce qu’on soit conduit &

ct la région commune aux deux régions (40), (41) est (A, (3°)

(b;‘) ~, région commune & b_(y’f),.. et b(v‘) + bg") 4+ ...+ bik_’)) :

cetle derniére est donc continue, en vertu de nos hypothéses sur la suite (35).

Si I'on considére maintenant, dans la suite ¢3g), l'un des domaines qui suivent celui de
rang K, par exemple

1 h .
(42) Y L ) [o<<h<K],
la région formée par I'ensemble de tous les précédents est (4, 4°)
(43) N T AR SRRRIE S SR
et la région commune aux deux régions (42), (43) n’est autre, en pareil cas, que (42) : elle
est donc continue.

2° L’entier g étant supposé inférieur a G, si la suite S, salisfait a la condition énoncée, la
suite S, , ne peut manquer d’y salisfaire aussi.

Effectivement, la suite S ., se compose de deux porlions successives, dont la premiére
n’est autre que S, et dont la seconde a pour éléments les 2K — 1 domaines

AN D WA 1 P
CANNL D P SC AR SUND BE CEARNE SUNDE

La suite S, satisfaisant, par hypothése, a la condition énoncée, nous avons donc a faire
voir que si I'on compare I'un quelconque des domaines (44) a la région formée par I'en-
semble de tous ceux qui le précedent dans la suite S, ,, la région commune ne peut man-
quer d’étre continue.

a) Supposons d’abord que le domaine considéré dans (44) soit U'un des K premiers, par
exemple

(g+1) k) :
(45) (bﬁm, 7 ) [o<<kLK].

Si I'on compare le domaine (45) a la région formée par 'ensemble de tous ceux qui se
trouvent avant lui dans (44), c’est-a-dire (4, 4°) a la région

1 1 2 Je—1)
(46) (CEARE SR S SRS oL
la région commune & (45) et &.(46) est (4, 3°)
g == (b(ng‘) , région commune & b(v") et a bﬁf,).“ + b(y’) + ...+ b(y’f‘_‘.'.));

elle est donc continue, en vertu de nos hypotheéses sur la suite (35).
Si Y’on compare le domaine (45) a la région formée par I'’ensemble des domaines de la
suite 8, c’est-a-dire (4, 4°) & la région

1 2 1 R 2 )
(47) R T AT SO S SRS T
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(G

7

alors A associer successivement avec les L premiers domaines de la suite (50). On

prendre le dernier domaine, (d )‘“ , D(I}f)m), de la suite (38), que l'on se bornera

obtiendra de cette maniére la suite

1 1) (1) (1) - (1) (2) G) K L)
ORI SUNIE U NI C SN RS D RS SO SRS S
formée avec des domaines de espace [(«, ..., v, ..., 2, ...)], et qui, relativement &
la région (32) et au point (£, ....¥,, ..., 2,, ...), sera 'analogue des précédentes.

e} p [} v o 0 =] p

Ainsi se trouve établie la nature parfaite de la région (32).

la région commune a (45) et a (47) est (4, 3°)
3" = (région commune & b(,f’+‘) et & bg‘) + bg’) + ... +b‘(,f,”).__ , 1’5,",)...):

elle est donc continue, en vertu de nos hypotheses sur la suite (34).
Ainsi, les deux régions ', " sont I'une et 'autre continues; elles admettent d’ailleurs
quelque point commun, puisque leur région commune (4, 3°) est

(région commune & b(g+’) et & b'(,'._k'm + b.(;.)_.. B b_(,g)m ,

région commune & b(y")_“ et & bf;)m L U S b;’f—r)) .
il en résulte (A, 1°) que la région ¥’ 4 " est continue.

Or, en vertu d’'une des remarques faites plus haut (4, 2°), &' + ¥" est la région commune
au domaine (45) et & la région formée par I'ensemble de tous ceux qui le précédent dans la

suite S, : cette région commune est donc continue.

b) Supposons maintenant que le domaine considéré dans (44) soit l'un de ceux qui suivent
celui de rang K, par exemple

h
(48) I 8 ) [o<h<K].
Si I'on compare le domaine (48) a la région formée par I’ensemble de tous ceux qui se
trouvent avant lui dans (44), c’est-a-dire (4, 4°) ala région

(49) CEORE S S ST

Dy e

la région, ¥, commune a (48) et a (49) n’est autre, en pareil cas, que (48); elle est donc
continue.

Si I'on compare le domaine (48) a la région formée par 1'ensemble des domaines de la

suite S, c'est-a-dire (4, 4°) a larégion (47), la région, ¥, commune a (48) et & (47) est (4, 3°)

" (rboi 3 0D ap 5 p™® (2) (@) R .

, == (région commune a d et a b%m +d) +...+ bg_,_” R b;_ )

elle est donc continue, en vertu de nos hypotheses sur la suite (34).

Ainsi, les deux régions i’l, i"’ sont I'une et 'autre continues; elles admettent d’ailleurs
quelque point commun, car leur région commune n’est autre que g; il en résulte (4, 1°)
que la région ¥ 4 ] est continue.

Or, en vertu d’une remarque déja invoquée (4, 2°), I, + I est la région commune au
domaine (48) et a la région formée par 'ensemble de tous ceux qui le préceédent dans la
suite S, , : cette région est donc continue.

¢) Du rapprochement de a et b il résulte, comme nous voulions I'établir, que, si 'on
compare I'un quelconque des domaines (44) a la région formée par I'ensemble de tous ceux
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[43] La seconde des deux remarques que nous avons annoncées au début du
n® 412 concernant les régions parfaites se rapporte au calcul des fonctions par chemi-
nement. Nous rappellerons tout d’abord quelques définitions.

Les variables x, y, ... étant supposées, indifféremment, réelles ou imaginaires,
une série entiéreen x—x,, y —v,, ..., admettant, autour du centre (Tys Yor -+ )
quelque domaine de convergence, définit, comme on sail (), une fonction olotrope &
I'intérieur d’un pareil domaine. Donnons & ce développement la forme de Taylor (*);
puis, désignant par (x,,y,, ...) un point intérieur au domaine, introduisons dans
ce développement et dans toutes ses dérivées ’hypothése numérique

LYy e TEL Yy e

La connaissance des valeurs que prennent alors les sommes de ces divers dévelop-
pements nous permettra évidemment de construire celui de notre fonction & partir
des nouvelles valeurs initiales Z,, v, ...:ce deuxiéme développement de Taylor,
entier en x —x,, y—Y,, ..., admeltra certaincment quelque domaine de conver-
gence, et nous dirons, pour abréger le discours, qu'il se raccorde avec le précédent.

Cela posé, considérons, dans Yespace [(x, y, ...)], un chemin brisé ayant pour

sommels successifs

»

B (@, Yos )y @Y, )y @0 Yas o)y o (@ ¥ o0), (XY, 00

Si, & parlir de ces sommels successifs, on peut construirc antant de développements
dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le premier ne soit autre que le
développement donné, le chemin brisé (51) sera dit praticable par rapport au déve-
loppement donné. D’aprés cela, il faudra donc, pour que le chemin (51) soit prati-

cable, que lc développement donné admette des rayons de convergence respecti-

vement supérieurs aux modules des différences x, —x,, ¥,—,, . . ., ce qui permettra
de construire, A partir des valeurs x,, y,, ..., un deuxiéme développement se

raccordant avec le premier; il faudra ensuite que ce nouveau développement admette

qui le précédent dans la suite S, ,, la région commune ne peut mangquer d'étre continue,
et que, dés lors, la suite S, , satisfait bien & la condition énoncée.

3° Du simple rapprochement des propositions 1° et 2°, savoir :

La suite S, satisfait & la condition énoncée ;

8i la suite S, y salisfail, lo suile S, y satisfait aunssi,

il résulle immédiatement que la suile S¢, satisfait & la condition énoncée.

La suile (38) y satisfait donc elle-méme, puisqu’elle se déduit de S; par la simple sup-
pression des K — 1 derniers domaines

G 0 o (G K—2) 26 n
F ey, e LT, s el el ).

. (1) Voir I'ouvrage cité, n° 46, 1.
(*) Ibid., n° B5.
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des rayons de convergence supérieurs aux modules des différences x, —x,,
¥,—Y¥.» ---» ce qui permettra de construire, & partir de x,, y,, ..., un troisieme dé-
veloppement se raccordant avec le second ; et ainsi de suite jusqu’au développement
construit & partir de x,, y,, . ... qui doit admettre des rayons de convergence supé-
rieurs aux modules des différences X —x,, Y —y,, ..., afin qu'un dernier déve- -
loppement puisse étre finalement construit & partir de (X, Y, ...).

Le développement entier en & —ax,, ¥y —Y,, ..., choisi comme base des calculs
précédents, sera qualifié de fondamental; de méme, les premitres valeurs, x,,
¥, - - -, des variables indépendantes, ainsi que le point («,, y,, ...) dont elles sont
les coordonnées réelles ou imaginaires.

Si I'on considére deux chemins brisés partant du point fondamental (x,, y,, .. .)
et aboutissant au méme sommet final, on sait que ces deux chemins, & supposer
qu’ils soient 'un et l'autre praticables par rapport au développement donné, peuvent
conduire, suivant les cas, soit au méme développement final, soit, au contraire, a
deux développements distincts. En conséquence, un développement fondamental
donné (admettant quelque domaine de convergence) sera dit définir, non pas une
fonction, mais une pseudo-fonction de x,y, ... : pour plus de simplicité toutefois,
nous remplacerons souvent le mot pseudo-fonction par le mot fonction, auquel nous
attacherons implicitement le méme sens.

Si 4 un développement fondamental quelconque on substitue sa dérivée d’ordres
partiels p, ¢, ..., tout chemin brisé pratlicable relativement aux anciennes données
I'est encore relativement aux nouvelles, et les développements successifs obtenus
dans le second cas sont les dérivées d’ordres partiels p, g, ... de ceux qu’on obtient
dans le premier. Cette deuxiéme pseudo-fonction se nomme la dérivée d'ordres par-
liels p, q, ... de la proposée.

Enfin, si I'on considére simultanément diverses pseudo-fonctions de x, y, ... dé-
finies par un méme point fondamental et divers développements fondamentaux, une
expression de forme entiére par rapport aux sommes de ces développements et de
telles ou telles de leurs dérivées (d’ordres quelconques) définit évidemment une
nouvelle pseudo-fonction; et tout chemin praticable a la fois pour les diverses

pseudo-fonctions données ne peut manquer de 1'étre aussi pour la nouvelle.

[14) Etant donné, dans lespace [(x, y, ...)], un chemin brisé, (51), si I'on
forme, avec les coordonnées x, y, ... de deux sommets consécutifs quelconques, le

Tableau des différences
x, —x,, T, — XL, ... , X—x

Yo=Y Ya— Yo o .. s Y=y,

et qu'on évalue, dans les lignes respectives de ce Tableau, les plus grands modules,

Fac. des Sc., t. VII. 14
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P By, oo, quUE présentent les différences dont il s'agil, ces quantités u.,., hyy - .- SC
nommeront les écarts maxima du chemin brisé (51).

Cela posé, considérons, d'une part, une pseudo-fonction de x, ¥, ..., définie,
conformément aux explicalions qui précédent, par un point fondamental, (x,, y,,. . .),

et par un développement fondamental; d’aulre part, une région conlinue, R, extraite
de l'espace [(x, 7y, ...)], et contenant le point (z,,y,, ...). Nous dirons que la
pseudo-fonction dont il s'agit est calculable par cheminement dans la région R avec
les raycns de convergence R, }{y.
sommel au point fondamental, ses divers sommets dans la région R, et des écarts

si tout chemin bris¢ ayanl son premier

maxima respectivement inférieurs & R,, R, ..., est praticable pour la pseudo-

fonction et conduit & des développements successifs admettant lous comme rayons

de convergence R, R,

Nous établirons maintenant, au sujet des régions parfaites, la proposition sui-

vanle :
Toule pseudo-fonction de x,y, ..., calculable par cheminemen! dans une région
parfaite, B, avec les rayons R,, R, ..., peul, dans celle méme région, étre assimilée

& une véritable fonction olotrope.

Effectivement, si I’'on désigne par rla plus petite des quantités positivesR,, R, ..
et si I'on considére, d’une part, cette quantité r, d’autre part, le point fondamental,
(€,, ¥,, ---), situé dans §, on peut, conformément 4 la définition des régions par-

faites (n° 44), assigner quelque suite limitée de domaines,
(52) Y, 3, . , @

(dont quelques-uns éventuellement répétés dans cetle suile), ayanl leurs dimensions
moindres que r, formant par leur ensemble une région qui comprend toule la
région § (avec des points étrangers & cette derniére), et tels : que le premier d’entre
ces domaines comprenne le point fondamental (x,, y,, ...), que I'un quelconque
d’entre eux ait avec le précédent quelque point commun situé dans §, enfin, que la
région commune a l'un quelconque d’entre eux et A la région formée par I'ensemble
de tous les précédents soit continue. '

Le point fondamental (x,, y,, ...) étant.commun a $ el a »", et les dimensions
de " étant toules inférieures & r, notre fonction est ¢videmment olotrope dans la
région 5“’; d’ailleurs, son développement & partir de tout point commun a dVeta P
admet les rayons de convergence R,, R,, ..., el c’est ce quia lieu, notamment, si,
comme les propri¢tés.de la suite (52) nous le permettent, on considére un point
commun, (z,,y,, .-.), qui soit situé dans %',

Le point (,, ¥,, ...) ¢tant commun & % et & ', et les dimensions de »® étant
toutes inférieures 4 r, notre fonction est de méme olotrope dans @, d’'ott résulte,

puisque la région commune a 2" et »® est continue en vertu des propriétés de la
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suite (52), qu'elle I'est dans la région "+ d® (n° &, 1lI); d’ailleurs, son dévelop-

pement & partir de tout point commun & ?® et ¢ admet les rayons de convergence

R,, R,, ..., et Cestcequia lieu, notamment, si 'on considére un point commun,
(., ¥.» ...), qui soit situé dans »%.
Le point (ic,, v,, ...) étant commun a $ et & 8%, et les dimensions de ?™ btant

toutes inférieures a4 r, notre fonction est de méme olotrope dans @, d’ou résulte,
puisque la région commune & d® + % et ?) est continue par hypothése, qu’elle
I'est dans la région " 4™ 4 9™ d'ailleurs, son développement & partir de tout
point commun & d»® et'§8 admet les rayons de convergence R, R,, ..., etcestce
qui a lieu, notamment, si 'on considére un point commun, (x,, y,, ...), qui soit
situ¢ dans »“. '
Et ainsi de suite.
En continuant jusqu’a épuisement des domaines (52), on voit que notre fonction
est olotrope dans la région
YA YU DRI ()
elle I'est donc, & plus forte raison, dans §, qui se trouve compris dans
b(lb + b(z) 4+ D(G)'

[45] 11 nous reste & poser une derniére définition.
Considérons, dans l'espace [(x, y, ...)], une région, &, remplissant la condition
suivante :

« Il existe quelque suite illimitée de régions parfaites (n° 11),
B, B, ... , P, ,

toutes extraites de &, et jouissant de la double propriété : 1*que tout point de
finisse, & partir d'une valeur suffisamment grande de m, par étre situé dans $";
2° que, pour toute valeur de m, la région (nécessairement limitée et compléte)
obtenue par I'adjonction a "™ des divers points semi-extérieurs & $ (n° 40, V)
soit entierement comprise dans ", » '

Nous résumerons, d'un mot, I'énoncé de cette condition en disant que la région &
est une limite de région parfaite : de I'observation faite au début du n° 6 résulte
immédiatement la nature normale de .

Notons en passant que ['élendue indéfinie de Uespace [(x, y, ...)] peut étre consi-
dérée comme une limile de région parfaile.

[16] 11 convient de compléter cette définition par une remarque analogue &
celle du n° 12.
Supposons que les variables indépendantes aient été partagées ‘en un nomBre

quelconque de groupes, trois.par exemple,

Ly ooy Ny oond Zya.n,
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et soient

(53) e ., e €

¥ 20

trois régions respectivement extraites des espaces correspondants

(54) ((CRN) PR (GRS PR (GRS

Je dis que si les régions (53), considérées chacune dans celui des espaces (54) qui lui
convient, sonl des limiles de régions parfailes, la région

(55) €, ..., & ..., & ),

Yy
considérée dans I'espace
G A A |
ne peut manguer de ['étre aussi.
En vertu de notre hypothése sur les régions (33), el notamment sur la région

g, ., il existe, dans Vespace [(x, .. .)], quelque suite illimitée de régions parfaites,

r [/ m)
B, B , ng,._“, ..... ,

toutes exiraites de &, . ., et jouissant de la double propriété : 1° que tout point
de £, ... finisse, & partir d’'une valeur suffisamment grande de m, par étre situé
dans 2]3;’"), 2" que, pour toute valeur de m, la région obtenue par l'adjonction
a %g")”_ des divers points semi-extérieurs & 28;’")_'_ soit entiérement comprise dans
m(m‘f‘().

x, ...
Semblablement, il existe, dans I'espace [(y, . . .)], quelque suite illimitée de régions
parfaites,

7 " (m)
®, . B, ;o :

soees T T Y.

et, dans I'espace [(z, ®..)], quelque suite illimitée de régions parfaites,

® o, 0%, .o ,

satisfaisant & des conditions qui se formuleront de la méme maniére, mulatis mu-
landis.
Cela étant, considérons, dans I'espace [(x, ..., ¥, ..., 2)], la suite illimitée de
régions
’/ 14 ’ r " " "
><2Bt,,..’ my,...’ QB:,...)’ (s‘pr....’ 2‘:"y....’ ’B*...>’ """" 4
(36)
) ) (
ENC ST SO D N

11 résulte du n° 42 que chacune des régions de la suite (56) est parfaite. Il est
d’ailleurs manifesle qu’elles sont toutes extraites de (35), et que tout point de (5'5)

e . » A . ’
finit, & partir d’'une valeur suffisamment grande de m, par étre situé dans

(57) CHONE SO !
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11 reste a faire voir que, pour toute valeur de m, la région obtenue par I'adjonction

a (57) des divers points semi-extérieurs a (57) est entierement située dans
- + +1) +1)
(58) BRSO AR O]

Or, si 'on désigne par p(x’") I'ensemble des points semi-extérieurs & 2B§L"'> par
p.;’"?n I'ensemble des points semi-extérieurs a %;"')'_', et par p(:"')'_' I'ensemble des
points semi-extérieurs & $ , il résulte d’une remarque antérieurement exposée
n° 10, II) que pour adjoindre & la région (57) l'ensemble des points qui lui sont

que p J 8 7 p q
semi-extérieurs, il suffit de former la région
(m) (m) (m) (m) (m) (m)

(59) ($3,+ ”z,,“’ “By+ py,...’ QB;_}_ ”z)
Comme, en vertu de nos hypothéses, les régions

Yp g

) )
LA R AT IR SO A
sont respectivement comprises dans
AU URRICTIE

la région (59) est manifestement comprise dans (58).




CHAPITRE 11

Systémes passifs d'équations différentielles totales
du premier ordre; généralités.

[47] Etant donné un systéme du premier ordre résolu par rapport 4 diverses
dérivées (premicres) des fonctions inconnues qui s’y trouvent engagdes, on peut,
pour en disposer nettement les diverses équations, les écrire dans les cases d'un
quadrillage rectangulaire dont les lignes correspondent aux variables indépendantes

et les colonnes aux fonctions inconnues, en mettant I'équation qui aurait, par
du . . . \ -

exemple, 5o pour premier membre, dans la case qui appartient & la fois 4 la
AN

colonne (u) et & la ligne (x).

Cela. posé¢, nous nommerons systéme différentiel tolal du premier ordre tout sys-
téme du premier ordre (résolu, comme il vient d’étre dit, par rapport a diverses dé-
rivées premiéres), qui, n’ayant dans son Tableau que des lignes, les unes entiérerent

pleines, les autres entiérement vides, ne contient dans ses seconds membres aucune
dérivée des inconnues.

(48] Soit

~/

u.
M ( -=F @, @, vy, U1
J

e

X

L7 =

=1,2, ..,k j=1,2,...,h)

un systéme différentiel total du premier ordre impliquant les I: fonctions inconnues

Uy oo u,
des h 4 p variables indépendantes
(z, ... , Ly,
(2) ) )
(y, ... s Yor

ce systéme, composé de hk équations, a pour premiers membres les ik dérivées
premiéres des u par rapport aux x, et ne contient dans ses seconds membres aucune
dérivée; nous supposerons essentiellement qu’il est passif.

. Considérons maintenant, parallélement au systtme (1), le systéme

(Y]

u

i
3) )\x =F @, o T Yo o Y Uy o, 1)
dx.

/ J
( (i=1,2,..,k; j=1,2,...,h),
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extérieurement représenté par la méme écriture que (1), mais ol les fonclions incon-
nues u,, ..., u, sonl supposées dépendre, non plus seulement, comme dans (1), des
h + p variables (2), mais encore d'autres variables,

(4) t, ..... , 4y

en nombre quelconque, qui ne figurent pas explicitement dans ses hk équations : le
systéme (1) ¢tant supposé passif, le systtme (3) I'est évidemment aussi.

Soient enfin

/ u(:Ug(rA’ » Ly Yoo » Yoo L, 71[)’

_ \ ,
®) 9

...................................... y

uk—Uk(x¢7 rxh’ }’,, 7yp) t,y ,tl)

I fonctions des h + p + [ variables (2) et (4); et

R, R, R, R,

Y

.quatre régions normales, respeclivement extraites des espaces

(@)l (o oyl [, a)] [, )],
que nous désignerons souvent par les écritures abrégées

(@], ] (W], (@] '
Nous supposerons :
1° que les seconds membres du systéme (1) [ou (3)] et les fonctions (5) sont olo-
tropes, les premiers dans la région (R,, ®,, ®,), les dernitres dans la région
(mx’ 2Ry' mt)’

2° que, pour un choix arbitraire du point

(T, . .2, Y, e Y by 1)

dans la région (R, R, W,), l'association des valeurs prises par les fonctions (5)
donne un point constamnient situé dans R, (cette deuxi¢me condition se trouve ma-
nifestement remplie d’elle-méme, si %, coincide avec [(u)]).

Cela étant, si, pour toules valeurs numériques de (,, . .., {, (W excédant pas la ré-
gion R,), les formules (5) fournissent des groupes d'intégrales particuliéres du Sys-
téme (1), les seconds membres de ces formules, considérés comme fonctions des h+p+1
variables (2) et (4), consliluent un groupe d'inlégrales particuliéres du systéme (3).

Réciproquement, si ies seconds membres des formules (5) constituent un groupe
d’intégrales parliculieres du systéme (3), les formules dont il s’agit fournissent, pour
toutes valeurs numériques de (,, ..., t,, des groupes d'intégrales particulicres du
systéme (1).
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1. Soient

deux groupes de variables indépendantes, et

R, R

2 s

deux régions normales extraites des espaces respectifs

) N (IR W) £

soient en outre
(6) Pz, ...z, D)

une fonction olotrope dans la région (R,, ®,), et (s, ..., s,) un point particulier de
la région W, . Si, dans la fonction (6), on introduit d’abord I'hypothése numérique

(7 S8, =06, ..., 0,

et que I'on prenne ensuile une dérivée quelconque de la fonction de z,, ..., z, ainsi
obtenue, le résultat final est le méme que si 'on avait d'abord effectué sur la fonc-
tion (6) la dérivation dont il s’agit (relative aux seules variables z,, ..., z,), et que
Von et introduit ensuite-dans la dérivée résultante 'hypothése numérique (7).

On le voit immédiatement en développant la fonction (6) suivant les puissances
des accroissements attribués aux ¢ variables z.

II. Supposons que, pour toutes valeurs numériques de ¢,, .. ., {,, les formules (5)
fournissent des groupes d’intégrales particuliéres du systéme (1). En désignant par
(t,5 - .., ) un point particulier arbitrairement choisi dans la région ®,, il résulte
de notre hypothése que les fonctions V, ..., V,, définies par les formules

Vi@, o @ Yo X)) = U, & Yy o s Y T T

Vi@ YY) = UUE T Y Yy T e TY)

sont des intégrales particuliéres du systéme (1), c’est-a-dire que l'on a, quels que
soient les a et les vy,
AV,

®) b.'r’. =F (=, .2, 5, Y, V. -, V)
J

(f=1,2,..,k; j=1,2,...,h).

Cela étant, observons que la série des opérations a effectuer sur les fonctions (5)
pour en déduire les hk premiers membres de (8) consiste & y introduire d'abord
I'hypothése numérique

(9) b, . . tL,=<....,%,



SUR LES SYSTEMES PARTIELS DU PREMIER ORDRE, 113

et & prendre ensuite les dérivées premiéres par rapport aux x des fonctionsde x, , ...,
Y,» -+ ¥, ainsi obtenues. Or, on peut, en vertu de I, intervertir 'ordre de ces deux

v
I3 . r r . 4 DUL
opérations sans changer le résultat final; en désignant donc par % ce que de-
s /ot
J

i

dans I’hypothése numérique (g), on a

J
W, <an>
u, N\, /-

et les identités (8) peuvent tout aussi bien s’écrire sous la forme

N
vient la fonction ‘\

¢

U, : ;
(10) (Bw.)-:Fi’f<x" e Ty e oo Y Vas oo Vi)
/=

(i=1,2,...,k; j=1,2,...,h);

en d’autres termes, si, dans le systéme (3), on remplace u,, ..., u, par les fonc-
tions (5), les relations ainsi obtenues deviennent, par I'introduction de I'hypothése
numérique (g), des identités en x,, ..., x,, yl., ...,¥,- Comme d’ailleurs le point
(z, - - ., 7, est entiérement arbitraire dans la région %, on en conclut que les fonc-
lions (5) constituent bien un groupe d’intégrales particuliéres du systéme (3).

III. Réciproquement, supposons que les fonctions (5) constituent un groupe
d’intégrales particuliéres du systéme (3), et soit (t,, ..., ;) un point arbitrairement
choisi dans la région ®, : si, dans le systéme (3), on remplace u,, ..., u, par les
fonctions (5), les identités en

x B A TR TR FPN

R

ainsi obtenues deviennent, par lintroduction de I'hypothése numérique (g), des
identités en
Ly oo Ty Yir s Yo

en d’autres termes, et les mémes notations étant adoptées qu’a I'alinéa 11, les rela-
tions (10) sont des identités par rapport aux h+ p variables x et y. Finalement,
comme les identités (10) peuvent, en vertu de I, s’écrire sous la forme (8), les fonc-
tions V,, ..., V, constituent un groupe d’intégrales particuliéres du systéme (1).

[49] 1l convient d’observer ici que si l'on intégre le systéme (3) avec des conditions
initiales quelconques,

— — plo o)
W=y9,(Y; - Yy by oo ) pour X, ., L, =X, L, X

(i=1,2,...,k),

il existe nécessairement, autyur des valeurs initiales des quantités x, y, t et u, des

régions normales plus ou moins étendues, R,, R, , R,, R,, remplissant, vis-a-vis des

y’

Fac. des Sc., t. VIIL . 15
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seconds membres du systéme el des inlégrales considérées, les condilions 1° et 2° énon-
cées au début du numéro précédent, savoir :

1° Les seconds membres du systéme (3) et les intégrales dont il s’agit sont olo-
tropes. les premiers dans la région (R,, %, R,), les dernitres dans la région
(. R, B,

2° Pour un choix arbitraire du point

(,, ... 2, Y, Yy b oty

dans la région (R, ®,, R,), l'association des valeurs prises par ces intégrales donne
un point constamment situé dans R, .

11 va sans dire en effet que, pour effectuer I'intégration du systéme (3) avec les
conditions initiales indiquées, on se place dans les hypothéses spécifiées par 1'énoncé
méme du théoréme d’existence relatif aux intégrales de ce systéme. Si donc on dé-
signe par

)
(rn) AAAPIDIS AN
(12) R SUSIU 1

les valeurs initiales des y et des ¢, adjointes aux valeurs initiales,
(13) A
des x, et que 'on pose
(u =901, Ly )
! (i=1,2,...,k),
on doit supposer : 1° que les fonctions ¢, sont développables en séries tayloricnnes &
partir des valeurs initiales, (11), (12), des y et des #; 2° que les seconds membres

F, ; du systéeme (3) le sont & partir des valeurs initiales, (13), (11), (14), des x, des y
et des u.

(14)

Cette simple observation, rapprochée des généralités élémentaires relalives aux
fonctions olotropes, suffit & assurer 1’exactitude du point que nous avons en vue.

[20] Nous placant désormais dans Uhypothése =k, désignons par
mm’ m ’ muJ 2“!

y

quatre régions normales extraites des espaces respectifs

(TP ] P (AP A ) PR (OIS UV P (PR

supposons ensuite que les seconds membres du systeme (3) et les fonctions (5) soient
olotropes, les premiers dans la région (%,, ®,, R,), les derniéres dans la région
(R, R, R), et que, pour un choix arbitraire du point

(s oo s Ty Yo oo n Yo L o0 1)
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dans la région (%,, ®,, M,), l'association des valeurs prises par les fonctions (5)

donne un point constamment situé¢ dans R, ; supposons enfin que les fonctions (5)

IL;
constituent un groupe d’intégrales particuliéres du systéme (3).

Cela étant, pour que le délerminant différentiel des fonctions (5) par rapport

at, ... L,
aU, U, U,
T A,
U, U, U,
(15) Ay, oo Ty Vi Yoo by o )= 2, 2, T i, |,
WU, U, N
a, A, T oM,

évidemment ololrope dans la région (R,, R,, R,), y resle constammenl différent de
o) (0 , &', de la

zéro, il suffit quen désignant par x quelque point particulier, (x", ...

région R, il reste différent de zéro dans la région (z", ®,, R,).
I. D’aprés la régle connue pour prendre la dérivée premiére d’'un déterminant
2A
T . . . e 1 ¢ .
par rapport a I'une des variables dont il dépend, la dérivée o (J=1,2,...,h)est
. dx,

’ . J
la somme des k déterminants

21U, U, U,
bwj ., N, N,
?*U, U, U,
Sz, N, x|
22U U, U,
ij L N, 3,
Uy, h U, U,

‘\[ bw] ati ................ '—‘\"’t—‘
U, U, U,

2, 3-70,- e N ’
U, U, U,

2, ij N 3,

elc.,

W, U, »U,

Dtj N, bxj N,
U, U, »U,

A, M, aacj vl
U, U, 22U,

N, SRR D.TJ 3,
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qui se déduisent du déterminant (15) en remplacant, dans ses colonnes de rangs
respectifs 1, 2, ..., k, les divers éléments par leurs dérivées premiéres relatives

a x;. On a d’ailleurs, puisque les fonctions (5), en vertu de notre hypothése, vérifient
identiquement le systéme (3),

U
1 _ R T T
T'E: Aj(xl’ "rh’ vi‘ ’pr’ Di""’bk)’
_ U, i :
(16) ij:F”j(m“""x"’ A A VN A S
U
¢ k - -
o =F, @, .z, v, .0, U, ..., U0;

il résulte enfin de nos hypothéses que les fonctions composées de

Lpyoo s Tye Yo ooy Yy by oyl

i

qui figurent dans les seconds membres de (16) ont leurs dérivées de tous ordres

calculables par I'application des régles générales. On déduira dés lors de la premiére
formule (16)

U, _F,, U,  3F, ;o L F, U,
U, A, U, o, T T TR0,
YU, _F, ; 20, ’JraFw. U, oF, , U,
o, U, o, AU, o, T T AU,
¥U,  F, U,  3F, U, AF, U,
ot W, A, 2, o, T TR0, N,

d’ot résulte que le premier des &k déterminants dont la somme exprime, comme il a

.o A oF, ; . .
été dit, ~-—» a pour valeur \[‘;" A; par un calcul semblable, les suivants deviendront
[N J
J 1
IF, ; A oF, ;
=LA, , =LA,
] O U,

et 'on aura

2, O, 31«‘“>
—_—— 1. 2. i) A.
W, \, T, T T,

Dans le second membre de cette derniére relation, le mulliplicaleur de A est, en
vertu du théoréeme des fonctions composées, olotrope dans la région (R,, ®,. R,);
en le désignant par

P (x, ...,z ¥, ces Y by ),y
on aura ‘ ,

N
- :PjA,

J
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d’ou, en faisant successivement j—r1, 2, ..., h,
A 2 A
[s < C

a7 =P, =P,A, ... , —=P,a
dx, o, dx,

II. Notre énoncé général suppose que la fonction
Alx, ..., @, ¥, e Y L )
reste constamment différente de zéro dans la région (a2, R, R, o 2 désigne un
certain point, (2, ..., %), de la région R, et il s'agit d’établir qu'en désignant
par
Ny X, (Y, LY, (T, ..., Ty

trois points choisis comme on voudra dans les régions respectives %#,, %, R,, la
fonction A est numériquement différente de zéro au point

X, X, YooY, T, Ty,

o
Posons & cet effet
A@y, oox, Yo oon Y, T Ty =0(,, ..., x,),
P, ...z, Y, ... Y, T, ..., T)y=Q(x,, ..., x,);
les fonctions G, Q;, de x,, ..., x,, ainsi définies, sont évidemment olotropes dans
la région R,. Si, dans les relations (17), on introduit I'hypothése numérique

Yor oo ¥, =Y, .., Y
t

p)
.
AN tk::T“ ...,'lk,

1 "

leurs seconds membres deviennent
Q,0, Q0, ..., Q0;

d’autre part, en vertu d'une remarque antérieure (n° 18, I), leurs premiers membres
deviennent

on tombe ainsi sur les relations

) 20 20 20
(18) =Q0, =00, ..... , =0Q,0,

dx

vérifiées quels que soient x,, ..., x,.
Cela étant, si I'on supposait, contrairement & ce qu'il s’agit d’établir, que

AKX, ...,X,, Y Y, T, .., T,

e TERRE )

a pour valeur numérique zéro, la fonction O(x,, ..., x,) s’annulerait dans I’hypo-
thése numérique '
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et les relations (18), indéfiniment différentiées (par rapport aux x), fourniraient de
proche en proche, dans cette méme hypothése numérique, des valeurs toutes nulles
pour les dérivées d’ordres successifs 1, 2, 3, ... de la fonction O ; la fonction © serait
donc identiquement nulle, ¢t il en résulterait, notamment,
O, ... , 2 =o,
ou
A, L E Y, Y

1

» r,...,T,)=o,

ce qui est contraire & hypothése.

[24] Le nombre { des variables ¢ étant égal, comme ci-dessus (n°20), au nombre &
des variables u, et les notations

adoptons les mémes hypothéses qu’au début du numéro précédent. Supposons, en
d’autres termes :

1° que les seconds membres

B, oo @, Yo o Yo Uy o, 1)

(i=1,2,...,k; j=1,2,...,h)
du systéme (3), et les fonctions

T r !
U=U (T, Xy Yy oo Yo Wy o, W)
(19) L

(i=1,2,...,k),
soient olotropes, les premiers dans la région (®,, ®,, R,), les derniéres dans la
I‘égiOIl (mx’ my’ mu')’
2° que, pour un choix arbitraire du point

(@ s By Yoo -0 Yo w,, ..., uy)

dans la région (%,, ®,, R®,’), Uassociation des valeurs prises par les fonclions (1g)
donne un point constamment situé dans %, (cette condition, comme nous avons
fait observer au n° 18, se trouve remplie d’elle-méme si %, coincide avec [(u)]);

3> que les fonctions (1g9) constituent un groupe d’intégrales particuliéres du
systéme (3).-

Supposons enfin, hypothése qui n’était pas encore intervenue, que les inlégrales
dont il s’ agit satisfassent aux conditions initiales

ul = u s
...... . . o o
pourx,, ..., x, =z, ...,z
N r
ulr* u k
ot (x", ..., %) désigne un point donné dans la région ®,.
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’

Cela étant, le déterminant différentiel des fonctions (19) par rapport a v',, ..., w,

reste différent de zéro dans loule l'élendue de la région (R,. R,, R,7).

(0)
PP

Aux valeurs initiales x ., &) des variables z,, ..., x, adjoignons en effet,

pour les p variables y et pour les % variables ', des valeurs initiales choisies comme

on voudra dans les régions respectives R, et ®,/. Si I'on considére les développe-
)

ments tayloriens des fonclions (1g) construits a partir de ces valeurs, on peut, par

un groupement convenable de leurs termes, les mettre sous la forme
=, + (o, — &M, + (&, — D) M, , + ... + (@, — )M
u,=u, + (x, — ' HM, , + (&, — DM, + ... + (z,—2))M

1,k

2,h?

U= u’k + (xl - x“;’) Mk.l + (xz - :’;(2)) Mk,g + ...+ (xh - 90‘7,’) Mk,lt’

ou les Ak coefficients M sont des fonctions de x,, ..., x,, v, ..., Ypr Wy ooy 0y dé-
veloppables a partir des valeurs parliculiéres dont il s'agit. Or, dans les formules
ainsi obtenues, le déterminant différentiel des seconds membres par rapport &

’

u',, ..., u, se réduit manifestement a I'unité pour
—- plo) (o)
T, L x,=x, ..., x,
quels que soient y,, ...,y,, «,, ..., u, dans le voisinage de leurs valeurs initiales;

en raison du choix arbitraire de ces derniéres, il se réduit donc A I'unité dans toute
I'étendue de la région (x", R, R,/). Cela étant, il résulte immédiatement du numéro
précédent qu’il reste différent de zéro dans toute I'étendue de la région (R, R, N,

[22] De la propriété que nous venons d’établir résulte immeédiatement la consé-
quence suivante, qui s'en déduit par la simple supposition que le groupe des varia-
blesy,, ..., y, n’existe pas.

Considérons le systéme passif des hk équations

u,
(20) cx;
(i=1,2,..,k; j=1,2,...,h),

.
:P,J(x',,...,wh, u,...,u,)

ou les fonclions inconnues u,, ..., u, sont supposées dépendre, non seulement des
h variables x,, ..., x,, mais encore des k variables

qui ne figurent pas explicilement dans le systéme.
Considérons en méme lemps les fonctions
7T ' -
u,=U(x,...,x,u,...;u),)

(a1)

(i=1,2, ..., k),
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et, désignant par R, R,, M,/ trois régions normales respectivement extraites des
espaces

(@, .. z)l, (@, ...,u)], [@,....,d)],

supposons :

1° Que les seconds membres de (20) et les fonctions {21) soient olotropes, les
premiers dans la région (R,, R,), les derniéres dans la rigion (R,, R,/).

2° Que, pour un choix arbitraire du point
(X, ...,x,, W,, ..., u))

dans la région (R,, M), I'association des valeurs prises par les fonctions (21) donne
un point constamment situé dans 8§, .

3 Que les fonctions (21) constituent un groupe d’intégrales particuliéres du sys-
téme (20), et qu'elles satisfassent aux conditions initiales

u,=u, .
Gay pour z,, -‘.’(Bh:l,tiv)’ _._,w(;),
!
u,=—u',
ot (z', ..., x')) désigne un point donné dans la région %, .
Cela étant, le déterminant différentiel des fonctions (21) par rapporta w',, ..., o,

reste différent de zéro dans toule I'étendue de la région (R,, R,).

[23] Les mémes choses étant posées et les mémesnotations étant adoptées qu’au
numéro précédent, considérons, outre les trois groupes de quantités

u,, , U,
!
a,, ..., u,
x“ ) x'n
un quatriéme groupe,
! !
xu )xh:

( Xr. — x’.
(23) \ ) J J
' <_(J:l,2,...,h).
Considérant ensuite la région ®|,, extraite de l'espace [(x,, ...,x,)], désignons
par |, la région de l'espace [(«,, ..., «',)] qui correspond & ®, en vertu des for-

mules (23). Considérant enfin la région ®R,, extraite de 'espace [(u,, ..., u,)], dé-
signons par &, la portion de %R, formée par 'ensemble des points que fournissent
les formules (21) quand on fait varier arbitrairement les a et les u' dans les régions
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respectives |, , R,-. En remplacant, dans les formules (21), les quantités = par
leurs valeurs &' tirées de (23), on aura, entre les 2 + & quantités x, u, d’'une part, et
les h + I quantités x’, u', d’autre part, le systéme, équivalent a [(21), (23)], des
h + k relations V

(j==1,2, ..., h);
u=UJ,,...,>,u,...,0)
(i=1,2,..., k).

/ IO |
S .L'j—l‘fj

(24) : (

Je dis que les h+ k formules (24) élablissent une correspondance olotrope point par

point entre les deux régions
mz(”*m’ @u)7 m,: (mx, mu,) °

Si l'on se reporte, d'une part, aux considéralions qui font I'objet du n° 3 sur la
correspondance olotrope point par point, d’autre part, & la proposition formulée an
numéro précédent, il suffit, pour établir le point que nous avons actuellement en
vue, de prouver qu'd deux points différents de la région R’ correspondent, en vertu
des formules (24), deux points différents de la région R.

Soient en effet

-~ 4 j44 r ’
(25) - T 1
el Ll § 4 2
(26) OUNCHI A !
les deux points considérés de R'. Pour les deux points de | qui leur correspondent
p
respectivement, les & premiéres coordonnées, x,, ..., x,, ont évidemment pour
valeurs '
r zr
P 2
et
EI EY

*
(27)
les deux points correspondants de % sont manifestement différents.
Supposons maintenant que les points (25), (26) satisfassent aux relations (27),
d’ou résulte, puisque ces points sont supposés différents, quon n’a pas

' [AEY) AN
L T

pour les points de R qui leur correspondent respectivement, les k premiéres coor-
données, x,, ..., x,, ont les mémes valeurs respeclives, et il faul alors établir qu'on
n’a pas a la fois les k relations numériques

*
= wr ’ 2 Torer r 4 ’
(Ui;l,...,,h, Vi V) =0E, L8, Y, LY

28 -
(28) ( (i=1,2, ..., k).
Fac. des Sc., t. VIIL. ' 16
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Admettons en effet pour un instant que les % relations (28) se trouvent & la fois
vérifiées. 11 est alors manifeste qu’en considérant dans le systéme (20) les inconnues
u,, ..., u, comme ne dépendant que de , ..., x, (a I'exclusion de u',, ..., /,), les

intégrales particuliéres de ce systéme qui répondent aux conditions initiales

. , R S = ’ ’ . 1 !
(20) (u,=U,GE,, 3 v, vy pour e, =3, L E
‘ [ (i=1,2,...,k
seront identiques a celles qui répondent aux conditions initiales
— (e =y o / Y wr
gu‘_Li(__l, LY, Y )y pour e, L x, =5, F,
(30) ,
?_ (i=1,2,..., k).

D’ailleurs, les deux groupes d'intégrales particuli¢res dont il s’agit ne sont autres
respectivement que

3 Sll,-:Ui(xl,...,xh, o)
( (i=1, 2, k)

et

(3‘2) ‘lti—_‘“Ui(J}‘, cey Xy, Yy” N .,T'k)
? (l=1,2,...,k):

car, en vertu du n° 48, les deux groupes de fonclions (3r1) et (32) vérifient bien le
systéme que nous considérons actuellement, et, d'autre part, il est manifeste que,
pour

X, ...

ces fonctions prennent bien les valeurs initiales respectivement indiquées dans (29)

et (30). Or, en prenant, comme dans (22), ', ...,z pour valeurs initiales de

xz,, ..., x,, les deux groupes d'intégrales (31) et (32) satisfont respectivement aux

conditions initiales o o
— o — (1} (0

w,=y, pour x, ..., x,=x.. ..,z

(i=1.2,...,k)
et
(o)

— o)
Lx,=xy, ... T,

(i=1,2,..., k).

LN Y] .
u=1Y'; pour x

[

Dés lors, et contrairement & ce qui résulte de ce que nous avons provisoirement
admis, ils ne peuvent étre identiques l'un a l'autre, puisque, d’aprés notre hypo-
thése, on n'a pas
r ! ar !
o, e, =00 000

1? 1 k-

[24] Les mémes choses étant posées et les mémes notations étant adoptées

qu’'aux deux numéros précédents, résolvons les formules (21),

- ’ ’
w,=U,(x,,...,z,, 0, ..., 0))

'R

(i=1,2,...,k)
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par rapport aux quantilés «';. Le systéme ainsi obtenu,

gu'l:U'i(Jcl, ce Ly, W, L, Uy)

33
33) / (i=m,2,...,k),

a ses seconds membres olotropes dans toute I'étendue de la région (R,, &,), et il
est, de plus, numériquement équivalent & (21) dans toute I'étendue de la région -
R,, €,, R,) : car, d’'une part, les h + I formules
— !
/ T =X
\ (J=1,2, ..., h),
A
u=U,&,,. ., x,, u,. . .,u)
(i=1,2,...,k)

établissent une correspondanee olotrope point par point entre les deux régions
R,, €), (R, R,), et, dautre part, les & 4 & formules

/ PO

[ .l'j—-Ij

\ (jJ=1,2, ..., h),
)u'i:U’i(xl, ce Ly, U, o, Uy
\ (i=1,2,...,k)

proviennent de la résolution des h + k précédentes par rapport aux &’ et aux u'.
Je dis qu'en désignant par U’ une fonction inconnue des h 4 I variables ind¢-

pendantes
(3[‘) ( xi ’ ’ 'rh ’
( lli ’ ’ uk >

chaque second membre, U';, des formules (33) vérifie le systéme partiel passif

S W AU
(35) S, T e T Ty 0
J=1,2, . )

avec la condition initiale

(36) U'=u, pour x,...,x,=x9 ..., =

1. La passivilé de U'un quelconque des deux sysiémes (20), (35) enlraine nécessaire-
ment celle de U'aulre.

Voir 'ouvrage déja cité, n° 203.

II. La fonction U’; satisfait bien & la condition initiale (36). En effet, les sys-
témes (21) et (33) étant numériquement équivalents dans toute 1'étendue de la ré-
gion (R,, &,, W), les systémes

u?

(o) (0) ’ i
e eenx,ul, L,y

( (i=1,2,...,k)

37) g u,=U,(x
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et
° h

(i=1,2, ...,k

" (o) o)
w,=U (7, ..., u,...,u)

jouissent de la méme propriété dans toute 1'étendue de la région (&,, ®,). Or, en

u?

vertu des conditions initiales (22), le systéme (37) se réduit a

(i=1,2....,k):
on a donc nécessairement, quels que soient u,, ..., u, dans &,
o (0) (0) i
U, ..,x%, u, .., u)=uy

(i=1,2, ..., k).

[Il. Enfin, la fonction U'(x,, ... 2,, u,, ..., u,) vérifie bien le systeme (35).
Soit, cn effet, '
(38) (-S|

un point arbitrairement choisi dans la région (R,, &,). Les inconnues u,, ..., u, du
systéme (20) étant considérées comme dépendant uniquement des variablesx,,...,x,,

celles d’entre ses intégrales particuliéres qui répondent aux conditions initiales

u,=v, pour x L=

AV
2

PRI

(i=1,2,...,k)

seront fournies par les formules (21), ou par les formules équivalentes (33), moyen-
nant lattribution A u’,, ..., ', des valeurs v',, ..., v, définies par les formules

V=U0E 5 v 0
(i=1,2,..., k).
L’¢équaltion .
U, ..oy, U,y o ) =0

(i=1,2,...,k),

si lon y substitue & u,, . . .,u, les intégrales particuli¢res considérées de (20), devient
donc une identité en i, ..., x,; cette identité, différenti¢e par rapport a x; (j =1,

a, ..., h) daprés la régle des fonctions composées, fournit la nouvelle identité

W, Ul W, D,

o u, u,

(ol la méme substitution doit &tre faite); et, comme les intégrales u,, ..., u, vé-
rifient le systéme (20), on tombe finalement sur la relation

] SR A
ox; u,

U,
Fo 4o +iF, =o.

u,

39)
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Si, dans l'identité en z,, ..., x, ainsi obtenue, on introduit 'hypothése numérique
- - x
CL", !mh_"‘i‘ SRR
les intégrales u,, ..., u, prennent respectivement les valeurs numériques v,, ..., v,

en sorte que la relation (39) se trouve numériquement vérifiée pour

Ly oes Ty, U

f PR By Vs ooy Uy

Elle est donc identiquement vérifiée par rapport aux % - k quantités (34), considé-
rées comme autant de variables indépendantes distinctes, puisque le point (38) a été .
arbitrairement choisi dans la région (R, &,).




CHAPITRE I

Systémes passifs linéaires d’équations différentielles totales du premier ordre;
prolongement analytique de leurs intégrales.

[25] Les systémes passifs linéaires d’équations différentielles totales du premier
ordre jouissent, au point de vue du prolongement analytique de leurs intégrales,
d’intéressantes propriétés que nous allons exposer. Ces propriétés, qui ont lieu,
indifféeremment, dans le monde des quantilés réelles ou dans celui des quantités
imaginaires, ne sont d’ailleurs que l’applicat'ion a un cas trés particulier des résul-
tats d'un Mémoire publié en 1903 (') : mais leur démonstration, restreinte, comme
ci-dessous, au cas particulier dont il s’agit, se simplifie considérablement.

Nous établirons tout d’abord la proposition suivante, relative aux rayons de con-
vergence des développements initiaux des intégrales :

Si, dans un systéme passif d'équations différentielles totales du premier ordre
(n° 4'7), linéaire par rapport & Uensemble des fonclions inconnues qui s’y lrouvent en-
gagées, on considére les intégrales particuliéres-répondant & des conditions initiales
données, les développemenls de ces inlégrales, effeclués & parlir des valeurs initiales
des variables, ne peuvent manquer de converger dans les limites ot convergent & la fois
les développements similaires des coefficients du systéme et ceux des fonctions données
Jiguranl dans les conditions initiales.

(Cette proposition est indifféremment applicable dans le monde des quantités
réelles ou dans celui des quantités imaginaires).

En d’autres termes, considérons le systtme des Ak équations

dy,
g n_

ij 1.7

2([:1,2,...,/{; J=1,2,...,h),

(0

impliquant les & fonctions inconnues

u,...u,
des h + p variables indépendantes
XL,y e, Ty,
Yir -+ s Ypo

(*) Sur le Calcul par cheminement des intégrales de certains sysiémes différentiels. (Annales.
de I'Ecole Normale, janvier et février 1903.)
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-et supposons que les seconds membres F, ; soient des expressions linéaires en

u ., u,, ayant pour coefficients certaines fonctions connues des x et des v, choi-

TR

:sies de telle facon que le systéme (1) soit passif. Désignons ensuite par

9 2

¥
.des valeurs parliculiéres des x et des y a partir desquelles ces divers coefficients
soient développables en sérics tayloriennes, et par

(2) "’i(yu ...,yp) (i:l,z,...,/f)
k fonctions données de y,, ..., ¥,, développables elles-mémes en séries tayloriennes
4 partir de ¥, ..., y"). Considérons enfin les intégrales particuliéres de (1) qui ré-

pondent aux conditions initiales

Sul:mi(yl, ..Y) pour &, ..., x,=g, 2
< (i:I,i!,...,lx‘).

Cela étant, si les développements considérés des coefficients du systéme admettent

3)

les rayons de convergence

) R, ..... . R

-et si en méme temps ceux des fonctions données (2) admettent les rayons de conver-
_gence (5), les développements des intégrales répondant aux conditions initiales (3)
ne peuvent manquer d’admettre les rayons de convergence (4), (5).

1. Désignons par u une fonction inconnue des variables indépendantes x, y, .. .,
en nombre quelconque, par A(x,y, ...) et A(x,y, ...) deux fonctions connues de

ces mémes variables, par U (y, . ..) une fonction connue des seules variables y, ...,
et considérons, dans I'équation différentielle

2
(6) X At+Au,

ox
I'intégrale particuliére qui répond a la condition initiale
(7) u="U/(y,...) pour x=x,.

Cela étant, si l'on suppose, d'une part, que les fonctions A, A, soient développables
a partir des valeurs

8 Loy Yor -
avec les rayons de convergence
(9) R, Ry, e,

st lon suppose, d’aulre part, que la fonction U,(y, ...) le soit a partir des valeursy,, ...
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avec les rayons R, ..., Uintégrale de (6) déterminée par la condition initiale (7) ne

peut manquer d’élre développable & partir des valeurs (8) avec les rayons (g).
Effectivement, soient :

H,(a, y. ...) la fonction qui satisfait & la relation

M,
N

et & la condition initiale
H,=o0 pour z=ux;

A,(x,y, ...)le produit Ae~";

H,(x,y, .:.) la fonction qui satisfait & la relation

M,
dx
et 4 la condition initiale

H,=o pour xz=u,.

I1 résulte de propriétés bien connues [relatives, notamment, au Calcul inverse de
la dérivation ()] que les fonctions H,, A, et H, sont, comme A et A,, développables.
a partir des valeurs (8) avec les rayons (g). Cela étant, la fonction

u=cMm (C,(y, ...) + H,]

jouit aussi de cette méme propriété, et satisfait visiblement & la condition initiale (7);
on vérifie d’ailleurs par un calcul immédiat qu’elle satisfait & 1'équation (6).

II. En particulier, si, désignant par M, ., r,, r,, ... des constanles positives don- -
nées, on considére l'équation

d M
(10) S (pu + 1),

) - — —
. <x—u\ <1~Z——y"> ......
r, / r

y

Uintégrale de cette derniére qui répond & la condition initiale
u=o pour xr==ux,

admet, pour son développement laylorien effectué & partir de x,, y,, . .., les rayons de
convergence r,,r,, ....

11 résulte d’ailleurs du choix de la condition initiale que celle intégrale et celles
d’enire ses dérivées (de tous ordres) n’intéressant que les seules variables vy, ..., a

Uexclusion de x, ont des valeurs initiales toutes nulles; quant aux dérivées restantes
(celles qui intéressent la variable x, avec ou sans v, . ..), elles ont, comme on le voit

(*) Voir I'ouvrage intitulé : Les systémes d’équations aux dérivées partielles, n° 76.
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sans peine d’aprés la forme du second membre de (10), des valeurs iniliales toutes

positives.

III. Désignant par u,, ..., u, des fonctions inconnues de x, y, ..., parz,,y,, .

des valeurs initiales données de ces variables, et par M, r_, r , ... des constantes

y)
positives données, considérons le systéme

u, M
Sl oy
\ (’“—’,’—) (I o)
(L) T ,
wu, . M (
? 0w _< x*“(l?o)([ y_yo> (lt‘+..'+uk+]),
I-—_ T ) e e e e e
\ "1, ,”

(manifestement passif, puisque son Tableau, construit d’aprés les indications du
n° 17, ne contient qu'une seule ligne enti¢rement pleine, les autres étant entiérement
vides).

Cela étant, les intégrales particuliéres du systéme (11) qui répondent aux conditions
initiales '

pour xr=xux,

admellent, pour leurs développements tayloriens effectués & partir de Ty, Y,y ---» les
rayons de convergence r,, r,, .... Ces intégrales et celles dentre leurs dérivées (de
tous ordres) n'intéressant que les seules variables y, ..., & Uexclusion de x, ont des
valeurs iniliales toutes nulles; les dérivées restantes (celles qui intéressent la variable x
avec ou sans y, ...) ont des valeurs initiales toules positives.

Si 'on considére en effet, dans 1'équation

Q
g M (ku + 1),

N
oL l/I__‘I‘._xo><l_y—yo>
\ r r .

lintégrale particuliére, U(x, y, ...), qui répond A la condition initiale

u=—o pour xr=x,

le systéme (11) est manifestement vérifié pour

Fac. des Sc., t. VII. 17



130 CH. RIQUIER.

car on a alors

u, _du, U
T IanRERRRREEE = =
M
= (kU + 1)
&L —x, Y=
(=52 (-5
r, r,
M

Cela étant, le point que nous avons en vue résulte immédiatement de l'alinéa
précédent II.

IV. Soient

S(x,y, ...) une fonction développable & partir de x,,y,, ... avec les rayons de
couvergence R,, R , ...;
r,,

N une constante posilive supérieure a la somme L que I'on obtient en remplacant
dans le développement de f(x, vy, .. .), effectué a partir de x,, y,, . . ., tous les coefli-

r,, ... des constantes positives respectivement inférieures & R, R, .. .;

cienls par leurs modules, et les différences x —x,, y —y,, ... par les quantités res-
pectives r,, Fys ooos
enfin p, ¢, ... des entiers positifs.

Cela étant, la fonction

114("”7}’7 ):

développable a partir de x,, y,. ... avec les rayons r,, r,, ..., est majoranie pour
S(x,y,...)relativement aux valeurs x,, v, . . ., c’est-a-dire que les valeurs numériques
prises, en x,, ¥,, ..., par la fonction ¥(x,y, ...) et toutes ses dérivées, sont posi-
tives et respectivement supérieures aux modules des valeurs correspondantes de la
fonction f(x, y, ...) et de ses dérivées semblables.

Faisons suivre en effet de I'indice zéro les notalions des diverses fonctions & con-
sidérer ct de leurs dérivées, pour désigner leurs valeurs particuliéres en &, v,, ... .

On a

('a“""“uf‘ o N :

\bl_iaylu.)o“"ri“,zy“_><L Xpp+1)..... (p+i—r)
Xqlg+1)..... (g+1—1)
X o
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et, & plus forte raison, & cause de N> 1L,

Nertee e 1.2...01.2...1
Yy Jo r. "y

\DI

D’ailleurs, dans une série convergente a termes tous positifs, la somme est au moins

égale A la valeur d’'un terme quelconque, ct 'on a par conséquent

N T " N
LZmod(‘ f) Do T

AR S P S Sy A UV

On en déduit immédiatement, par comparaison avec la relation précédente,

D“’I‘“"\F>> 1((\1"»1'”./‘)
—— mod | ———2
<Dx‘ iyt N LS

ce qu'il s’agissait d’établir.

V. La proposition formulée par notre énoncé général est exacte, si le Tableau du
systéme (n° 47) nne comprend qu'une seule ligne entiérement pleine, les autres étant en-
liérement vides, et si, de plus, les fonctions données qui figurent dans les condilions
initiales imposées aux intégrales sont identiquement nulles.

En désignant par x,y, ... les variables indépendantes, par u,, ..., u, les fonc-

tions inconnues, et par F,, ..., F, des expressions linéaires en u,, ..., u,, ayant

17"

pour coeflicients des fonctions données de x, y, ..., le sysléme considéré, manifes-

tement passif, aura la forme

(12)

L(i=1,2,..., k).

Soient maintenant x,, y,, .... des valeurs particuliéres de x,y, ... & partir des-
quelles les divers coefficients des expressions linéaires ¥,, ... F, soient tous déve-
loppables, et R,, R,, ... un systéme de rayons de convergence commun & tous ces
développements : il s’agit d’établir que si l'on considére, dans le systéme (12), les

intégrales particuliéres qui répondent aux conditions initiales

U’l:O L

(13) "“”Spour r=ux,,

u,—o

/

ces intégrales, développées & partir de x,,y,, ..., admettent les rayons de conver-
gence R,, R, ...
A cet effet, désignons par r,,r,, ... des quantités positives respectivement infé-

rieures A R, R ., et d’ailleurs arbitraircment choisies; puis, dans les dévelop-

yY
pements tayloriens, construits & partic de «,, y,, ..., des diverses fonctions de



132 . GH. RIQUIER.

x,¥, ... quiservent de coeflicicnts aux expressions linéaires I,, ..., F,, imaginons

qu'on remplace chaque coefficient (numérique) par son module, et les différences
T—x,, Yy —Y,, ... par les quantités respectives r,, r,, ...; désignons enfin par M
une constante positive supérieurc aux diverses sommes ainsi obtenues, et considérons
le systéme '

[ du, M
S = (u,+...+u,+1),
ox (Iv_m—'ro> <I__y_.yo>
\ r, r,
(B) QT
u M
‘\" (u,+...+u,+1),
ox ( __x_xo> (I’__y‘*yo>
\ rx ,‘y
impliquant, comme le systéme (12), les k fonctions inconnues u,, ..., u, des varia-

bles indépendantes x, y, ..., et passif comme lui. Chacun de ces deux systémes,
(12) et (14), admet un groupe d’intégrales répondant aux conditions initiales (13) :
or, si 'on observe que, de part et d’aulre, les intégrales considérées et leurs dérivées
paramétriques de tous ordres ont des valeurs initiales nulles, que, dans le. sys-
téme (14), leurs dérivées principales ont des valeurs initiales toutes positives ('), et
enfin que la fonction

est, relativement aux valeurs initiales «, y,, ..., une majorante commune (IV) des
divers, coefficients du systé¢me (12), on verra, a I'aide du raisonnement usité en pa-
reille circonstance, que les développements des intégrales de (12) convergent dans
des limites au moins aussi étendues que ceux des intégrales de (14), et, par suite (III),
quils admettent les rayons de convergence r,, r

SR
Finalement, comme les quantités positives r,, r,, ..., respectivement inférieures
aR,, R, ..., en sont aussi rapprochées quon le veut, les intégrales du systéme (12)
qui répondent aux condilions initiales (13) admettent les rayons de convergence R,,
R, .... Cest ce qu’il s’agissait d’établir.
y? { o]

VI. La proposition formulée par nolre énoncé général est exacle, quelles que soient
les conditions initiales imposées aux intégrales, si le Tableau du systéme (n°17) ne

comprend quune seule ligne enliérement pleine, les aulres étant enliérement vides.

(") Pour la signification des mots dérivées principales, dérivées paramélriques, voir I'ou-
vrage intitulé : Les systémes d’équations aux dérivées partielles (n>> 76 et 90).
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Attribuant aux notations

N S ,
Loy Yos ovvv- ,
Uy, ... y Uy,
F,,..... , F,
le méme sens qu’a I'alinéa précédent V, désignons en outre par
N,y e y Ny )
des fonctions données de y, ..., développables a partir de y,, . . ., et considérons les

intégrales particuliéres du systéme (12) qui répondent aux conditions initiales

u,=xr(y,...)

a5 e pour z=z,.

w,=»x1>,...)

On suppose, d'une part, que les coefficients des expressions linéaires F,, ..., F,, dé-
veloppés & partir de ,,y,, ..., admettent les rayons de convergence R,, R , ...,
d’autre part, que les fonctions données %, ..., ),, développées & partirde y,, ...,
admettent les rayons de convergence R, ...; et il s’agit d’établir que si I'on consi-
dére, dans le systéme (12), les intégrales répondant aux conditions initiales (15), ces
intégrales, développées & partir de «x,, y,, ..., admettent les rayons de conver-
gence R, R, ....
A cet effet, on opérera la transformation

u, =1y, ...)+mu,

u,=n(y, ...)+nu,,

ou u,, ..., u, désignent de nouvelles fonctions inconnues substituées & u,, ..., u,;

le systéme (12) prend alors la forme

o,
t=H,
(16) dxr
(it=1,2, ..., k),
ou H,, ..., H, désignent des expressions linéairesen u,, ..., u,, dont les coefficients,
développés a partir de «,, y,, ..., admettent les rayons de convergence R, R, ...

Tout revient & établir que si, dans le systéme (16), on considére les intégrales parti-
culiéres répondant aux conditions initiales

u,=o
5 pour x=ux,,

n,—o
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]

ces intégrales, développées & partir de a,,y,, ..., admettent les rayons de conver-
gence R, R, .... Or, c’est ce qui résulte immédiatement de I'alinéa précédent V.

VII. Revenons maintenant aux intégrales particuliéres du systéme (1) que déter-
minent les conditions initiales (3); pour fixer les idées et avoir des écritures plus
commodes, nous supposerons k=3, j=13, p==2, et nous remplacerons les notations

(17) u1’u2’u3’ ‘ri’x2’xa7 y17y2’
w;(:yl?yz)’ (u':(yn’yz)’ L‘)a<y|’y2)
par les notations respectives

guﬂnw,x,%z,&t

(r8) [ u(s. 0), s, 1), (s, 1).

Nous aurons alors le systéme

o/
P~

ll

—Au + Bv 4 Cw 4 D,

dx
u
W =Au + Bv + Cw + D,
du
=A"u+4+ B'v 4+ C'w+ D',
2z
D)
=FEu 4+ Fv + Gw + H,
dx
v
(19) \ly =Fu+ Fv + Gw+ H,
v
o =E"u+ F'v + G'w+ H',
Jw
=Ku + Lv + Pw + Q,
dx
Jw , '
3 =K'u + L'v + Pw + Q,
y
dw

s :K"ll+ L' + P"U)—{— Q”,

[

ou les lettres A, B, C, D, E, F, G, H, K, L, P, Q, pourvues ou non d’accents, dési-
gnent des fonctions connues de x, y, z, s, {, remplissant toutes les conditions
requises pour la passivité. On suppose, comme nous I'avons expliqué au début du
présent numéro, que ces fonctions, développées a partir des valeurs initiales, x,, ¥,, Z,»
s, L, de &, y, 2, s, t, admettent les rayons de convergence

R, R, R, R, R,,
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.que les fonctions
o(s, B), w(s, b), (s 0),

développées A partir de s,, £,, admettent les rayons de convergence
R,, R,,

et il s'agit d’établir que les développements initiaux des intégrales assujetties aux

conditions initiales

u=v(s,t)
v=u0(s, ), pour &,¥, T=1U,Y¥, %
w=1(s, t)s

admettent les rayons de convergence
R,, R, R, R, R,.

Considérant a cet effet le Tableau (n° 47) du systéme (19), savoir

(u) (v) (w)
) 3;‘: :;Z i;yﬁ:
(20) (2) ;lj: :’jz \f;’: ,
(s)
0

introduisons dans la ligne (z) I'hypothése numérique

Ly Y =Ty Yoo

et désignons par u, ,, v, ,, w, , les fonctions des seules variables z, s, ¢ auxquelles se
réduisent, dans cette hypothése, les intégrales considérées, par

" "
Al By

celles auxquelles se réduisent les coefficients
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Les fonctions u, ,, v, ,, w,, vérifient (n° 48), 1) le systéme

o
0,0 ___ AT " " "
BZ - A 0,0 U’o,o + B 0,0 vo,o + C 0,0 wo,o + D 0,0 ?
3
(21> Ny, —E u +F + G w + o
2z 0,0 “0,0 0,0 “0,0 0,0 V0,0 0,0
w,

0,0 ___pn L " "
\ )z - K 0,0 uo,o + L 0,0 vu,u + P 0,0 wo,o + Q 0,0 7

avec les conditions initiales

Uy o = u(s, b
v, = (s, 1) » pour z = z;
Wy, = Y (s, 1) /

et comme, d’une part, les coefficients des seconds membres de (21), développés &
partir de z, s,, {,, admettent les rayons R_, R, R,, comme, d’autre part, les fonc-
tions v (s, 1), (s, t), 4 (s, 1), développées & partir de s,, ¢,, admettent les rayons R, R,
il résulte de I'alinéa VI que les fonctions u,,, v, W, ,admettent les rayons R, R, R,.

Introduisons maintenant, dans la ligne (y) du systéme (20), hypothése numé-
rique x=ux,, et désignons par u,, v,, w, les fonctions des seules variables Y, 2,8, ¢t
auxquelles se réduisent, dans cette hypothése, les intégrales considérées de (20), par

! ! ! ’
ALBL L , P QL

celles auxquelles se réduisent les coefficients

Les fonctions u,, v,, w, vérifient (n° 18, I) le systéme

N

D — A, + B, + Cw, + D',

oy

bv 1 ! ! r
(22) '—OIEnuo_}—Fovu_{—Gowo +:Ho’

oy

dw

. :K'ouo + L’U UO + P'ou)o + Q’D,

avec les conditions initiales

u, = u,, (2,8, 0)

v, == 0,,(2, 8, 1) ) pour y =y,;

W=, , (z,8,0)

et comme, d’'une part, les coefficients des seconds membres de (22), développés a
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partir de y,, z,, §,, {,. admettent les rayons R , R, R, R,, comme, d’autre part, en

vertu de ce qui précéde, les fonctions
Uy, (2, 8,0, 0,280, w,, (380,

développées a partir de z,, s,, {,, admettent les rayons R, R, R, il résulte de

I'alinéa VI que les fonclions u,, v,, w, admettent les rayons R, R, R,, R,.

0’

Finalement, les intégrales considérées de (20) vérifient le systeme

u
= A\u + Bv + Cw + D,
i
. Qv . B} .
(23) =Eu + Fv + Gw + H,
dx
qw .
= Kku + Lv + Pw + Q,
o

formé par la ligne (), avec les conditions initiales

u=u,(y, z, s, 1) |
v =0,(y, z, s, 1) pour z=1r;

w=w,(y, 2, 5, 1) |

et comme, d'une part, les coefficients des seconds membres de (23), développés a

partir de x,, y,, 2,, $,, ,, admettent les rayons R, R, R, R, R,, comme, d’autre

§7?

part, en vertu de ce qui précéde, les fonctions
uo(y’ Z’ S’ f)’ vo(y7 :) S: t)7 w.,()’, Z, Sy t))

développées a partir de y,, z,, s,, {,, admettent les rayons R, R,, R,, R,, il résulte
de I'alinéa VI que les intégrales considérées de (20) admettent les rayons R,, R, R,
R,, R,. C’est ce qu’il s’agissait d’établir.

[26] Considérons, comme au numéro précédent, les intégrales particuliéres du
systéme (1) qui répondent aux conditions initiales (3), et regardons désormais
comme fondamentales (n° 413) les valeurs initiales,

(o) (o)
xy, ... , LY,

(0)
Yo, o , y‘z),

choisies pour les variables indépendantes

Fac. des Sc., L. VII. 18
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Considérons ensuite, dans les espaces respectifs

[(wl’ """ ’ w’t)] ou [(W)J,
(v, oo » ¥l ou [(N)],

des régions continues, ®,, ®,, comprenant respectivement les points
(o) (0} (0} {o)y .
(=, ... A0 PR 'O LN y YY)

la considération simultanée de ces deux régions en fournit une, (R,, R,), extraite de
I'espace ([(ac)], [(y)]), continue comme les précédentes (n° 12, I), et contenant le
point
(G N L R , Y.
Cela posé, si, d’une part, les coefficients du systéme (1) sont tous calculables par
cheminement dans la région (R,, ®) avec les rayons

(24) R,, ..... , R,
(29) R, ..... , R

_ )’ ¥y’
(n°44), si, Lautre part, les fonclions (3), qui figurent dans les conditions initiales (3),
le sont dans la région R, avec les rayons (25), les intégrales particuliéres répondant d
ces conditions initiales ne peuvent manquer d'étre elles-mémes calculables dans la
région (R,, W,) avec les rayons (24), (25).

(Cette proposition est indiftéremment applicable dans le monde des quantités
réelles ou dans celuides quantités imaginaires).

Pour fixer les idées et avoir des écritures plus commodes, on supposera, commie
a lalinéa VII du numéro précédent, k=3, j=3, p—=12, et on remplacera les nota-
tions (17) par les notations (18), ce qui donnera le systéme (1g) ou (20). Désignant
alors par R, , ., W, , deax régions continues, respectivement extraites des espaces
[(x, ¥, 2)], [(s, D], par (x,, ¥,, 2,), (5,, 1)) deux points respectivement situés dans ces
régions, et par R, R, R, R, R, des constantes positives, on supposera, confor-
mément & I'énoncé ci-dessus, d’une part, que les coefficients du systéme (19) ou (20)

sont tous calculables par cheminement dans la région

(26) R, R
a partir du point (x,, v,, 2,, 5, t,) avec les rayons
(27) R,, R, R, R, R,
d'autre part, que les fonctions u(s, £), ¢(s, £), ¥(s, 1) le sont dans la région R, , &
partir du point (s,, {,) avec les rayons R,, R,. Cela étant, il s’agit d’établir que les
intégrales particuliéres assujetties aux conditions initiales
u=u(s, ) ;
(28) v=12o(s, 1) »pour x, ¥, I =&y, ¥y, %,

w5, 1)
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ne peuvent manquer d'étre elles-mémes calculables dans la région (26) & partir du
point (x,, y,, 2,, $,, {,) avec les rayons (27).

I. Nous poserons tout d'abord les remarques suivantes :

A) Si une fonclion de x, y, z, s, t est calculable, par cheminement direct, de

[(:L'O’ yo’ :u)’ (Su’ lu)]
en

[(1’.0’ yo’ Zo)' (Sa‘ l;)] (1)7

et si, aprés Uavoir ainst calculée, on inlroduil dans le développement résultant I'hypo-

theése numérique

(29) L, Y, I =&x,, ¥

>
o 0 Jo Yo

on peut, sans changer le résullat final, procéder dans U'ordre inverse, ¢’esl--dire intro-
duire dans le développement initial Uhypothése numérique (»q), et effectuer ensuile un
cheminement direct de (s,, t,) en (s, t,).

B) Si une fonction est calculable, par cheminement direct, de

[(wo? ya’ :o)’ ('cu ’ to)J
en

[(‘I:j ’ yl’ zl)’ (Sl ’ {1)] H
et si, aprés Uavoir ainsi calculée, on introduit dans le développement résullant Uhypo-
Lhése numérique

(30) L, Y, Z=X,,¥,2

1)

on peut, sans changer le résullat final, cheminer de
[(‘L‘o’ yu’ 30), (80’ Io)]

[(‘ro’ yo’ zo)’ (-Sl’ tl)]’

el inlroduire dans le développement résultant I'hypothése numérique (30).

C) Les variables indépendantes étant, comme ci-dessus, partagées en deux
groupes, (x,y, z), (s, t), désignons par (x,, y,, z,) un point de I'espace [(z, ¥, 2)];
par ®, , une région continue de I'espace [(s, {)]; par (s,, {,) un point de cetle région ;
par F une fonction de x, v, z, s, { calculable avec les rayons R,.R,, R, R, R, dans
la région

[, ¥,0 2), B, ]

(*) Nous voulons dire que le point [(z,, y,, z,), (s,, t,)] se trouve dans les limites de con-
vergence du développement construit a partir de [(z,, ¥,, 2,), (3,5 t,)], de telle sorte qu’on
peut, sans introduire aucun sommet intermédiaire, cheminer directement du sommeot
[(s5 ¥a» 20)5 (555 £)] au sommet [(x,, y,, z,), (5,5 1)].
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a partir de (x,, y,, 2,, $,, t,); enfin, par (s,, {,) un point de R, , tel que les diffé-
rences s, —s,, {,— {, soient de modules respectivement inférieurs & R,, R,. Cela
posé, si lon calcule la fonction dont il s’agit par cheminement direct de

[(xn’ yo ’ :0) ’ (So 4 [0)]

en

[(wo7 yo’ Zo)l (Si’ {1>J’

qu'on ordonne par rapport a s —s,, t—I, le développement résultant, et qu'on attribue
ax, y, z des valeurs numériques vérifiant les relations

31) mod (x —z,)<<R,, mod(y—y)<<R,, mod(z—z)<<R,

la fonction ainsi oblenue est calculable<wec les rayons R, R, dans la région %, , a
partir de (s, 1,).

Considérons en effet un chemih brisé,
\
(32) (s, 0), (55,00, ..., o (s, t), (8, T),

commencant en (s, £,), ayant tous ses sommets dans la région R, ,, et présentant
des écarts maxima (n° 414) respectivement moindres que R, R,. Il résulte évidem-
ment de nos hypothéses que le chemin

[(wo ’ yo ’ Zo) b4 (80 ’ to)] ’
[(wo ’ yo ’ Zo) ’ (Sg ) tl)] ’
[('To » Yor Zo) ’ (Sz’ [2)] ’

[(xo’ yo’ Zn)’ (Sg’ ty)] ’
(o0 Yor 20)5 (8, 1]

est praticable pourla fonction F, et conduit & des développements successifs admet-
~ tant des rayons (au moins) égaux respectivement & R,, R,, R, R, R,. Cela étant,
calculons F de [(x,, ¥,, 2,), (5,, 8,)] en {(x,, ¥,, 2,), ($,, £,)], et, une fois parvenu en
ce dernier sommet, considérons le développement correspondant comme fonda-
mental : nous avons alors une fonction calculable suivant le chemin brisé

[(xo’ yo’ Zo) ’ (Sa ’ ta)J ’
(@05 ¥or 2)5 (825 )],

[(mu yo’ Zo)! (SQY tg)]’
[(xo’ yo’ zo)' (S’ T)]v
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avec des développements successifs admettant des rayons (au moins) égaux respecti-
vement & R, R,, R,, R,, R,. Il en résulte, puisque les variables x, y, z du premier
groupe ont, pour tous les sommets, les mémes valeurs numériques, ,, y,, z,, qu’en
ordonnant ce développement fondamental par rapport a s —s,, { —¢,, et attribuant
a x, y, z des valeurs numériques quelconques sous les seules restrictions (31), on a
une fonction de s, ¢ calculable suivant le chemin brisé (32) avec des développements
successifs admettant des rayons (au moins) égaux respectivement & R, R,. C’est ce
qu’il s’agissait d’établir.

II. Les mémes notations étant adoptées qu’a la suite de notre énoncé général,
les intégrales u, v, w, du systéme (19) ou (20) répondant aux conditions iniliales (28)
sont calculables avec les rayons (27) dans la région

(33) [(wo ) yo 4 Zo) ’ mx, t]

a partir de (x,. v,, z,, S,, L,)-
Imaginons en effet, a partir de (s,, {,), un chemin brisé,

(Su’ to)’ (Sl’ ta)’ (sz’ tz)’ ---- ’ (Sgy ly>, (Sy '1‘)7

ayant tous ses sommets dans &, ,, avec des écarts maxima moindres que R, R,. A ce
chemin correspond, dans la région (33), le chemin

[(wo’ yo’ Zo)’ (So’ to)] ’
[(wo’ yo’ zo)’ (Sl’ tl)]7

[(a“o’ yo’ Zo)' (Sz ’ tz)} ’
(34)

[(‘To’ yo’ Zo)! (sg’ tg)] ’
[y, ¥50 20)5 (8, T)]-

Tout revient & prouver que ce dernier chemin est praticable pour les intégrales
u, v, w, et conduit, pour chacune de ces trois fonctions. & des développements
successifs admettant les rayons (27). ’

Effectivement, il résulte de nos hypothéses, d’une part, que les coefficients du
systéme (19) ou (20) sont calculables, avec ces mémes rayons (27), dans la région (33)
a partir du point [(z,, y,, 2,), (s,, {,)]; d’autre part, que les fonctions u(s, ), o (s, ),
Y (s, {), qui figurent dans les conditions initiales (28), relatives & ce point, sont cal-
culables dans la région R, , & partir de (s,, {,) avec les rayons R, R,. En vertu du
n° 28, les intégrales u. v, w admettent donc, en

[(wo’ yo’ zo)’ (so’ to)]’

les rayons de convergence (27), et I'on peut calculer par cheminement direct, du
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premier sommet de (34) au deuxiéme, tant les coefficients du systéme (19) que les
intégrales u, v, w. Ce premier pas étant fait, il est clair que les coefficients du sys-
téme (19) sont des fonctions calculables avec les rayons (27) dans la région (33)5
partir du point ‘

(35) (05 Yor 20)5 (855 )]s

nous allons prouver cn outre que les seconds membres des conditions initiales rela-
lives & ce dernier point sont calculables dans la région %, , & partir du point (s, , ,)
avecles rayons R, R,. Quand nous aurons établi cette derniére propriété, nous nous
trouverons, vis-a-vis du deuxiéme sommet de (34), dauns la situation ot nous étions
il v a un instant vis-a-vis du premier; les intégrales u, v, w y admettront donc en-
core les rayons (27), et nous pourrons calculer par cheminement direct, du deuxi¢me
sommet de (34) au troisiéme, tant les coefficients du systéme (19) que les inté-
grales u, v, w.

Et le méme raisonnement pourra se conlinuer jusqu’au dernier sommet du
chemin (34), ot les intégrales u, v, w admettront encore les rayons (27).

Ainsi, tout revient A établir le point formulé il y a un instant, & savoir que les
seconds membres des conditions initiales relatives au deuxiéme sommet (35) sont
calculables dans la région &, , & partir du point (s, ¢,) avec les rayons R, R,.

Or, pour avoir les seconds membres de ces conditions initiales, il faut, aprés
avoir calculé par cheminement direct les intégrales u, v, w du premier sommet
de (34) au deuxiéme, introduire dans les développemenls obtenus l'hypothése
numérique

Ly ¥y, 2=, ¥y Z,-
Mais, au lieu d'opérer comme il vient d’étre dit, c’est-a-dise de calculer d’abord
u, v, w du premier sommet de (34) au deuxiéme, et de faire ensuite I’hypothése nu-
mérique ci-dessus indiquée, on peuat (I, A) procéder dans 'ordre inverse, ¢’est-a-dire
considérer les fonctions u(s, £), «(sl, ), L(s, 1), qui figurent dans les seconds mem-
bres de (28), et les calculer par cheminement de (s,, ) en (s, ).

Cela étant, puisque les fonctions dont il s’agit sont calculables dans la ré-
gion |, , & partir de (s, {,) avec les rayons R,, R,, il est clair que les seconds mem-
bres des conditions initiales relatives an sommet (35) le sont, avec ces mémes
rayouns, dans la région ®, , & partir du point (s, £,).

H1. Les intégrales, u, v, w, du systéme (19) ou (20) qui répondent aux conditions

initiales (28) sont, conformément & notre énoncé général, calculables avec les
rayons (27) dans la région (26) & partir de

[(-170, ya’ Zo)’ (So’ ,o>] :
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Imaginons en effet, i partir de ce point, un chemin brisé,

[(‘1"0’ yo’ zo)’ (So’ to)]r
(@, 705 205 (805 )]s

(@, ¥ar 2.), (55, 1],
(36)

‘ [(wg’ yg’zg)Y (Sg, 9)],
VX, Y, Z), (S, T,

ayant lous ses sommets dans la région (26), avec des écarts maxima moindres que
les rayons (27). Tout revient & prouver que le chemin (36) est praticable pour les
intégrales u, v, w, et conduit, pour chacune de ces trois fonctions, & des développe-
ments successifs admettant les rayons (27).

Effectivement, il résulte de nos hypothéses, d’une part, que les coefficients du
systéme (19) sont calculables avec les rayons (27) dans la région (26) & partir. du
point [(x,, ¥,, 2,), (5,,{,)]; d’autre part, que les fonctions u(s, #), ¢(s, ¢), ¥(s, t), qui
figurent dans les conditions initiales (28), relatives & ce point, sont calculables dans
la région M, , & partir de (s,, {,) avec les rayons R,, R,. En vertu du n° 25, les inté-
grales u, v, w admeltent donc, en

[(xa’ yu’ 20)’ (SoY to)]:

les rayons de convergence (27), et 'on peut calculer par cheminement direct, du
premier sommet de (36) au deuxiéme, tant les coefficients du systéme (19) que les
intégrales u, v, w. Ce premier pas étant fait, il est clair que les coefficients du sys-
téme (19) sont des fonctions calculables avec les rayons (27) dans la région (26) a
partir du point [(x,, y,, 2,), (s,, t,)], et tout revient alors & prouver que les seconds
membres des conditions initiales relatives & ce dernier point sont calculables dans la
région M, , & partir du point (s,, ¢,) avec les rayons R, R, : car, cette derniére pro-
priété une fois établie, on se trouvera, vis-a-vis du deux1eme sommet de (36), (lans
la situation ou I'on était il y a un instant vis-a-vis du premier.

Or, pour avoir les seconds membres des conditions initiales relatives au deuxicme
sommet, [(x,,Y,, 2,), (s,, {,)], du chemin (36), il faut, aprés avoir calculé par che-
minement direct les intégrales u, v, w du premier sommet de (36) au deuxiéme, in-
troduire dans les développements obtenus I’hypothése numérique

x, y,z:wi,y,,z,.

Mais on peut, au lieu de cela, procéder d’une maniére un peu différente : il revient
au méme en effet (I, B) de cheminer de

[(a:o’ yo’ Zu)’ (So’ to)]
[(xo’ yo’ Zo)’ (Sl’ tl)]’

en
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et de faire ensuite
T, ¥, 2=, Y, 2,

D’ailleurs, les intégrales u, r, w étant, cn vertu de 11, calculables avec les rayons (27)
dans la région

[(J‘,n’ yo’ :o)’ m.v,t]
a partir de

[(xo’ yo’ Zo)’ (807 lo)]7

la fonction obtenue par cette dernicre suite d’opérations est calculable (I, C) avec les
rayons R, R, dans la région R, , & partir du point (s,, ¢,). C’esl ce que nous vou-
lions élablir.

[27] Désignant par &, une région de l'espace [(x,, ..., x,)] qui soit limile de
région parfaite (n° 45), par £, une région de l'espace [(y,, ..., ¥,)] qui jouisse de la
méme propriété, et par (x', ..., %) un point particulier choisi comme on voudra
dans &, considérons, dans le systéme linéaire el passif des hk équations (1), les inté-
grales particuliéres répondant aux conditions initiales (3), que nous transcrivons
ci-dessous :

=0y, ...y, pour x, ... &=,

i=1,2,...,k).

Cela étant, si, d'une part, les coefficients du systéme (1) sont olofropes dans la
région (&,, &), si, dautre part, les fonctions données
(u‘.(y’ y ey yp)

(i=1,2, ..., k),

qui figurent dans les conditions initiales (3), sont oloiropes dans la région &
grales dont il s’agit le sont elles-mémes dans la région (8,, & ).

» les inte-

(Cette proposition est indifféremament applicable dans le monde des quantités
réelles ou dans celui des quantités imaginaires).

Pour fixer les idées et avoir des écritures plus commodes, on supposera, comme
dans les démonstrations des deux numéros précédents, k=3, j=3, piz, et on
remplacera les notations (17) par les notations (18), ce qui donnera, au lieu de (1),
le systtme (19) ou (20). Les deux régions désignées dans I'énoncé ci-dessus par
¢,, & seront remplacées respectivement par &, , .. &, (limites, I'une et P'autre, de
régions parfaites), et I'énoncé lui-méme prendra la forme suivante :

Un point, (x,,y,, 2,), étant pris & volonié dans larégion &, , ., considérons, dans
le systéme passif. (rg) ou (20), les intégrales particuliéres qui répondent aux condi-
tions initiales

u=nu(s, )
@7 v=g(s, ), pOUr X,¥, Z==T,,¥,, Zy-

W=y (s. 1)
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Si, d’une part, les coefficients du systéme sont olotropes dans la région (&, , ., &, ),
si, d’autre part, les fonctions u(s, 1), 9(s, 1), ¥(s, {) le sont dans la région & , les in-

tégrales dont il s’agit le sont elles-mémes dans la région (£, , ., &, ,).

I. Aux valeurs fondamentales, «,.7y,, z,, choisies pour x,y, z dans la ré-

gion &, ., adjoignons des valeurs fondamentales, s, choisies pour s, { dans la

région & ,. De la définition des limiles de régions parfaites (n° 45) résultent les

0)

conséquences suivantes :
Il existe, dans I'espace [(x, y, 2)], quelque suile illimitée de régions parfaites,

! " (m)
D U Py oo e . R ,
loutes extraites de &, ., comprenant loutes le point (z,, y,, ,), et jouissant de la
double propriété : 1° que tout point de &, . finisse, a partir d’'une valeur suffi-

y. 2°, que, pour toule valeur de m,

la région (limilée et compléte), ffr"')‘ ., obtenue par ladjonclion A

samment grande de m, par étre situé dans 9,]3('"
(m)

X, Y.z
(m+x)

des

(m)

divers points semi-extérieurs a . . soit entitrement comprise dans B

Semblablement, il existe, dans lespace [(s, D)]. quelque suite illimitée de régions

parfaites,

’ "
B By e B O :

loutes extraites de &, ,, comprenant toutes le point (s, {), et jouissant de la double
propriété : 1° que tout point de & , finisse, & partir d’une valeur suffisamment

grande de m, par étre situé dans %&:’?; 2° que, pour toute valeur de m, la région

(limitée et compléte), fﬁ:’?, obtenue par I'adjonction a aBg'? des divers points
semi-exlérieurs a ng’? soit entiérement comprise dans $(st"t+').

Je dis qu’en attribuant & lentier m une valeur particulié¢re déterminée (quel-
conque), les intégrales de (19) répondant aux conditions initiales (37) sont olotropes
dans la région

(38) | € USRI VN

Effectivement, la région limitée et compléte (n° 412, 1)

(39) (F )
se trouvant entiérement comprise dans la région normale
P g
(m+1) (m+ )
(%I, Ys 2 )

ou les divers coefficients du systéme (19) sont olotropes, il résulte d’une propriété
connue (voir le début du n° 9) que ces coefficients admettent, en un point variable
de (39), un systéme d’olométres (au moins) égaux & des quantités positives fixes

Fac. des Sc., t. VII. 19
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convenablement choisies; & plus forte raison en est-il de méme en un point variable
de la région (38), entiérement comprise dans (3g).

Semblablement, la région limitée et compléte fg’? se trouvant entiérement com-
prise dans la région normale ZBg"l“L‘), ot les fonctions données u(s, 7), o(s, &), $(s, )
sont olotropes, ces derni¢res admeltent, en un point variable de fg"t), un systéme
d’olométres (au moins) égaux & des quanlités positives fixes convenablement choi-
sies ; & plus forte raison en est-il de méme en un point variable de 2B§f").

En conséquence, on peut assigner des constantes positives, R, Ry, R, R, R,, telles:
1° que les divers coefficients du systéme (19) soient calculables par cheminement
dans la région (38) avec les rayons R, I, R, R, R,; 2° que les fonctions données
u(s, 1), 9(s, 1), (s, §) soient calculables par cheminement dans la région 2]32("!) avec
les rayons IR, R,.

Cela étant, il résulte du numéro précédent que les intégrales de (1y) répondant
aux conditions initiales (37) sont calculables par cheminement dans la région (38);
et, comme cette derniére est une région parfaite, il résulte du n° 44 que les intcé-

grales considérées y peuvent étre assimilées a de véritables fonctions olotropes.

IL. Les intégrales de (19) répondant aux conditions initiales (37) sont, comme nous
voulions V'établir, olotropes dans la région (8, , ., &, ,). ‘

I1 suflit, pour s’en convaincre, d’observer qu’en vertu de I, elles sont olotropes,

quel que soit m, dans la région (38), et de se reporter & notre remarque du n° 6.

[28] Dans les espaces réspectifs

(G PR 19) EE (/PRRRP S

désignons, comme au début du numéro précédent, par €, & des régions qui soient
limites de régions parfaites, et considérons, dans le systéme linéaire et passif des
hlk équa.tions (1), les inconnues u,, ..., u, comme dépendant, non seulement des
h+p variables

Tye oy iy,
A « Yoo
mais encore des k variables
! !
uy, o,

qui ne figurent pas explicilement dans le systéme.

Cela étant, si les coefficients du systéme (1) sonl ololropes dans la région (£, &),

{0}

si, de plus, on désigne par ('), ..., %) un point particulier choisi & volonté dans &,

les intégrales particuliéres de (1) qui répondent aux conditions initiales

— pf® o)
L, =, ..., 2

o

{ (i=1,2, ...,k

ot
Sui_u‘. pour x

(ho)
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Jouissent, dans toute U'élendue de la région

(e, 2, (@),

de la double propriété suivante :

1° Elles y sont olotropes.

2° Leur déterminant différenliel, pris par rapport & u',, ..., o', y esl constamment
différent de zéro.

Observons tout d’abord qu’en vertu des n>* 45 et 46, la région (8?/, [(u')]), extlraile
de V'espace , ,

1 A N W

est une limite de région parfaite. »

Cela étant, la premicre des deux propriétés formulées dans notre énoncé est une
simple conséquence du numéro précédent, puisque les coeflicients du systéme (1),

considérés comme fonctions des x, des y el des u', sont olotropes dans la région
’
(e, ¢, (@),

et que les scconds membres, u';, des conditions initiales (40), considérés comme
fonctions des y et des u', le sont dans la région (8,,, [(u’)]) .

L’olotropie des intégrales une fois constatée, la non-nullité de leur déterminani

p g

différentiel, pris par rapport a u',, ..., u/,, découle immédiatement du n° 24.

[29] Si I'on suppose que le groupe des variables y,, .. ., Y, Wexisle pas, les pro-
positions des n>* 27 et 28 deviennent les suivantes :

La région &, étant, dans U'espace [(z,, ..., x,)], une limite de région parfaile,

considérons le systéme passif des hk équations

{ du,
p s ; -=F,;
(.]I) ? &.’Ej
((t=1,2,...,k),

ou les seconds membres F, ; sont des expressions linéaires en u,,...,u,, ayant pour
coefficients des fonctions données de x,, ..., x,.

L. Les inconnues u,, ..., u, élanl supposées dépendre uniquement des h variables

x - &, el les coefficients du systéme linéaire et passif (41) élant supposés olo-

e}
tropes dans la région &, spécifiée ci-dessus, les intégrales particulicres de (41) assu-
Jetlies & prendre des valeurs numériques arbitrairement données quand les variables
Ly, .., L, prennent elles-mémes des valeurs numériques arbitrairement données dans

¥, ne peuvenl manquer d'élre ololropes dans loule U'étendue de celle derniére région.

IL. Considérons actuellement les inconnues u,, ..., u, du systéme linéaire et
passif (41) comme dépendant non seulement des h variables x, ..., x,, mais encore
des k variables u',, ..., W', qui nc figurent pas explicitement dans le systéme.
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Cela étant, si les coefficients du systéme (41) sont olotropes dans la région &, spé-
cifiée ci-dessus, si, de plus, on désigne par (x'', ..., ') un point particulier choisi
a volonté dans celle région, les intégrales particuliéres de (41) qui répondent aux con-
ditions iniliales

w=u'; pour x,...,x, =z . . 20
(i=1,2,...,k)
sont données par des formules

(o, =Uyx,, ...,x,, u, ....d))
(42) . ’ ‘
(f=r1,2,...,k),
dont les seconds membres, U,, jouissent, dans loule U'élendue de la région (21, [(u’)]) , de
la double propriété suivande : 1° Iis y sont olotropes. »° Leur déterminant différentiel,

pris par rapport ¢ w',, ..., w',, y est constamment différent de zéro.

[30] Les mémes choses étant posées et les mémes notations étant adoptées que
dans I'énoncé Il du numéro précédent, considérons, outre les trois groupes de
quantités '

u,, , Uy,
et
17 ’ wh ’

un quatriéme groupe,
7,

et adjoignons aux k formules (42) les A formules

U
X.—= X .
(43) .
(J=1,2,...,h);
puis, considérant la région &, de I'espace [(x,, ..., x,)], désignons par £ la région

correspondante de I'espace [(z',,...,%",)] qui s’en déduit & I'aide des formules (43).
En remplacant, dans les formules (42), les quantités x par leurs valeurs ', tirées
de (43), on aura, entre les -+ quantités x et u, d'une part, et les h+k quantités
x' et u', d’autre part, le systéme, équivalent a [(42), (43)], des h+F relations '

T, =
(J=r1,2,...,h);
(44) - , , ,
u,=U, ', ...,a,, v, ..., d)
(l=1,2,...,k).

Je dis que les h+4-k formules (44) élablissent une correspondance olotrope point par
point entre les deux régions

g= (8, (), &=(¢, (@),
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1. Si le point

_I ’ ' '
(', ....x,, d, ....u)

décrit toute la région &', le point
(/7P ) A A S

défini par les formules (44), el évidemment situé dans la région &, ne peut manquer,
pour des valeurs convenablement choisies des variables x' et u', de passer par toul
point,

S B

donné dans celte derniére région.
Considérons en effet, dans le systéme (41), les inconnues u,, ..., u, comme dé-

7

pendant u‘niquement des h variables «,, ..., x,. Cela ¢tant, I'énoncé I du numéro
précédent 29 nous montre que les intégrales particuliéres répondant aux conditions
initiales

o e 2

oY

w,=»v, pour xT,, ..., X, =

13 1 k

(i=r1,2,...,k

sont olotropes dans la région &,. Si I'on rapproche maintenant du n° 48 I'énoncé 11,
qui définit les formules (42), on voit qu’en désignant par

(0) (o)
u,, ..., u,

les valeurs numériques prises par les intégrales considérées pour

(0)

— plo)
x X, =T, .., X,

-
ces intégrales, qui répondent tout aussi bien aux conditions initiales

— o — plo) (0)
u,=u';! pour x,, ..., X, =X, ..., T,

seront fournies par les formules

—U o) o)
w,=U(x, ..., >, u}, ...,u})

1)

(i=1,2,....k):

on a dés lors, en revenant aux conditions initiales primitives, les relations numé-
riques
—U 2 gl 0)
v, =U,&,, ..., &, u ..., u¥)

(i=1,2,....k),

d’ou résulte que, dans ’hypothése
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les relations (44) donnent bien
gac.:é. (j=1,2,...,h),
(ui-——_u. (i=n1,2,...,k).

I1. Ce fait une fois établi, la correspondance olotrope point par point dont il
s’agit de prouver Iexistence résulte, & titre de simple cas particulier, de la propo-
sition exposée au n° 23.




CHAPITRE 1V

Systémes passifs non linéaires d'équations’ différentielles totales du premier
ordre; examen d'un cas ou leurs intégrales peuvent étre prolongées
analytiquement.

[34] Les notions exposées ou rappelées dans les Chapitres I, 11 et III s’appliquent
indifféremment, comme nous I'avons fait observer, au monde des quantités réelles
ou & celui des quantités imaginaires. Dans le présent Chapitre IV, nous nous borne-
rons & la considération exclusive du monde des quantités réelles : on en verra plus
loin la raison (n° 33).

Nous établirons tout d’abord le lemme suivant :

Considérons le systéme passif des hl équations

u,
(1) dx;

\

.
=F (@, T Y Y, U, wy)

(t=1,2,....k; j=1,p2, oo h),

impliquant les k fonctions inconnues

u,...,u
. . r ‘, ’ k
des h+p variables indépendantes
Ty o, Ty,
Yos oo Ype

Désignant ensuite par $, une région parfaite (n° 41) de I'espace
(&, ..y )] ou  [(@)],

par B, une région parfaite de I'espace
(@ - ¥l ou [,

et leur associant ’étendue indéfinie de P'espace

((m,, ..., u)] ou [(w)],

supposons que les seconds membres ¥, . du systéme passif (1) soient olotropes dans
loute l'étendue de la région

(2) _ (%, B, (@]),
et qu'ils y jouissent, en outre, de la double propriélé formulée ci-aprés :
1° On peut assigner ~A+p-k constantes positives,

R,, ... R,
3) 1 !
) Ry, ... R,

R , R
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telles que, en un point variable de la région (2), chacune des fonctions F, ; admette
un systéme d’olométres (au moins) égaux respectivement aux constantes (3).
2° Si I'on désigne par

s e R,
(%) \ e ‘R, ,
I

h+p+k nouvelles constantes positives, choisies comme on voudra, mais une fois
pour toutes, au-dessous des précédentes (3) respectivement, et si, dans le développe-
menl taylorien de 'un quelconque des F, ;. construit & partir d’un point quelconque,

(3) (Eys oo Ty Yoy o Yo Wys -5 W),

de la région (2), on remplace chaque coefficient par son module, et les accroisse-
ments des h-+p-+Fk variables x, y, u respectivement par les quantités (4), la somme
(positive) ainsi obtenue reste, pour tout choix du point (5) dans la région (2), cons-
tamment inférieure 4 une quantité positive fixe convenablement choisie.

Toules ces choses étanl posées, si U'on désigne par (', ..., ) un point particu-
lier choisi comme on voudra dans ¥, et par '

(Y5 o yp)
(i=1,2,...,k

des fonctions données, olotropes dans la région $,, les inlégrales particuliéres du sys--
téme (1) qui répondent aux conditions initiales

— ; — pl0) P L]
=wly,, ....¥,) pour z,....x,=z%,.. .,z

(i=1,2,..., k)

(6)

sont olotropes dans la région (%,, B,).

I. Supposons actuellement que les seconds membres, F, ., du systéme (1) soient

tous développables en séries tayloriennes & partir de certaines valeurs initiales,

4 4
<$,7 ----- Y Sk
(7) \/"Au """ » Ty
LUy e y Ugs

des variables x, y, u, et que tous ces développements admettent les rayons simul-
tanés de convergence

Pagr oone > Ty
Pyr oo s Ty
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Soient, en outre :
r une constante posilive inférieure a tous ces rayons;
M une autre constante positive supéricure aux hk sommes que I'on oblient en

remplacant, dans les développements des hk fonctions F; ., tous les coefficients par

29

leurs modules, et les différences

xr,—Z, ... y Ly— 2,
el (PRSP sy, fip
W — v, ..., , Wy v,
par la quantité positive r.
Cela étant, considérons, dans le systtme (1), les fonctions inconnues u , ..., u,
comme dépendant a la fois des h+p variables
T, ... , s
Yy oeen- s Ypo
et de It aulres variables,
w,, ..., W,

qui ne figurent pas explicitement dans ses équalions. Si Uon inlégre le systeme (1) a
partir du point

Ly=—=3, .- s Lp == Sy
Yo =0 oo - ’yp_—’llﬂ
w,=v,,..... ,u,=v,
avec les conditions initiales
{ —1 ! . = 4
®) >ui_1i pour x,, , X, =73,, y I
< (i=1,2,..., k),

les développements iniliaux des intégrales correspondantes admettent certain systéme
de rayons de convergence ne dépendant que de M et r. '

. - M .
Effectivement, si I'on pose ——— — ¥ (v), la fonction
[0}

] — —

r
IIr[(wi_:::x)_*_ e +(wh_§h)+(ya_7n)+ e +(y/;—'rlp)+(u1_ui)+ ot +(uk—uk)]

est, comme on sait, majorante des seconds membres F, ; relativement aux valeurs
initiales (7) des variables «, y, u('). Observons, d’autre part, que, d’aprés les condi-
tions initiales (8), les dérivées de tous ordres des fonctions inconnues u,, ..., u, re-

latives aux seules variables y et u' ont des valeurs initiales toutes nulles, sauf quel-

(*) Yoir Pouvrage cité, n° 1414, II.
Fac. des Sc., t. VIL 20
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ques-unes (en nombre k) du premier ordre, dont la valeur initiale est positive et
égale & 1. Cela étant, si, dans le systéme

u,

(9) dx. :11)‘[(‘7;4_:?)_*_ et +(IIL-§h)+(yl_-'ll)+ ce +(yp_71p)+(ul‘—ul>+ b +(uk—uk)]

(i=1,2,..,k; j=n1,2,...,h),

. dont on constatera aisément la passivité (*), on considére les intégrales particuliéres
qui répondent aux conditions initiales (8), les rayons de convergence des développe-
menls initiaux de ces intégrales sont en méme temps, comme il est bien facile de le
voir, rayons de convergence pour les développements initiaux des intégrales simi-

"laires de (1). Or, pour avoir les développements initiaux des intégrales considérées
du systéme (g), il suffit d’effectuer la transformation

| J— I3RS ~p—
wlﬁ‘?i_SU """"" ’ 'LILE ‘.h'—gh‘
Yo —0,=9, ... s Yo — =9,
u, —u,=u, ... , U, — v, =MW,

", .......... , ll'k——- uk:ll'k,
de considérer le systéme (passif)
du,
bst =T+ . +Ety+ .y, tut Ly

J

(i=1,2,..,k; j=1,2,...,h),

et de l'intégrer, & partir de valeurs toutes nulles des nouvelles variables indépen-
dantes, avec les conditions initiales

!

w,=w', pour g,...,%=0,...,0
(i=1,2,...,k).

Les développemenls ainsi obtenus admettent évidemment certain systéme de
rayons de convergence ne dépendant que de M et r; la méme chose a lieu, dés lors,
pour ceux qui s’en déduisent par la transformation inverse, c’est-a-dire pour les dé-
veloppemenls initiaux des intégrales particuliéres de (1) qui répondent aux condi-
tions initiales (8).

1I. Les mémes choses ¢tant posées que dans notre énoncé général, désignons
par r une constante positive inférieure ou au plus égale a la plus petite des cons-
tantes (4), et, dans les développements tayloriens des F, ;, construits & partir d’'un
point quelconque, (5), de la région (2), remplagons chaque coefficient par son mo-
dule, et les accroissements des h+p-+Fk variables x, y, u par r : il résulte de nos
hypothéses que les hl sommes positives ainsi obtenues restent, pour tout choix du

. point (5) dans la région (2), constamment inférieures & une quantité positive fixe, M,
convenablement choisie.

(*) Voir 'ouvrage cité, n° 116.
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Cela étant, si, dans le systéme (1), on considére les inconnues u,, ..., u, comme
dépendant des h+p—+k variables
Ty oo ) Ly
Yoo eeen. s Yoo
a',, ... , Wy,
dont les k derniéres, u',, ..., u';, ne figurent pas explicitement dans ses équations,
et si Lon désigne par %, ..., %, des valeurs iniliales de x,, . .., x, choisies comme on
voudra dans la région §_, par [(u)] 'étenduc indéfinie de I'espace [(u,, ..., u')],

les intégrales de (1) qui répondent aux condilions initiales (8) sont olotropes dans la

région .
E: e <] ‘T < Ej + <

10

(10) ( (J=1,3,...,h)

o ¢ désigne une quantité positive fixe convenablement choisie, ne dépendant que de r

@),

el M, et, par suile, ne dépendant pas du choix de %,, .. ., &, dans la région P,.
Considérons en effet la région

() s, ],

-

ou (%, ..., &, désigne le point Jixe donné dans P, el intégrons le systéme (1) &
partir d’un point quelconque de cette région avec les conditions initiales (8). En vertu
de l'alinéa I, quelques valeurs initiales de Yir oo Y, et ..., u'y que I'on choi-
sisse dans B, et [(u)] pour les associer aux valeurs initiales o5 dex,, . . .2,
les développements tayloriens obtenus pour les intégrales admettront des rayons de
convergence (au moins) égaux & une quantité positive fixe ¢, convenablement choisie,
ne dépendant que de M et r. .

Cela posé, désignons par (v, ..., 7,) un point arbitrairement choisi dans B,
par Q une constante positive de grandeur arbitraire, par L, /le domainedel'espace[(u')]
ayant pour centre le point (o, ..., 0) avec des rayons tous égaux A Q, enfinpar®, la
région de I’espace ([(y)], [(u’)]) constituée par I'association des régions B, Q. ,eq
l: domaines

—Q<Tu, <CQ, ..... ,  —Q<u,<Q,
respectivement extrdits des k espaces
(@), ... S (UM

étant tous, comme on le voit aisément, des régions parfaites, le domaine Q,, de
Vespace [(u/,, ..., u',)] ou [(&)], qui résulte de leur simple association, sera une ré-
gion parfaite de ce dernier espace (n°12); et, cela étant, la région (B,, Q,7), ou R,

de l'espace ([(y)] [(@ )]), sera aussi, pour la méme raison, une région parfalte Si
donc on considére, d’une part, le point

(12) ("]4!"'7711;, 0, ..., O)
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de cette derniére, d”autre part, le rayon de convergence ¢ spécifié ci-dessus, il existe
quelque suite limitée de domaines (dont quelques-uns éventuellement répétés dans
cette suite) ayant leurs p4-k dimensions moindres que ¢, formant par leur ensemble
une région qui comprend toute la région R,/ (avec des points étrangers a celle-ci),
et tels : que le premier des domaines de la suite contienne le point (12), que 1'un
quelconque d’entre eux ait avec le précédent quelque point commun situé dans R,
enfin, que la région commune a I'un quelconque d’entre eux et & la région formée
par I'ensemble de tous les précédents soit continue. Soit

(13) IS ¥,

ysu'?

an
..... ;o

une semblable suite. Apreés avoir intégré le sysléme (1) & partir du point

(14) G5

Wy -1y Oy oo, O)

de la région (11) avec les conditions initiales (8), nous prolongerons analytiquement,
a l'aide des considérations exposées au n° B, les développements initiaux obtenus.
Désignons a cet effet par a(y‘ )u, le point (12) de 'espace ([(y)] , [(u’)]) , par & le point
(%, .- .,3,) del'espace [(x)], et par ¢, le domaine de ce dernier espace qui a pour centre
le point Z avec des rayons tous égaux & :. Le point a(v")u, étant commun i R
b(y')u,, il résulte de ce que nous avons dit au début de la démonstration du présent
alinéa II que lintégration de (1), effectuée & partir du point (%, al* y ) [Cest-a-dire du

point (14)] avec les conditions initiales (8), donne pour les i 1nc0nnues des fonctions

olotropes dans la région (1)
(cl" b\l u’ ) M
Cela étant, si, comme les propriétés de la suite (13) nous le permettent, on con-

sidére un point, a” >

ll” Y, u’?
qu'on développe les intégrales dont il s’agit & partir du point (%, at . u,), ch0151 main-

tenant comme initial, ces intégrales, qu'on peut encore, relativement au nouveau

de | s situé a la fois dans les deux domalnes b(

¥, u” y,u

choix ot Z n’a pas changé, considérer comme déterminées par les conditions ini-

tiales (8), seront, pour la méme raison que ci-dessus, olotropes dans la région
(2) y.
(cz’ by, u') ’
il en résulte, puisque, en vertu des propriétés de la suite (13), la région commune
a bﬁf)u, et 4 »") , est continue, qu’elles sont olotropes dans la région
D v

(e, d, 407

v, u

Semblablement, si I'on considére un point, a

b(f)u,, et qu’on développe les mtegrale: dont il s’agit & partir du

de R, situé i la fois dans les

uV )
deux domaines b(“)u,,

point (2, aff ), choisi & son tour comme initial, ces intégrales, qu’'on peut encore,

relativement au nouveau choix ou % n’a pas changé, considérer comme déterminées
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par les conditions initiales (8), seront, pour la raison déja invoquée deux fois, olo-
tropes dans la région 3
(e, 03

(1)

il en résulte, puisque la région commune a d,",

(2) 2 33 ag ; ‘alles
+ byj o eta by’ . est continue, qu elles
sont olotropes dans la région
) () (3)
o b(vx w Dy By )
Et ainsi de suite.
En continuant jusqu’a épuisement des domaines de la suite (13), on voit que les

intégrales considérées sont olotropes dans la région

(1) (2) (H) \ .
(e,, bv’ wt by’ wt oo+ by, ",).

elles le sont donc, a plus forte raison, dans la région
(cx’ my,u’) ou (ex? %y’ Qu’)’
puisque R, 7 ou (B,, Q) se trouve compris dans

(1 H)
by,>u’_+— b(vii>u’+_ et b(y, u'”

Finalement, comme la constante posilive Q, valeur commune des /& rayons
de £, peut étre choisie aussi grande qu’on le veut, la méme conclusion s’applique
3 ‘o ' s
a la région (el, B, [(u )]), qui n’est autre que (10).

III. En attribuant aux notations %,, P, le méme sens que dans notre énoncé gé-
néral, désignant par (%,. ..., z,), comme & I'alinéa 11, un point pris a volonté dans la
région B, el par

7Y Yy)
(i=1,2,...,k)

des - fonctions données, olotropes dans la région $,, les inlégrales particulieres de (1)
qui répondent aux conditions initiales

5 " .
% w,=nr(y,, .-, ¥,) POUr X, ..., L, =3, ..., 3

(15)

sont olotropes dans la région

E.j_s<xj<&j+5 ?13)
(j=r1,2,...,h) ALY

ol « désigne la constanle positive spécifiée a U'alinéa 11.
Pour obtenir les intégrales dont il s’agit, il suffit, comme nous allons le voir, de
former celles qui répondent aux conditions initiales (8), et d'y faire ensuite

S u,=n0, - yp)

(16) { (i=1,9,...,k).
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Considérons en effet les intégrales, u,, ..., u,, dé (1) qui répondent aux condi-
. e . " du,; . .
tions initiales (8), et soient (u,), <) ce que deviennent respectivement u,,
[Soom
J
u, Coe e s
o Par la substitution (16) : de I'identité
L
u,
) S=F, e, @ Y LY Uy s ],

XL

qui a lieu quels que soient les x, les y et les @', on tire immédiatement I'identité

u,

Y - Fi,j[xn e Ly Yoy e "yp7 (u4)! ) (uk)J )

i A
qui a lieu quels que soient les « et les y. D’autre part, en développant u; suivant les
puissances de x,—%,, ..., x,—%,, on apercoit trés facilement 'identité

<Dui> A
dx; a;
qui a lieu, comme la précédente, quels que soient les x et les y. En rapprochant ces
deux identités, on en déduit

Db(—:;) =F, [z, .. % ¥ ce Y (@), o (ml,
d’ou résulte que (u)), ..., (uk) sont bien des intégrales de (1). Enfin, comme, dans le
développement de u, formé ci-dessus, le terme indépendant des différences x,—&,, . . .,
x,—E, est u';, les intégrales (u,), ..., (u,) satisfont manifestement aux conditions
initiales (15).

Ainsi, les intégrales de (1) qui répondent aux conditions initiales (15) se déduisent
bien, par la simple substitution (16), de celles qui répondent aux conditions ini-
tiales (8). Cela étant, le simple rapprochement de I'alinéa II avec le principe général
des fonctions composées suffit & établir le point que nous avons actuellement en vue.

IV. Revenons i notre énoncé général.

De ce qui vient d’étre établi a 1’alinéa III résulte la conséquence suivante :

Si I'on désigne par (§,, ..., &,) un point donné dans §,, et qu’on assujettisse les
intégrales de (1) & se réduire, pour

-
Ly ooy XYy=23y5 -2 Zps

a des fonctions données de y,, ..., y,, olotropes dans la région %, les intégrales
dont il s’agit sont olotropes dans la région

<§j—5<wj<§j+5, $y>,

(j=1,2,...,h)
ou ¢ désigne une quantité positive suftisamment petite, qui reste la méme, quels que
soient, d’'une part, le point (%, ..., Z,) choisi dans $,, d’autre part, les fonctions

données de y,, ..., Yo
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Considérant alors, en méme temps que cette constante positive <, le point
(7 @, .2,
de la région parfaite $,, qui figure dans les conditions initiales (6), faisons-leur
correspondre, conformément & la définition du n° 44, une suite limitée de domaines
(dont quelques-uns éventuellement répétés dans cette suite) ayant leurs & dimensions
moindres que ¢, formant par leur ensemble une région qui comprend toute la ré-
gion P, (avec des points étrangers & cette derniére), et tels : que le premier des do-
maines de la suile contienne le point (17), que I'un quelconque d’entre eux ait avec
le précédent quelque point commun situé dans $,, enfin, que la région commune &
I'un quelconque d’entre eux et a la région formée par I'ensemble de tous les pré-
cédents soit continue. Soit '
(18) . o, N
une semblable suite. ‘

Le point (17) étant commun & $, et & ), il résulte de ce qui a été dit au début
du présent alinéa IV que les intégrales de (1) répondant aux conditions initiales (6)
sont olotropes dans la région

@4, B,):

si l'on considére d’ailleurs, comme les propriétés de la suite (18) nous le permettent,
un point de $, situé & la fois dans les deux domaines ), ), les intégrales dont il
s’agit se réduisent, en un pareil point, i certaines fonctions déterminées de Yiree Yy
olotropes dans la région P,, et peuvent étre considérées comme repondant a ces
nouvelles conditions initiales.

Cela étant, et pour la méme raison que ci-dessus, on voit qu’elles sont olotropes
dans la région

(5, B,),

d’ott résulte (n° 5), puisque, en vertu des propriétés de la suite (18), la région com-
mune & »"} et & % est continue, qu’elles sont olotropes dans la région

(b(ﬂ b( 2) as )

si 'on considére d’ailleurs un point de $_ situé i la fois dans les deux domaines
2%, ), les intégrales dont il s’agit se réduisent, en un pareil point, & certaines
fonctions déterminées de y,, ..., y,, olotropes dans la région P, et peuvent étre
considérées comme répondant & ces nouvelles conditions initiales.

Cela étant, et toujours pour la méme raison, elles sont olotropes dans la région

O P

d’oli résulte, puisque la région commune & %' + d® eta »* est continue, qu'elles

sont olotropes dans la région
O + 95 + 30, 3,);
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si l'on considére d’ailleurs un point de $§, situé & la fois dans les deux domaines
»%), "), les intégrales dont il s'agit se réduisent, en un pareil point, & certaines
fonctions déterminées de y,, ..., y,, olotropes dans la région $,, et peuvent étre
considérées comme répondant a ces nouvelles conditions initiales.

Et ainsi de suite.

En continuant jusqu’a épuisement des domaines de la suite (18), on voit que les
intégrales considérées sont olotropes dans la région

CRES TR K OE
elles le sont donc, a plus forte raison, dans la région

(B B,),

puisque g, se trouve compris dans
(1) ) (K)
LN U S

Ainsi se trouve ¢tabli notre lemme.

[32] Désignant actuellement par £, une région de I'espace [(x,, . ... x,)] qui soit
limite de région parfaite (n°15), par £, une région de I'espace [(y,, ..., y,)] qui
jouisse de la méme propriété, et par (%, ..., z'?) un point particulier choisi comme

on voudra dans &, considérons, dans le systéme passif des hk équations (1), les
intégrales particulieres répondant aux conditions initiales (6), que nous transcrivons
ci-dessous :
w=uo,y,, -..,y,) pour x, .. ., x,=z ..,z
i=1,2,...,k).

Si, d'une part, les seconds membres ¥, ; du systéme passif (1) sont olotropes dans
la région

(2. 2, (@),

et que chacun d’'eux admelle, par rapport a chacune des k variables u, quelque période
réelle; si, d’autre part, les fonctions données

(oi(yx’ M4 yp)

(i=1,2,...,k),
qui figurent dans les condilions initiales (6), sont olotropes dans la région &, : les inté-

grales particuliéres répondant & ces conditions initiales le sont elles-mémes dans la
région (£,, & ).

(Cette proposition, ainsi qu’il résulte d’'une remarque faite ci-aprés au n° 33, ne
s’applique pas au monde des quantités imaginaires.)
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I. Soient

R, , une région normale de I'espace (['(;73)] , [(y)]);

Flx, ...z, 5, .. Y, U, .., u,) une fonction des h+p-+Fk variables x, v, u,
possédant la double propriété d’étre olotrope dans la région (m,_y, [(u)]), et d’admettre
par rapport a chacune des % variables u quelque période réelle;

f,., un fragment limité et complet de la région normale R, ,-

Cela étanl, nous noterons les deux points suivants :

1. 0n peal assigner h+p+Fk constanles positives,

R, , ... R,
\ 1 h
(11)) RI-’M’ ..... y R’”l' ‘
' / R, ,..... N (U
1 k

lelles que, en un point variable de la région (fx,y’ [(”)]) , la fonclion I admelle un sys-

léme d’'olomélres (au moins) éganx respeclivemenl aur constanles (1v)).

Désignons en effet par Q,, ..., Q, les k périodes (réelles) que la fonction F est
supposée admettre par rapport aux & variables respectives u,, . ... u,, et qu'il est

évidemment permis de supposer posilives; désignons en outre par f, la région

limitée et compléte de I'espace [(u)] que définit le systéme des relations
oSu,<LQ, ... , oZu,<Q,,

et considérons, dans la région (fw, [(u)]), le fragment limité et complet (f, , f,)-
En un point variable de ce dernier, la fonclion F admmet, d’aprés ce qui a été dit au
n"9, un systéme d’olomeétres (au moins) égaux A certaines constantes positives, (19g),
convenablement choisies. Tout point de la région (f_mj, [(_u)]) peut d’ailleurs se dé-

duire de quelque point,

- -
(20) (;1""’:.117T“""’-'Ip‘ 'J‘,...,'J,‘_),

de la région (f, ,, f,) en ajoutant aux & dernitres coordonnées, u,, . .., v, de celui-ci

cerlains multiples entiers (positifs, nuls, ou négatifs) des conslantes respectives

Q,, ..., Q,, clon pourra dés lors le représenter par la notalion

(21) (;4’ R :-IL' 7“’ T 7]1)' Ui+n££21Y Tt Uk+”h£21.‘)‘

ou n,, ..., n,; désignent des entiers; comme la fonction I, en vertu de nos hypo-
théses, admet, par rapport aux k variables u,, ..., u,, les k périodes respectives
Q,,...,Q,, ses développements tayloriens, construits & partir des deux poinls (20)

et (21), ont leurs coefficienls semblables respectivement égaux : la propriété constatée
pour le fragment (f, , f,) relativement aux olométres de 1a fonction F subsiste donc
pour toute I'étendue de la région (tw, [(u)]). .

Fac. des Sc., t. VII. 21
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2° Désignons maintenant par

gﬁll, ...... R,
(22) ) R!/U ...... , Ryp,
L Ry,

des quanlités positives choisies comme on voudra, mais une fois pour toutes,
au-dessous des quantités (19) respectivement, et, dans le développement taylorien
de I, construit & partir d'un point quelconque,

(23) N I AT TRTS A N A B

de (fw, [(u)]) , remplacons chaque coefficienl par son module, et les accroissements
des h+4p-+k variables par les quantités positives (22). Cela étant, la somme positive
ainsi obtenue reste, quel que soit le point (23) choisi dans (fx’y, [(u)]), constamment
inférieure a une quanlité posilive fixe convenablement choisie. _
Effectivement, si, au lieu de (fxyy, [(u)]), on considére (f,,, f,), la propriété &
établir résulte immédiatement du n° 9; et, cela étant, elle ne peut manquer d’étre

vraie pour (f.t,y, [(u)]) , & cause de la périodicité de F par rapport a chacune des va-
riablesu,, ..., u,.

II. Revenons aux inlégrales du systéme (1) déterminées par les conditions ini-
tiales (6).

Aux valeurs fondamentales,

o
(24) W, o 2,
choisies pour «,, ..., x, dans la région & , adjoignons des valeurs fondamentales,
5 (0)
(25) Yo, LYY,

choisies pour y,, ..., y, dans la région & . De la définition des limiles de régions
parfailes résultent les conséquences suivantes :

11 existe, dans U'espace [(x,, . ..,x,)], quelque suite illimitée de régions parfailes,

B, B, . ,OBm :

toutes extrailes de &, comprenant toules le point (24), et jouissant de la double
propriété : 1° que tout point de &, finisse, & partir d'une valeur suffisamment grande
de m, par étre situé dans %g"); 2° que, pour toute valeur de m, la région (limitée
et compléte), fg"\’, obtenue par l'adjonction a QB&'_") des divers points semi-extérieurs
a 2]33") soit entiecrement comprise dans QB(@_M”).

Semblablement, il existe, dans V'espace [(y,, ..., ¥,)], quelque suite illimitée de

régions parfaites,

4

4 )
B, B, N ,

toutes extraites de €, , comprenant toutes le point (23), et telles : 1 que tout point
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de g finisse, a partir d’une valeur suffisamment grande de m, par étre situé¢ dans

s(m)

v 9,B(v’"); 2° que, pour toute valeur de m, la région (limitée el compléte), §,”, obtenue

par ladjonction a 2B§”” des divers points semi-extérieurs A 33;’") soil entiérement

comprise dans 2]3;,”"").

Jedis qu’en attribuant d Uentier m une valeur particuliére détermincée (quelconque),
les intégrales de (1) répondant aux condilions iniliales (6) sont olotropes dans la région

- )
(26) CHUN R
Il résulte en effet de T'alinéa I que les seconds membres F, ; du systéme (1),

olotropes, en vertu de notre hypothése, dans la région
(B Y ),
jouissent, dans toute la région
(A A (D)
et, & plus forte raison, dans loute la région
(27) (B0 8", (W),

qui fait partic de la précédente, de la double propriété spécifiée au débul du n* 31,
savoir :
1° On peut assigner k--p-/% constantes positives,

\BI ..... R,
8) , ,

(28, Ry, .. R,

(R’u e R,

k

telles que, en un point variable de la région (27), chacune des fonctions F, ; admelte
un systéme d’olométres (au moins) égaux respectivement aux constantes (28).

2° Si l'on désigne par

Rﬁ, ...... , Rl‘/ s

(29) Rh, ...... , Ryp,
(R, , .. ..., , R,

&

h+p+h nouvelles constantes posilives, choisies comme on voudra, mais une fois
pour toutes, au-dessous des précédentes (28) respectivement, et si, dans le déve-
loppement taylorien de 1'un quelconque des F, ;, construit & partir d’un point quel-
conque,

(30) (s ooy Yoo n Yo Uy oy 1),

12

de la région (27), on remplace chaque coefficient par son module, el les accroisse-

ments des h+p+k variables @, y, u respeclivement par les quanlités (29), les
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hl sommes posilives ainsi obtenues restent, pour lout choix du point (30) dans la
région (27), constamment inférieures & une quantité positive fixe convenablement
choisie. v

Cela étant, la conclusion du n° 34 est applicable, et assure 'olotropie, dans la
région (26), des intégrales considérées du systéme (1).

II. Les intégrales du systéme (1) répondant aux conditions initiales (6) sonl,
comme le dit notre ¢noncé général, olotropes dans la région (&, £,).

11 suffit, pour s’en convaincre, d’observer qu’elles sont olotropes, (uel que soit m,
dans la région (26), et de se reporter & notre remarqua du n° 6.

- |33] 1l est essentiel d’observer ici que les remarques exposées dans I'alinéa [ du
numéro précédent ne peuvent s’étendre au monde des quantités imaginaires. Si l'on
suppose en elfel que

Ve, ....,x,, ¥, ce Y Wy e, W)

o

soit une fonction des variables imaginaires «, y, u, olotrope dans la région
(2)11.”, [( u)]) , el que l'on désigne par f, , un fragment limité et complet de la région
normale &, , la considération des développements tayloriens de F qui correspondent
aux divers poinls de la région (flfyy, [(u)]) ne pourrait, comme dans l'alinéa cité, étre
restreinte & une région limitée et compléte de 'espace

(@1, (1, [))

qu'en supposant I' bipériodigue par rapport a chacune des variables u : or, on sait
qu'une fonction bipériodique d’une variable imaginaire ne peut, & moins de se
réduire & une constante, étre indéfiniment olotrope, et la fonction F ne contiendrait
dés lors aucune des variables u.

Revenant au systéme (1), on serait donc conduil & supposer que ses seconds
membres ne conticnnent pas les fonctions inconnues u,, ..., u,, ce qui ferail
retomber sur un cas lrés particulier des systémes linéaires considérés au Chapitre
précédent.

[34] Dans les espaces respectifs

(A7) P [ A AP ) B

désignons, comme aa n" 32, par &, & des régions qui soient limites de régions
parfailes, et considérons, dans le systéme passif des hk équations (1), les inconnues

u,, ..., w, comme dépendant, non sculemenl des h+p variables

N A

1)

ya’ st .vp"
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mais encore des k variables
’

!
wy, .., uy,

qui ne figurent pas explicitement dans le systéme.

Cela étant, si les seconds membres F, ; du systéme passif (1) sont ololropes dans la
(2., &, [(W)]),

el que chacun d’eux admelle, par rapport & chacune des k variables u, quelque période

région

réelle; si de plus, on désigne par (x'9, ..., ') un point particulier choisi comme on
voudra dans &, : les intégrales particulidres de (1) qui répondent aunx conditions ini-
tiales

n(0)
x

— . = pl0)
u,—u,; pour Ly ooy, =X ...,

([:l, 2, ..., /f)
Jouissenl, dans loule U'élendue de la région
r
(€., 2, (&),
de la double propriété suivanle :
1° Elles y sont ololropes.
2° Leur déterminant différenliel, pris par rapport ¢ o',, . . .,u',, v esl constamment
différent de zéro.
Raisonnement analogue & celui du n°28.

[385] Sil'on suppose que le groupe des variables y,, .. ., y, n'existe pas, les pro-
positions des n>* 32 et 34 deviennent les suivantes :

La région &, étant, dans Uespace [(x,. ..., «,)], une limile de région parfaile,
considérons le systéme passif des hl équations

g 2 =F(x, . .., x, 4, ..., u)
31) ) ox; B mro
(i=1,2,..,k; j=1,2,...,h).
L. Les inconnues u,, ..., u, élanl supposées dépendre uniquement des h variables
Xyy ooy Xy, Stles seconds membres F, ; du systéme (31) sont olotropes dans la région

(2,6, [(u)]), el que chacun d’eux admette, par rapport & chacune des k variables u,
quelque période réelle, les intégrales particulieres de (31) assujelties & prendre des
valeurs numériques arbilrairement données quand les variables x,, . .., x, prennen!
elles-mémes des valeurs numériques arbitrairement données dans £, ne peuvent man-
quer d’élre ololropes dans toute I'étendue de cetle derniére région.

IL. Considérons actuellement les inconnues u,, ..., u, du systéme passif (3r1)
comme dépendant, non seulement des h variables x,, ..., x,, mais encore des k va-
riables u',, ..., u';, qui ne figurent pas explicitement dans le systéme.

Cela étart, si les seconds membres ¥, ; du systéme (31) sont olotropes dans la région
(QN [(u)]), et que chacun d'eux admette, par rapport & chacune des Ik variables u,
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quelque période réelle; si, de plus, on désigne par (', ..., %)) un point particulier
choist comme on voudra dans &, : les inlégrales particuliéres de (31) qui répondent
aux conditions iniliales

— c o p — mplol pl0)
u,=u'; pour x,...,x,=xa, ...,z
(i: 1,2, ..., /1')
sont données par des formules,
/ 17 /- ' '
(32) Ve, =U(x, ...om,, W, )
{ (i=1,2,..,k),

dont les seconds membres, U;, jouissent, dans loute 'étendue de lu région (£,., [(w)]), de
la double propriété suivanle : 1* Ils y sont olotropes. 2° Leur délerminant différentiel,
pris par rapport a w',, ..., w,, y est constamment différent de zéro.

[36] Les mémes choses étant posées ct les mémes notations étant adoplées que

dans I'énoncé Il du numéro précédent, considérons, oulre les trois groupes de

quantités
u, ..., u,,
w,, ..., u,
Ly o, Xy,
un quatri¢éme groupe,
', x5,

et adjoignons aux k formules (32) les & formules

(33) Y mTE
’ Z(_]:x,:z,u.,h);
puis, considérant la région &£, de I'espace [(x,, . . ., z,)], désignons par & la région
correspondante de I'espace [(a',, ..., =',)] qui s'en déduit & I'aide des formules (33).
En remplacant, dans les formules (32), les quantités a par leurs valeurs «', tirées de
" (33), on aura, entre les A+k quantités o et u, d’'une part, et les A+k quantités x' et w’,
d’autre part, le systéme, équivalent a [(32), (33)], des h+F relations

i xT;=ux'
\ (j=1,2, ..., h);

(3'/1) ) - r r i ’
}ui:li(a)i, o u, ool
\ (i=1,2,...,k).

Cela ¢tant, les h+k formules (34) élablissent une correspondance ololrope point
par point entre les deux régions

o= (e, (@), €= (2 (@)

Méme raisonnement qu’au n° 30.



(1)

CHAPITRE V

Systémes partiels du premier ordre auxquels s'applique la méthode d'inté-
gration de Jacobi; examen de divers cas ou leurs intégrales peuvent étre
prolongées analytiquement.

[37] Nous commencerons par ¢tablir, sur les systémes du premier ordre auxquels
s"applique la méthode d’intégration de Jacobi, deux remarques relatives a la passi-
vité. La premiére, comme on le verra ci-aprés (n° 38), s’applique & des systémes
beaucoup plus généraux. La seconde, qui fait I'objet du n° 39, nécessite au con-
traire une certaine hypothése restrictive, que nous allons dés maintenant formuler.

Supposons, pour fixer les idées, que le systéme jacobien considéré implique les
trois fonctions inconnues u, v, w des variables indépendantes x, v, z, s, ¢, et que dans
son Tableau (n° 47), dont les lignes doivent étre, les unes entiérement pleines, les
autres entierement vides, les lignes (x), (y), (z) soient entiérement pleines, et les
lignes (s), ({) entiérement vides: il est alors de la forme

/ du . AT L BN .o w o, w .
dx :S’_S; +1 W] +l. N7 =5 28 +T. b)) Ve dx =5, s “xW +Wo,
u u L. du )] P/ AN} o w dw L dw N
y oy Thyr b =S e Ve TS T Y
u a du R v L) . w w w

famnd SA T_ U, N = SA T, ‘ R prsm— S -_ + T, - “r
oz “bs+“bt+' P ‘Ds+‘3t+" dz s ‘bl+ i

ous,, S, S, T,.T,T,U,U,U,V,V, V, W, W, W désignent des fonctions

connues de x, vy, z, s, ,u, v, w.

y’

Cela étant, I’hypothése restrictive & laquelle nous avons fait allusion plus haut,
el que nous formulerons de nouveau en temps voulu, consiste & supposer que les
coefficients des dérivées premiéres dans les seconds membres, c’est-a-dire les fonc-

tions S, T, ne contiennent que x, vy, z, s, {, a 'exclusion de u, v, w.

[38] Notre premiére remarque s¢ formule ainsi :

Si deux systémes orthonomes (*) du premier ordre, X el X', linéaires par rappor!
aux dérivées (premiéres) de leurs fonclions inconnues, peuvent se déduire lun de
lautre par un changement des variables indépendantes (suivi de résolution), et si,
dans leurs Tableaux respectifs (n° 41'7), les colonnes correspondant aux mémes fonc-
tions inconnues contiennent les mémes nombres respectifs déquations, les deux sys-
témes sont a la fois passifs ou non passifs.

(*) Pour la théorie des systemes orthonomes, voir I'ouvrage intitulé : Les systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles, ch. vir.
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I. Etant donné un systéme orthonome du premier ordre, T, si aux équations qui
le composent on adjoint toutes celles qui peuvent s’en déduire par différentiation
premiére, il résulte de la théorie générale des systémes orthonomes que le groupe
résultant, I' (formé avec des relations du premier et du second ordre), comprend un
nombre d’équations distinctes au moins égal au nombre des dérivées principales (*)
premiéres et secondes des inconnues.

Cela ¢tant, on peut formuler la condilion suivante :

Pour que le systéeme X soit passif, il faut et il suffil que le nombre des équations
distinctes du groupe 1" soit précisément égal au nombre des dérivées principales pre-
miéres el secondes des inconnues.

La cote premicre de chaque variable indépendante dtant, comme l'exige la défi-
nition de l'orthonomie, égale & T'unité, si la cote premiére de chaque fonction
_inconnue se trouve étre en méme temps égale & zéro, la cote premiére d'une dérivée
quelconque esl égale. i son ordre méme, et la condition formulée ci-dessus découle
immédialement de Ia régle de passivité des systémes orthonomes quelconques (%).

Si, sans é&tre nulles, les cotes premiéres des inconnues sont toules égales entre
elles, il est manifeste qu’en les remplacant toutes par zéro, les conditions requises
pour Lorthonomie ne cesseront pas d’étre satisfaites; on se trouvera ainsi ramené au
cas précédent.

Si, enfin, les coles premicres des inconnues ne sont pas toules égales entre elles,
on atiribuera & chacune des variables indépendantes et des fonctions inconnues une
cote supplémentaire, que Yon considérera comme antérieure i celles que posséde
déja cette quantité : cette cote supplémentaire sera choisie, pour les diverses varia-
bles indépendantes, égale & l'unité, et, pour les diverses fonctions inconnues, égale
A zéro; et il est bien facile de voir que la définition de 'orthonomie, satisfaite, par
hypothése, dans notre systéme du premier ordre, avec les anciennes cotes, ne cessera
pas de I'étre avec les nouvelles. On se trouve done, cetle fois encore, ramené au
premier cas.

[

Il. Revenant & notre énoncé général, supposons que le systéme X soit passif, et

soient
w, ..... les fonctions inconnues;
T, ... les ancicnnes variables;
x', ... les nouvelles;
f les formules qui lient 2, ... ax', ...;
& celles qui expriment les anciennes dérivées premiéres et secondes de u, ... en

fonctions de leurs nouvelles dérivées des mémes ordres, ou inversement;

(*) Voir I'ouvrage cité, n° 90.
(®) Ibid., n° 142. ‘
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I le groupe obtenu en adjoignant aux équations de X loutes celles qui peuvent
s’en déduire par dilférentiation premiére (relative & l'une quelconque des va-
riables &, ...);

I le groupe obtenu en adjoignant aux équations de X' toutes celles qui peuvent
s’en déduire par différentiation premiére (relative i l'une quelconque des va-
riables &', ...);

® le groupe transformé de 1" a l'aide des formules f, §.

Puisque, dans I'un et l'autre des deux systemes X, ¥, les colonnes correspondant
aux mémes fonctions inconnues comprennent les mémes nombres respectifs d’équa-
tions, les fonctions inconnues ont, de part et d’autre, les mémes nombres respectifs
de dérivées principales dans chaque ordre : nous désignerons par N le nombre total
des dérivées principales premiéres et secondes, soit du systéme X, soit du systéme X',
En raison de la passivité supposée du systéme X, le groupe I contient exactement
N relations distinctes; il en est de méme du groupe @, déduit de I par transfor-
mation. Quant au groupe IV, relatif & ¥, il en conlienl au moins N (voir le début de
I'alinéa 1).

Cela posé, si I'on considére I'une quelconque des relalions |7, nécessairement
vérifiée pour toutes les intégrales du systéme X', et qu'on la transforme & laide des
formules f, §, la relation résultante, nécessairement vérifiée pour toules les inté-
grales du systéme %, est une conséquence algébrique de I', car autrement la solution
générale de S ne posséderait pas le degré d’indétermination qui résulte de la nature
passive de ce systéme; on en conclut qu'avant sa transformation, la relation consi-
dérée du groupe 1" est une conséquence algébrique de ®. Donc le groupe 1" ne peut
contenir plus de N relations distinctes, et, comme il en contient au moins N, il en
contient un nombre exactement égal & N. Le systéme X' est donc passif, en vertu de [.

Ainsi, la passivilé de T entraine celle de X'; et, de méme, la passivilé de X' en-

traine celle de .

[39] Notre deuxiéme remarque se formule comme il suit :

Si, dans les seconds membres du sysiéme (1), les fonctions S, T, coefficienls des
dérivées premiéres, ne conltiennenl que les variables indépendantes x,y, z, s, t, a
lexclusion des inconnues u, v, w, la passivité du systtme (1) enlraine comme consé-

quence nécessaire celle du systéme

do L w0 dw
( 0 :S"'¥+ L A’
. \ do O 1)
(2) 3 "D"y_ g + YR
( do . o )
\ hF4 : s s : Y ’

impliquant la fonclion inconnue » des variables indépendantes x, y, z, s, L.

Fac. des Sc., t. VII. 29
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Faisons lout d’abord abstraction de I'hypothése restrictive spécifiée par I'énoncé
sur les fonctions S, T.

Pour former les conditions de passivité du systéme (1), dont on apercoit aisément
la nature orthonome (%), il suffit d’adjoindre aux équations qui le composent celles
qui s’en déduisent par toutes les difféventiations premiéres possibles, et d’éliminer
entre les équations du systéme résultant loutes les dérivées principales du premier
et du second ordre (n* 38, ). Aux diverses dérivées cardinales (%),

du du *u
drdy Tz’
Qv Q% AR
Qi dy drdz’ dyaz ’
Qw Pw Q'w
dady drdz’ dydz ]

correspondent respectivement, comme il est facile de s’en rendre compte, les
diverses conditions de passivité; si l'on considére, par exemple, celle qui correspond

. du .
a ———, on trouve, tout calcul fait,
NG
/ h) S oS S oS AN du
i S, ¥ T ¥ L U Y ~ W
! < T8 + A + dy + w Y + w Y + w ¥/ ds
AT ;T pl 2T T T Ju
S, Y T 7 = U V.. W, | —
+ ( *ods e oM + dy + m Y + v ¥ + Q¥ u
P D[Ty T oL, 4 U, U, . n U, Vo4 U, _
Tods ¥ dy dm Y v ¥ w Y
(3)
_ g a8, T a5, n 28, DSy U 25, Vo4 DSy W _Bg
¥ods ol Qe e w T w %) ds
T T iy Qf, . 2T T u
S - T r y Y U i ¥ V L ‘V -
+ < ' ds o o ™ dx + du » v + w  F) A
U U U U U U
S s rlv r y Y ] ¥y V‘ i Y VV
TSttt du U+ w T e e
(") En attribuant a o, ¥. =, s. {, «. v, w les coles suivantes :
T y z s 14 u v w
coles premicres | 1 1 1 \ t I o o o
cotes sccondes 1 1 1 1 o [ [ o) 0

(*) Voir Pouvrage cilé, n° 92.
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o o v
s T M T ds

relation qui doit étre satisfaite quels que soient x, vy, 2, s, {, u, v, w,

o w w
a7 d

Si mainlenant, au licu du systéme (1), on considére le syst¢tme

considérés comme autant de variables indépendantes distincles.

/[ du Lo o v ., e 0 qw Loqw L dw

! =N + T —, =N — 1 , =\ + T —,
xr T £ r o xr

X s T dr s o hEH s B

p u S Ju o u R S v " ) N S dw T Jw
*) ZDy v s YA dy T T s e dy T ds T h

u u u AIE v N AT o . w

[& ~ C ey ¢ (8 ‘ (s s (S8 (8 . 8 ey

= S. + T, s =8, + T, —, =S. + T, —,

| 2z 228 * 2z Y Y 2 P s Y

qui s’en déduitl par la simple suppression des termes indépendants des dérivées, la

2

Qi

se déduira de (3) en

condition de passivité correspondant a la dérivée cardinale
drJdy

supposant identiquement nulles les diverses fonctions U, V| 'W; il vient ainsi :

S S\ g o, T > du
ds e

Yy x ! x e
- M

+ ,
R S e T Yy
() {

_ (s X, 403, as_,,> U ( g M. " M, AT,
v s v T ) s Y vTa T e )N

Enfin, si, dans les systémes (1) et (4), on suppose, comme le spécifie notre énoncé,

que les diverses fonctions S, T dépendent exclusivement de i, y, z, s, ¢, & I'exclusion
de u, v, w, la relation (3), obtenue par la considération de (1), prend la forme

<S By o Db,) o < s, Mo g 2, 3&) du

ds 1 dy /s ds Y dy ) o
U U NG U, U
S L) T —r 4 L 1 —XV W, =
+ Tods T N/ + dy + Y vt w Y
(6)
o S S, | T 38, + S, \ du (s AT, gt T, " oT, N\ du
- v dr ) ds s LY e )M
U U AU U, U U
S —— 4+ T —2 4 ¥ N Ly, N,
+ vods + L M k e + T + v ! + AT

el la relation (5), obtenue par la considération de (4), ne change pas de forme. Or,
les conditions de passivité (6) et (5) devant étre vérifiées identiquement, c’est-A-dire
pour toules valeurs numeériques des quantités qui y. Sigurent, x, y, z, s, l, u, v, w,
e o v v w dw
s W s A s L

, lidentité (6) entraine manifestement Uidentité (5).

En d’autres termes, les diverses fonctions S, T étant supposées ne pas conlenir
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2
(8

0T dy
dans le systéme (1), elle ne peut manquer de I'étre aussi dans le systtme (4); en
vertu d’un calcul semblable, la méme chose a lieu pour les conditions de passivité

u, v, w, si la condition de passivité correspondant

est identiguement vérifiée

correspondant aux autres dérivées cardinales : la passivité du systéme (1) entraine
donc celle du systéme (4).

- Cela étant, observons qu’en vertu de I'hypothése restrictive faite sur les S, T, le
systéme (4) se compose de trois systémes distincts n'impliquant respectivement, le
premier que la seule inconnue u, le deuxiéme que la seule inconnue v, le dernier
que la seule inconnue w. Le systéme (4) étant passif, ces trois derniers ne peuvent
manquer'de I'étre séparément, ce qui revient & dire que le systéme (2), impliquant
I'inconnue o, est passif. C’est ce que nous nous proposions d’établir.

[40] Nous rappellerons maintenant une remarque bien connue sur laquelle nous
aurons plus loin & nous appuyer.

Les fonctions S, T étant supposées dépendre uniquement de x, y, z, s, [ (a 'exclu-
sion de u, v, w), et le systéme (1) étant supposé passif, la recherche des intégrales
ordinaires de (1) qui répondent aux conditions initiales données

w=nuv(s,t)"
(7) U:q‘(s’l) pour L, Y, 2=y, ¥,, %

0

w="4(s. 1) )

se raméne, & I'aide d'un changement de variables que nous allons définir, & la méme
recherche, effectuée dans un systéme d’équations différentielles totales.

Observons tout d’abord que la passivité du systéme (1) entraine celle du sys-
teme (2) [n° 39], et que cetle dernicre entraine & son tour (n° 24, I) celle du systéme
différentiel total

’ \. \[
;a8 d .
i :—Sr7 _ — [‘er
dx v dx ’
o8 N2
——S8 =T,
®) y=—% =T
D . oM o
] :————b:, oy I — ]_7
(&9 U

dans le systéme passif (8), considérons les inconnues s, { comme dépendant, non
seulement de x, y, z, mais encore de deux autres variables, s, ¢, qui n’y figurent
pas explicitement, et soient

s=A(x,y,z,s,10),

l =B(x,y,z2st)
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les intégrales particuliéres de (8) qui répondent aux conditions initiales

s’)

, pour .y, =1, Yy Tye

e

=1

Cela élant, si, dans le systéme (1), on effectue le changement de variables

I
8

<y
l
<

(9) : =12,
s =AY, 2,8, 1),
Lt =By, 2, s ),

t

oux',y', 2/, ¢, t désignent de nouvelles variables substituées & x, y, z, s, {, le sys-
téme qui résulte de cetle transformation jouit de la double propriété suivante :

1° C'est un systéme d'équations différentielles totales du premier ordre, dans le
Tableau duquel (n° 47) les lignes (x'), (y'). (z') sont entiérement pleines et les lignes
(s"), (') entiérement vides; ce systéme est d’ailleurs nécessairement passif, en vertu
de notre remarque du n° 38.

2° La recherche, dans le systéme (1), des intégrales ordinaires répondant aux con-
ditions initiales données (7), se rameéne a la recherche, dans le sysiéme transformé,
des intégrales répondant aux conditions iniliales toutes semblables

u=vu(s, ') ]
(10) v=1y(s, ) ;pour &', y, ' =x,, ¥,, 2,-
w= (s, ')

Effectivement, si, résolvant les formules (9) par rapport aux variables nouvelles
x',y', 2', s, U', on les met sous la forme

!

[ x'=ux,

X
yr

’

Y,

(3]

I

(11)

z,

’

s'=F(x,v,25,1),

\ ' =H(x,v,2,s, 1),
il résulte de ce ui a été vu au n° 24 que les seconds membres,

F(x,y,z,8 6, H(xyzs,1),
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des deux derniéres formules (11) vérifient le sysiéme passif (2) avec les conditions
initiales
F=s

CPOUL L, ¥, T, Y,y 2y
H—1)

/

ct que P'on a dés lors, quels que soient x, y, z, s, ¢,

[ AR A W F JH . oH .. oH
—_— Sr — 1 el § } y —_ h . — . ol § ,
\ da * s o da * s Y
F oF AL JH JH JH
(12) s d “—T, =o, d -—Sl d _”1 —o, .
dy s LAY/ dy ¥ ds oAl
oF F . oF JH . oH ] ¢ |
— 8, — —T. =0, —_— D, — — 1 = 0.
dz T8 AN dz 08 2

Or, dans le changemenl de variables (g9) ou (11), les formules de transformation
relatives aux dérivées premiéres sonl, en désignant par A une lonclion quelconque

dex, v, 2, st
YN dn . dn F o H

e

dh M F . 0 M

r

ds' M M dx

’s

m=—— At —
dy oy sty 7y’
YA o I K & OH
T d' Az Az
QA M F A2 H
N ds'ds (s’
o N AF YR £ |
A s M A A
On en déduit, pour -
A . NN\
—N —T .
e Y <Al
hYN R S Y A
— 35, — ,
dy v s L))
Y/\ \7\ o \)‘
L A
dz ds M

les expressions respectives

A A /F . F I O dA /H DM dH

’ + Nof A\ N T b.r - l.r N7 + 1 - ha‘ - l.’r: ’
dL Js dx ds M Al dx o8 ot
IR n A /F g N " BF) + M /dH 3 H T DH>
7 T \dy ¥ s ) A\ dy Y oas v/’
hIR M /K . oF . oF o /dH . 0H . JH
T + ~ —_ ht _ I -+ 7 —_— N, —_— l . T 1
dz AT\ dz RN M M hlot Qs =)
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d’oti résulte que I'on a, en tenant compte des formules (12),

3 A T POA YN
e Tt st a . al
PO g )N T N N
Y s v Ty
)N PN o OA AN
oz 2 s R
Le systéme (1) devient donc
d d d
au . oV - W _
=1 , =Y s —W s
le r ‘\wl r “wf x
u ) w
. d . d - d -
(13) —=U,, =V, =W,
dy v dy Y dy k
du v . dw _
T ‘:.‘ T ‘:J !:“';’
\ 2z oz hFA

ou les diverses fonctions U, V, W sont respectivement les mémes que dans le sys-
téme (1), sauf le remplacement de x, y, z, s, { par leurs valeurs en x',y’, z', s', ' tirées
des formules (9); comme nous I'avons d’ailleurs fait observer dans '’énoncé, la passi-

vité supposée du systéme (1) enltraine comme conséquence nécessaire celle du sys-
téme (13) [n° 38].
Cela posé, désignons par

Y(x,y, 28,0, P(x, v,z 5,0, ¥(x, vy, z, 8, t)

les intégrales particuliéres du systéme (1) visées par notre énoncé, c’est-a-dire celles
qui répondent aux conditions initiales (7) : on a, d’aprés cela, les identités

Y (x,, ¥,» 2,5 S, ) = (s, 1),

P (x,, Yor 205 $ ) =9(s, D),

1IJ.(‘/1;0’ ya’ zo’ S, t) - df(s’ t)

Par le changement de variables (g) ou (11), ces intégrales deviennent

(Y[x,y, 2, Ay, 2, s, 1), B,y,z,s,t),
(14) Pz, y, 2, Ay, 2, s, 1), By, 2, s, t)],
Wz, y, 2, Ay, 2,8, 1), B(x,y, 2, s, t));
en outre, puisque A(x', y', 2, s', '), B(a', y', 2, &', ) se réduisent respectivement
as', U poura,y, ' =ux,y,, z,, les expressions (14) se réduisent, dans cette méme

hypothése numérique, &

T(xo’ yo’ za’ S" t,)7 (I)(xo‘ yo? zo’ S” [’)7 1F(‘ﬁ'g»’ yo’Azn’ S') t')y
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cest-a-dire a
u(s', 1), o(s', 1), G

On voit donc que la recherche, dans le systéme (1), du groupe d’intégrales parlicu-
liéres répondant aux conditions initiales (7) se raméne & la recherche, dans le sys-
téme (13), du groupe d’intégrales particuli¢res répondant aux conditions initiales
tontes semblables (10).

[44] Nous allons établir mainlenant, sur le prolongement analytique des inté-
grales du systéme (1), les divers ¢noncés qui constituent I'objet direct du présent
Mémoire. Ces énoncés, au nombre de quatre, se déduisent, comme on va le voir, de
propositions exposcées dans les Chapitres 11l et IV sur les sysiémes passifs d’équations
différentielles totales, propositions dont les unes, celles du Chapitre I, s'appliquent
indifféremment au monde des quantités réelles ou a celui des quantités imagi-
naires, tandis que les autres, celles du Chapitre 1V, s’appliquent exclusivement aun
monde des quantités réelles; ces derniéres n'interviendront d’ailleurs que dans nos
deuxiéme, [roisiéme el quairiéme énoncés relalifs au systéme (1). En conséquence,
le premier des quatre énoncés qui vont suivre s’appliquera, indifféremment, au
monde des quantités réelles ou & celui des quantités imaginaires, et les trois autres,
exclusivement, au monde des quantités réelles.

[42] Le systéme (1) élant linéaire par rapport & Uensemble des fonctions inconnues
et de leurs dérivées premiéres, el les fonctions S, T (indépendantes de u, v, w) élant,
de plus, linéaires en s, I, supposons, d'une part, que les coefficients des expressions
linéaires S, T soient olotropes dans une région, & ., qui soil limile de région par-
Jfaite; supposons, d’aulre part, que les coefficients des expressions U, V, W, linéaires
en u, v, w, soient ololropes dans la région (817“, [(s, l)]). Supposons enfin que lous
ces coefficients satisfassenl aux condilions requises pour la passivité du systéme (1).

Cela étant, si l'on désigne par (x,,y,, 2,) un point pris & volonté dans la région
L . et par (s, O, (s, 1), ¥(s, ) des fonclions données, ololropes dans loule
létendue de lespace [(s, 1)], les intégrales parliculiéres du systéme (1) qui répondent
aux condilions iniliales

w=nu(s, 1) /
(13) v=x(s, ) pour x,y,z=2x,, ¥,

w="Y(s, ) \

v

sont olotropes dans la région (%x v (S l)]) .
[Le présent énoncé, comme nous venons de Uexpliquer (n° 44), s’applique indiffé-
remment au monde des quantités réelles ou a celui des quantités imaginaires. ]

Les fonctions S, T étant indépendantes de u, v, w, la passivité supposce du sys-
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téme (1) entraine, comme nous 'avons vu (n° 39), celle du systéme (2). et celle der-
ni¢re entraine & son tour (n° 24, 1) celle du systéme (8). Dans (8), considérons les
inconnues s, [ comme dépendant, non seulement de z, y, z, mais encore de deux

aulres variables, s', ¢, qui ne figurent pas explicitement dans le systtme, et soienl

)

s=A(x,y, 2 s, 1),

B(x, y, z, 8, t)

N~
o~

les intégrales de (8) qui répondent aux conditions initiales

pour x,y, I =:x,,Y,,2,-

En opérant, dans le systéme passif (1), le changement de variables

. '
fr=ua,

|

b
A, y, 2,8, 1),

B(x', y', 2, 8", 1),

=
K
—
ST
I
(S

I

I

on obtient (n* 40) le systé¢me, également passif, (13), ot les expressions linéaires
U, V, W sont les mémes que dans (1), & cela prés que, dans leurs coefficients, les
variables x, y, z, s, { se trouvent remplacées par leurs expressions en ', y', 2/, s, ¢/
tirées de (16); la recherche, dans le systéme (1), des intégrales répondant aux con-
ditions initiales (15) se raméne d’ailleurs 4 la recherche, dans le systéme (13), des
intégrales répondant aux conditions initiales toutes semblables

u=nu(s, t");
(17) v=uy(s", ') g pour &', ¥y, ' =ux,, y,, 2,-

02 Jor e
w=4(s", t')

Or, si Uon désigne par £,/ - larégion transformée de &, | . dl'aide des formules

.1,'_.1,", y:‘y', Z:Z"

il résulte du n” 30 que les formules (16) établissent une correspondance ololrope

point par point entre les deux régions
e=(2,,.1600), =(2. 160,
respeclivement extrailes des espaces

(G, y, 2,8, b)], [, ¥, 2, s, 1)].
Fac. des Se., t. VII. 23
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Les coefficients du systeme (13) étant dés lors olotropes dans la région &, ct les
seconds membres des conditions initiales (17) I'étant d’ailleurs, par hypothése, dans
la région [(s', £')], il résulte du n® 27 que les intégrales particuliéres de (13) répon-
dant a ces condilions initiales sonl olotropes dans la région &'. Si donc on y rem-
place x', ', &', &', ' par leurs valeurs en x, v, z, s, { tirées des formules de transfor-
mation, les fonctions ainsi obtenues, c¢’est-a-dire les intégrales de (1) répondant aux

conditions iniliales (15), seronl olotropes dans la région L.

(43] Le systéme (1) élant (comme au n° 42) linéaire par rapport & I'ensemble des
Jonclions inconnues el de leurs dérivées premiéres (mais les fonctions S, T n’élant pas
lincaires en s, [, contrairement & ce qui avait lieu dans 42), supposons que les divers
coefficients du systéme (les S, T et les coefficients des expressions linéaires U, V, W)
soient olotropes dans la région (gl oo LGS t)}), o &, . désigne une limite de région
parfaile, et qu'ils remplissenl les condilions requises pour la passivité du systéme;
supposons, de plus, que chacune des fonctions S, T admelte, par rapport & chacune des
variables s, {, quelque période réelle.

Cela étant, la conclusion de I'énoncé précédent (n° 42) resle applicable.

(Le présent ¢noncé, comme il est dit au n° 44, s'applique exclusivement au
monde des quantilés réelles.)

Les mémes notations ¢lant adoplées que dans la démonstration précédente
(n° 42), la recherche, dans le systéme (1), des intégrales répondant aux conditions
initiales (15) se raméne, par le changement de variables (16), & la recherche, dans le
systéme (13), des intégrales répondant aux conditions initiales (17). Or, il résulte du
n° 36 que les formules (16) établissent une correspondance olotrope point par point
entre les deux régions & et &'. Les coefficients du systéme (13) étant dés lors olo-
tropes dans la région &', et les seconds membres des conditions initiales (17) I'étant
dailleurs, par hypothése, dans la région [(s', {')], il résulte du n° 27 que les inté-
grales de (13) répondant & ces conditions initiales sont olotropes dans la région &'.
Si donc on y remplace x', ¥, 2/, s', ¢’ par leurs valeurs en x, y, z, s, { tirées des for-
mules de transformation, les fonctions ainsi obtenues, c’est-a-dire les intégrales

de (1) répondant aux conditions iniliales (15), seront olotropes dans la région .

[44)] Les fonctions S, T élanl indépendantes de u, v, w el linéaires en s, t, sup-

posons (comme au n" 42) que leurs coefficients soient ololropes dans une région, &, . .,
qui soit limile de région parfaite. Supposons, d’aulre part, que les fonctions U, V, W
" (non linéaires en w, v, w, contrairement a ce qui avait lieu dans les n> 42 et 43)

soient olotropes dans la région
(gx. Y. [(S’ l)] ’ [(ll, U, w)])’

el que chucune d'elles admelle, par rapport a chacune des variables u, v, w, quelque
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période réelle. Supposons enfin que loules ces fonctions, S, T, U, V, W, satisfussent
aux conditions requises pour la passivité du systéme (1).

Cela étant, la conclusion de notre énoncé du n° 42 resle applicable.

(Le présent énoncé, comme il est dit au n° 44, s’applique exclusivement au
monde des quantités réelles.)

On observera qu’'en vertu du n° 30, les formules (16) ¢tablissent une correspon-
dance olotrope point par point entre les deux régions £ et &'; que, dés lors, les
seconds membres de (13) sont olotropes dans la région (x', ((w, v, w)]); qu’ils sont
d’ailleurs périodiques, comme ceux de (1), par rapport & chacune des variables
u, v, w; el enfin, qu'en vertu du n° 32, les intégrales de (13) répondant aux condi-
tions initiales (17) sonl olotropes dans la région £'. Il en résulte immédiatement que
les intégrales de (1) répondant aux conditions initiales (15) sont olotropes dans la

région L.

[45] Sapposons (comme au n°43) que les fonctions S, T, indépendantes de u, v, w
(mais non linéaires en s, l), soient olotropes dans la région (ng, ((s, t)]), ol
L, .. désigne une limite de région parfaile, et que chacune delles admelte, par rapporl
a chacune des variables s, l, quelque période réelle. Supposons, d’aulre part (comme
au n° 44), que les fonctions U, V, W (non linéaires en u, v, w) soient olotropes dans
la région

(2., (5 01, [(w, v, W),

el que chacune d'elles admetle, par rapport a chacune des variables u, v, w, quelque
période réelle. Supposons enfin que toutes ces fonctions, S, T, U, V, W, satisfassent
aux conditions requises pour la passivité du systéme (1).

Cela étant, la conclusion de notre énoncé du n° 42 resle applicable.

(Le présent énoncé, comme il est dit au n° 41, s’applique exclusivement au
monde des quantités réelles.)

On observera qu’en vertu du n° 36, les formules (16) établissent une correspon-
dance olotrope point par point entre les deux régions ® et &, et on raisonnera

comme au numéro précédent.




