A.BUHL

Sur I’addition des fonctions elliptiques et les pseudo-lignes
d’infini des intégrales doubles

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 3¢ série, tome 12 (1920), p. 37-45
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1920_3 12_ 37_0>

© Université Paul Sabatier, 1920, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tise.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1920_3_12__37_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

]
£

i SUR

L’ADDITION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

ET

LES PSEUDO-LIGNES D’INFINI DES INTEGRALES DOUBLES

Par M. A. BUHL

P<S =z

La lecture d'un ouvrage sur les Fonctions elliptiques, tel que celui de P. Appell
et E. Lacour, donne I'impression que la théorie en est & peu prés aussi achevée que
celle des fonctions circulaires. Mais il n’est pas impossible que quelque difficulté
d’ordre élevé, relative & la théorie des fonctions, soit éclairée par une construction
de nature élémentaire, et peut-étre y a-t-il encore beaucoup a tirer des fonctions
elliptiques & ce dernier point de vue. ‘

Dans ce qui suit, on retrouvera une forme hermitienne du théoréme d’addition
avec apercus sur quelques conséquences assez cachées dans le théoréme concernant

T’échange du paramétre et de 'argument.

Je n’ai pas hésité & revenir sur 'addition en voyant que M. René Garnier n’hési-
tait pas, dans ’avant-dernier volume des présentes Annales (1918) A revenir sur une
Solution élémentaire du probléme de U'inversion.

Je m’associe également aux critiques faites par M. Harris Hancock dans ses
Fondements de la théorie des Fonctions elliptiques (Sociélé mathématique de France,
1919). Comme M. Hancock, je ne suis pas éloigné de croire 4 la parfaite inutilité de
la fonction Al de Weierstrass.

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DU THEOREME D’ADDITION.

[1] Sous ce titre, nous nous proposons de donner une démonstration du théo- .
réme d’addition des fonctions elliptiques en marchant vers le but de maniére aussi
directe et élémentaire que possible. Nous écartons intentionnellement les nombreu-
ses questions, plus élevées que le théoréme lui-méme, qui naissent & chaque pas.
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On a ainsi un exposé facile & isoler et i faire figurer, sans préparation spéciale, dans
un Cours de Calcul infinitésimal, ce que d’ailleurs nous avons fait & la Faculté des.
Sciences de Toulouse.

Soit I'identité fondamentale

© [ [xar

et la transformation

X= b@y) , Y=Y(x,y)

& —a(y)
qui est absolument quelconque et générale, a cela prés que ®(x, y) ne s’annule pas
pour & = a(y). En d’autres termes, on a mis en évidence, dans X, la ligne d’infini
o = a(y). Le déterminant de la transformation, lequel s'introduit dans Uintégrale
double transformée, s’écrit sans peine

_ (@—o (@, Y, —P,Y,) — &Y, + oY)
(x—a)

TA

avec « et o' représentant respectivement a(y) el o'(y).

Un premier point doit déja fixer l'attention : la ligne d’infini qui existe dans X
n’existe pas forcément dans A, car le numérateur de A peut &tre divisible par (x — «)*.
En écrivant que ce numérateur, et sa dérivée partielle en x, s’annulent pour & = a,
on parvient, aprés des réductions fort simples, a ce théoréme : Le déterminant A ne

contient pas la ligne d'infini x = x(y) quand sont satisfaites deux quelconques des
trois conditions

S Y (2, y) + Y, (2, y) =0,
O(e, Y)Y (2, ) =C,
1O, y)Y (0, y) =—o'C.

(2)

C désigne une simple constante.

[2] La premiére équation (2) n’est évidemment autre chose que I'équation dY =0
en laquelle on suppose & remplacé par une solution «(y). Pour avoir une équation
différentielle trés simple, & laquelle on pourra immédiatement assigner une solu-
tion particuliére, posons

c__dy dx
N= 79 Ty
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Alors dY = o aura pour solution x =y. En d’autres termes, «(y) se réduira
simplement & vy, Les deux derniéres équations (2) prennent la forme

Pz, y) =—Cfl@), B, y) = — CAY)

et doivent déterminer ® aussi bien l'une que l'autre. En recourant a leur produit,

-on aura

P* = Cfl@)Ny)-
En résumé, la transformation

x — V@) v [Ty [edz
r—Yy ’ Yo f(V) Zo f(w)

.change U'identité (1) en

' ' (& — V(@) + ()] — 2/(x) + 2/(y)
3) XdY = - ddy.
'/C‘ 2 / '[ (@ — ) V.f(®) )

Cette formule est susceptible d’une vérification directe qui montre que le raison-
nement précédent n’a introduit aucune difficulté de signe. -
La constante C disparait d’elle-méme du calcul.

[3] Echange du paramétre el de l'argument, — Le premier membre de la for-
mule (3) peut s’écrire

V(@) dy V) dx
(4)
/ @ — V) f (@ —y) V()

et, si le contour C est un 'rectqngle a cotés paralléles aux axes, [ élant, de plus, un
polynéme, on voit, d’aprés le second membre de (3), que la différence d’intégrales (4)
st une somme de produits tels que

[ x"dx y'd
f V) / \/f(;)

Cest la le théoréme d'échange entre le paramétre et 'argument.




ho B A. BUHL.

[4) Imaginons, pour fixer les idées, que le rectangle C ait d’abord des coor-
données positives pour tous ses sommets. Soit (a, b) le sommet le plus voisin de
Porigine et (a, y) le plus éloigné. Cette cbnﬁguration pourra d’ailleurs se modifier
dans la suite. Soit

J@) = (0 —a) (1 —ka),
z tx .
E_[ \/(I—a:")(l-—kzx*)’ res

La dérivée de sn&, par rapport A &, sera désignée par sn't.
Avec la forme indiquée pour f(x), et par application du théoréme d’ echange, la
différence (4) s’égale a

o [T Tydy e de
/ Vi) f Via) / VinYs Vi)

Dans cette égalité, posons

x=snk, a=snu«,

y = snv, b:sn‘ﬁf

L’égalité transformée pourra se remplacer par ces deux

o sn r,d~ . / f sn otd“q
u—.[ snE —sn, +IE—=a) s dn + snn — sna’
u—/ s’ dn +k(r,—(5)/ sn*Ed3 +/ snpds

sny —snk snh—snﬁ

~
15

sn'q

= ke = PG ) + S G,

E—sny

23

o~/ o/

®) ,
| o snE . f snEdE = F'(E+ 1) — f'E—).

L] sn n — sng

Les derniers membres proviennent de ce que

u="FE+ )+ fE—m).
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L’addition des.formules (5) donne

sn'n — sn'= " ;
oF (5 +9) = m—she + If’/ sntqdg + /c’/ sn*Zds
8 «

snZ—sny

d’oli, en remplacant v par zéro et Z par £ + 7,

 en'(E 0, Etn
2F' (2 +-,‘):_l__m‘z_':_§;$_2+k’[ s’ dq +k’/ sn3ds.
° ¢ “

La soustraction des formules (5) donne

; sn' sn'% , [ . oL,
2j~(§—-q):————"+ ’+k‘[ sn"qd-q——k‘/ sn*Zds

snk—snq
d’ou, en remplacant « par zéro et £ par 3 — 1, -
vHsn'(E—n) . [0, Y S
af' f—9) = ——————+ I sntndqg —k* sn*Zdk.
f(b q) sn(;—n) A A‘ 4l i %%

A Yégalité des F'(Z + 1), ajoutons celle des f'(§ — +), oi I'on changera v en —1;
il viendra
2 _sn'4+sn'y sn'E—sn'n
sn(E+m)  sni+sny  snE—sny

C’est le théoréme d’addition de sn sous une forme particuliérement symétrique.

[B] Cas de la fonclion p de Weierstrass. — Dans ce cas, il n’y a qu’a prendre,
avec les notations habituelles, '

f(w)zl‘xa_gzw—ga'

Alors, avec le méme rectangle d’intégration que précédemment, la différence (4)

z xdx Y - dy Y ydy *  dx
2 —— —_—— p————t —,
/a V@)Y Vf () -[ W(y)fa Vfix)

Dans I'égalité ainsi obtenue, posons

s’égale a

x=ps, a = pa,
Yy=pu, b=p§.
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XII.



42 A. BUHL.

L’égalité transformée pourra se remplacer par ces deux

] d-
u= p, —f—z(-—a)f pr,a’v,-{—/ deT'
PI— Py p7 —pa’

v, p . ’(Jd»-
u= +2 — / zdz /
p,_p_ (n—B) pid: + pE—pi

d’oti, comme précédemment,

u

YT _p|+2/pfdf—P(;+‘«)+f’(;~*q),
u 1/ T ot
P »_p‘+2/p-d‘—E(:.wL“r.)—f(;—n).

-

Additionnant et dérivant par rapport & Z, il vient
L]

]j”( + 4 )— gp‘ ;W
i pi— P
Pour + = o et en s’appuyant sur
l F
p-r,:F+c~q‘+ R
i
on trouve facilement F'(3) — pZ. Donc

2 pi—p7

p(G+0) = P332 P
2 2 ]

C’est bien 'une des formes du théoréme d’addition relatif & la fonction p.

SUR LES PSEUDO-LIGNES D'INFINI DES INTEGRALES DOUBLES.

[6] Ceci est le titre d’'un Mémoire publié ici méme en 1918. Il resterait bien des
choses a lui ajouter, et, sur un tel sujet, il en reslera vraisemblablement toujours.
L’essentiel de ce qui précéde, relativement aux théorémes d’addition, semble avoir
fait les délices de la prime jeunesse de Charles Hermite; la méthode indiquée se
présente dans l'une des célébres Leltres & C.-G.-J. Jacobi (Ch. Hermite, OFEuvres,
t. I, pp. 34-37: C.-G.-J. Jacobi, Werke, t. 11, pp. 111-114). Seulement nous avons
un peu modifi¢ I'exposition de Ch. Hermite pour pouvoir souligner des points ou
elle touche & des difficultés signalées seulement ensuite par M. Emile Picard et qui
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relévent précisément de la question fort ardue des intégrales doubles & pseudo-
lignes d’infini.
Reprenons I'expression

V(x,y) = (@ —y)[f'@) + ] — 2/(x) + 2/(),

qui s’est naturellement introduite dans (3); supposons toujours que f(x) soit un
polynéme et, pour ne rien changer aux notations de Ch. Hermite, posons

Sx)=p,+px+px+... +px".

Alors V est aussi un polynéme qui, ordonné par rapport aux p, a pour coeffi-

cient de p,

(x—y)’[l(n—2)x"_3+n(ll—S)w""y—{—3(!1—4).7:“'5‘)'2-{— :}.

Le polynoéme entre crochets est de formation trés élégante au moyen du tableau

n=3 T
n=4 2 2
n=>5 3 4 3
n—=—=6 4 6 6 4 ’
n=ny 5 8 9 8 5

facile a prolonger indéfiniment.
Le méme polyndéme peut aussi s’écrire

et tout ceci est fort élégant, mais il y a une chose beaucoup plus remarquable
encore : c’est que nous avons voulu imposer & V(x, y) d’étre divisible par (x — y)
et qu’a cet égard nous avons obtenu plus que nous ne voulions; il se trouve que V(x,y)
est divisible par (x— y)°.

Le méme fait peut étre reconnu dans des cas beaucoup plus généraux. Ainsi,
appliquée & (1), la transformation '

(6) x V9@ + 2 V) v [Ty e de
v Yo \VI) Ve V()
donne [formule (25) du Mémoire de 1918],

fﬁta’w_"

-4

dy deN (®—a0)[g' + &f + 22"f] + 20" —2g
L AL . L dxdy.
<\/f \/.f/> / 5 2(x— @)\ fg i
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Ici & = o(y) doit étre solution de I'équation différentielle

de . dy
Vo) V)

et il est a remarquer que ce peut étre une solution rationnelle dans des cas fort
étendus, par exemple quand cette équation différentielle se réduit a celle de la
multiplication des fonctions elliptiques. Quoi qu’il en soit, le numérateur qui figure
sous I'intégrale double précédente est divisible par (x — «)°, comme on le voil im-
médiatement en dérivant deux fois ce numérateur par rapport & .

(7)

Méme phénoméne pour presque toutes les formules du Mémoire précité, notam-
ment pour (30) et (38). '

Un tel fait, malgré son apparence paradoxale, semble pouvoir étre expliqué de
plusieurs maniéres, par exemple comme suit.

En appliquant une transformation singuliére a U'identité (1), nous devons obtenir
deux nouveaux membres identiques et, par suite, tous deux singuliers. I1 est cepen-
dant possible de faire apparaitre une ligne d’infini sous l'intégrale simple sans qu'elle
apparaisse sous l'intégrale double. Fort bien. Sous I'intégrale double, ce ne sera
pas une ligne d’infini, mais ce sera tout de méme une ligne singuliére. Et il faut
compter comme ligne singuliére, dans la transformation d’une intégrale double,
toute ligne sur laquelle s’annule le déterminant A de la transformation. Ceci est
conforme avec les précautions de tous les Traités modernes quant au changement
de variables dans les intégrales doubles (Cf. E. Picard, Analyse, t. I, a° édition,
p-111).

Le prétendu paradoxe apparait ainsi comme beaucoup moins étrange; toutefois,
il resterait & I'étudier encore, et de maniére directe, en reprenant le numérateur du A
du paragraphe 1 et en étudiant non seulement sa dérivée partielle premiére en x,
mais aussi sa dérivée seconde. On pourrait peut-&tre alors préciser les conditions
exactes dans lesquelles les pseudo-lignes d’infini des intégrales attachées aux sur-
faces algébriques peuvent étre recherchées parmi des lignes de zéros plus appa-
rentes. )

Pour en revenir & la premiére partic de cet exposé, on voit qu’il vaut mieux
choisir le rectangle C de maniére & ce qu’il ne soit ni coupé ni touché par la droite
¢ =1y. Il ne faut donc pas supposer a et b nuls, hypothése qui parait simplifier
un peu la démonstration, mais menace la rigueur de celle-ci.

[7) Sur les intégrales doubles en lesquelles les pseudo-lignes d'infini sont lignes de
zéros. — Ce paragraphe, ajouté au moment de la correction des épreuves, a le titre
d’une Note insérée aux Comples rendus du 13 décembre 1920, Note en laquelle la
dérivée seconde du numérateur de A est étudiée. Le résultat est beaucoup moins
compliqué qu’on aurait pu le croire.
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Si, outre deux des trois conditions (2), on a

d
® (@'Y, =C,

pour x == a(y), en désignant par G, une nouvelle constanle, le numérateur de A est
“divisible par (x— x)".

Si I'on reprend le paragraphe 2 on voit que ®*Y’, ne contient pas 2. Avec la
transformation (6) on trouve, par un calcul trés simple, que le premier membre
de (8) est identiquement nul pour x = «(y) solution de 'équation différentielle (7).




