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‘SUR. LES EQUATIONS r +f(z.y.z.p,q.t) =0,

Par M. R. GOSSE.

[4] Nous nous proposons de déterminer toutes les ¢quations de cette forme qui
admettent deux invariants du second ordre pour un de leurs deux systémes de carac-
téristiques(*).

Nous poserons

Y;
m —m, = —==m
! N

>f am
et nous supposerons d’abord- [_,f, c’est-a-dire -\’—[ différent de zéro.
[2] Le sysléme S
) u u du N / da du s df
S — =m — A+ m =) = —
(3) o 1 s <d.’1:)—1_ 2&0!)/) N <dy>

doit admellre deux solutions.

do . . . as
Posons m = \_l et $+ 3 =o0c. Si on prend comme variables indépendantes

¢

XY, 2, Py g, 6, 1, on voit que le systéme S s’écrit :

. -da
’](u)-_—:‘\[:o.
du du Lo du u u Ju u
Nw) = 5 +P—a:;— ap +(G“"f)3q~—‘ (Dy T +(G__?)cTP— aq>
iy A e o, "
+'Do— D.L <bv+q$+(chf)_ﬁ?+ Dq)
“f N & o
o)

(*) Voir Note des C. R. de UAcadémie des Sciences, t. CLXXIII, p. go3.
Fac. des Sc., 3¢ série, t. NIV, . : 19



138

R. GOSSE.

. N
En appelant A le coefficient de - !

A

, On a aussi

. .
o am® du am du du du du u A" du
Y =———F—— | —Fg—+(—2)— 4 1= — =
m op moq \ Oy ARt

el

- u (znf\ ' du mN\"\ NN
( =-—\|m — — : — ) =
=5 (e () ) =3 (02 () ) + e ) =

en désignant par des accents les dérivations par rapport & (.

. my\" .. u -
Si 1t 42 (\—,) n’est pas nul, le coeflicient de v dans la combinaison
m az

!

Zu) = QOY(W) = Y(Q)) - est +(—’)

Le systéme a 7 variables

devant admettre deux solutions, la combinaison
T(Q(uw)) — Q(T(w)) = o
doit étre une conséquence des équations précédentes. On en conclut que
am*\' ' ’ AN
) ol Ge) |
m du m
L4 b =o0.

)5 | m\'
[ () )

1

u N

. 4 ¢ . . ..

Les hypothéses S-=20 on = o sont manifestement inadmissibles. 11 faut
3 )

~

o
. . N . ¢
donc en particulier que le coefficient de

p

am*\’ / m )’ / :
— ) = — (2, v, 2, D, ().
m+<m,> \|+2<m, >I(f,3, s DY)

En posant m = hig*0, cetle équation devient (A 4=0)

soit nul, c’est-a-dire que

dt dt
n dlgb + d(lg6 W) —o0
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d’on

L= (0 + colgh) + 3,
el
U] S= (g —0) + «,

, 8, v, v, étant des fonctions de x, y, z, p, q.

[B] Si 1+ 2 (%) est nul, un calcul simple donne

h?
I = e v,
an / Sitrar o
Si
am*\’
m 4 (——,) =o,
m
on a
=2 it
L+ 8y

et I'équalion correspondante se raméne, en permulant les roles de x et y, a celle ou
S alaforme II.

Nous n’avons donc a nous occuper que des formes I et 11.

(4] Etude de la forme I. — On peut supposer vh==o.

On a

— v

dl = —
tg*0

En prenant comme variables x, y, z, p, ¢, 5,0, le systéme S s’écrit

u du du da\ du dj‘)
vh—— = _ —_— = —_— .
d 1 ds o <cl.1:> +m, ( rly/ ds <dy
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Si on pose 6 = s 4 6vh, on voit que u est une fonction v de x,y,z,p, ¢, s et

le systéme S s’écrit, avec les variables x,v,z,p, q, 5,9,

dv L deN W\ sdyk) do
('Ja?) — i °(‘Jy‘> % g"( dx >+ vh <TEE>
o (dyh LAY
g0 () + '<d h+ ()

=0 () s ()

On a par suite Videntité en 6 :

v W 2 Al v
v TP Tl U Ol (k)
\ v ) ‘ Qv 4 W

— hi ., 5 wh) —— o “ o=

htg*o |y + bz+(+0‘l)(‘p+l“+‘<o+mtgﬂbq
vl e wh
__52202—3—5—}—1) 3 [1+«»h(l¢/0—0)] 3 \’+0"h>§

hig* gyt 2 M R (L — by |
+ hig*o(0 + cotg J)Z_DZ +PT:‘-*-$[1+.{Z([(])—})]+ 5+ by )5

gV O, TRt §— G &Y, G |

-+ hl{/ 0(—‘%—‘“—[) 3z Dp [7 =+~ /Il ([g)—— ))] )/[ (r; -+ Oy L)}

le

—‘Jhlg(i?-—‘~+q——+("+0~"l)—+ [v, + *r<0+c0tg0)l§

L

du dx Qo Qo ,
™ — 5+ 0vh) + —[v, + v(o + colg )]
y [\ra oq
> h bt Cwk )
+ (lg " (54 Ovh) + b_qq[."' +Y(o+colg0)]ss.

- . T oy a . s
En annulant les coeflicients de lg°0, 5 figh, 9*4y*0, on obtient d’abord
g

Qo dvk? dh A M Ok
— =0, — =0, - l —_ —_— =

p p Y dq 3o "y
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Donc A et y sont des fonctions de x, y, z; outre ces variables, x contient p et v,

contient ¢. L’identité précédente donne de plus :

A v A v n Qv v <Dx da n Doz>
= ——a—+ 66— — — 6— | =o0,
S TP Ty T TN\ T Ty
B:fﬂ .‘\3+r‘\_”+.,_bi Dv<a'f'+p‘\"'?+a‘\"~'?>-—o
Ty 2z p o Md o g .
v oW [y dy dv, Mh  dh :
C == h & ! ! + ar] i1 g =0
Y bp + i ‘\q \G Dm (\Z i oq Q\_V q L\Z ’
, e N} + vh M A <(\“’h L\‘l//l Qo ‘\Yh ‘ th’
=1 op v &y do \ dx dz p dy 1~ )
v ) | v oy dvh? M)
C"..._\h’__..*_v — h ' + + i q— —o0.
v p g o6 ? w Pz dy 132 )
On en tire
o, MLy*h*  dLy*R®
—_— (]
dq 173z dy
3 3
dLvh? ALvh?
o LY LY
3 x,Y,2).
l’l bz (\y + .(/( ’ yy )

En faisant le changement d’inconnue défini par les conditions

z, =F(x,y,2)

T

h?

7%

il est facile de voir qu’on oblient une équation de méme forme que celle que 1’on étudie

ro+ hE(lgh—6) +a, =0
avee

L, 4+ h (0 + colgh) + v,(x, 5, 2,)

3

ol vy, ne contient plus ¢ et ot vh* = 1. On peut donc garder les conditions A, B,

X3

‘G, C', C" en y joignant

2
2
‘,’h =I, =o0,

| s
R R
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La comparaison de C’ et de C" donne alors

ALk LA
# =P+ oap -+ alz,y, 2)

et la combinaison A(B) — B(A) = o se réduit 4

d /v 2N . > )/ )
A 16 {4 ¢ d d A3 JA
S8 ) a2 (3 ep ) e (2
(\L’(D.’E PRe) TP\ TP v Ty \y Tin e
d /[ da dx du d [/ da dx AP
+(—<—+/— - 6— ( G
lk: dy 1“: i N7 o\ dy i oz t p
+ da dx [, n
“r
oz p o\ dx P

o N N P M

—_— fred e = —= 0

p* Pz 2 pdy T dydz ’
Q /vy, n &, n d [, dv, N, n M da dx [y, n
—(—4+p p—| ==+ p—L ) —a—L vi—F—( = —
2w\ Pz ! 2\ ! oz 0z yt Ttz m\ . p

On en conclut qu’on peut poser
h = X*Y* = !.p’T + z2X, + g(x,y)

et en changeant z en \*z, I'équation proposée peul s'écrire
r+Y(go—0) + 2X + g(x,y) = o,
avec

1 —= {_—,s(cotgf) 4+ 0) + v (x,y,2).

1l reste alors, pour la condition A(B) — B(A) = o,

Di “’1 ‘\':.;,‘ + »‘\2.{1 ( V 4;_ ) DY, + Y |
: 2 : — (2 ) —~ + X +
dxct + pam: P hEA 9 dz "
On en Lire :

v, =Y,z +2(x,y)

2

(o4

—_— 0.

2

dy
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avec -

R S
(1) X 7.

Changeons dans I'équation proposée z en z + A(x, y). Elle s’écrit :

)

r+Y({gh—0)4 X +

‘\x=+X)\+g:0

avec

A
[ {—;(colg() +0)+2Y, 4+ 2 +)\\"—T\:.

Les deux équations

2. -
AN
'

s+ X +g=0o0,

dur

sont compatibles en vertu de la relation (1); on peut donc, en choisissant pour

une solulion commune a ces deux équalions, ramener ’équalion proposée a la forme

r+Y({gh—0)+z2X=0o0
avec

= %(cotg&‘— 0) 4 2Y,.

On est alors conduit a écrire que le sysléme a six variables

y
v AL D ) P
A=gtrg—Xgtoyg—wr=o
hD) v R ) 2
B:—\—; 1‘\—:— G:\_——*—“ZE-*.TPX’ o,
L, v N W o,
C=Y -g F{—]--f— 3 \\ =0
a deux solulions. On a
AB)—B(A)=o,
Q L A
I)EC(A)~;\((;)E\‘=\—z+\'1"\—”—x " —o,

3

)

= B , ey OO N Cnee w
E=B(C)—CB) =YY E“La—g[(“)_\*”_i
F=B8 W L, 0 L, )

=o, .
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1° Si Y’ est nul, Péguation F donne X = o el la comparaison de E ¢t D donne

\lJ
- <
“ = o0, —_— == 0.
Al

Le systéme
oW W v v n ) L 0 Al v

\ 1+ P T 7 el 0 ) —_— G— =0 [ ¥ — —_— 0 —_—— 0
TP 2q T dy 7. op ’ p Ny B ’

ot Y est une conslante qu'on peut prendre ¢gale a un, est complet. 11 admet les

deux solutions 5 et ¢ —p —s(c —y). L’équation

r+lgh--6=o,

t=colgh+0

admel donc comme invariants s —6 et (s —0)(x —y)+p—q.
Cette équation est, aux notations prés, celle qui a été signalée par M. de Boer.
Elle admet aussi deux invariants du second ordre pour le second systéme de carac-

téristiques. Elle est de la premiére classe.
v . . .
2 Y == 0. En tirant ‘\—z de E elportantdans Det F, on doitoblenir deux équa-
C

tions identiques & C. On a alors, en particulier,

X = YY"—Y,Y) = constante.

On peut prendre la constante égale a 1 et il vient
YOY —Y,Y)=1.

On a aussi

ree +\1~\ — (YY) — Y, Y = (YY)
d’ou

Y —o, Y'Y =1,

1
On peut prendre Y = V1 + ¥* et on obtient sans peine la forme

r4+z+ 0 +y)Plgh—o)=o
on

t=(1+ y’)_;(colgf) +0).
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Le systéme complet S

\ Qv Qv v N Qv
A=— —_— —o0
w TP TRy Ty T T
B v v v o
= -+ — — ==
y 1% p ’
D) v v
C = Yy — 4 — — =0
(r+) p dq M ’
v v Qv
= ——— - == 0
0z op -

admet deux solutions. B et D monirent que v est une fonction de s + z —qy,
P —say,q,x. C montre que v necontientque x, &« =s4+z—qy, f =p-—oy —qy.
L’équation A s’écrit alors

v v v

Yda AL]

dr
Et on en conclut que les deux invariants sont

8
o 4 8 et x + Arctg=.
%

[B] 11 est facile de voir que le second systéme de caracléristigues admel aussi
deux invariants de forme analogue et d’en conclure que I'équation estde la premiére
classe. Mais on peut obtenir, pour les équations que nous venons de mettre en évi-
dence, une forme canonique plus simple.

En changeant zen Yz et ¥ en +(y). on a, si on prend

t
VIA’(.Y) = i—]y
la forme :
r+z41lgh—0=o, avec t+z=colgl+9.
En prenent comme variables x— yet & + y, on arrive facilement & la forme

symeétrique

r4 {4 z=~0+ cotg 26

ou 0 est une fonction de s définie par la relation

sin 20~

On peut vérifier sans peine que celte derniére équation est de la premiére classe.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XIV, 20
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‘Les racines de V'équatiou caractéristique sont en cifet

I

m, = cos 29 m, — ——,
' . ’ : cox 20

Les caractéristiques du sccond ordre, relatives 4 la racine m,, oul pour équations

dy = m, dr, dz = pde -+ qdy, dp = (r +sm)dx,
dr s

dy == (s Hdre — —0.

dy (s +ml)ydr, ([,,:;+ dy +p o

En remplacant m, par cos 20, on a successivement

s
dr + + pde = o,
cos 20
( ds N .
dr - (r -~ scos20) 4+ pdp = o
\ COS z&,) ) )
el en remarquant que
s . )
= dls cos 20) = — ,
cos 2f) i sin af
on a
4 l \ 2 w 2
[r——colgan] +p =\
\\ 9 J
v De plus
ip dr 4 dism )
o == / = —- = d\rcly /
I+ s, P Cr4sm,

donce
x4 a= \rcly

oA sm, )

On en conclat que Uéquation admet comme invarianls, pour le premier sysléme,

les nombres A el 2 définis par les relalions

p= \sin (x4 2, P colg 20 = \ cos (ir + =)
2

et, pour le second systéme, les nombres B el & définis par les relations

q=DBsin(y + ), (1 colg a0 =B cos (y + ).
2



13

SUR LES EQUATIONS I + f'@,y,2,p,¢.1'=0. 147

(6] Etude de la forme II. — Nous poserons

L4 2=—=0.
L’¢équation vient
h? ‘ / 4
r4+-—+v=—o =0
MEV R ’ :
et on a
h
m=—.
0H*

h

Le systéme S monlre que u esl une fonction de x,y, 2z, p, ¢ et de ¢ = S—

qui vérifie la relation :
d. h /du u () h/d h dy d N
i\__i(i\,:-~(<__'>__,<__>+< A)+<__f_§\<
de) e\ ) T e i Nds o) T ¢ \dy o dy dy 36°)\

c’est-a-dire :

AT} A7) { " h"’) du n / /1,> du
- ) Y- 3 5+ —
P T A) \ 0/ &
oy da du ( RN M)
— = 64 =) (0 — 2)—
U 157t +0) { >0(/_\
A

h \ dxz da {/ ) N o / h) dz )
B R AT G i Gy
ho\dh oh ( RN b " N/

ey TIw Tt T) T

vy e RAR N
+D—y+!jg+<ﬂﬁ-—>l +U-1)——\‘-

Cest 12 une identité en 0. Elle donne immédiatement

Qv du M
q oy
/] oh M o

—_ ) + 6= z =o0.
A ! 0z oy op

.M . .
On en tire — =o; h ne conlient donc que .z, y, z et la relation
o

Qv L LA
_— 1) - — -
op 3z o
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monlre que ,

LLL 2 Lk .
v =7p + 2ap s +e(x, v, 2).

Bl

N 1

=h * etenchangeanl 6 cn 0

N
- un calcul

(84

En posant z, = F(x, v, z) avec

[0

facile montre que I'équation proposéce peut s’écrire

5(,+ v(c,y,z) =o, avec 0=1+ o(x,vz,q).

L’identité en 0 doune alors le systéme

A da du NI} "u NIAVENY v
A= — ) N —_— —_— -— (— | =0
w P T T T e\ T ’
u NI/ o u du (81 dx dx
B=—+4+¢—+6——a— — — — +6— ) =o,
dy NF4 p oq ds \ Mo 0z ]
€= oo 3 du

qui doit admeltre deux solutions.
La comblnalson AB)—B(A\)=o0 donne

d dx dao Dx Q7 da Qo du
—< trg tey) e (G e e )

o\ dw oz o
da d /o dx o\ dx [y v
—— 5 — 4+ p—to—]——— i
oz o \ dx hM oy o \dy oz
N (by + oy n N (D-; + oy My
_ §—\— ( — .
dy \ dy 1 oz 13 dy 13 o

C’est 1a une idenltité en s'et p. On en tire sans difficulté

~
R
-~/

=Y, LN, a=qY, + Y, 4l y).

z

b
<
(%2

Un premier changement d’inconnue z =z, + 2(x,y) permet d’annuler 2 : il

suffitt de prendre pour % une solution de I'équation

D!)x - x/\
= +\|———+\ h+g(x,y)=o0.
&y
Posons alors
3 ()
24:'\5’ OZY’ V—I(WV% T, =
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En choisissant Y et v de facon que

N'=1YY, 4 ;:'\",

un calcul facile montre que U'équalion proposée peul s’¢erire :

1 . 4
rl + W + "{(.1" . n\'l N :l) =0, = avec, {)| - [| + .’TT'('-.V:) za o
\ ] v
ou, en changcanl les notations, o : L
. l ¢ N
P+ — 4 vz, y, 2) =o, avec 0=142Y.

La epndition A(By— B(\) == o se réduit alors a

Yy Py ¥y M
q 21, : =z —~Y.
Ty T T R

On en déduit que

avec la condition

Celtte condilion exprime que les deux équalions en %

- ) Q' .
-+ Xk 4+ =o, S Y —=o
r dy

b

.ont une solution commune; soit h(x, y), celle solution. Sion change zen z, + h(x, ¥),

.on oblient une nouvelle équation de la méme forme que la proposée et ot 'on a

z=1zY, v =:\.
11 vient alors :

\IT} Qe o N7
< [ [8 -t

A= +p—. TG — X == o,
N oz & N

" du 4 du N \ N

)y = l/ +— G — D == 0
dy hE/ ep ! A ’
du
LS

(= —=—0
op
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On doil donc avoir
o
(s -
v o, Y=o
et le systéme
o du S du du N
—_— 1 — —_ 0 —_ 0 , —_— 0 e
w g w o Yy w T T

g=uz +uz, §——=ul +u?

’
1

!

LA

, L3, ¢lant deux fonctions distincles de  seul, dont 2', et ', sonl respectivement

2
les dérivées, et qui vérifient toules deux I'équation différentielle

Nous sommes donc amenés a conclure que 1'équation
+Xe 4o
r AT - =20
3r

admet deux invariants du second ordre pour le systéme de caractéristiques corres-

2

2 M I
pondant a la racine m, = e

En changeant & en —A dans les calculs précidents, on voit sans peine qu’il en

esl de méme pour lautre systéme.

[7] Les seules ¢quations de la forme r + flx,y, 2, p, ¢, 1) = 0, qui admellent
deux invariants du second ordre pour un systéme de caractéristiques, se raménent

donc par des transformations ponctuelles & I'une des formes

(h r4+:+1lgh—0=o, ou 4+ z=104 colgh.
I

M *+ N\ — =o0.

(1 PNt gE=o0

L’élude priécédenle montre que s’il existe, pour les équations qui nous occupent,
deux invariants du second ordre pour un des systémes de caractéristiques, il en existe

aussi deux pour aulre systéme; de lelles équations sont de la premiére classe. Clest
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ld'un fait'analogue a celui que j'ai signalé, dans le prémicr Chapilre de ma thése,
pour les équations s = flo, v, 2, p, q).

[8] On peut d’ailleurs ramener I'équation Il & cetie forme.

on obtient I'équation de Monge-Ampere
) —
r+4 zi(x)——=o.
S e

Elle admet deux invariants du premier ordre

(3) | Y =

[
-
SN
=
l
X3 -
~—
|
)
-

¢ et L étant deux fonctions distincles de x seul, solutions de 'équation diftérentielle

dv+ () = o.

d.c?

7
Si L'on fait alors la transformation de contact définie par I'équation directrice

’ , L de XY oW
@ z=x f oy f (o) e (D)

< ‘v < ‘v
7 7 7

-on obtienl, outre les relations (1) el (2), les formules

d’ou
1, 1P [y 1 dz 10 dy
Msz_ P ___1\1)_+4~)_ - :i m;_q;
2 2 dy L Y\ q. M v \g oY Y
¢t enfin
/ -
, I—L"(J‘)——-—
e 7 Y
P / : $ O\ Nl LN
N7V I £ S Ll Als + 5 — o
AR «1‘,) }\‘J\ r/‘) ”)

L’équation proposée se raméne donc & § = o et on déduil immédiatement de ce

résultat un groupe de formules qui représentent la solution générale de I'équation I1.
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[9] Le calcul fait pour I'équation particuliére de Monge-Ampére que nous venons:
d’intégrer met sur la voie d’un résultat général, dont la démonstration se déduit trés
simplement du rapprochement d’un théoréme de Lie et d’un théoréme de M. Goursat.

En effet, M. Gomsat(‘) a demontre que si une équation de Monge-Ampére admet
deux invariants du second ordre de méme systeme elle en admet" necessalrement un
du premier ordre. On sait(*) de plus qu’une équalion de Mouge-Ampele qui admet
un invariant du premier ordre pour chaque systéme de caractéristiques se raméne
par une transformation de contact A la forme s = f{x, y, z, p, ). 1l en résulte que
toute équation de Monge-Ampére qui admet deux invariants du second ordre pour
chaque systéme de caractérisliques se raméne par une transformation de contact a
la forme s = f(x,y, z,p, q) et on peut méme assurer que I'équalion ainsi trans-
formée admet, pour chaque systéme de caractéristiques, un invariant d’ ordxe au
plus égal & deux, difféerent de x ou y.

Or, M. Goursat(®) a classé et intégré toutes ‘les équalions de la forme
s = fla,y, z,p,q) qui jouissent de cette propriété. On peut donc affirmer que
toute équalion de Monge-Ampére, qui admet pour chaque systéme deux invariants
du second ordre au plus, se raméne par une transformation de contact & des types
de M. Goursat.

Nous avons laissé de cOté au début de cette étude le cas ou la fonction
Sz, y, 2, p, g, t) serait du premier degré en £. S’il en est ainsi, I'équation proposée
est une équation de Monge-Ampére. Le résultat obtenu au paragraphe précédent
nous permel d’affirmer en particulier que, si une pareille équation admet deux inva-
rianls du second ordre au plus pour chaque systéme de caracléristiques, elle se
déduit par une transformation de contact des équations de M. Goursat.

[10] Les résultats que j'ai obtenus dans ma Thése permettent d’ailleurs d’énoncer
une proposition plus générale. J'ai en effet démontré que toutes les équations
s = f{z, v, z, p, ¢) qui s’inlégrent par la méthode de Darboux se réduisent aux types
mis en évidence par M. Goursat. Par suile, loule équalion de Monge-Ampére qui
admel un invariant du premier ordre pour chaque systéme de caractéristiques s’intégre
par la méthode de Darboux dans le cas — et dans le seul cas — ot elle dérive par une
transformation de contact d’un des types signalés par M. Goursat.

(") Goursat. Lecons sur Uintégration des équations aux dérivées parlielles du second ordre,
t. I, p. 133. .

(*) GouwrsaT, Ibid., t. 11, p. 8a.

(®) Goursat, Annales de la Facullé des Sciences de Tonlouse, 2° série, L. T, 189g.
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