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SUR L’ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES PARTIELLES
RELATIVE A L’AIRE D’UNE SURFACE MINIMA

LIMITÉE A UNE COURBE GAUCHE

ET SUR LA RECHERCHE DE SES SOLUTIONS HOMOGÈNES

Par JULES SEBAG

~~ INTRODUCTION 

~ 

.

L’objet du présent travail est l’étude de l’équation aux dérivées fonctionnelles
partielles à laquelle satisfait l’aire d’une surface minima considérée comme fonc-
tionnelle de la forme du contour qui la limite. ,

. De telles équations se présentent, comme extension au calcul des variations des
intégrales multiples, de la théorie de Jacobi-Ha.milton, extension donnée par M. Vol-
terra(*) et reprise ensuite par M. Fréchet(~). M. Volterra avait, en particulier, consi-
déré l’équation de Jacobi-Hamilton qui correspond au minimum de l’intégrale de
Dirichlet. 

,

Ces équations ont été ensuite étudiées à priori et d’une façon générale, par M. Paul
Lévy(’) qui, par voie de passage du fini à l’infini, les a considérées comme limite

(dans le cas d’une fonctionnelle dépendant de deux fonctions arbitraires) d’un certain
système de n équations aux dérivées partielles ordinaires du n‘’ ordre à 2n variables
indépendantes, n augmentant indéfinimènt.

M. Paul Lévy a pu ainsi étendre à ce nouveau genre d’équations les notions que
l’on rencontre habituellement dans la théorie des systèmes d’équations aux dérivées
partielles, notamment les notions d’intégrabilité, de caractéristiques et celle d’inté-

, Ct) Ilendiconli I890, Ier semestre, p. 
’ 

(!) Anali di 3° série, tome 11, p. I87.
el) ) Rendiconti del circolo .lfalhero. di Palermo, I9I4, Ier semestre, tome XXXVII. Voir aussi

l,erou.s d’analyse fonctionnelle, 2e partie, chap. v..
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grale complète. Il a également montré comment on peut poser le problème de Cau-

chy pour une équation aux dérivées fonctionnelles partielles lorsque les conditions

d’intégrabilité se trouvent satisfaites.
Généralement, les notations employées, quand il s’agit d’une fonctionnelle dé-

pendant d’un contour fermé, sont celles indiquées par M. Hadamard et la variation

prernière de la fonctionnelle est supposée de la forme :

et (I)’u étant les dérivées fonctionnelles partielles. 
’

C’est en partant de cette expression de que M. Paul Lévy a obtenu les condi-
tions d’intégrabilité. Pour une équation aux dérivées fonctionnelles partielles donnée
au hasard, le cas où elle satisfait aux conditions d’intégrabilité est tout à fait excep-
tionnel, mais ce cas est la règle quand il s’agit d’équations, comme celles que nous
étudions auxquelles conduit le calcul des variations, ainsi qu’on pourrait s’en rendre

com pte à priori.
Le point de vue auquel nous nous sommes placés dans ce travail, est que la fonc-

tionnelle considérée, ayant une signification intrinsèque, étrangère, par conséquent
aux choix des axes de coordonnées, il convenait de l’étudier en considérant le contour
dont elle dépend, dans l’espace, sans faire intervenir la projection de ce contour sur
tel ou tèl plan particulier.

t Nous avons, par suite, adopté systématiquement les notations de Volterra, en

posant :

les dérivées fonctionnelles partielles étant liées par la relation :

ce qui nous a conduit à faire usage d’nn certain trièdre mobile. ,
Ce point de vue est peut-être plus avantageux lorsqu’on a surtout en vue des

résultats d’un caractère géométrique, en même temps qu’il conduit à des formules
tout à fait symétriques. ! ;

Dans la i’" partie, nous considérons une fonctionnelle dépendant d’un contour
fermé C, que nous appelons aire minima et que nous supposons parfaitement
déterminée par la donnée du contour (sauf dans les cas singuliers, s’il y a lieu). 

~~’

Nous faisons sur cette fonctionnelle quelques hypothèses d’un caractere intuitif

qui nous permettent d’abord de former l’équation aux dérivées fonctionnelles par-



tielles à laquelle elle satisfait et de retrouver ensuite la définition habituelle des

surfaces minima, ces surfaces se trouvant ainsi liées à l’existence des multiplicités
caractéristiques. : 

’

La forme sous laquelle se présentent les éléments du z. ordre (variations des dé-
rivées de 03A3) nous conduit à l’équation aux dérivées partielles donnée par Schwarz(1),
qui régit les variations infiniment petites des surfaces minima. Nous formons égale-
ment l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles (généralisation de celle qui est
relative au minimum de l’intégrale de Dirichlet) à laquelle satisfait la fonctionnelle

variation second: de  quand le contour se déforme normalement à la surfaca
minima. 

’

Nous étendons ensuite la méthode employée à des équations aux dérivées fonc-
tionnelles partielles relatives à un contour fermé, d’un type plus général et retrou-
vons les conditions d’intégrabilité (en utilisant toujours les notations de M. Volterra)
en les rattachant à la détermination des caractéristiques.

Dans la 2G partie, nous cherchons à préciser la détermination de notre fonction-
nelle en lui imposant des conditions d’homogénéité tout à fait intuitives. _ 

-

Xoire but, en effet, était de considérer spécialement parmi toutes les fonction-
relatives à un contour fermé donné (dont l’ensemble forme une intégrale

complète), celle qui satisfait aux conditions de continuité (imposées à la surface .

minima) résultant de l’énoncé du problème de Plateau. Ces conditions de continuité,
nous avons cherché à les traduire par les conditions d’homogénéité dont il est ques-
tion plus haut.

M. Paul s’était déjà posé ce problème de la recherche des solutions homo-

gènes pour l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles à laquelle satisfait la fonc-
tion de Green (dans le cas de l’équation de Laplace). -

Il a montré comment les équations qui résultent des conditions d’homogénéité,
jointes aux propriétés élémentaires de la fonction de Green, permettraient la déter-
mination de cette fonction.

Pour faire cette recherche des solutions homogènes nous nous sommes placés à
un point de vue plus général, qui est celui de Jacobi-Hamilton.

Il est évident que les deux méthodes qui consistent à utiliser dans le cas du pro-
blème de Dirichlet, soit l’équation de Jacobi-Hamilton, soit l’équation de la fonction
de Green, sont entièrement équivalentes. 

’

Les conditions d’homogénéité montrent immédiatement le lien qui existe entre

(i) Monateber der Berliner Akad, I872, p. ;18. La théorie de Schwarz est reproduite dans
Duhem : Hydrodynamique, élasliciié. acoustique, tome II. Paris, Hermann, I89I, page II3 et
suivantes.

(2) Mémoire publié dans les Rendiconti del circolo Mat. di Palermo, I9I2, 2e sernestre,
tome XXXIV. - Leçons d’analyse fonctionnelle, I922 (Gautlricr-Villars), 2° partie, chap. m,
p. et suivantes.



une surface minima et la surface adjointe qui lui correspond. De là un procédé
d’intégration pour obtenir, à l’aide de quadratures, les coordonnées d’un point de
la surface minima la plus générale, en partant d’une surface minima particulière
quelconque. Ces formules, qui ne renferment pas de symbole imaginaire, condui-
raient rapidement aux principaux résultats de la théorie classsique des surfaces
minima.

Elles permettent également de ramener la solution du problème de Dirichlet sur
une surface minima à la résolution d’une certaine équation intégrale (de même que
l’on est ramené, dans le cas du plan, à une équation de Fredholm). Mais c’est là une
réduction qui paraît d’un caractère plutôt théorique.

En dernier lieu, nous cherchons la possibilité de former pour la fonctionnelle Y!
un développement en série qui conduirait à la solution du problème de Plateau.

La conclusion est celle-ci : Un tel développement en série peut être obtenu

(toutes réserves étant faites sur la convergence de ce développement), si l’on sait

résoudre, sur une surface minima particulière, le problème dont t s’est occupé
M. Paul Lévy C) dans le cas du plan : A savoir la détermination de la fonction de
Green pour un contour fermé quelconque et, à partir de ce contour, le calcul de ses
variations successives. Dans le cas d’une surface minima, l’étude devrait porter sur
la fonction de Green relative à l’équation de Schwarz :

En définitive le problème de Plateau se trouve ramené à une étude parallèle à’
celle faite par M. Paul Lévy.

Les résultats exposés dans la t’" partie aux n°’ 3, 4, 6 et y, sont contenus dans le
mémoire publié en I9I4 et déjà cité de Paul Lévy (note de la page 1). Quant à
l’essentiel de la méthode pour obtenir les équations des caractéristiques, il résulte

évidemment des travaux de M. Paul Lévy.
Nous avons cru cependant devoir maintenir dans le texte les paragraphes qui

font double emploi avec le mémoire de M. Paul Lévy afin de ne pas rompre l’unité
de l’exposé.

(t) Voir note 2 de la page 131. Voir aussi thèse igi chap. m, p. 72
et suivantes.



PREMIERE PARTIE 

FORMATION ET INTÉGRABILITÉ DE L’ÉQUATION AUX DÉRIVÉES FONCTIONNELLES ,

PARTIELLES

[1] Nous appellerons Aire minima correspondant à un contour fermé C, une
fonctionnelle S de ce contour, bien déterminée, quand C est donné (sauf dans les

. cas singuliers, s’il en existe) et satisfaisant à certaines conditions que nous.allons 1

poser. 
"

Tout d’abord nous supposerons le contour C défini par trois équations : .

s étant la longueur d’un arc variable de la courbe C comptée à partir d’une certaine

origine, le sens positif de parcours sur C étant défini comme d’habitude. Nous nous 
B

plaçons dans le cas où les trois fonctions f, (p, ’f sont continues et admettent des
dérivées f’, f’~; ~~, ,.L~, ,i" continues. Soit 1 la longueur du contour C; f, c~, ~,~
ainsi que leurs dérivées sont des fonctions périodiques de période 1 . 

’

Cela posé, nous ferons en premier lieu, sur la fonctionnelle S les hypothèses
suivantes : 

a) 03A3 est une fonctionnelle continue du contour C (continuité en moyenne d’or-
dre o).

b) Elle admet des dérivées fonctionnelles partielles continues des deux premiers
ordres.

c) Elle ne dépend spécialement d’aucun point de contour. -,

Dans ces conditions, sa variation première se présente sous la forme :

~’~, ~’u, ~’~ étant les dérivées fonctionnelles partielles du r’ ordre et le signe S indi-
quant une sommation étendue aux trois variables x, y, z. 

[2] Les trois fonctions f, ~, ~~ ne sont pas indépendantes puisque leurs dérivées
sont liées par la relation : 

’ 

.



On doit s’attendre à ce qu’il en résulte une relation correspondante entre les trois
dérivées fonctionnelles partielles ~’’~, ~’‘~, ‘,’‘~ . C’est la relàtion bien connue :

qui exprime que la variation de ~ est nulle quand la courbe C né fait que glisser
sur elle-même, ou plutôt quand chaque élément de la courbe vient se substituer
à l’élément infiniment voisin (ce qui est beaucoup plus général qu’un glissement en
bloc de tout le contour). 

-

Il est peut-être intéressant de remarquer que cette condition (2) revient à ceci : .:
Pour définir l’intégrale (i), on a divisé la courbe C en une infinité dénombrable

d’éléments d’arcs si tendant vers o. La relation (2) traduit une propriété
fondamentale de l’intégrale définie : à savoir que sa valeur oE ne dépend pas du
mode de subdivision adopté lequel reste ainsi complètement arbitraire.

Autrement dit : 
’

Supposons qu’on veuille considérer 03A3 comme une fonction d’une infinité dénom-
brable de variables indépendantes à savoir les coordonnées d’une infinité dénom-
brable de points dont l’ensemble (partout dense) équivaut à la donnée de la courbe C .
La relation (2) exprime encore que la différentielle totale de S par rapport à toutes
ces variables est la même quelle que soit la manière dont les points sont répartis
sur la courbe C . ..

Ainsi la relation (2) autorise, dans une certaine mesure, à remplacer une fonc-
tionnelle dépendant d’un contour fermé par la limite d’une fonction d’une infinité
dénombrable de variables indépendantes.

Une autre interprétation de (2) : c’est que le vecteur R de composantes (~’x, ~,’y,
~‘~) est normal en chaque point de C à l’élément ds en ce point.

[3] Soient : i ii, v , iv les cosinus directeurs du vecteur R et par conséquent :

le déplacement oy, ôz) représente également un vecteur ô~ de cosinus direc-

teurs a, b, c. Dans ces conditions : ..

cos 6 étant le cosinus de l’angle des deux vecteurs,



R . et ô~ sont des quantités positives. ô~ est, d’autre part, sur C une fonction de s.
Pour une forme donnée à cette fonction, ô~’ est maximum quand : cos 6 = 1
ou a - u, b -~v, c - w, c’est-à-dire que les deux vecteurs R et ont même
direction et même sens. On a dans ce cas : 

.

mais alors 03B403BE(a, b, c) étant, comme normal à l’élément ds, 03B403BEds est
l’aire du rectangle élémentaire ayant pour base /. et pour hauteur S~, soit 
cette aire:

En particulier, si la déformation du contour porte seulement sur un arc infini-
ment petit, on a : 1 

m-

) . 
,

Nous ferons ençore, dans ce cas, l’hypothèse suivante :

De sorte que l’on devra prendre R --_ ~ ,
Étant donné que nous voulons définir une fonctionnelle qui représente une aire,cette dernière condition est assez intuitive, mais en outre, elle sera justifiée par lasuite. "

Cette hypothèse : R == 1, en vertu de : :

donne : . o

Dans ce qui suivra, nous pourrons partout mettre, pour simplifier, à la
place de S~.B’~E’,.

En définitive, nous voyons que notre fonctionnelle doit satisfaire aux deux équa-tions aux dérivées fonctionnelles partielles ; 



A vrai dire, la f de ces relations s’appliquant à n’importe quelle fonctionnelle
dépendant d’un contour fermé, ne constitue pas à proprement parler une équation
aux dérivées fonctionnelles partielles..

[4] Les deux relations (4) peuvent être remplacées par une seule, si l’on a pris
soin de réduire les trois arguments l z à deux seulement, ainsi que cela est
possible.

Pour faire cette réduction, nous supposerons le contour C, défini au moyen de

sa projection que nous appellerons C,, sur le plan xoy, et qui sera représentée par
les deux équations : 

’

et par la cote .~ d’un point variable sur C

s étant l’abscisse curviligne sur la courbe (:~ à partir d’une certaine origine. _

Prenons comme sens positif sur la normale, en un point de Cf, le sens vers

l’intérieur de la courbe, In étant un déplacement infiniment petit sur cette nor-
male, la variation du contour C, est connue si l’on se donne on en fonction de z.

Si de plus, on se donne ô z ~ en fonction de c, on aura défini la déformation

infiniment petite la plus générale du contour C. Dans ces conditions ôx et oy
auront pour valeurs :

et l’on aura pour oE :

ou

en posant :

~’n et ~’u sont les dérivées fonctionnelles partielles relatives à ce nouveau système
de référence.



Remarquons que

et éliminons E’~, E’~ entre les relations (4) et (5). Nous obtiendrons par un
calcul facile (~) : : 

’

en posant

[5] Mettons encore cette équation sous une autre forme. Supposons qu’on défi- ,

nisse le contour C en se donnant x et y exprimés en fonction de z, z devenant
ainsi une variable indépendante au sens ordinaire du mot. Nous supposerons de

plus, que z est assujetti à varier entre deux limites fixes a et b (a  b), a et b

étant les cotes respectivement minima et maxima sur le contour C. Cela revient à
dire que C, en se déformant, doit rester constamment entre les deux plans paral-
lèles au plan xoy, ayant respectivement pour cote a et b ...

Dans ces conditions, il n’y aura pas. lieu de considérer la variation de z(ôz = o)
de sorte qu’alors : ,

Mais en vertu de :

On peut considérer un vecteur de cosinus directeurs : a, ~3, y ! normal en même

tem s aux deux vecteurs vecteurs a v w et 
dy dz ds)) tel ue l’on p uisse

poser :

(t) Paul Mémoire publié en igi4 aux Rendiconti del circolo di Palermo.

Fac. des Sc., 3~ série, t. XX. 
’ 
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. et tel que l’on ait inversement :

ce, ~,’ Y étant aussi liés par les relations :

On pourra écrire, dans ces conditions :

ou

En posant, pour éviter toute ambiguité :

En éliminant a, ~, y entre les relations (g) et (10), on aura l’équation cherchée :

si on n’avait pas assujetti z à varier entre les limites fixes a et b, on aurait eu dans

l’expression de lE des termes en dehors du signe / correspondant aux points
de C ayant pour cote a et b et la fonctionnelle E aurait dépendu spécialement de
ces points. On voit ainsi l’inconvénient que comporte un tel choix de variables.

[6] Nous allons maintenant vérifier que l’équation (6) se réduit, à la limite,
à l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles relative au minimum de l’intégrale
de Dirichlet :.



Supposons que la fonction z(a) ainsi qu~ sa dérivée z‘Q tendent vers o de façon

que le contour C se confonde avec sa projection plane C, . L’équation (fi) devient

alors en faisant 
dz 

. = o :a ’ en y faisant 
âa 

== 0 :

Parmi toutes les fonctionnelles satisfaisant à cette équation (II) et par suite,

aussi, à l’équation (6), prenons celle qui représente l’aire de la courbe C, : soit ~~,,

pour laquelle :

Dans ce cas : ~’’~n = -1, = o. 

’

Cherchons alors ce que devient l’équation (6) pour un. contour C presque plan,
infiniment voisin de sa projection C,, en supposant de plus que S tende vers S,,

z (a) et z’(a) auront pour limite o. Prenons la variation des deux membres de réqua..
tion (6) :

cette variation étant prise par rapport à la fonction z(a), la courbe C~ et par suite .

da ne variant pas. Dans cette équation (i2f), nous devons remplacer ~’,l et E’~ par ,

leurs limites qui sont respectivement 2014 i et o. D’autre part : 
’

On a alors 8$ tendant vers r

ou, en posant :

Or ~’7a, ~’~~, ua2 sont ce que deviennent les dérivées fonctionnelles ~’n, ~’u et la

quantité respectivement, quand le contour C est infiniment voisin de C, . Il

en résulte que l’équation (13) est l’équation cherchée. C’est bien l’équation de



Jacobi-Hamilton relative au minimum de l’intégrale de Dirichlet. Si au lieu de ~,
on avait considéré la fonctionnelle a~, minimum de l’intégrale

on aurait eu pour les dérivées fonctionnelles : 2~’~ à la place de ~’?~ et ~~’~ à la

place de 03A6’u, de sorte qu’en remplaçant et respectivement par I 203A6’n et I 2 03A6’u
dans l’équation (13), on aurait obtenu C) :

M. Paul Lévy avait déduit cette dernière équation de l’équation (6) au moyen
d’un développement en série. En effet, l’équation (6) peut s’écrire en y remplaçant u

par i,u (À étant une constante) :

M. Paul Lévy ($) développe une solution ~ de cette équation suivant les puis-
sances croissantes de ),~. En exprimant que cette solution satisfait à l’équation (13~)
quelle que soit la valeur de X, il obtient une infinité d’équations aux dérivées fonc-
tionnelles partielles, parmi lesquelles l’équation (13’) et toutes complètement inté-

grables en même temps que l’équation (6). , ’

[7] Il y a lieu maintenant de chercher si l’équation :

est complètement intégrable.
Pour écrire les conditions d’intégrabilité, nous devons pouvoir poser, en adoptant

. les notations de M. Paul Lévy (3) : :

k étant la courbure de C, au point considéré et ’On’ la dérivée de on par rapport à s .

(t) M. Paul LÉVY. Leçons d’analyse fonctionnelle, a~ partie, chap. v, p.w35.
1’) Mémoire déjà cité, paru en I9I4 aux Rend. del circ. Math. di Palermo.
(3) Leçons d’analyse fonctionnelle, Ire partie, chap. v,. p. g8.



Il est nécessaire et suffisant, pour que les conditions d’intégrabiliié soient véri-

fiées, que : .

i° E et G soient des fonctionnelles linéaires identiques à leurs adjointes respec-
tives;

;~~ F et 5 soient des fonctionnelles linéaires adjointes l’une de l’autre.

Pour écrire explicitement ces conditions, il faut, de l’équation (6), déduire la
variation de ~’n; on obtient : 

’

en choisissant provisoirement le signe + devant le radical. D’où :

Expression de la forme :

..en posant :

Soit ~, l’expression adjointe de L, on a : 
’

On démontre alors facilement que tout revient à vérifier(’) que l’expression :

e) Paul LÉVY. Leçons~ d’analyse fonctionnelle, 2e partie, chap. w, page a3~.



_ 

est une fonctionnelle linéaire de ân identique à son adjointe. Formons cette expres-
sion dans le cas actuel, elle est :

ou

Cette expression d’où le terme en ô n’ a disparu et qui est linéaire par rapport
à ôn est bien identique à son adjointe.

Si l’on avait pris :

Le résultat, visiblement eût été le même. On en conclut que l’équation (6) et par
suile, l’équation ,

qui lui est équivalente sont complètement intégrables.

INTÉGRATION DE L’EQUATION

Recherche des caractéristiques.

E8] Nous allons maintenant appliquer à notre équation aux dérivées fonction-
nelles partielles une autre méthode, en la prenant systématiquement sons la forme ;

Tous les calculs auront ainsi une signification indépendante du choix des axes de
coordonnées. Supposons que le contour C se déforme infiniment peu de façon que
l’on ait : 

’



On obtient ainsi, un autre contour C’ infiniment voisin du premier et cette défor- 
’

mation de C correspond à une variation de 03A3 égale à : _

~~, le long de C est une fonction de s : :

8î~ étant une constante infiniment petite. La courbe C’ dépend de la forme de cette
fonction f (s). ,

Le long de C’, les dérivées fonctionnelles partielles

prendront des valeurs u’, v’, w’ telles que :

De cette courbe C’ nous pourrons encore déduire par le procédé précédent une
courbe infiniment voisine C" en prenant :

En appliquant la même loi de proche en proche, on obtiendra, à partir de C,
une suite continue de courbes fermées dont l’ensemble formera une surface à deux
dimensions. Nous appellerons cette surface, surface caractéristique correspondant
à la courbe G et aux déterminations de u, v, w que l’on s’est donné arbitrairement

sur cette courbe, u, v, w satisfaisant toutefois aux deux relations

car nous verrons que cette surface caractéristique est liée à la notion de caractéris-
tiques du ordre telle qu’elle résulte des travaux de M. Paul Lévy. 

Cette surface dépend apparemment de la forme des fonctions successives définis-
sant : 

’

Nous allons démontrer :

i° Qu’à une courbe fermée C donnée et un ensemble de valeurs de u, v, w éga- 
’

lement donné sur cette courbe (u, v, w étant toujours supposés liés par les relations .



Sudx =o, , Su2 = i), il correspond (sauf dans certains cas singuliers) une surface
caractéristique unique, indépendante, par conséquent, de la forme des fonctions suc-

,

2° Que c’est en cela précisément que consiste le caractère de l’équation

d’être complètement intégrable.
3° Que toutes ces surfaces caractéristiques sont susceptibles d’une définition géo--

métrique simple : : Ce sont exclusivement des surfaces à courbures moyenne nulle ou.
surfaces minima.

t~° Que la recherche de toutes ces surfaces équivaut à l’intégration de l’équation (3). 
_

5° Que pour achever de définir notre fonctionnelle, il sera nécessaire de l’assu--
jettir à de nouvelles conditions.

[9] Supposons que les équations qui définissent la courbe C renferment deux
paramètres variables X et u.. Déformons infiniment peu le contour C en faisant
varier x seul. Nous aurons : :~

Faisons maintenant varier le paramètre :

Nous devons écrire :

ou

Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la manière dont x, y, z dépendent.
de 03BB et p.. On pourrait même choisir cette dépendance telle que la déformation du
contour ne portât que sur un arc de ce contour aussi petit que l’on veut. Il en résulte
que l’égalité précédente est valable pour chaque élément ds pris isolément :



où l’on a :

. 
Nous avons défini précédemment (n° 5) un vecteur de cosinus directeurs (x, ~, y)

normal en même temps à l’élément ds et au vecteur (u , v, w) : :

Nous choisirons le sens de ce vecteur tel que le trièdre trirectangle ainsi formé

par les trois vecteurs : 
°

ait même orientation que le trièdre o(xyz) formé par les trois axes coordonnés. De

plus, nous poserons une fois pour toutes dans ce qui suivra : ,

, 

Cela étant, supposons que lorsque X varie seul, le déplacement d’un point M

quelconque de C se fasse sur la direction (- u, - v, - w) de façon que l’on ait :

B

Supposons d’autre part que p variant seul, le déplacement de M se fasse sur le
vecteur (a, ~, y) de façon que ce déplacement étant désigné par on ait :

On aura dans ces conditions :

Fac. des Sc., 3e série, t. XX.



Si on se reporte, d’autre part, aux relations :

qui donnent par différentiation :

On trouve :

L’équation (i4) devient alors :

Plaçons-nous dans le cas où l’on a sur toute la courbe C 
’

Cela revient à admettre que le contour C pas un contour singulier, en

d’autres termes : que le déplacement étant, sur toute la courbe C,
différent de o et dirigé suivant le vecteur (oc, ~i, y), on obtienne ainsi des contours
infiniment voisins de C , pour lesquels la fonctionnelle 03A3 ne cesse pas d’avoir un

sens. Si donc 2014 4= o l’équation ( I ~) donne :
8

Nous verrons plus loin la signification géométrique de cette équation.



[10] Revenons à la première des équations (15) en remarquant que :

elle s’écrit :

En définitive nous avons le système suivant de trois équations linéaires pour
. déterminer :

Le déterminant de ce système est égal à + i d’après l’hypothèse faite sur l’orien-

tation du trièdre trirectangle ’ (u, v, w), (a, a, Y). Si donc on

résoud le système ( t g), on obtient : _ 

_

On peut, de ces valeurs des dérivées, déduire les variations : 8~it, ~cw
(l’indice c indiquant un déplacement sur la surface caractéristique) :



Supposons que la déformation de la courbe C amène un point M de cette
courbe au point M’ sur la courbe C’ infiniment voisine. La position du point M’
est parfaitement déterminée par la donnée de Au point M’ les dérivées fonction-
nelles partielles seront : ,

, 

On voit que ce vecteur dépend pour un point M’ donné de la valeur de d03B403BE en
~

ce point. Si o~ restant fixe, 20142014 varie, le vecteur (M’,ï/,~/) varie en direction,
mais les formules (20) montrent qu’il reste constamment dans un plan fixe qui ne
dépend que du point M’et non de la déformation qui a amené G en G’. Si donc
on déforme G’, à son tour, à partir de sa position actuelle, pour en déduire une
courbe C" infiniment voisine d’après la loi précédemment indiquée, le déplacement
de fera dans ce plan. Nous appellerons ce plan, le plan tangent à la caracté-

ristique au point M’, de mêmequele plan défini par lesdeuxvecteurs: (dx ds, dy ds ,dz ds),
(M, v, w) est le plan tangent à cette même surface au point M.

[12] Le plan tangent en M~ contient le vecteur :

Cherchons, en effet, les cosinus directeurs y’ du plan déterminé par le vec-
teur précédent et le vecteur : 

’

Ils sont respectivement proportionnels aux quantités :



Or on a, par exemple :

et des expressions analogues pour 03B4cdy ds et 

On a, dans ces conditions :

Les termes non écrits étant du 2e ordre. On aura en définitive pour «’ 

Ces expressions peuvent être transformées ; on vérifie en effet facilement que l’on a :

..d’où l’on tire, par exemple :



Les expressions de x’ ;3’ ,~’ deviennent alors :

On voit donc que le terme 20142014 a disparu des expressions de ce qui prouve

que le plan de cosinus directeurs ce’ p’ y’ ne dépend que du point M’et qu’il contient

le vecteur u’ , v’, w’) quelle que soit la valeur de d~~ en M’. C’est bien le plan

tangent tel qu’il a été précédemment défini. Nous appellerons rJ.,’, Q’, y’ les cosinus
‘ 

directeurs en M’ de la normale à la surface caractéristique.
’ 

l’out ce qui précède fait bien présumer que la surface caractéristique balayée par ~

.. le contour C quand celui-ci se déforme conformément à la loi indiquée, est bien
déterminée pour un contour C donné, u, v, w étant aussi donnés sur ce contour

(Sudx = o, Su2 = r) et ne dépend pas du mode de déformation du contour. Mais
il est nécessaire de donner de ce fait une démonstration plus rigoureuse.

L’ensemble des contours fermés déduits du contour initial C est déterminé,
à partir de C, au moyen d’un système d’équations aux dérivées fonctionnelles ordi-
naires qui est le suivant :



Ce système peut être remplacé par un système équivalent déduit des formules (2 1 )

auquel il faut ajouter les quatre dernières équations du système (22) qui sont com-

munes aux deux systèmes. .

’ 

Nous allons vérifier que le système (22) ou le système (23) qui lui est équivalent ~

sont complètement intégrables. 
’

Considérons pour cela deux déplacements sur la surface caractéristique repré-
sentés par les symboles 0 et 03B41 respectivement. Le système (22) donne :

donc :

carona:

Comme = ô8,~, on en conclut :

La condi tion d’intégrabilité est donc vérifiée pour E .

D’autre part on n’a jamais : ,

même si le système (22) est complètement intégrable. Mais il existe une quantité,
qui en vertu de la condition d’intégrabilité ne doit pas changer si l’on y permute les

symboles 5 et â1. C’est l’expression : .



, Ce point est expliqué dans l’ouvrage de M. Paul Lévy(’). Or nous avons : ~ 

.

de sorte que la quantité (23’) se réduit à :

qui visiblement n’est pas modifiée si l’on échange entre eux les symboles § 
’

La condition d’intégrabilité est donc Vérifiée encore en ce qui concerne x, y , z..
Reste à la vérifier pour u, v, w . ..,

Nous allons pour cela mettre le système (22) sous une autre forme qui nous con--
duira à des propriétés remarquables de la surface caractéristique.

Posons : .

Nous aurons défini ainsi 6 fonctions : xo’ y~, zo; vo, wo satisfaisant aux rela-

tions : :

corrélatives de

Nous obtenons immédiatement d’après la formule (20’) :

On a d’autre part :

(1) Leçons d’analyse fonctionnelle, Ire partie, chap. v, p. 97.



d’où .

y 

Posons pour un instant :

, 

On obtient immédiatement :

, d’où l’on déduit les valeurs de p, q, r

D’autre part des relations évidentes

on déduit :

De sorte que l’on aura pour 8 uo

et pour



On a donc à une constante additive près :

En résumé on voit que le système (22) est équivalent au suivant :

Remarquons encore que N se déduit de Lit en y remplaçant 
dx 

: .. par - u ...

ou par ds . De sorte que nous pou rrons poser :

De sorte que le système (220) est absolument identique comme forme, et aux
notations près, au système (32).

Vérifier la condition d’intégrabilité pour le système (22) en ce qui concerne les

fonctions u, v, w revient à la vérifier pour le système (22 ) en ce qui concerne , 

.

, dz0 ds c’est-à-dire en ce qui concerne ce qui est immédiat.

Nous avons ainsi établi que le système d’équations aux dérivées fonctionnelles (22)
est complètement intégrable en même temps que les systèmes (23) et (220) qui lui
sont équivalents.

Les relations qui existent entre les systèmes (22) et (220) seront interprétées
géomé~triquement dans la 2° partie.

[14] Le système (22) étant complètement intégrable, on peut pour l’intégrer y

supposer 1§ indépendant de s, c’est-à-dire ds = o .



Le système (22) se réduit dans ces conditions à :

On peut alors appliquer à ce système la méthode d’approximations successives _

de M. Picard. 
,

Supposons maintenant que x, y, z, u, v, w soient sur C des fonctions analy-
tiques de s. On peut alors, en utilisant la formule (zl~) calculer la valeur pour 1 = o
des dérivées de u, v, w, x, y, z, ~ par rapport â S jusqu’â un ordre quelconque.

Par exemple : 
.

est une f onct i o n de u, v , w , ’ et de leurs dérivées success i ves par rapport

à s jusqu’à un certain ordre, c’est-à-dire, en définitive, une fonction connue de s
. et des valeurs de u, v, w sur le contour

On pourra donc écrire pour u un développement suivant les puissances crois-
santes de ç, convergent dans un certain intervalle (ce rayon de convergence étant
une fonction de s~.

Dans ces conditions, u, v, w, x, y, z, seront exprimés en fonction de s etde ~. 
° 

.

On aura ainsi les équations de la surface caractéristique sous la forme :

s devra alors être considéré comme un paramètre qui, avec 1 , détermine sur la .

, surface un système de coordonnées curvilignes. Ce système est formé d’une famille
de courbes parallèles ~ = const. (parmi lesquelles le contour C lui-même) et de
leurs trajectoires orthogonales qui sont les géodésiques s = const.

[15] Du système (22) nous pouvons déduire un système d’équations aux dérivées 
, 

.

partielles du ~e ordre définissant l’ensemble des surfaces caractéristiques de l’équa-
tion Su’ = 1 .



En effet si l’on fait dans le système (22)

on obtient :

Pour éviter toute confusion, mettons ri à la place de s, ri étant un paramètre
tel que les géodésiques considérées soient définies par ~ = const. et continuons à

désigner par s la longueur d’arc d’une courbe 1 = const. quelconque. On aura dans

ces conditions :

ce qui donne :

D’autre part :

et deux autres formules analogues pour ~ et t y. En définitive les équations aux déri-

vées partielles qui définissent l’ensemble des surfaces caractéristiques rapportées
à une famille de géodésiques et à leurs trajectoires orthogonales sont :



auxquelles il faudra joindre les deux équations :
f

Mais, évidemment ce système est de forme assez compliquée et nous verrons,
dans la 2e partie, qu’on pourra définir l’ensemble des surfaces caractéristiques par
un système d’équations aux dérivées partielles équivalent mais dont l’intégration
sera immédiate.

[16] Voyons maintenant quelle est l’interprétation géométrique de l’équation (18)

qui résulte de la condition d’intégrabilité, équation qui peut s’écrire :

Si on appelle 03C11 le rayon de courbure d’une courbe ~ _. const., 03C91 l’angle que
’la normale principale à cette courbe fait avec la normale à la surface au point consi-

.déré, 03C12, 03C92, les quantités analogues pour la courbe 03BE = const. qui coupe normale-
ment la géodésique , = const. au même point, l’équation précédente peut s’écrire :

R, et R~ étant les rayons de courbures principaux de la surface au point considéré.
Donc les surfaces caractéristiques de l’équation: :

sont des surfaces à courbure moyenne nulle ou surfaces minima.
De même la signification géométrique des trois quantités que nous avons dési-

gnées par Lp, Ln’ N est immédiate.

L , -N sont respectivement, la courbure géodésique, la courbure normale
et la torsion géodésique en un point M d’une courbe C quelconque tracée sur la sur-
face minima. 

"

Il existe des.formules classiques (°) dans la théorie des surfaces qui donnent aux
notations prés :

(t) Voir par exemple : VESSIOT. Cours de Géométrie supérieure, chapitre Il, p. ~g.



- et -N’ étant respectivement la courbure normale et la torsion géodésique
relatives à une courbe (~~ = const.) coupant normalement la courbe C au point M.

En rapprochant les formules (23’) des formules (23) on retrouve d’abord :

et ensuite :

mais cette dernière relation ne caractérise nullement les surfaces minima et est vraie

pour une surface quelconque.
Nous pouvons maintenant lever, en partie, la restriction que nous avons formulée

au n° g. Nous avons supposé que la quantité an devait être différente de o sur toute. 

~~ 
_

la courbe C. 
,

Le fait que le système (22) qui permet la détermination de la surface caractéris-
tique est complètement intégrable permet de remplacer cette condition. par la sui-
vante : .

Il faut et il suffit qu’il existe un déplacement I n normale à la surface minima,
qui ne soit pas nul sur toute la cour°be C et tel que la fonctionnelle E ne cesse pas
d’avoir un sens.

Sous cette forme la condition précédente est bien d’accord avec le résultat du
Mémoire de Schwarz(2). Il est clair, en effet, que s’il est impossible de trouver un

déplacement on non nul sur toute la courbe C, l’équation ( 1 7) s’évanouit. Il y aura
indétermination pour la surface minima passant par le contour C (cette surface
satisfaisant par ailleurs aux conditions connues do continuité) et l’on ne pourra plus
parler dans ces conditions de l’existence d’un minimum relatif pour l’aire :E. .

LES ÉLÉMENTS DU 2e ORDRE CORRESPONDANT A DES DÉPLACEMENTS NORMAUX

A LA SURFACE CARACTÉRISTIQUE

[17] Revenons maintenant aux dérivées :

nous n’avons pour les calculer que les deux équations :

(1) Mémoire cité dans l’introduction.



Comme on a :

Le système (16) peut être remplacé par :

ou

l’indice n indiquant que les variations de u, v, w se rapportent à un déplacement

normal à la surface caractéristique. Il y a donc indétermination pour le calcul de On U, 
’

~~~v, et c’est en cela que consiste la propriété fondamentale de cette surface.

Supposons que la déformation de la courbe C soit purement locale et affecte seule-

ment l’élément ds au point M. D’une manière plus précise, supposons que la défor- 
’

mation du contour ait lieu seulement sur un arc infiniment petit, de longueur 2e

et dont les extrémités sont symétriques par rapport au point M. Considérons la

quantité :

Supposons provisoirement qu’élle ait alors un sens et qu’on puisse la représenter
par une expression de la forme k(s) Õ n :

k(s) étant une fonction inconnue de s. Nous aurons alors le système : _

. , D’où l’on tire :



[18] Nous allons main tenan t chercher les valeurs les plus générales de 8 u, 
ônw en considérant une déformation quelconque du contour C.

Considérons deux points quelconques de C situés à une distance finie l’un de
l’autre : M et Mt ayant respectivement pour abscisse curvilignes et s,. Supposons.
que la courbe C soit affectée au point d’une déformation purement locale
représentée par ds on. Nous aurons, au point des variations de u, v, w liées
par les relations :

Car la variation de > fi > £ en M, est alors nulle. /
Ces équations (28) montrent que le vecteur de composantes:

est alors dirigé suivant le vecteur (0:, ~1 Yt) c’est-à-dire suivant la normale à la surface
caractéristique au point M,. On pourra donc écrire :

K étant une nouvelle fonction inconnue dépendant évidemmcnt des deux points M
et Mi c’est-à-dire des deux variables s et s1.

De même si nous considérons une déformation purem.ent locale du contour C au
point Mi, elle affectera u, v, w au point M, et l’on aura encore :

, 

en permutant dans la fonction K, s et Si.
Mais, d’autre part, on a :

en considérant le déplacement on comme résultant de trois déplacements 8x, 8z

suivant les axes coordonnés. Il en résulte que :



en désignant par la variation de u au point M résultant d’une déformation
locale de la courbe au point Nl, définie par (y, et z, ne subissant alors aucune

variation). On aurait encore :

. Considérons ~ ~’ comme une fonction d’une infinité dénombrable de variables
~ 

indépendantes : les coordonnées x~ yi . On voit que : ,

La condition d’intégrabilité :

exige donc que l’on ai t :

. et huit autres relations faciles à écrire :

Toutes ces conditions exigent évidemment que l’on ait. :

et inversernent si cette dernière relation est vérifiée, les neuf relations précédentes
et par suite les conditions d’intégrabilité se trouvent satisfaites. K (ss~) esl donc une
fonction symétrique de s et . 

’

[19~ Supposons maintenant que la déformation porte sur toute la courbe C à
l’exclusion d’un arc aussi petit que l’on veut dont les extrémités ont pour abscisses
curvilignes s - ~ et .? + e (s étant l’abscisse curviligne du point M e.t E une qnan-

Fac. des Sc., 3e série, t. XX.. 
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tité tendant vers o). En vertu des formules (28’), il en résultera évidemment pour

ô~2v, au point M les valeurs suivantes : ,

l’indication v. p. (valeur principale) devant le signe / signifie que l’on doit
exclure de l’intégrale l’intervalle infiniment petit (s, - + e). Mais si l’on savait
d’avance que K(ss.) est holomorphe au point s = s~, il n’y aurait évidemment
aucun inconvénient à écrire par exemple : :

Enfin si la déformation porte sur toute la courbe C y compris l’élément ds au

point M, on aura pour les valeurs les plus générales de ô" ~~, 8"v, : -

Ces formules sont obtenues en partant de l’hypothèse faite au n° 17, à savoir que
l’expression

quand la déformation de la courbe porte exclusivement sur l’arc infiniment petit
(s - ~, s + s) a un sens et peut être représentée par n. Calculons, dans le cas

général, l’aide des formules (28"), on a immédiatement :

l’hypothèse que la fonction k(s), telle que nous venons de la définir existe, n’est

légitime que si l’on est sûr a priori que l’intégrale , 

.



, 

a un sens. Or il peut ne pas en être ainsi, et effectivement, il n’en est pas ainsi si
’ 

par exemple la fonction K(ss,) admet au point s -,s, un pôle dont l’ordre de
multiplicité es.t au moins égal à 2 . Nous verrons tout à l’heure quand nous aurons
précisé la signification de . 

.

la forme qu’il convient de donner à’ cette quantité. Tout ce que nous pouvons dire
pour le moment c’est qu’elle est une fonctionnelle linéaire de qui, en vertu des
conditions d’intégrabilité écrites plus haut (n° 18), doit être identique à son adjointe.

~ Soit ~-U,(~n) cette fonctionnelle, nous poserons donc :

et les formules ~~8’) deviennent :

. [20] Partons maintenant de

Si :

c’est-à-dire si le déplacement de chaque point du contour C est normal à la surface
caractéristique, la variation de 03A3 est nulle : . 

,

Voyons ce que devient.la variation 2~ :



car nous supposons que la direction (x, y) reste invariable. Dans ces conditions, ,

03B42n03A3 se réduit à :

Quelle est maintenant la signification de

cette quantité représente l’angle infiniment petit que font entre eux les deux vecteurs

ou la tangente de cet angle en négligeant les infiniment petits du 2" ordre.

Supposons que le déplacement In permette de déduire du contour C un contour
infiniment voisin C’. Soient S et S’ les surfaces minima infiniment voisines qui
correspondent respectivement à C et C’ C). Quand on se déplace sur S, In est-une
fonction des deux paramètres et "v précédemment définis (n° i5). Désignons par

la dérivée de on prise suivant la direction (-n, -v, -z~); ce sera la dérivée

de on prise suivant la normale intérieure à la courbe C . On vérifie alors par un

calcul facile, qu’aux infiniment petits du ZP ordre prés, on a :

ou

[21] Supposons que la surface caractéristique soit à l’intérieur de G parfaite-
ment continuer). Considérons deux fonctions différentes représentant In, c’est-

(’) Nous supposons toujours, au moins implicitement, dans le texte, que ces surfaces
sont parfaitement continues à l’intérieur des contours qui les limitent.

(2) Par surface parfaitement continue il faut entendre que la surface est continue et

qu’en outre elle ne présente aucun point singulier à l’intérieur du contour qui la limite.
- Voir DARBOUX. Leçons sur la théorie des surfaces. ire partie, livre III, chap. x, p. 



à-dire deux contours infiniment voisins de C représentés respectivement par :

LT(s) étant des fonctions infiniment petites. Désignons alors par Ut[U]
et ] les dérivées normales qui correspondent respectivement à U(s) et V(s) ..

U1[U], par exemple, est une fonctionnelle linéaire de U identique à son adjointe.
On a donc :

c’est-à-dire :

Ainsi : : 
’

La fonction ôn satisfait à la relation de Green pour un contour fermé quelconque
tracé sur la siirface caractéristique, celle-ci étant parfaitement continue à l’intérieur
du contour. 

,

,Si on suppose tracé sur la surface S un réseau de courbe à la fois orthogonal et
isotherme, de paramètres 03B8 et considéré sur la surface S comme

fonction de 6 et o doit donc satisfaire à une équation aux dérivées partielles linéaire
du 2e ordre et du type elliptique, de la forme : 1

Nous poserons pour simplifier dans ce qui suivra :

On aura alors :

Rappelons que l’on a identiquement (la surface minima étant parfaitement con-
tinue à l’intérieur du contour C) : .



l’intégrale double étant étendue à l’aire de la surface minima comprise à l’intérieur
du contour C . On a d’autre part :

D’après l’équation (30) à laquelle satisfait U = Il en résulte :

et l’équation .(30) exprime précisément que U = ôn est la fonction rend station-

naire l’intégrale double précédente.. 
’

Ainsi, si l’on se donne la suite des valeurs que prend In sur le contour C,
â~,~ ~ ~st une fonctionnelle dépendant de cette suite de valeurs, égale au minimum (~),
de l’intégrale double qui figure au 2e membre de l’égalité (,la’).

Désignons par ~~ cette fonctionnelle en posant :

Ut (U) étant une fonctionnelle linéaire de il en résulte que : : 1~ est une ~

fonctionnelle entière homogène et du 2e degré de toutes les valeurs prend U sur le
contour C. . Si donc on multiplie la fonction U par un facteur infiniment voisin
de 1 : 1 + s, ï) doit se trouver multipliée par ( r + D’après cela la variation l’~E

étant :

multiplions U par 1 + z ce qui revient à écrire :

le contour C étant invariable, on aura alors :

(°1 Quand ce minimum peut être effectivement atteint.



on en conclut :

comme pour le minimum de l’intégrale de Dirichlet.

[22] Nous allons maintenant chercher l’expression de ~~’,t ~’ = ~~ en fonction

de U et de ses dérivées partielles et déterminer, par conséquent, la fonction R qui
figure dans J’ équ a tion (3o).

Mais auparavant remarquons que les équations :

Résolues par rapport à ’ d03B1 ds, d03B2 ds, d03B3 ds donnent par exemple :

d’où

On déduit également des formules (23) :

De sorte que l’on a :

en désignant par le carré de l’une quelconque des deux courbures principales(1).
Cette dernière égalité exprime d’ailleurs le fait bien connu que la représentation
sphérique d’une surface minima S réalise une représentation conforme de S sur la
sphère de rayon 1.

Cela étant, considérons sur la surface minima S un contour C’ infiniment voi-

(’) r’ représente aussi la courbure totale changée de signe.



sin du contour C et intérieur à C. On obtient C’, à partir de C au moyen du dé= 
’

_ placement :

L’aire de la bande comprise entre G et C’ a pour valeur :

en désignant par d~ Ferment d’aii’e :

Nous avions trouvé d’autre part :

On en conclut :

Il s’agit de calculer et pour cela nous chercherons à obtenir l’expression
de l’élément d’aire d03C3’ sur la surface S’ qui se déduit de S au moyen du déplace-

’ 

ment on suivant la normale.

Supposons que ce déplacement amène un point lI de coordonnées x, y, z situé
sur S en un point lI’ de coordonnées x’ y’ z’ situé sur S’. On a : (ôn = U)

si le point M se déplace sur la courbe C, on aura pour la différentielle de x’ :

Si le déplacement de 1i a lieu sur la surface minima, normalement à C, tel par

conséquent que : 
’ 

.

on aura pour la variation de :1;’ :



On déduit de là : :

On aura de même :

Formons maintenant la combinaison :

Ona:

la quantité S- 1- est rigoureusement nulle ainsi qu’on s’e assure facilement ;
~ d’aillenrs le terme qui lui correspond est du 2e ordre ainsi que le terme eo U On a donc en s’en tenant aux infiniments petits du n~ 

, 
.

On trouve, en définitive, que le sinus de l’angle des deux directions (dx’, dz’)
et (ôa~’, ôz’) est:

en négligeant sous le radical les termes d’ordre supérieur au 2e.
On voit. dans ces conditions, que l’élément superficiel da’ est donné par :

ou .

3e série, i. 11.



Comme, d’autre part, on doit avoir :

en s’arrêtant aux infiniment petits du 2e ordre, on en conclut :

et

On obtient donc, en définitive :

Un peut obtenir d’une autre façon, en faisant dans l’égalité : 1

On a d’ailleurs, comme nous l’avons vu :

ce qui donne :

en comparant entre elles les deux valeurs de que nous venons d’obtenir, on a

l’égalité :

ou

On a ainsi l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles à laquelle satisfait la
fonctionnelle ~ :

qui ne cliO’ère de l’équation obtenue au n° 6, relative au minimum de l’intégrale de

Dirichlet, que par le terme L’équation (3o’n) se réduit d’ailleurs à cette der-

nière équation, si la surface minima S est un plan auquel cas on a : I’" = o.



. [23] De l’équation (3o~) on peut déduire la valeur de t), il sumrait pour cela

d’étendre l’intégration à toute l’aire de la surface minima limitée par le contour C .

Dans ces conditions, l’intégrale simple est remplacée par une intégrale double.
Prenons, par exemple, pour système de coordonnées curvilignes sur la surface

minima, le système déjà considéré, formé par les géodésiques .(1 = const. et leurs

trajectoires orthogonales 1 = const, L’élément linéaire sera alors de la forme : .

~’ 

et l’on aura :

Si maintenant on substitue à’ce système de coordonnées curvilignes, un réseau
.. de courbes orthogonal et isotherme de paramètres 0 et (9), pour lequel le ds2 prend

la terme : 
" 

. 
’

L’expression de + se transforme en la suivante, en vertu des propriétés d’inva-
riance bien connues relatives au paramètre différentiel du t"’ ordre :

en rapprochant cette intégrale de celle déjà considérée (30’), on obtient la valeur de
la fonction R(03B803C9)

La quantité :

.. est donc un invariant et représente la courbure totale. ’

. - 

’ 

Supposons que la représentation sphérique de la surface minima soit également .

~ rapportée aux variables 0 et M, et qu’on ait alors pour le d~ sur la sphère de
rayon 1 : -- ,

On en conclut : :"

telle est encore la significa tion de R (8~.~) .



[24] Il faut maintenant que nous précisions la forme qu’il conviendrait d’attri-
bner à la quantité :

Nous connaissons maintenant sa signification : C’est la dérivée normale (’) cor-
respondant à une solution de l’équation (30), satisfaisant aux conditions habituelles
de continuité relatives au problème de Dirichlet pour cette équation. Nous avons vu
d’autre part que cette équation (30) généralise l’équation de Laplace :

à laquelle elle se réduit d’ailleurs quand la surface minima se réduit elle-même à
un plan, auquel cas == o.

Il sutfit donc de voir comment se présente la dérivée normale d’une fonction.
harmonique, même dans un cas particulier,

Dans le cas du cercle, par exemple, et en nous servant de l’intégrale de Poisson,
’ 

nous pouvons obtenir l’expression de cette dérivée normale. Elle est de la forme :

Le noyau admettant un pôle double au point : s == et l’intégrale du
~~ membre ayant alors parfaitement un sens grâce an facteur 

’

qui s’annule pour s === St ..
Dans le cas du plan, la nature de la singularité de la fonction K (~) est la même

quel que soit le contour fermé considéré : c’est toujours un pôle double.
II est très naturel d’admettre, au moins jusqu’à preuve du contraire, que cette

singularité est encore de’ même nature lorsqu’on passe du cas du plan au cas d’une
surface minima quelconque, c’est-à-dire de l’équation de Laplace à l’équation plus
générale (30).

Le caractère de cette singularité semble, en effet, lié à la nature même du pro-
, blème et être, par conséquent, indépendant des données de ce problème.

Nous admettrons donc l’existence d’un pôle double pour le noyau K(ss,) .

(’) Dans tout ce qui suivra nous nous placerons toujours dans le cas où la dérivée
normale existe.

(!) Lorsque la dérivée normale existe.



Il résulte, daus ces conditions; de l’expression générale de la fonctionnelle linéaire ’

donnée par M. Hadamard, que l’on pourra poser : . 

’

ou : 1

On pourrait même obtenir une expression., un peu plus compliquée il est vrai,
qui ne contiendrait pas le symbole v.p. à condition d’introduire la dérivée -~
.. ds

ainsi qu’une autre fonction inconnue :

’ 

Je renverrai sur ce point à l’ouvrage de M. Paul Lévy(’). 
’ 

-

Nous adopterons, en définitive pour la forme (3t) sur laquelle nous au-
rons, d’ailleurs, l’occasion de revenir dans la 2~ partie/Nous y verrons que les condi-
tions d’homogénéi té permettent d’obtenir pour une expression plus simple 

’

d’où aura disparu la fonction /~). 
_ 

~ 

~ 

,.

, 

~~ 

PROBLÈME DE CAUCHY ’ 
’ 

’

>" ~ 

~ 

~
’ 

[25] Nous allons d’abord chercher l’expression générale ~
Une déforma tion quelconque du contour G peut être considérée comme résultant -

dé deux déplacements d’un point M quelconque de ce contour : L’un de compo-
santes 2014M~, 2014~, pour lequel nous avons par exemple : ... ,

l’autre de composantes ; ôn normal à la surface caractéristique et pour 
’

lequel nous pouvons écrire en raison de la forme qui vient d’être attribuée à Saô un:’

0) Paul LÉVY. Leçons d’analyse fonctionnelle, i- partie, chapitre iv, page 69.



En vertu de la relation : : o, il’n’y a pas lieu, si l’on cherche la variation

de la fonctionnelle E, de tenir compte d’un déplacement du point M dirigé suivant
l’élément ds. Mais il n’en est pas de même s’il s’agit de la variation des dérivées u,

v, w. On devra dans ce cas faire intervenir le déplacement du M dirigé suivant la

tangente à la courbe C, pour lequel on a :

Eu conjuguant les trois variations de u qui viennent obtenues, nous pour-
rons écrire d’une façon générale :

ou

et des expressions analogues pour ou et Ces expressions de lw nous

permettent de voir comment se pose le problème de Cauchy pour l’équation :

Nous aurons auparavant à faire une remarque sur les conditions d’intégrabilité
écrites au n° 18. Elles nous avaient conduit à ce résultat que K(ss1) doit être une

fonction symétrique de .s et de s1.

Ce résultat n’est, visiblement, pas modifié si l’on adopte pour la forme (31)
et nous avons même dit que, d’une façon générale si on représente par

qui est une fonctionnelle linéaire de la condition d’intégrabilité se

traduit par ce fait que L’, est identique à son adjointe.
On peut vérifier cela autrement : Dans l’expression de 03B42n03A3 remplaçons S03B103B4nu

’ ’ 

par sa valeur (31). Nous aurons :

l’intégrale double est alors étendue à l’aire d’un carré de côté 1 (1 étant la longueur
du contour) et le signe v. p. signifiant que l’on doit exclure de ce champ d’intégra-



tion une bande infiniment mince suivant l’une des diagonales du carré et de lar-

geur 
~ 

.

Remarquons qu’en raison de la singularité de .K(ss.) on commettrait une erreur

en écrivant :

En réalité la dérivée seconde L"n:! est infinie. Mais on peut écrire :

Supposons maintenant que la déformation du contour G normalement à la sur-
face caractéristique résulte de deux déplacements successifs que nous désignerons

par les symboles 0 et ô~ . L’égalité (31’) permet alors d’écrire :

Et l’on devra avoir :

ce qui exige. encore que soit une fonction symétrique de s et ~.
Plus généralement, on a :

d’où

d’où il résulte que la fonctionnelle doit être identique à son adjointe.
Nous aboutissons d’autre part à ce même résultat en vérifiant les conditions d’in-

tégrabilité pour l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles

t déjà obtenue, ce qui ne présente pas de difficulté. 
"

[26] Cherchons maintenant à poser le problème de Cauchy pour l’équation :



L’intégration de cette équation ne peut être considérée comme obtenue que si
l’on a pu calculer les variations de u, v, zv jusqu’à un ordre absolument quelconque :

La connaissance de ces variations permettrait alors de définir 03A3 par un dévelop-
pement en série qui, sous certaines conditions, serait convergent et déterminerait 03A3
comme fonctionnelle d’un contour fermé quelconque à partir du contour initial C.

De l’expression générale de oM, o~, o~ (3r) il résulte que la connaissance de ces ,

variations est ramenée a celle des variations de condition de.faire 
intervenir des données complémentaires.

Supposons qu’on se donne un ensemble continu de contours fermés (comprenant
le contour C) dépendant d’une fonction arbitraire ~(~). Les coordonnées 

seraient alors données comme des fonctionnelles de ~. Soient :

A, B, C étant des fonctionnelles linéaires de Supposons qu’on se donne, en

outre, pour tous ces contours, l’expression en tant que fonctionnelle de 9 et

qu’on puisse en déduire lE sous la forme :

G dépendant de -.~ . C’est en cela que consistent les données complémentaires dont
il a été question plus haut et qui sont nécessaires pour résoudre le problème de
Cauchy. 

’

Dans l’expression générale de 16i :

remplaçons ôx, ôy, 03B4z par leur valeur (3a) et égalons les deux expressions ainsi
obtenues de 

en désignant respectivement par ,~,, :8, d les expressions adjointes de A, B, C . On .

déduit de là en identifiant :



Cette équation, jointe aux deux relations connues : 
’ 

.

permettrait de déterminer u, v, w, à moins qu’elle ne fit double emploi’ avec la
relation : .

auquel cas, il y aurait indétermination. Mais nous écarterons ce dernier cas, car 1- -

l’équation (33) est, en général, une équation intégrale. Ayant donc calculé u, v, w
et par suite, aussi x, ~, y, on en déduirait :

p, q, r~ étant des fonctionnelles linéaires de ~~ .
On a ainsi l’expression générale de

d’où l’on déduirait les variations de jusqu’à un ordre quelconque.
, 

On pourrait aussi en déduire les valeurs de :

et plus généralement de :

Des formules (32) nous tirons en effet la valeur de ~~ et :

On a aussi: :

Le déplacement suivant la tangente à la courbe C que nous avons désigné par ds ~
dans la formule (3 () et que nous appellerons maintenant ôs pour éviter toute con- 

’ 

,

fusion a pour valeur : ,

Fac. des Sc., 3e série, t. XX.



Or l’expression de S03B103B4u peut être obtenue d’autre part à partir des égalités (31’)

ou

Si dans le 2e mernbre on remplace par leurs valeurs (33’) et (34) et
qu’on égale ensuite à

on obtiendra, en identifiant, des équations intégrales qui définiront k(s) et 
au moins théoriquement, comme fonctionnelles de , .

En résumé, on voit que la solution du Problème de Cauchy ainsi posé dépend
avant tout de la résolution de l’équation intégrale (33).

GÉNÉRALISATION

(27] Nous allons montrer que la méthode suivie pour traiter l’équation : 
’ 

.

, peut être généralisée et étendue à une classe assez vaste d’équations aux dérivées
fonctionnelles partielles relatives à un contour gauche fermé.

Nous partirons de cette remarque que l’égalité évidente :

’ 

posée au n° 9, nous a permis du même coup de vérifier que l’équation (3) est com-
. plètement intégrable et d’obtenir les équations aux dérivées fonctionnelles (22) de

ses caractéristiques.
A quel moment, en effet, le caractère de l’équation (23) d’être complètement

intégrable est-il apparu nettement?
C’est quand nous avons constaté que l’équation (17) ne renfermait pas les quan-

tités : 
~ 

.



et qu’elle se réduisait à une relation linéaire entre :

qui, jointe aux équations (15), a pu conduire à la détermination de ces trois dérivées.

De la possibilité de calculer ces trois dérivées résultait, d’autre part, le sys-

tème (22), c’est-à-dire l’existence des caractéristiques.
Ou peut donc aff rmer que la possibilité pour une équation aux dérivées fonc-

tionnelles partielles d’être complètement intégrable est intimement liée à l’existence
’ 

des caractéristiques de cette équation. ..
‘ 

Il s’agit, en d’autres termes, d’inverser l’ordre suivi habituellement et de déduire

les conditions d’intégrabilité du fait qu’on a pu former les équations des caractéris-

tiques.

[28] Considérons donc une équation aux dérivées fonctionnelles partielles relative
à un contour fermé : .

et supposons que I) soit une fonctionnelle satisfaisant aux conditions a), b), c) posées
au début, telle, par conséquent, que l’on puisse écrire : .

C étant un contour fermé tel que nous l’avons défini au commencement.

Écrivons pour une telle fonctionnelle la condition :

ou

ce qui donne :



Supposons que le déplacement correspondant à la variation de X se fasse, en un
point Ni de C, suivant une direction de cosinus directeurs (u, v, w) normale à
l’élément t ds au point M, et que le déplacement correspondant à la variation de p
se fasse suivant une direction à la fois normale à ds 

, dy , dz ds) et à u v w). .
Soient e,x, f3, y) les cosinus directeurs de cette nouvelle direction. Nous suppo-

serons, pour fixer les idées, que le trièdre trirectangle d’axes

ait même disposition que le trièdre trirectangle formé par les axes de coordonnées.
Nous continuerons à poser : .

On aura, dans ces conditions :

Si alors on désigne comme précédemment par ~~ et on respectivement, les

déplacements suivants (M, v, w) el t (a , ~, y) on obtient :

On aura encore :

et



Et alors la relation (36) 

[29] Il faut que cette équation (37) jointe aux équations obtenues en dillléren-
, tiant l’équation (35) et la relation : 

’

vraie pour toute fonctionnelle dépendant d’un contour fermé, puisse conduire à la
détermination des caractéristiques, c’est-à-dire permettre le calcul de l’un des grou-
pes d’inconnues

ou

Il est nécessaire pour cela que l’équation (37) ne renferme que l’un des groupes .

d’inconnues, c’est-à-dire que l’un des deux termes de son second membre soit nul.

Supposons que ce soit le a° (en annulant le 1er on serait conduit au même résultat,
en raison de la symétrie par rapport à A et ~~.) et qu’on ait par conséquent :

Il faut encore que cette dernièr~e relation soit iine conséquence des r~elations obtenues
en différentiant les équations (35) et (38).

Les conditions d’intégrabilité s’obtiennent en écrivant que le système formé par
. ces trois équations est indéterminé et ne permet pas le calcul des trois dérivées



En même temps que l’on écrit ainsi les conditions d’intégrabilité, on obtient, si
ces conditions sont vérifiées, une équation en rz, qui, jointe aux deux relations :

permet de déterminer ces trois quantités en fonction des valeurs de ~~’,~, ~~’~, 
supposées données sur le contour, ce qui détermine le plan tangent à la surface

caractéristique en un point 1~I du contour C .

Pour fixer les idées, limitons-nous à un cas simple qui correspond aux problèmes
de minimum des intégrales doubles. (La méthode présente surtont de l’intérêt lors-
que la fonctionnelle 1) a une signification indépendante du choix des axes coordonnés.)

Supposons que notre équation aux dérivées fonctionnelles partielles soit de la
forme :

F = o étant une relation ordinaire entre les six quantités qui y figurent. Cette équa-
tion (39) différentiée donne : .

en posant :

L’équation (38) donne d’antre part :

ou

en désignant par S~ le 2~ membre de cette équation. On vérifie en effet que dans ce
~ ..

cas particulier on a le droit de remplacer 201420142014 par 20142014-2014, 
cela tient a ce que

" ~J~
1 équation (38) est homogène par rapport aux dérivées de:!;, y, ~.



Désignons, d’autre part, par T le 2~ membre de l’équation (4o), il vient : 
°

Or :

On a donc en définitive :

’ 

La relation (38’) devant être une conséquence des équations linéaires (40) et (4i)~
le déterminant de ces trois équations doit être nul :

D’après cette équation (f~2), le vecteur (M, u, w) doit être dans le plan formé par
les deux directions : (A, B, C) et ( dx ds, dy ds, dz ds) . On en conclut que 03B1 03B2 y sont

respectivement proportionnels aux quantités :

d’où l’on déduit les valeurs de «, p, y et ensuite celles de u, v, w . ’

’ 

Ayant calculé ces six quantités et déterminé par conséquent le plan tangent à la
surface caractéristique en chaque point de C (pourvu, bien entendu, que l’on se
donne sur C les valeurs de ~‘~., ~h’z~, ~‘~, ces valeurs étant toujours liées par les
relations (35) et (38), il faudra encore exprimer que le système formé par les équa-
tions (38’), (4o) et (4I) est, non pas impossible, mais indéterminé.

Nous devrons avoir alors : 
.



ou

c’est-à-dire :

On obtiendrait d’ailleurs par permutation circulaire par rapport à y) (u t) w)
(A B C) deux autres relations équivalentes à l’équation (43).

SI et ’f ayant été, d’autre part. calculés, on devra donc écrire que l’équation (43)
où u, v, ,w ~ x, ~, ~ ont les valeurs calculées plus haut est identiquement vérifiée,

c est-a-dire vérifiée quels que soient ~n et -d ~j~ . 
’

op.. s /

On obtient ainsi les deux relations :

qui, si elles sont vérifiées identiquement, expriment que l’équation (3g) est complè-
tement intégrable. ,

S’il en est ainsi, nous pouvons développer pour l’équation (3g) une théorie ana

logue à celle faite pour l’équation : _

CONCLUSION

[30J ] Nous avons vu précédemment que le problème qui consiste à trouver une
surface minima passant par un contour fermé comporte une certaine indétermina-

_ 

tion. La solution dépend du système d’équations aux dérivées fonctionnelles (22)
dont l’intégration introduit une fonction arbitraire de s. Il est nécessaire, pour lever

l’indétermination, de se donner la suite des valeurs que prend l’une des quantités
u, v, w sur le contour ou, ce qui revient au même, la suite des plans tangents à la
surface minima tout le long du contour. C’est là une question classique dont la solu-
tion est donnée au moyen des formules de Schwarz (1).

. L’indétermination, comme nous l’avons vu, peut être levée autrement (problème

(’) DARBOUX. Leçons sur la Théorie des surfaces, Ire partie, livre III, chapitre VIII.



de Cauchy) si l’on se donne l’expression de x, y, z (coordonnées d’nn point quel-
conque du contour) et de 03A3 considérés comme fonctionnelles d’une fonction 03C6(s).

’ 

Nous avons cependant supposé au début que notre fonctionnelle E est bien dé-
terminée pour chaque contour fermé, mais c’était à condition de lui imposer de
nouvelles restrictions. 

Ces restrictions consistent à supposer que la surface caractéristique est parfaite-
ment continuer) à l’intérieur du contour qui la limite. C’est le cas qui correspond
au problème de Plateau, compris, il est vrai, dans un sens assez étroit.

’ 

Ce problème diffère essentiellement du problème de Cauchy. Il semble, en géné-
ral, comporter une solution unique comme le problème de Dirichlet pour l’équation
de Laplace.

Les conditions de continuité que le problème de Plateau impose à la surface mi-
nima peuvent se traduire, en ce qui concerne la fonctionnelle ~, et ses dérivées, par
des conditions d’homogénéité que nous étudierons dans la 2e partie. Mais pour le

~ 

moment il y a lieu de se demander à quelles conclusions, toujours en vue du pro-
blème de Plateau, nous conduisent les résultats obtenus jusqu’ici et notamment ceux
qui concernent le calcul des éléments du 2’ ordre pour un déplacement t du contour ,
normal à la surface caractéristique. ,

Supposons qu’on sache résoudre le problème de Plateau pour un contour C~ et
qu’on veuille le résoudre pour un contour C. Soient St et S les surfaces minima

parfaitement continues qui correspondent respectivement à Ci et C. Supposons,
d’autre part, que C puisse se déduire de C, au moyen.d’une déformation continue.

On pourra, par, exemple, considérer un ensemble continu de contours fermés .

dépendant d’un paramètre variable u. :

les fonctions f, p , ’f étant continues par rapport à t et u. et telles que pour  = o
on ait le contour C, et pour ;~, = l le contour C . 

y 

. Si l’on veut pouvoir déduire S de S1, il faudra supposer de plm varlant
de o à T, la surface minima S. se déforme sans cesser de satisfaire aux conditions
de continuité imposées par le problème.

Dans ces conditions le problème de la détermination de S pourra être considéré
comme résolu, au moins théoriquement, si l’on a pu former pour  _-_ o l’expression -

des dérivées successives de u, v, u,

(’) DARBOUX. Leçons sur la Théorie des surfaces, partie, livre III, chap. x, p. 424.
des Sc, ., 3~ e sé rie, 2 1



jusqu’sTun ordre quelconque. Considérons, en particulier, les dérivées du r ordre

elles pourraient se déduire facilement des variations T"~, c’est-à-dire en

défini de ’

si cette quantité était connue. -

On est donc ramené à chercher la dérivée normale correspondant à une solution

parfaitement continue de l’équation aux dérivées partielles :

connaissant la suite des valeurs de U sur le contour C, ou bien encore une solu-

tion (p de l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles :

telle que la surface caractéristique qui correspond satisfasse aux mêmes condi-

tions de continuité. 
’ 

.

Le fait que la surface correspondant à la solution ~ est parfaitement continue
à l’intérieur du contour qui la limite se traduit par la propriété que la fonctionnelle +
est homogène, entière et du 2° degré par rapport à toutes les valeurs que prend U sur
le contour ce qui donne lieu, comme nous l’avons vu, à l’égalité :

C’est là un point facile à établir.
En définitive un premier pas vers la solution du problème de Plateau consistera

dans la détermination de la dérivée normale

correspondant à une suite quelconque de valeurs de U --. o/~ sur le contour.



Cette question, à son tour, est en connexion étroite avec les deux suivantes :

10 Solution du problème de Dirichlet pour l’équation (30) ;
2° Détermination des solutions homogènes de l’équation aux dérivées fonction-

nelles partielles (30"’).

Nous verrons à la fin de la 2e partie comment on peut aller plus loin et envisager
la détermination des variations de iu jusqu’à un ordre quelconque, ce qui
conduira au développement en série susceptible de représenter la fonctionnelle E

correspondant à un contour C et, par suite, définir la surface minima S qui répond
au problème de Plateau pour le même contour.



. DEUXIÈME PARTIE

. LES CONDITIONS D’HOMOGÉNÉITÉ

[3i] Parmi toutes les fonctionnelles solutions de l’équation :

. 

nous considérerons spécialement celles qui jouissent d’e la propriété suivante : :

Quand on reniplace le contour C par un contour. semblable, 03A3 se trouve simple- .

ment multiplié par le carré du rapport de similitude.

Comme une similitude résulte toujours d’une homothétie suivie d’un déplace- .

ment, cette condition peut se décomposer en deux autres, considérons d’abord la
première : 

’

e) ~, considérée comme fonction d’une infinité dénombrable de variables indé-

pendantes : à savoir les coordonnées d’une infinité dénombrable de points Mi (for-
mant un ensemble partout dense) situés sur la courbe C, doit être homogène et du
~° degré. 

’

Autrement dit :

Si on multiplie toutes les coordonnées par un même facteur p (ce qui revient
à remplacer la courbe C par une courbe homothétique, le centre d’homothétie étant

l’origine o et le rapport d’homothétie étant égal à c) S doit se trouver multipliée

Dans l’égalité :

remplaçons ~x, l y, âz respectivement par ey, étant une constante infini-

ment petite. Cela revient à multiplier toutes les coordonnées par 1 + E . D’après



l’hypothèse e)  doit se trouver multipliée par (1 + ~)a de sorte qu’on aura :

en négligeant le terme du 2’ ordre r. Donc :

ou :

cette égalité traduit l’hypothèse e).
En effet si on considère 1 comme fonction d’une infinité dénombrable de varia-

bles indépendantes et si on pose alors :

L’égalité ~ i ) montre qu’il faudra prendre :

en désignant par respectivement les valeurs de u, v, w au point Mi et en -

posant :

Dans ces conditions, l’égalité (44) s’écrit :

et sous cette forme, on reconnaît le théorème d’Euler sur les fonctions homogènes.
E est donc homogène et du ~e degré par rapport aux variables x2 yz zZ . Inversement,
quand on part de et qu’on fait le passage du fini à l’infini, la propriété précé-
dente subsiste et l’égalité (1,4") conduit, à la limite; à l’égalité (44).



[32] Passons maintenant à la 2 condition f ) : : La valeur de E doit demeurer
invariante quand on fait subir au contour C un déplacement quelconque. Autre-
ment dit, la valeur de :lJ ne change pas quand on passe d’un système d’axes rectan-
gulaires à un autre. ’

Faisons dans l’égalité (1 )

E , -r,, ~ représentant une translation infiniment petite et p, q, r une rotation infini-
ment petite. Ces six quantités sont des constantes par rapport à s. On aura alors :

’ 

Celte égalité devan t avoi r lieu quels que soient e, , r, , ~ , p, q, l’ on aura nécessai- ’

rement :

ces égalités expriment la propriété d’invariance pour un déplacement infinitésimal
et par conséquent pour un déplacement fini quelconque, en raison du fait que l’en-
semble des déplacements forme un groupe. 

,

, 

Si on considère 03A3 comme fonction d’une infinité dénombrable de variables indé-

pendantes et si on a égard aux égalités (44’), on voit que les égalités (56) conduisent
à un système de six équations linéaires aux dérivées partielles du ordre à une 

’

infinité de variables indépendantes :



on vérifie facilement que ce système est complètement intégrable. L’intégration
simultanée de ces six équations ne présente pas, non plus, de difficulté et conduit
à ce résultat évident que 03A3 ne dépend que des éléments invariants de la courbe C,
par exemple, les distances des points pris deux à deux (en ne considérant que le
nombre de ces distances suffisant pour déterminer la configuration de l’ensemble
des points Mi dans l’espace, c’est-à-dire 3n - 6), ou bien encore, en chaque point M
(n augmentant indéfiniment) l’élément d’arc ds, la courbure et la torsion de la

courbe C. ,

. 

[33] Les formules (44) et (45) ont une interprétation évidente.
Si on considère la surface minima parfaitement continue qui passe par le con-

tour C, u, v, w représentent (à un facteur constant près), les composantes en cha- .
que point M de C, de la tension superficielle, ~ e’st l’énergie potentielle correspon-
dant à l’ensemble de ces forces. Dans ces conditions, : l’égalité (44) exprime que cette
énergie potentielle est homogène et du 2e degré. 

’

Les égalités (45) expriment que l’ensemble des tensious superficielles appliquées au
contour C sè comporte comme un système Je fonces appliquées à un corps solide en

. équilibre. 
’

Ces équations (45) traduisent, en efiet, que la somme des composantes des forces
sur les trois axes est nulle ainsi que la somme des moments par rapport aux mêmes
axes.

Quant à ô~’, il représente le travail élémentaire accompli par les tensions super-
ficielles. 

’

- Revenons maintenant aux trois premières des égalités (45). On a, par exemple :

ou

On aurait de même : 

Considérons, en particulier, la dernière de ces égalités. Elle a lieu pour tout con-
tour fermé tracé sur la surface minima (à condition de supposer que la surface mi-
nima est parfaitement continue à l’intérieur du contour). L’égalité (à6) exprime alors

’ 

que la quantité :



est un; différentielle exacte. On retrouve ainsi l’équation classique des surfaces nxi-
nima :

Plus généralement, si on considère dans l’espace, une famille quelconque de
surfaces minima, ce, ;~, ~ sont alors des fonctions de point; des trois premières
égalités (45) on déduit :

Le membre étant un invariant pour tout changement des axes de coordonnées
(car il représente la courbure moyenne).

Cette équation exprime que le champ de vecteurs (x 3 y) ainsi défini est
conservatif.

Considérons donc une surface minima S parfaitement continue à l’intérieur du
contour C qui la limite. Considérons, d’autre part, le cône T ayant pour sommet
un point quelconque o de l’espace et pour directrice la courbe C .

Le flux du vecteur (« ~~ y) à travers la surface fermée formée par S et par le.
cône T et relatif à une famille de surfaces minima homothétiques de S (o étant le
centre d ’hornnthétie) est nul. 

°

En écrivant qu’il en est ainsi, on retrouve l’égalité (44).
. En écrivant que ce résultat est indépendant de la position du point t o, on retrouve
les trois premières égalités (45).

Ceci nous montre que l’égalité (44) et les trois premières des égalités (45) auraient
pu être obtenues par un simple raisonnement géométrique en partant de la définition

classique des surfaces minima, définition traduite par l’équation (47).

[34] Voyons maintenant comment se traduisent les conditions e) et f ) pour les 
éléments du 2e ordre : :

. 

La fonctionnelle 03A3 étant homogène et du ?e degré, les dérivées u, v, zv doivent être

honiogènes el du degré o.

En d’autres termes cl, v, 2u doivent demeurer invariants lorsqu’on remptace le
contour C par un contour homothétique. ,

Ce fait se traduit par trois égalités. nous contenterons d’écrire l’égalité
unique obtenue en considérant la quantité S03B103B4u an lieu de ôta, ou, séparément:
De l’égalité (3i‘) du n° 25 on déduit : 1 ’ ’



doit être nul lorsque ,x, y, z subissent des variations respectives : Sx = Ex,
,

Écrivons qu’il en est ainsi, en remarquant que l’on a alors :

il vient :

Nous devons encore écrire que S03B103B4u est nui quand le contour C subit une trans-
lation infiniment petite de composantes ~, ~, ~ . On aura dans ce cas : .

S03B103B4 Il devant être quels que soient les constantes ~, ~, 03B6 on aura ’les trois ,

égalités :

Si maintenant le contour C subit une rotation infiniment petite de composantes
p, q, r, la variation de et par suite de ne sera pas nulle car le

vecteur (u, v, zu) subira la même rotation. On écrirait facilement les relations

correspondant à ce dernier cas. 
~ 

[35] Quelle est maintenant l’interprétation des égalités écrites au numéro précé-
dent? 

.

Cherchons la dérivée normale de la fonction : 
’

’ 

à l’aide des relations (28). On trouve immédiatement : :



Ainsi l’égalité (~8) peut s’écrire :

ce qui établit que ~r == est une solution de l’équatioii :

De même les égalités (49) peuvent s’écrire :

et prouvent que les fonctions oc, (3, ,, sont encore des solutions de l’équation (30).
, 

Passons maintenant aux égalités que nous n’avons pas écrites et qui correspon-
dent à une rotation infiniment petite du contour C. On verrait sans difficultés que
ces égalités peuvent se mettre sous la forme :

d’où il résulte encore que les trois quantités

sont des solutions de l’équation (30).



[36] En définitive les conditions d’homogénéité appliquées à la fonctionnelle S
conduisent à l’égalité (Ir~~) et aux six égalités (45) dont nous avons vu la signification,
appliquées anx dérivées fonctionnelles partielles u, v, lV de ~’, elles conduisent

_, 
à ce résultat que les sept fonctions : .

sont des solutions particulières de l’équation aux dérivées partielles (30).
Ceci aurait pil nous permettre de calculer la fonction .

si nous ne connaissions maintenant sa signification. En posant en effet :

on a immédiatement :

ou encore :

M on obtient ainsi diverses expressions de la courbure totale - 

Quel parti pourrait-on tirer, quant à la solution du problème de Plateau, des
égalités obtenues jusqu’ici cornme conséquences des conditions d’homogénéité~.

Il est clair d’abord que ces égalités telles qu’elles se présentent actuellement ne 
’

sauraient conduire à la détermination de la fonction dont dépend le pro-
blème. On peut néanmoins en tirer immédiatement les conséquences suivantes :

I" Elles permettent d’abord, dans l’expression de la dérivée normale :

d’éliminer la fonction et d’arriver ainsi â une forme remarquable de cette déri-
vée normale.

,



Nous pouvons, par exemple pour faire cette élimination, nous servir des égalités
(49) qui nous donnent tout de suite :

ce qui conduit pour à l’une des trois formes suivantes :

d’où l’on déduit une forme tout à fait symétrique en multipliant les deux membres
de ces trois égalités respectivement par x‘, ,~J, ,,~H et en ajoutant :

En posant :

quantité dont la signification est évidente.
On obtiendrait évidemment d’autres formes pour la dérivée normale en se ser-

vant des égalités (48) et (50). Mais la forme (5t) paraît particulièrement simple et
commode, c’est elle que nous adopterons définitivement.

Dans ces conditions, les égalités déduites des conditions d’homogénéité peuvent
s’écrire sous une forme différente. Nous nous bornerons à réécrire l’égalité (48)



. 2° Cette égalité, si la fonction K(ssJ était connue, deviendrait une équation

intégro-différentielle permettant de déterminer u, v, iu, x, (3, y en tenant compte, ,
bien entendu, des relations connues qui lient ces six quantités :

Ainsi une conséquence des conditions d’homogénéité c’est qu’on pourrait obtenir
les dérivées u, v, w de ~, si on connaissait la fonction sans intégration,
c’est-à-dire qu’alors on est ramené à une équation intégro-différentielle et non pas
une équation aux dérivées fonctionnelles comme on aurait pu s’y attendre à priori.

3° L’égalité (52) permettrait de déterminer la fonction K(ssJ dans un cas parti-
culier intéressant : Celui où le contour C serait constitué par deux cercles de rayons

r et r’ respectivement, ayant leur centre sur l’axe des z et situés dans des plans

parallèles au plan xoy. . Par ces deux cercles passe une surface minima (de révolu-

tion) parfaitement continue et une seule. Les équations des deux cercles étant alors :

La fonction K(ssJ se réduirait à une fonction d’une seule variable indépendante
qui serait la différence ~,~ -’ ~~1 soit K‘(~.~ - ~,~!) ; cette fonction, l’égalité (52) par
exemple, deviendrait alors une équation intégrale à laquelle satisferait la fonction
K’ (o - ~~1). 

-

. ’ La principale difficulté que 1 on rencontrerait dans un tel problème est la singu-
~larité de la fonction K(c~ - c,~’).

On pourrait s’inspirer pour résoudre cette question de la méthode employée par
M. Paul Lévy(1)dans un cas analogue. Il s’agissait, dans le cas du cercle, de déter-
miner la dérivée seconde de la fonction de Green en utilisant les conditions

d’homogénéité auxquelles satisfait cette fonction. M. Paul Lévy fait usage d’un pro-
. cédé qui consiste à utiliser des développements en séries de Fourier, divergents pour
représenter les fonctions singulières telles que notre fonction K(ss,).

,Nous laisserons, pour le moment, ce cas particulier pour montrer comment les

conditions d’homogénéité conduisent immédiatement à la surface adjointe d’une
~ . surface minima donnée.



LA SURFACE ADJOINTE

[37] Sur le contour C, u, v,, w sont des fonctions de s. Posons comme nous

l’avons fait an n° 13 :

égalités qui définissent les trois fonctions ~~.
On aura dans ces conditions : .

La relation (! ~) devient :

Intégrons par parties :

On déduit, d’antre part, de (44)

" 

Si on rapproche cette égalité de (ï), on trouve :

et en intégrant par parties :

Les relations :



peuvent s’écrire :

relations symétriques en d.ni et ....

D’autre part, le contour C étant fermé, on a évidemment :

mais les trois premières équations (45) donnent correlativement :

Les trois autres relations (45) s’écrivent :

mais si on intègre par parties, elles deviennent :

Par conséquent :

Entre les quantités :

d’une part et les quantités :

d’autre part, il existe la plus parfaite symétrie.
Le point t de l’espace qui a pour coordonnées

..décrit, quand s varie, une courbe Co qui est fermée comme la courbe C, ainsi que
cela résulte des formules (550). A chaque point M de C correspond un point

0 
de co et inversement. ,

Soient ds et dso les éléments d’arc pris aux points M et Mo respectivement, les
formules (40) montrent que ds et sont perpendiculaires l’un à l’autre et que
déplus: 



Les deux courbes C et C~ ont même longueur d’arc (le sens de parcours, seul,.
peut différer) et la correspondance entre M et est univoque. ,

Remarquons d’ailleurs que si le contour C est donné sur la surface minima S,~

C~ sera connu à une translation près, puisque les trois fonctions

sont déterminées chacune a une constante additive près.

[38] Faisons l’hypothèse dso = + ds, on verra que l’hypothèse ds0 = - ds.
conduirait aux mêmes résultats. Alors l’égalité ~y) s’écril :

Ainsi : la variation 1fl de ~ peut être obtenue en déformant infiniment peu le

contour Donc : ~ pent’ être considérée comme fonctionnelle du contour ,

aussi bien que du contour C.

Considérée comme fonctionnelle du contour C, ~’ admet en chaque point de ce
contour des dérivées :

.satisfaisant aux deux relations :

Considérée comme fonctionnelle du contour admet, en chaque point M~
de ce contour des dérivées fonctionnelles partielles u,, qui, d’après (5~)r
sont : 

. 

.

et qui satisfont, par conséquent, aux deux relations :



Ainsi S, considérée à l’un ou l’autre point de vue, satisfait à la même équation
aux dérivées fonctionnelles partielles :

. Les formules déjà obtenues établissent, d’antre part, entre ces deux aspects de
~ la plus étroite correlation. Quand le contour C se déforme en restan sur la sur- _.

face caractéristique S, C~ se déforme en restant sur une surface caractéristique So
qui correspond à S. La démonstration rigoureuse de ce fait résulte immédiatement
du système d’équations aux dérivées fonctionnelles (220) que nous avons obtenu 

4

dans la première partie et qui est corrélatif du système (22).
Ce système (2aa) montre que le point Mo de coordonnées (x~, se déplace

sur une surface S~ qui est encore une surface minima. Il y a correspondance biuni-
voque entre S et So en raison de la symétrie des équations et des formules obtenues.

Nous dirons que S et S~ sont deux surfaces minima adjointes l’une de l’autre.
Si S est donnée So, comme nous l’avons déjà remarqué, est connue à une

translation près.
’ 

D’ailleurs les formules : .

montrent que si le point M, du contour C, se déplace sur S tel que l’on ait :

il en résulte pour S une variation :

et qu’on devra en même temps attribuer à 1 v , lz les valeurs : -

pour retrouver la même valeur de ô~,.

Remarquons que la quantité

qui représente la torsion géodésique changée de signe de la courbe C représente,
en même temps, la courbure normale sur Ja courbe C il

Fac. des Sc., 3e série, t. XX. , ~ 
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En effet, appelons zo’ cosinus directeurs de la normale à Sa au point Ma
de Ga, on a :

car on a, par exemple :

Il en résulte que :

ce qui établit la propriété signalée plus haut.
De là on déduit immédiatement le résultat classique ; ;

Aux lignes de courbures tracées sur une surface minima correspondent les lignes

asymptotiques sur la surface adjointe et vice versa.

On voit donc que les deux su r faces S et S~ se correspondent point par point der

manière qu’aux points correspondants les plans tangents soient parallèles et que les

éléments linéaires correspondants soient perpendiculaires entre eux, ainsi qu’il ré-

sulte de l’équation : 
>’,

Je dis de plus que S et So sont applicables l’une sur l’autre. On a, en effet,

dso = cls pour les éléments linéaires qui se correspondent sur les deux surfaces.

D’ailleurs si l’on dérive la relation :

on obtient :

relation qui exprime qu’aux deux points correspondants : M sur C et Mo sur Ce, ,
les courbures géodésiques sont égales. 

’

On peut le voir autrement en remarquant que les relations établies plus haut :



donnent 

’

ou

d’où il résulte que les courbures totales sont le,s points correspondants
.

[39] Supposons que le contour C, ou même seulement une portion de ce 
, 

.

contour, fasse partie d’un réseau orthogonal et isotherme tracé sur la surface S.

La correspondance que nous venons d’établir entre S et S0 montre que C0 (ou la

portion considérée de CJ fera aussi partie d’un réseau orthogonal et isotherme tracé
sur S~. Cela résulte de ce que S et S~ sont applicables l’une sur l’autre.

Les deux réseaux se correspondent si bien qu’on peu adopter pour définir l’un
et l’autre les mêmes paramètres variables 9 et o. 

’ ’ 
’

Rapportons les deux surfaces, chacune au réseau qui lui correspond. Nous
aurons : .

avec :

Supposons que les courbes C et Co soient des courbes ~.~ == const. (pour ces
deux courbes, o a la même valeur). Les courbes qui coupent orthogonalemënt C
(sur S) et C~ (sur S,,) seront alors des courbes 0 = const. 

’

Désignons par la lettre d une différentielle correspondant a un déplacement
sur une courbe t~ = const., et par la lettre ô une différentielle relative a un dépla-
cement sur une courbe 9 = const.

Les formules (53) et (530) mon trent que :



et d’autre part nous avons adopté l’Iiypoihèse : dso = + ds, d’où il résulte que :

Le fait que nous avons affaire à un réseau à la fois orthogonal et isotherme exige,
d’autre part, que : 

’

Dans ces conditions, les formules (54) donnent :

Il est évident que ces formules seront vraies pour tout couple de points corres-

pondants sur la surface minima et son adjointe. 
En définitive, la correspondance entre S et So se traduira par les équations :

obtenues en raisonnant sur v, vo ; lV, w~, comme nous l’avons fait sur u et ua .

Si l’on élimine xa, yo, zo entre ces six équations, en écrivant par exemple :

on obtient :

auxquelles il faudra joindre les équations :



On aura de même pour ~,y,, y~,, ~,~

y, z aussi bien que x~, y~, ~~ sont des fonctions harmoniques de
~~ et M. Le système d’équations aux dérivées partielles (56) et (57) définit l’ensemble
des surfaces caractéristiques. Il est équivalent au système déjà obtenu au n° i5 alors

que la surface était supposée rapportée à une famille de géodésiques et à leurs

trajectoires orthogonales.

FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES AUX SURFACES MINIMA ET A LEURS VARIATIONS
’ 

INFINITÉSIMALES

[40] Le’système d’équations aux dérivées partielles que nous venons d’obtenir
est d’une intégration immédiate. Soient en effet :

une solution particulière quelconque de ce système, et soient, d’autre part :

deux fonctions harmoniques de 0 et m adjointes l’une de l’autre. C’est-à-dire telles

que l’on 
.

à cela près quelconques. Prenons :



On vérifie immédiatement que :

et que :

est la solution la plus générale (réelle) des systèmes (56) et (5’;).
Introdnisons la surface adjointe :

de la surface :

On a par exemple : :’

et des relations analogues entre les autres dérivées (55). Dans ces conditions, les
formules (58) donnent j?, y, z au moyen de simples quadratures. ,

?

On 3, en effet:

On aura, en définitive :

Les quantités sous te signe / étant, comme on l’a vu, des différentielles totales
exactes.



On peut prendre comme fonctions harmoniques A et B adjointes l’une de
l’autre: 

_

F(Q, w) étant une fonction harmonique quelconque. Dans ces conditions, les for-

mules (5g) s’écrivent : 
’

D’autre part, on voit facilement que l’on peut prendre à la place de 6 et o,
x,o et x. comme paramètres d’un réseau orthogonal et isotherme tracé sur S ou
sur So. En effet, supposons que l’on prenne comme variables indépendantes

et ;c4 et voyons si l’on peut alors satisfaire au système (55) et (57). On aura :

ce qui prouve que les deux premières équations du système (55) sont satisfaites.

Les autres deviennent : 
, ~ 

et l’on voit alors que les équations (57) qui deviennent :

entraînent, en vertu de (61) :



ce qui prouve que 0 = «j définit un réseau orthogonal et isotherme sur
la surface S, aussi bien que sur la surface S,. Une des familles de ce réseau est
composée de sections faites dans la surface par des plans perpendiculaires à.
l’axe ox . 

’

Il est évident que l’on aurait pu prendre comme paramètres YI" et y ou

0

Comme la propriété précédente ne dépend pas du choix des axes de coordon-
nées, on peut dire d’une façon générale : . .

Une série de plans parallèles découpe sur une surface minima une famille de
courbes qui appartiennent à ttn réseau orthogonal ei isotherme.

Ce résultat est classique dans la théorie des surfaces minima (t),
Si dans les formules (59) on prend :

F étant une fonction harmonique quelconque de z et ~~e. On obtient :

On pourra donc se donner arbitrairen1ent z an moyen d’une fonction harmo-

nique quelconque de z, et et y en résulteront immédiatement à l’aide de

quadratures. 
’

[41] Les formules (58) et (5g) réalisent entre les deux surfaces Si et S une corres-

pondance par plans tangents parallèles.
En effet, x, ;3, Y étant les cosinus directeurs de la normale en un point ~l de S,

les relations : .

(’) ) DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces, Ire partir’, h. 3m. . 
’



entraînent, en vertu des formules (58),

Formons le ds3 de la surface S :

Mais comme les deux surfaces S, et S.o sont adjointes l’une de l’autre, on a : ,

Donc

La correspondance considérée réalise entre S et S1 ou entre S et S une repré-sentation confor°me des deux surfaces l’une sur l’autre. 
10 

,

Si l’on veut de plus que S et S, soient applicables l’une sur l’autre, il faudra
pouvoir choisir A et B telles que : . 

°

° 

Dans ce cas, les fonctions harmoniques A et B adjointes l’une de l’autre devront . 

,nécessairement se réduire à des constantes, et l’on pourra rendre étant une
constante arbitraire :

Les formules (58) se réduiront alors à

Fin faisant varier p de o à ax :

Ûn aura une série continue le surfaces minima applicables l’une sur l’autre.
Elles ’ sont dites surfaces associées. Si on fait, en particulier: Ci’ = Î , 2 on a : ’

Fac. des Sc., 3’ série, t. XX.



On retrouve la surface adjointe. Pour « == o, on obtient la surface Selle-même.
Revenons au cas général et cherchons le cosinus de l’angle que font entre eux

deux éléments linéaires correspondants, l’un sur S et l’antre sur S,, on aura :

Cet angle (j est donc le mêm.e pour tous les éléments linéaires qui se croisent en tirt

point 1~~ de la surface S (’). ~ 

. 

[42] Nous avons rapidement déduit des formules (58) les quelques résultats

classiques précédents pour montrer que ces formules sont très commodes. Nous

pouvons d’ailleurs remarquer que les transformations représentées par les formules

(58) ou (59) forment un gr°oupe.
Désignons par B) la transformation qui correspond à deux fonctions har-

moniques A et B adjointes l’nne de l’autre. On voit que

c’est là une propriété remarquable du groupe : on peut intervertir l’ordre des opé- -

rations. On sait qu’il n’en est pas toujours ainsi, en général. De plus, on vérifie
facilement que l’on a (symboliquement) :

c’est-à-dire que ces deux transformations effectuées successivement donnent la

transformation identique (~). 
"

On pourrait donc obtenir les propriétés générales des surfaces minima en cher-
chant parmi toutes les propriétés de la surface particulière S, (choisie à volonté)
celles qui restent invariantes par rapport au groupe de transformations B).

En particulier soit la proposition : : 
’

La représentation sphérique d’une surface minima réaLise une représentation con-

forme de la surface sur la sphère de rayon f .

(1) DARBOUX, Leçons sur la théorie générate des surfaces, Ire partie, pages 329, 330 et 33r.

(~) De là on peut conclure que la correspondance entre les deux surfaces S, et S est

biur2iuoqiie.



Il suint de l’établir pour une surface minima particulière S1 quelconque, on l’aura
° 

du même coup démontrée pour la surface minima la plus générale. 
°

Considérons maintenant la transformation :

obtenue en faisant :

e étant une constante infiniment petite, f et 9 deux fonctions harmoniques de 6 et ~4~

adjointes l’une de l’autre. C’est là une transformation infinitésimale si l’on suppose
que f et 9 renferment un paramètre variable. _

On a : 
’ 

’

La surface minima S(x, y, z) diffère dans ~e cas intiment peu de la sur-

face y~, On peut donc écrire :

Revenons aux formules (59) et supposons que les intégrales qui y figurent soient
prises le long du contour C, (correspondant à C sur la surface S~). Ces formules
permettront alors de déduire le contour C des contours C, et C,~ : ~ >



Si maintenant, ayant égard à ces formules, on applique à la surface S la trans-
formation infinitésimale précédente, on a :

[43] Soit un point ~I sur le contour C de la surface minima S, et M, le point t

correspondant sur la surface infiniment voisine S,, déduite de S au moyen de la

transformation infinitésimale du numéro précédent.
Cherchons les projections, que nous appellerons

du déplacement l sur les vecteurs :

respectivement. On a immédiatement :

Posons pour simplifier : :

p, r étant des fonctions de s dépendant linéairement des trois constantes arbi-
traires :

On trouve :



On déduit de là l’expression de la dérivée normale :

La relation évidente : Say. = o permet d’écrire :

et .il s’agit de calculer ~" x, ô" ~, 
, 

’

Supposons que le déplacement du point M se fasse normalement à la surface S.
Au contour C sur S correspond alors un contour C’ sur S’, et au point t M sur C,
un point M’ sur C’.

Ml étant toujours le point de Si déduit de M au moyen de la correspondance
par plans tangents parallèles, T(~ -E- ~ f , ~-~), x, ~, y prennent en M~ les mêmes valeurs
qu’en M. Il en résulte que les variations de ces trois quantités, ..., qùand on
passe de M à M’, sont les mêmes que celles qui correspondent au déplacement M, M’
sur la surface On pourra donc écrire (en négligeant les infiniment petits du
~~° ordre) :

o~ et 0 s étant les projections de (ou de Mt M’) calculées plus haut (67). On
aura par conséquent : .

OU

ou

nous aurons bientôt à utiliser cette formule.



[44] Si l’on emploie la transformation :

on peut obtenir facilement l’expression de la courbure normale -Ln et de la tor--

sion géodésique -~1 en un point M de la surface S en fonction de leurs valeurs

- Ln, et au point correspondant de la surface S,. Nous avions en effet

obtenu, (59) et (63),

d’où l’on déduit :

On obtiendrait également sans difficulté la relation suivante :

D’autre part, y ont même valeur en 1~ et leurs différentielles, égale-
ment. On aura donc, par exemple : ..

Si alors dans les expressions :

on remplace dx ds 
... , , ii ... , 

d03B1 ds 
... par leurs valeurs qui viennent d’être calcu-

lées, on trouve :



et comme on a :~

on obtient en définitive :

d’où

formules qui généralisent les relations (53’). 
Si maintenant nous remplaçons la transformation T(AB) par la transformation

infinitésimale T(i+e/, s(p), nous obtenons les variations infiniment petites de LnetN:

Mais nous aurons besoin plutôt, dans la suite, des variations o L et cor-

respondan t à un déplacement on sur la normale. "

Posons encore comme nous l’avons déjà fait : -

nous aurons les formules suivantes qui nous seront utiles. D’abord :

Ensuite nous avons les relations :

auxquelles il faut joindre la suivante :

que l’on établirait facilement en faisant varier l’égalité



On a donc le système :

d’où l’on déduit par conséquent :

Si alors dans l’expression :

on remplace o dx ds, ÕIl d03B1 ds par les valeurs calculées, ou obtient:

Le étant la courbure géodésique. On calculerait de même ..

[45] Nous avons obtenu le contonr Ci qui se déduit de C au moyen de la trans-

formation infinitésimale : T (1 + sf, c9). 
’

Nous aurons besoin, dans la suite, de connaître le contour, que nous appellerons d.,

sur la surface S qui correspond à C’ au moyen de la même transformation infinité-

simale.

En d’autres termes C’ étant déduit de C au moyen d’un déplacement In normal

à la surface, nous chercherons sur la surface S un contour correspondant point par

point au contour C’ tel qu’en deux points correspondants de C’ et d les plans tan-

gents à Si et S soient parallèles.
Soit le point de C qui correspond au point de f’. En ’et M’ les va-

leurs de 03B1 03B2 j doivent t être les mêmes. _

D’autre part le point s’obtiendra, à partir du point M, au moyen de deux

déplacements sur la surface S, déplacements que nous désignerons encore par os .

et le premier suivant la tangente, le second suivant la normale au contour C

en M. Il en résulte qu’au point x, par exemple, aura pour valeur :



’ 

et nous avons vu, d’autre part, au numéro précédent que la valeur de z au point t M’

est égale à :

En égalant, nous obtenons le système :

Ces trois équations en ô~ et os ne sont pas indépendantes et se réduisent à 2

. seulement, comme on le voit en multipliant les deux membres de la première par
x, ... et en ajoutant.

Le système précédent est équivalent au suivant

ainsi qu’on le voit facilement. On aura donc, en résolvant :

ce qui détermine complètement le contour (5.

RÉDUCTION DU PROBLÈME DE DIRICHLET POUR L’ÉQUATION (30) A LA RÉSOLUTION
D’UNE CERTAINE ÉQUATION INTÉGRALE .

[46] Nous avons obtenu au n° 43 les égalités suivantes :

Fac. ~es Sc., 3e série, t. X X.



Dans les ~~ membres de ces forrnules figurent les deux fonctions harmoniques
(conjuguées l’une de l’autre) ,~’(0, et ~~{8, ~,~) des paramètres qui définissent sur .

la surface minima un système orthogonal et isotherme. Nous avons vu que l’on

obtient égalernent un tel système de courbes en prenant comme paramètres les .

quantités : . 

Plus généralement on peut adopter comme paramètres d’un système orthogonal
et isotherme sur la surface S les quantités : -

a, b, c étant trois constantes quelconques.
Il en résulte que sur le contour C, ,f ne dépendent que des coordonnées x,

y, z et de u,v,w. .

Supposons maintenant que les deux fonctions harmoniques f et dépendent
de toutes les valeurs prises sur le contour C par une fonction de s, p (s) continue.
La 1 t’e des relations (76) devient alors une équation fonctionnelle entre U~s) et p (s)
dans laquelle figurent les trois constantes arbitraires 

Supposons que l’on sache résoudre cette équation fonctionnelle au moyen d’une
méthode d’approximations successives et que l’on en déduise ainsi pour p(s) une
suite uniformément convergente : .

dépendant de toute la suite des valeurs par sur le contour C, suite qui
est supposée donnée. Si alors dans l’expression de U, (76) on remplace successive-
ment p(s) par les on obtiendra pour la dérivée

normale une suite uniformément convergente : .

Dans ces conditions, le problème de Dirichlet pour l’équation :

pourra être considéré comme résolu.

Supposons maintenant que l’on puisse résoudre formellement la relation fonc-
tionnelle qui existe entre U(s) et p(s) de façon à obtenir l’expression de p(s) en
tant que fonctionnelle (on peut faire dépendre f et 9 de p de manière que cette
fonctionnelle soit linéaire) de U(s)..



. Si, alors on substitue dans l’expression de U, J on obtiendra par identification le

noyau. K(ss,) qui figure dans la relation ,:

[47] Quand on fait la substitution dont il est question plus haut, E s’élimine.
Nous pouvons donc sans inconvénient faire dans les formules E == t .

La façon la plus commode de faire dépendre les fonctions harrmoniques f et c~

d’une fonction ~ (s~ est de prendre pour f un potentiel de double couche :

en posant :

a et b étant les coordonnées curvilignes d’un point situé sur la surface S, à l’inté-
rieur du contour C (S étant supposée parfaitement continue à l’intérieur de C). ..

Dans l’intégrale (~7), on suppose que ce point (a, b) tende vers un point ?VZ (a)
du contour C, pour lequel s = a. ~ Mais alors, on sait que l’intégrale (77) subit une
discontinuité égale à 

~,~) ayant la détermination précédente, on doit prendre pour .

et quand le point (a, b) tend vers le point l’intégrale (78) tend vers :

En résumé, nous pouvons dans les équations (j6) prendre pour f’ :

Cette dernière intégrale a un sens, car l’élément différentiel admet un pôle sim-
ple au point s = J ..



Dans ces conditions la i" des équations (76) devient, en y faisant  = i .

ou :

en posant :

Permutons s et ?, nous obtenons :

Quant à la 2e équation (76) elle devient :

en posant :

Nous n’avons pas écrit le symbole v. p. dans les équations (80) et (81). Mais il
est clair qu’il faut exclure du champ d’intégration relatif aux intégrales qui figurent
dans les seconds membres de ces équations les points pour lesquels s - c ~ 
2 étant aussi petit que l’on veut, et à cette condition l’interversion des signes f
est légitime.

En définitive, le problème de Dirichlet pour l’équation (30) est ainsi ramené à
la résolution de l’équation intégrale (80). La principale difficulté que l’on rencontre-
rait, si on voulait entreprendre l’étude de cette équation, réside dans la singularité
de la fonction : 

‘

De sorte que la réduction du problème de Dirichlet à la résolution de l’équation
(80) présenterait un intérêt plutôt théorique.



SOLUTIONS INFINIMENT VOISINES

[48] La possibilité d’obtenir la solution correspondant à des contours infiniment
voisins d’un contour donné dépend de la solution préalable du problème de Dirichlet
pour l’équation

nous supposons donc que l’on s’est donné sur le contour C une suite continue de

valeurs ~

et qu’en utilisant l’équation intégrale (80), ou par tout autre moyen, on soit parvenu
à déterminer la dérivée normale

qui correspond à ces données.
Considérons alors une déformation infiniment petite du contour C qui 

tuerait sur la surface minima. Cette déformation sera complètement déterminée si
l’on se donne, en fonction de s, le déplacement ô~ d’un point quelconque de C.

Cherchons, dans ce cas, la variation qui en résulte pour Ja dérivée normale U1.
Nous nous contenterons d’indiquer le résultat du calcul, mais nous en donnerons
ensuite deux vérifications par des voies différentes. On trouve :

Vérifions ce résultat. Dans la i’" partie, au n° 32, nous avons considéré la fonc-
tionnelle: .

et nous avons calculé* sa variation ô00FF~, ce qui nous a conduit d’abord à la détermi-
nation de la fonction R(8~u), qui figure dans l’équation (30) ’



et en second lieu à l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles à laquelle satis-
fai t la fonctionnelle ~~ ,

Mais nous aurions pu calculer autrement si nous avions alors connu l’ex-

pression de On a en effet :

où l’on doit remplacer par et par sa valeur trouvée plus haut. Il en
résulte alors pour ô~ ~~~ 

.

ou, en intégrant par parties le i" terme sous le signe :

ce qui est précisément le résultat trouvé au n° 22. 
’

D’autre part, si dans la relation (82) nous remplaçons U, par sa valeur (82’) :

U, == -- 03A6’U, nous obtenons : 

relation qui, jointe aux formules (82’) et (82"), définit les multiplicités caractéristi-

ques de l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles (30"’). On retrouve d’autre
’ 

part ces mêmes équations lorsqu’on cherche directement les équations de ces carac-

téristiques (’). Ce qui constitue une 2" vérification. 

[49] Ayant ainsi obtenu une première expression de on peut en chercher

une seconde en faisant varier infiniment peu les deux membres de l’égalité ().

v(’j Pour la recherche des caractéristiques, voir Paul 
2° partie, chapitres IG et v.

("-) Dans ce qui suivra nous omettrons d’écrire le symbole v. p. devant le pour

ne pas surcharger Les écritures.



La déformation du contour se faisant dans les mêmes conditions que précédem-
ment, on trouve ainsi :

En désignant respectivement par L~~ et les valeurs de Le et â~ au point
et l’on doit dans le second membre remplacer par et 

par D’autre part, il est inutile, pour notre objet, de former explicitement :

Il suffit de remarquer que c’est une expression de la forme :

A et B étant des fonctions de s et de Si faciles à calculer. ~ 

. 

~ 

On obtient, dans ces conditions, en égalant les valeurs que nous venons de trou- - 

. 

’

ver pour ~00FFU, (82) et (84) :

Nous avons là une relation importante et que nous utiliserons dans la suite (’).
La détermination de la fonction correspondant à un groupe fermé C tracé

sur la surface minima est un problème plus difficile que le problème de Dirichlet,
car elle suppose que l’on ait obtenu l’expression générale de la dérivée normale en
tant que fonctionnelle linéaire de U (s) .

Mais il faut remarquer que si K est connue, la relation précédente (85) doit pou- 
‘

voir définir la valeur de fonctionnelle linéaire de 0;.
En effet, cette relation a lieu quelle que soit la forme de la fonction U(s),

~ c’est-à-dire que Des) y figure comme fonction arbi traire. 
,

e) Pour tirer quelque parti d’une telle relation il ne faut pas oublier de séparer nette- 
B

ment dans et la partie holomorphe et le terme infini.



Ainsi est impliquée dans une relation renfermant"une fonction arbitraire 

(K et étant indépendantes de U(s)) . On peut donc envisager, au moins théo-

riquement, la détermination de cette fonctionnelle o K, et par suite, dé proche en

proche, celle de toutes ses variations successives :

Quant à la possibilité de déterminer effectivement K(ssJ ainsi que ses variations
successives, elle pose, pour une surface minima, c’est-à-dire pour l’équation (30) un
problème analogue à celui qu’a traité 11. Paul Lévy pour la fonction de Green rela-

tive à l’équation de Laplace.

[50] Soit une surface minima S, parfaitement continue à l’intérieur du contour C

qui la limite. Appliquons-lui la transformation T(AB). Nous en déduirons une

surface minima S, limitée par un contour C, et l’on peut toujours supposer, si les
fonctions harmoniques A et B sont continues, que S, est aussi parfaitement con-
tinue à l’intérieur de la courbe C~ .

Entre S et Si nous établissons ainsi une correspondance ponctuelle biunivoque
jouissant des propriétés suivantes :

1° Deux points correspondants sur les deux surfaces : M sur S et sur S, sont
déterminés par un même couple de valeurs attribuées aux paramètres 0 et o qui
définissent sur chacune des surfaces un réseau orthogonal et isotherme.

2° Aux points et M~ les plans tangents sont parallèles; en ces deux points
K, ;~, ~ prennent les mêmes valeurs.

3° Soient ds et ds, deux éléments linéaires correspondants, issus de M et de 

respectivement. Le rapport ds1 ds est constant et ne dépend que de la position du

point M. On a :

4° De même l’angle que font entre eux ds et ds1 est une fonction de 0 et et

a une valeur bien déterminée en chaque point de la surface. _

Cela étant, on peu établi r le résultat suivant :

Soit une fonction (que nous supposerons continue)

donnée sur le contour C et soit U,(s) la dérivée normale correspondante en chaque



point de C, que l’on obtient en résolvant le problème de Dirichlet pour l’équation (3o)

(le symbole v. p. étant sous-entendu). Si on cherche à résoudre le même problème 
’

sur la surface S, , avec les mêmes données sur le contour Cf, c’est-à-dire en prenant .. - ’

on aura :

cos ~~ étant le même aussi bien sur C que sur et.
’ 

Posons, d’une façon générale : "

je dis que l’on aura aux points correspondants M sur C et M, sur C,

La chose est presque évidente. En effet, en deux points correspondants quelcon-
ques M et ~~Z1, les fonctions et (solutions du problème de Dirichlet

correspondant à la donnée de U(s) sur C ou de sur C1) prennent la même 
.

valeur. Ces deux fonctions sont identiques. Si on considère alors sur S un point M’
voisin de M et son homologue M’t sur S, , on aura : 

’

D’autre part, on peut choisir M’ sumsamment voisin de M et par suite M’, suf-
fisamment voisin de pour que le rapport : .

diffère de T~B~,~) de moins de s , s étant aussi petit que l’on veut et l’on a :

Fac. des Sc., 3~ série, t. XX.



Si par exemple le point M est sur le contour C et que MM’ soit un élément

dirigé sur la normale intérieure à C, Mt sera situé sur Ct et Mt Mf. sera de même

dirigé suivant la normale intérieure à C, en vertu des propriétés de la correspon-
pondance rappelées plus haut. Dans ces conditions, si tend vers o, les

quantités :

tendent respectivement vers : .

et l’on aura à la limite :

La propriété énoncée plus haut est donc établie.
Il en résulte :

ou

Cette égalité ayant lieu quelle que soit la fonction U(s), on en conclut :

Si l’on suppose que la surface Si soit infiniment voisine de S, déduite de S

au moyen de la transformation infinitésimale : ,

on aura :



en négligeant les termes du 2e ordre. On en déduit :

d’où

Considérons maintenant le contour C’, obtenu au moyen d’un déplacement

normal à la surface minima.

Rappelons que d’après les résultais obtenus au n" 45 la transformation

fait correspondre à C’ un contour (~~ situé sur la surface minima, infiniment voisin
, de C et défini par les fonctions :

qui rnesurent le déplacement d’un point M du contour C quand celui-ci se déforme
à partir de sa position actuelle pour coïncider avec d .

L’élément ds a pour valeur sur C’ :

et sur :

en négligeant toujours les infiniment petits du 2e ordre. On en conclut la valeur du
rapport :

en n’oubliant pas que 0; est donné par sa valeur (j5).
Posons pou r abréger



On aura en désignant par K’ la fonction K(s 11) qui correspond au contour C’ et
paf J{ celle qui correspond à son homologue (5.

Or on a d’autre part :

On déduit de là :

8 s et ~~~ ayant les valeurs ( ~5).
Cette équation (88) permettrait de calculer les variations successives de K

si on connaissait les valeurs de K sur le contour ainsi que les variations successives :

[52] On peut remarquer que pour former il n’est nullement nécessaire

d’avoir déterminé la connaissance de K suffit. On a, en effet :

d’où



ou en remplaçant par sa valeur calculée plus haut(’) : :

Or la première intégrale qui figure au 2" membre, nous connaissons son expres-
sion (85) obtenue au n° 4g. ®

" 

Elle dépend de K, U, U, , 03B4s, 03B403BE. Il n’y au rai t qu’à remplacer cette première in té- 
’ 

,

grale par sa valeur (85) et on obtiendrait ainsi pour une expression qui ne
B 

dépend pas de _ 
,

. Dans le 2~ membre de la relation (89) sont des données du pro-
blème. Quant à ô?~ il serait facile de calculer sa valeur en fonction de U, U’, 

’

U~ . Enfin rappelons encore qu’il faudra remplacer âs et 0; par leur valeur (~5). -

En définitive, l’expression de en tant que fonctionnelle linéaire de 

est connue en même temps que le noyau ..

Il n’en est pas de même si l’on veut déterminer la variation seconde et, a
fortiori, les variations successives : 

’

En faisant le calcul de ces variations, on introduira les variations 1( K jusqu’à
l’ordre 1 - 1 . 

’

En résumé : 

’ 

Si l’on a pu déterminer sur une surface minima S parfaitement continue et à
partir du contour C qui la limite, la suite: .

(’j Il y a lieu de remarquer que si l’on admet que h(sj est de la forme s H $ t fonc.
holomorphe les quantités ~K ~03B4 03B4s, ~K ~03C3 03B403C3 auront chacune un pale triple au point s = . e
mais qu’en ce point la somme - 03B4s + ~K 03B403C3 ’s’annu.le. 

, 
1S 1 c



on pourra en déduire par des opérations de différentiatiolls successives, les variations ::

et par conséquent la suite :

D’où résultera l’existence et même la possibilité de déterminer les solutions infi-
niment voisines d’une solution donnée.

LE PROBLÈME DE PLATEAU

[53] Supposons qu’on se donne un contour fermé C et qu’on se propose de

trouver la surface minima S, parfaitement continue, qui passe par C (problème
de Plateau). ,

Voici comment nous pourrions envisager la solution d’un tel problème.
Prenons pour surface minima initiale, l’hélicoïde gauche à plan directeur. C’est

une surface particulièrement commode pour l’object que nous avons en vue.
Soit donc la surface définie par les équations :

h étant une constante. Si h tend vers o, l’hélicoïde tend vers un plan (le plan de xy)~
sans jamais cesser d’être une surface minima. Il en résulte d’après ce que nous avons

v u au n° 6, que z considéré comme fonction de x et y est une fonction harmonique.
On sait d’ailleurs que c’est la seule surface minima qui jouisse de cette propriété.
De plus, la singularité d’une telle surface est bien connue, c’est une ligne singulière :
l’axe des z. .

En posant

nous aurons l’élément linéaire de l’hélicoïde sous la forme :

o et 03C9 sont donc les paramètres d’nn réseau orthogonal et isotherme (les hélices

d’une part, les génératrices rectilignes de l’autre). 
>



Si sont les cosinus directeurs d’un point de la surface, on aura par
exemple : .

et par sui te :

Il en résulte qu’avec ce choix de variables, l’équation (30) devient :

Considérons maintenant le cylindre, que nous désignerons par D, qui projette
lo courbe donnée C sur le plan xoy . . Il coupe l’hélicoïde suivant une suite de cour-

bes fermées. Nous prendrons l’une d’elles C, celle par exemple qui est la plus voi-
sine du plan xoy. . Nous pouvons toujours supposer que h a été pris assez petit et
que l’axe oz soit extérieur à l’aire limitée sur l’hélicoïde par le contour C. ..

Nous pouvons alors concevoir une suite continue de contours fermés situés sur
le cylindre D et dépendant d’un paramètre variable ), :

étant l’abscisse curviligne sur le contour d) telle que pour ), = o on ait le con-

tour C et pour X = i le contour donné C .

Faisons alors varier X à partir de sa valeur initiale o :

On aura ainsi obtenu un contour ~~, sur le cylindre D, infiniment voisin de C.
.:Soient respectivement ôs, ~~, ~n, les projections de 0 z sur les vecteurs : ...

en un point du contour ~ . On aura :



Quand on passe du contour C au contour infiniment voisin ~’, la fonctionnelle K

subit une variation que nous désignerons par ô~K et l’on aura(’) : 
’

Supposons qu’on ait pu déterminer sur l’hélicoïde la fonction K(sa) qui corres-

pond au contour C ainsi que ses variations successives (fonctionnelles entières
et homogènes de ôw) correspondant à la déformation continue de d sur l’hélicoïde.
On en déduira onK comme nous l’avons vu au n° 52 puisque la quantité

est maintenant donnée en fonction de s sur le contour (X et ôî, étant alors consi-

dérées comme des constantes).
Il en résulte que l’on saura alors déduire des calculs que nous avons faits aux

n°g 5 et 52 la variation et, de proche en proche, les variations successives 
En effet si l’on a calculé 03B4pz K on en déduira :

car la connaissance de implique celle de

et permet d’obtenir :

La détermination des variations donnera immédiatement les dérivees suc-

cessives :

En définitive, on obtiendra ainsi pour Dl donc pour n, v, w, donc pour lafonc-
tionnelle 03A3 un développement en série suivant les puissances croissantes de ), .

Évidemment, il ne peut pas être question ici d’établir les conditions de conver-

(1) 1 s et 0fj ayant alors les valeurs 91 qu’il ne faut pas confondre avec les valeurs (75).



gence de ce développement. Il nous sumra d’avoir indiqué la possibilité de la former

par un processus opératoire qui ne comporte que des différentiations successives.
Si le domaine de convergence de cette série s’étend jusqu’au contour C, on arri-

vera en C avec des valeurs bien déterminées .pour u, v, C’est-à-dire qu’on aura
déterminé alors, la suite des plans tangents le long du contour C, ce qui résout le

problème.

. CONCLUSION

~ 

[54] Nous nous étions posé le problème de déterminer la fonctionnelle pour
un contour C par les conditions habituelles de continuité qu’irnpose l’énoncé du

problème de Plateau.
Nous avons cherché à traduire ces conditions de continuité par des conditions

d’homogénéité relative à la fonctionnelle et à ses dérivées et nous avons reconnu
. 

que les équations ainsi obtenues ne sont pas susceptibles de conduire à la solution.
Elles fournissaient néanmoins certains résultats intéressants que nous avons utilisés.

En dernier lieu nous avons été conduits à ce résultat qu’il est possible d’obtenir 
‘ 

-

la solution du problème de Plateau au moyen d’un développement en série si l’on

suppose préalablement la formation des variations successives pour un contour

fermé quelconque situé sur une surface minima particulière (nous avons choisi l’hé-
licoïde), le contour se déformant continnment sur cette surface.

C’est donc, en définitive, la question qui reste à résoudre. Elle dépend de l’étude
approfondie de l’équation (3o). 
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Nous avons déjà obtenu une forme explicite de cette équation au numéro précé
dent, mais ce n’est pas celle que l’on considère habituellement.

Prenons comme surface minima particulière la surface minima d’Enneper(’) :

Calculons les cosinus directeurs de la normale au moyen des relations :

(1) DARBOUX. Leçons sur la t,héorie générale des surfaces, Ire partie, page 

Fac. des Sc., 3e série, t. XX. 30



On trouve:

On vérifie alors que 0 et (,) sont les paramètres d’un réseau orthogonal et iso-
therme tracé sur la surface et que l’on a :

De sorte que l’équal ion (30) prend la forme :

qui a été donnée par Schwarz dans son mémoire sur les variations intiniment petites 
’

des surfaces minima.

Cette équation, comme nous le savons, reste invariante lorsqu’on applique à la
surface minima (qui est ici la surface d’Enneper) la transformation T(A, B). Elle
est donc valable pour une surface minima quelconque, mais elle implique un choix 

’

. particulier du système orthogonal et,isotherme auquel est rapportée la surface.
Comme nous l’avons déjà dit, le problème de la détermination de K(sc) et de .

ses variations successives est tout à fait analogue à celui qu’a traité M. Paul Lévy (’) 
.

à propos de la fonction de Green relative à l’équation dé Laplace. 
’

M. Paul Lévy part de l’équation aux dérivées fonctionnelles, donnée par M. Hada-
mard, à laquelle satisfait la fonction de Green, et cherche à déterminer celle-ci au
moyen des conditions d’homogénéité jointes aux propriétés élémentaires de cette
fonction : la nature de sa singularité, etc... 

,

Il semble donc qu’en suivant la voie tracée par M. Paul Lévy et en faisant pour
la fonction de Green de l’équation (92 ) une étude parallèle à celle qu’il a faite pour
la fonction de Green relative à l’équation de Laplace, on puisse être conduit à des
résultats intéressants en ce qui concerne le problème de la détermination de la fonc-
tion et de ses variations successives ô~ K ...

Il semble, aussi, si l’on veut être conduit à une détermination de la solution au

moyen des conditions d’honl0généité" qu’il soit nécessaire de faire intervenir une
fonctionnelle qui, comme la fonction de Green dépende non seulement du contour,
mais encore d’un point intérieur, et de ne pas se borner, comme nous l’avons fait, 

’ 

au point de vue de Jacobi-Hamilton.
C’est en effet la possibilité de faire varier ce point intérieur qui permet aux con-

ditions d’homogénéité d’être équivalentes aux conditions habituelles de continuité
qu’impose la nature du problème. ,

(1) Paul LÉBy. Ouvrages et mémoires cités dans les notes, pages 4 et 6.



RÉSUMÉ 

~ 

’ 

j

L’objet de ce mémoire est, en s’inspirant des travaux de M. Paul Lévy, d’étudier
d’une surface minima en la considérant comme fonctionnelle de la forme

.du contour qui la limite.

Après avoir posé l’équation aux dérivées fonctionnelles partielles à laquelle satis-
fait Y et vérifié qu’elle est complètement intégrable, nous avons fait la recherche
des multiplicités caractéristiques par une méthode absolument indépendante de tout
choix d’un système de coordonnées cartésiennes. Ce résultat a été obtenu par l’em-

ploi d’un certain trièdre mobile dépendant d’un paramètre variable. Outre que les

équations et formules que l’on obtient ainsi ont une signification intrinsèque, ce qui 
’

e st un avantage appréciable dans une question de ce genre, la plus parfaite symétrie
est conservée dans les calculs.

En résumé, on retrouve par cette voie la plupart des résultats classiques ainsi

q ue ceux qui on t été donnés par Schwarz dans son mémoire sur les variations infi-
ni ment petites des surfaces minima. En particulier, la détermination des éléments
d ll 2" ordre de la fonctionnelle S se trouve ainsi dépendre de la solution du pro-
blème de Dirichlet pour l’équation de Schwarz ’:

La méthode du trièdre mobile est ensuite étendue à une classe très générale
d’équations relatives à un contour fermé. Cette méthode permet de poser les condi-
tions d’intégrabilité et, lorsqu’elles sont vérifiées, d’en déduire un système d’équa-
ti ons aux dérivées fonctionnelles ordinaires pour définir les multiplicités caracté-
ristiques, système de caractère absolument intrinsèque.

Nous avons ensuite imposé à la fonctionnelle E des conditions d’homogénéité ,

qui traduisent les caractères d’invariance de cette fonctionnelle et de ses dérivées
relativement au groupe des similitudes.

Ces conditions d’homogénéité ont des conséquences intéressantes. En particulier,
elles établissent de le façon la plus naturelle le lieu qui existe entre une surface
minima et son adjointe et conduisent à des formules générales permettant de déduire 

’

de toute surface minima particulière, toutes les surfaces minima réelles au moyen
de quadratures. ..

En ce qui concerne plus spécialement le problème de Plateau, nous avons cherché
comment on pourrait envisager la détermination des variations successives de E
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jusqu’à un ordre quelconque pour toutes les déformations infinitésimales possibles
du contour C.

Cette détermination, si elle est possible, permettrait évidemment de définir la
fonctionnelle E dans un certain champ de l’espace fonctionnel aux environs d’un

point donné et de proche en proche dans un domaine quelconque.
Le résultat obtenu est que la formation de ces variations successives se trouve

ramenée à un problème de même nature, mais un peu plus général que celui qu’a
considéré M. Paul Lévy, lorsqu’il a entrepris, du point de vue de l’analyse fonction-
nelle, de faire l’étude de la fonction de Green relative à l’équation de Laplace, étude

qui est résumée dans ses « Leçons sur l’analyse fonctionnelle ». 
’


