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DE LA

PROPAGATION DES ONDES
SUR LES 

SURFACES ÉLASTIQUES

Par M. LOUIS ROY.

’ 

INTRODUCTION .

Dans deux publications récentes (’), nous avons développé la théorie de la surface

élastique, considérée géométriquement du point de vue de MM. E. et F. Cosserat,
d’après la méthode énergétique appliquée avec tant de succès par Duhem aux fluides
et aux corps élastiques à trois dimensions. Suivant une distinction analogue à celle

que nous avions déjà faite dans nos recherches antérieures sur la ligne élastique (~),
nous avons été conduits à considérer tout d’abord la surface à six paramètres, en

chaque point de laquelle l’orientation du trièdre mobile est laissée arbitraire ; puis
la surface à trois paramètres, en chaque point de laquelle la connaissance de la sur-
face moyenne détermine complètement l’orientation de ce trièdre. Nous nous propo-
sons, dans ce qui suit, d’étudier les lois de la propagation des ondes, au sens d’Hu-

goniot, sur de telles surfaces.
Comme cette étude utilise nécessairement un certain nombre des résultats

antérieurement obtenus, nous avons cru bon de les rappeler dans un chapitre préli-
minaire, qui a l’avantage de fixer en même temps les principales notations. Vient
ensuite l’étude des ondes au point de vue cinématique, dans laquelle nous retrouvons,

(1) L. Roy, Sur les équations générales des surfaces élastiques (Journal de mathématiques
pures et appliquées, t. VIII, 1929, p. g3 à II4); Sur les équations générales des surfaces élas-
tiques à trois paramètres (Journal de l’École Polytechnique, 2e série, cahier n° 27, 1929,
p. 159 à 203).

(~) L. Roy, Sur les équations générales des lignes élastiques et la propagation des ondes
(Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 3e série, t. XVIII, 1926, p. 117 à 1 95) .
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comme il était à prévoir, plusieurs formules que.nous avions autrefois rencontrées
dans la propagation des ondes sur les membranes flexibles (’). ~

L’étroite analogie, que nous avions déjà constatée entre les équations de la sur-
face et de la ligne à six paramètres, se poursuit dans la théorie de la propagation
des ondes. Mais une notable complication surgit dans le cas de la surface, du fait
qu’il existe sur une surface une infinité de sens de propagation possibles, tandis

que, sur une ligne, ce sens est celui de la ligne elle-même. Les équations relatives à
la surface se compliquent donc de la présence des cosinus directeurs de la normale
à l’image de l’onde, dans le plan des coordonnées curvilignes d’un point de cette
surface.

Les équations de propagation sur la surface à six paramètres, obtenues en suppo-
sant t indépendantes les composantes du déplacement et de la rotation virtuels du

trièdre mobile, ne peuvent pas être appliquées sans précautions à la surface à trois
paramètres, pour laquelle ces six composantes sont liées par trois relations. Il est
donc indispensable de reprendre l’établissement de l’équation fondamentale des

ondes de choc pour cette seconde classe de surfaces. Mais on se heurte alors à une

difficulté, qui n’existait pas pour la ligne élastique et qui tient à ce que les conditions
aux limites n’ont pas la même forme que pour la surface à six paramètres; cette
circonstance nécessite, avec un changement de méthode, des calculs plus compliqués.

Le cas d’une surface de contexture symétrique ou isotrope nous conduit à des
résultats particulièrement intéressants : parmi les vitesses de propagation possibles
que nous obtenons, se retrouvent celles que mettent en évidence les équations des
mouvements tangentiels et transversaux des plaques planes; nous reconnaissons
ainsi que ces formules anciennes restent valables pour des surfaces de forme quel-
conque.
~ 

Enfin, les conclusions très générales auxquelles nous aboutissons sont les sui-
vantes : :

Aucune onde n’est susceptible de se propager sur une surface élastique affectée de
viscosité,;

Les lois de propagation établies pour les ondes de choc restent valables pour les
ondes d’accélération et lea ondes d’ordre supérieur.

On voit que ces propositions sont identiques à celles que nous avons antérieure-
ment énoncées au sujet des lignes élastiques. Comme elles s’appliquent également
aux corps élastiques à trois dimensions, en se limitant toutefois aux déformations
infiniment petites que nous avons seules envisagées, on voit qu’elles constituent, au

point de vue de la propagation des ondes, la propriété la plus générale commune .à
tous les milieux élastiques, quel que soit le nombre de leurs dimensions.

(i > L. Rov, Sur la propagation des ondes dans les membranes flexibles (Journal de mal.hé-
matiques pures et appliquées. 6e Série, t. YML I9I2, p. 229 à 329).



Le présent Mémoire a été résumé en cinq Notes publiées dans les Comptes rendus
de l’Acàdémie des Sciences :

L’équationfondamentale des ondes de choc sur les surfaces élastiques, séance du

27 janvier I930;
La propagation des ondes sur les surfaces élastiques cc six paramètres, séance du

I,o février 1 930 ; ,

La propagation des ondes sur les surfaces élastiques ec trois paramètres, séance du
II juin 1930; .
. La propagation des ondes sur les surfaces élastiques isotropes à trois paramètres,
séance du 23 juin 1930; ; ,

La loi adiabatique dynamique relative aux surfaces élastiques, séance du 7 juil-
let 1930.
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CHAPITRE!

Généralités.

i. Surface élastique à six paramètres. - En un point M d’une surface S,
élevons deux demi-normales égales et opposées MNi et MN,, dont la longueur
totale e = soit très petite par rapport à ses dimensions transversales et à ses
rayons de courbure principaux en chacun de ses points. Lorsque M décrit S, la

longueur e restant constante ou variant avec continuité, le segment décrit un
certain volume. On appelle surface élastique le corps élastique occupant, dans son
état primitif, le volume ainsi défini. La surface élastique est donc limitée par ses
deux faces S~, lieux des points NI et par un bord engendré par le segment
NtNS’ quand le point M décrit le contour de la surface moyenne S. La longueur e
est l’épaisseur de la surface élastique au point M ; lorsque cette épaisseur est con-
stante, les deux faces S,; SI sont parallèles à la surface moyenne.

La configuration géométrique de la surface élastique, à l’instant l,est regardée
comme suffisamment déterminée par la connaissance d’une suite continue de
trièdres trirectangles Muvw, dont le lieu des sommets, à l’instant considéré, est la
surface S et dont les axes sont définis de la manière suivante : l’un des plans de
coordonnées, uMv par exemple, est tangent en M à un feuillet matériel arbitrai-
rement choisi passant par ce point et l’un des deux axes, Mu par exemple, est tan-
gent en M à l’une des fibres de ce feuillet. L’orientation par rapport à S de chaque
trièdre Muvw ou, pour abréger, de chaque trièdre (M) étant arbitraire, la configu-
ration géométrique de la surface élastique, à l’instant t, se trouve complètement
définie. analytiquement par les coordonnées x, y, z de M relatives à un trièdre fixe
trirectangle Oxyz et trois autres paramètres 0, ~, ’f’ au moyen desquels s’expri-
ment les cosinus directeurs des axes Mu, Mv, Mw par rapport aux axes fixes. Ces
six paramètres x, y, 2:; 8 , ~ , ’f doivent être regardés comme des fonctions conti-
nues du temps t et de deux variables géométriques. On peut prendre pour celles-ci
les arcs PM = s, de coordonnées curvilignes tracés sur S dans son état
actuel ; mais il est plus avantageux de prendre les arcs pm = co, p, m - o~, , auxquels
se réduisent les précédents, considérés comme des fibres matérielles, dans l’état

primitif de S. Chaque point matériel M(x y, z) de S est ainsi caractérisé, à tout
instant, par un même système de valeurs de U~ , c,~1. Comme état primitif, nous
conviendrons de prendre l’état naturel, c’est-à-dire l’état d’équilibre que prend la
surface élastique, quand elle n’est soumise à aucune force extérieure et quand tous



ses points sont portés à une même température absolue T~. Enfin, nous pouvons

toujours supposer que le réseau (cj, c,~!) choisi sur l’état primitif est orthogonal.
Cela posé, aux éléments linéaires MM = ds, MM~, = ds~, tracés sur l’état actuel,

correspondent sur l’état primitif les éléments mm’ = mm~, = et l’on a

en posant

conformément à la notation abrégée dont nous avons fait un constant usage dans

nos publications antérieures sur la ligne et la surface élastiques. Soient d’autre part

les deux autres fonctions bien connues. Les déformations élastiques au sein de cha-

que tronçon étant toujours très petites, les fonctions égales à l’unité dans
l’état primitif, en diffèrent très peu dans l’état actuel; de même la fonction F, nulle
dans l’état primitif, est très petite dans l’état déformé. Il en résulte que la fonction H

se réduit à aux termes du second ordre près.
Traçons dans un plan deux axes de coordonnées rectangulaires OÙ).. A cha-

que point matériel M de S correspond, dans ce plan, un point fixe m de coordon-
nées ~~ , c,~~ . Donc, à la surface moyenne S de contour C correspond, dans le

° 

plan une aire fixe dl de contour c et l’on trouve pour les cosinus direc-

teurs a, b, c de la demi-normale extérieure à la courbe C, menée en un point M
de cette courbe dans le plan tangent en M à S, ,.

a, b désignant les cosinus directeurs de la demi-normale extérieure au contour c

menée dans le plan au point (c~~, homologue de M et

le rapport de deux éléments linéaires homologues dL, dl de C et de c aux mêmes

points. 
°°

° 

Enfin, à l’élément superficiel de la surface moyenne primitive correspond
l’élément de la surface moyenne actuelle. Ces deux éléments étant consti-



tués par les mêmes points matériels, les deux tronçons qui leur correspondent,
découpés dans la surface élastique perpendiculairement suivant leurs contours, ont
la même masse. De là, l’équation de continuité

p et po désignant les densités superficielles de la surface élastique au point M dans
son état actuel et dans son état primitif.

2. Les douze fonctions caractéristiques de la déformation. - Soient a , ~ , y ;
x~, ~i, y~; x~, ;~s, ~~~ 2 les cosinus directeurs des axes Mu, Mv, Mw du tr ièdre (M) au
point M(x, y, z) et à l’instant t. Les cosinus directeurs des axes du trièdre (M’) au

point infiniment voisin + ~x ~03C9 , y + ~y ~03C9 d03C9, z + ~z ~03C9d03C9) et au même m-

stant t sont

On sait qu’on passe de (M) à (M’) par une translation et une rotation infiniment
petites, dont nous désignerons par (;, ( p, q, r)d« les composantes sui-
vant les axes mobiles Muvw , soit

Soit de même (M~.) le trièdre mobile au point y + 2014 ’ 

B J~ 
’ 

dM~ 
’ 

àw, /
et au même instant ~; on passe de (M) à par la translation (~,~~ ~)~~ et

par la rotation (Pi’ définies par les formules analogues à (5)



On reconnaît alors que la déformation de la surface élastique dans son état actuel
par rapport à son état primitif est caractérisée par les douze fonctions

de ~~, ~~~; t, l’indice zéro se rapportant à l’état primitif.
Cela posé, imprimons à la surface élastique un déplacement virtuel et soient 

les composantes suivant Muvw du déplacement virtuel de M; 1 wv , 1 mw
les composantes suivant les mêmes axes de la rotation virtuelle de (M). Il en résulte

pour S, 7j, ~; p, q, r ; ~4, ... , rt les variations virtuelles

3. Potentiel thermodynamique interne et. viscosité. - Le potentiel thermo-
dynamique interne de la surface élastique est 

’ 

.

f étant une fonction donnée des douze déformations (7), de la température absolue T,
de o, W1 et l’intégration étant étendue à l’aire image de S dans le plan 
la variation virtuelle isothermique de + est ainsi . 

~



Le travail virtuel de viscosité est d’autre part

~, ~,, ..., A; étant les actions de viscosité, fonctions des quinze paramètres dont
dépend déjà la fonction f et des douze dérivées

D’après l’hypothèse de Lord Rayleigh, ces actions dérivent d’une , fonction dissi-
pative 3), forme quadratique définie positive de ces dérivées, telle qu’on ait

Si maintenant on pose

il vient, d’après ( I o) et ( I I ),

ce que nous écrirons pour abréger

le signe ~. indiquant une somme de deux groupes de termes, le second se déduisant
du premier qui est écrit par l’adjonction de l’indice i.

(*) Pour abréger, nous représenterons très souvent de cette façon les dérivées par rapport
~ p .. -B3 C

au temps, soit 03BE == ~t, 03BE = 20142014 , ....



4. Équations du mouvement. - On obtient les équations du mouvement, d’après
les principes de l’Énergétique, en écrivant qu’on a dans toute modification virtuelle

désignant le travail virtuel des forces extérieures et U celui des forces d’inertie.
Soient alors

les composantes suivant les axes Muvw de la force et du couple extérieurs appliqués
au tronçon edS; ;

les composantes analogues relatives aux forces d’inertie ;

les composantes de la force et du couple extérieurs appliqués à un élément de bord
edL de la surface, suivant les axes Muvw issus d’un point M de C appartenant à cet
élément. On a

En transportant les expressions (16) et (t4) dans l’égalité (1 5) et en y remplaçant
les variations 0;, ô ~ , ... , ~ r~ par leurs valeurs (8), on reconnaît, après des inté-
grations par parties, qu’on doit avoir :

I. En chaque point de la surface élastique, les six équations indéfinies



Il. En chaque point de son contour, les six conditions aux limites

La force d’inertie a pour composantes

et le couple d’inertie

(A, B, ... , F) désignant les moments et produits d’inertie du tronçon relatifs
aux axes Muvw (’), , soit ~ 

.

l, m, n désignant les cosinus directeurs d’une demi-normale à ,S par rapport aux

axes mobiles Muvw, et

les composantes suivant les mêmes axes de la rotation instantanée du tronçon, c’est

à dire du trièdre (M).

5. Relation supplémentaire. - La quantité de chaleur dégagée, dans une modi-
fication réelle élémentaire, par une portion arbitraire de la surface élastique est

(1) Il n’y a évidemment aucune confusion à craindre entre les produits d’inertie E, F
et les fonctions déjà désignées ainsi dès le n° 1.



la quantité

désignant la capacité calorifique de la surface élastique rapportée à l’unité de surface

primitive et E l’équivalent mécanique de la chaleur.

Soit, d’autre part, Fn le flux de chaleur en un point du contour de la portion de

surface élastique considérée et relatif à la demi-normale extérieure à l’élément de
bord edL correspondant; on a aussi, en supposant la surface athermane et dénuée
de sources de chaleur, ,

k étant le double du coefficient de conductibilité extérieure(’) que, pour simplifier,
nous supposons le même pour les deux faces et Te la température absolue extérieure.
En égalant les expressions (23) et (24), on en déduit, en tenant compte de la petitesse
des déformations élastiques, l’équation indéfinie de la température

I (Fa, F..,) désignant les composantes du flux de chaleur suivant chaque ligne du
e 

’

réseau ’ ce sont des fonctions linéaires et homogènes des dérivées ~T ~(03C9, 03C94) dont les

coefficients, fonctions de co, T, sont les coefficients de conductibilité calorifique
de la surface au point considéré.

6. Surface élastique à trois paramètres. - Dans le cas de la surface élastique
à trois paramètres, le feuillet matériel tangent en M à l’un des plans de coordonnées
du trièdre mobile (M) est l’élément de la surface moyenne S en ce point. L’un des

axes de ce trièdre, Ma par. exemple, est donc pris tangent à l’un des éléments de

fibre de S, à ds par exemple; le plan uMv est ainsi le plan tangent en M à cette

surface dont la normale est alors l’axe Mw. La seule connaissance de S entraînant

maintenant celle de chaque trièdre, la surface élastique ne dépend plus que des trois

paramètres x, y, z, coordonnées de M fonctions de ~~,, t .

(’) Il n’y a évidemment ici aucune confusion à craindre entre ce coemcient et le rapport
défini par la formule (3).



Ainsi, Mu coïncide avec la tangente à la ligne s du réseau et Mv fait avec la

tangente à la ligne s, un angle, nul dans l’.état primitif, égal au glissement g de S

en M dans l’état actuel, en ce sens que l’angle du réseau dans cet état est 03C0 2 - g.
Soient alors

les dilatations en M des lignes s, s. du réseau; les trois premières formules (5) et (6)
donnent

d’où

puisque les déformations sont nulles dans l’état primitif. Les formules de Kirchhoff,
qui sont à la base du calcul du potentiel thermodynamique interne, exigent en outre
qu’on ait

d’où

Dix des égalités (8) deviennent alors, d’après (26) et (28),



D’après (27) et (29) les douze fonctions (7) caractéristiques de la déformation se

réduisent à sept, de sorte que le potentiel thermodynamique interne (g) devient

et le trav ail vi rtuel de viscosité (1 1)

L’égalité (i4) s’écrit ainsi

avec, d’après ( I 3~.

Il résulte en outre du choix des axes que les composantes %, ~~e, sont nulles.

Si alors on pose

l’équation fondamentale (r5) de l’Énergétique s’écrit

et, en tenant compte des égalités (30) et (3 ~ ), on reconnaît qu’on doit avoir :



I. En chaque point de la surface élastique, les six équations indéfinies

où v, ffi,w, sont des inconnues auxiliaires;

II. En chaque point de son contour, les sept conditions aux limites

où sont trois autres inconnues auxiliaires. 

Remarquons que dans le calcul de ïp d’après les formules (20), on doit faire,
, d ’après (2 1 ),

puisqu’on a ici (l, m) = 0, n = i.
Enfin, lorsque les faces du trièdre mobile (M) sont des plans de symétrie de

contexture, le potentiel thermodynamique interne par unité d’aire a pour expression



... , étant les coefficients d’élasticité de la surface, fonctions de c~, T;
de sorte que les égalités (34) nous donnent, dans le cas d’une substance dénuée de
viscosité,

Dans le cas d’une substance isotrope, on a

),,  étant les deux coefficients d’élasticité de Lamé, 03BD le troisième coefficient d’élas-

ticité qu’introduisent les variations de température.



CHAPITRE II

Les ondes au point de vue cinématique.

7. . Préliminaires. - Supposons qu’une onde persistante, c’est-à-dire une ligne de
discontinuité pour certains éléments du mouvement, se propage sur une surface

élastique et soit, à l’instant t, C cette onde supposée tracée sur la surface moyenne S.
Elle partage cette surface en deux régions 1 et 2. Soit alors, au même instant t,
C’ le lieu des points de S, qui seront atteints par l’onde à l’instant ultérieur 1 + dt.

Supposons que la courbe C’ soit située dans la région 2 ; on dira que l’onde se pro-
page de la région i vers la région 2, ou encore que le mouvement 1 se propage dans

le mouvement 2. Dans ces conditions, la demi-normale MN menée à l’onde C au

point M dans le plan tangent en fil à la région 2 et vers cette région coupe la courbe C’
en un point M’2. Soit = la valeur algébrique du segment comptée
positivement suivant cette demi-normale; la quantité positive .

~ 

s’appelle la vitesse de propagation de l’onde se propageant de la région mers la région 2 .

Supposons au contraire la courbe C’ située dans la région i ; on dira que l’onde

se propage de la région 2 vers la région i, ou encore que le mouvement 2 se propage
dans, le mouvement 1. Dans ces conditions, la courbe C’ rencontre en un point M’1
le prolongement de la demi-normale menée eu NI à l’onde C dans le plan tangent
en M à la région 1 et vers l’extérieur de cette région. Soit dN1 = la valeur

algébrique du segment comptée positivement suivant cette demi-normale; la

quantité négative 
’

s’appelle la vitesse de propagation de l’onde se propageant de la région 2 vers la région i .
’ 

Cela posé, nous savons qu’à la surface S à l’instant t correspond, dans le plan
c~ 0 ~~1, une aire fixe ,L image de S. ~ l’onde C correspond donc dans ce plan son
image c, séparative des régions i et 2 correspondant à celles de S. En m, image
de M, menons la demi-normale mn à c dirigée vers la région 2 et soit dn = mm’
la valeur algébrique du segment mm’ intercepté par c et c’, image de C’, sur cette



demi-normale ou son prolongement, suivant que l’onde se propage de la région i

vers la région 2 ou inversement. La quantité

qui a le signe de G~~ ou suivant le sens de la propagation, s’appelle la vitesse
de propagation de l’image de l’onde.

Nous conviendrons d’affecter de l’indice i ou de l’indice 2 toute quantité relative
aux régions 1 ou 2, et nous désignerons par la caractéristique ô’ la variation brusque
qu’éprouve toute quantité discontinue A à la traversée de l’onde, en passant de la
région 1 à la région 2, soit

8. Ondes de choc sur la surface à six paramètres. - Considérons tout d’abord
une onde de choc, c’est-à-dire une onde du premier ordre par rapport aux para-
mètres x, y, :; «, p, y; x,, f:11, 03B31; Xi’ 03B22, 03B32 fixant la configuration de la surface
élastique à chaque instant. Chacun d’eux restant continu à la traversée de l’onde,
on a par exemple "

le long de l’image c de l’onde à l’instant t, c’est-à-dire

pour toutes les valeurs de clco, telles que

a, b étant les cosinus directeurs de la demi-normale mn à la courbe c. On en conclut
qu’il existe une quantité À telle qu’on ait

Écrivons maintenant que l’égalité (47) a lieu, non seulement au point m(w, (joj
à l’instant t. mais au point + dw , w~ ~ à l’instant t + dt; il vient



pour

c’est-à-dire

d’où, d’après (45) et (48).

En définitive, une onde de choc se propageant sur une surface élastique à six
paramètres est caractérisée par douze quantités

telles qu’on ait

Les neuf quantités a, b, ..., relatives aux cosinus directeurs se réduisent

d’ailleurs à trois paramètres indépendants, car les six relations entre les cosinus

dérivées par rapport à c~~ ou à c~~ et écrites de part et d’autre de l’onde donnent,

d’après (49),

Les relations (50) sont identiques à celles que nous avons antérieurement obtenues

pour la ligne élastique(1); les trois premières expriment que chaque vecteur dis-
continuité (a, b, c), (ai, b1, ci), (a~, bJ, cj est normal à chacun des axes Mu, Mv,
Mw du trièdre mobile qui lui correspond.

(’) L. Roy, Sur les équations générales des lignes élastiques el la propagation des ondes,
p. i5(), formules (91). _ 

.



D’après les égalités (5), (6) et (4g), l’onde considérée sera en général d’ordre zéro
par rapport à ~ , ~, ... , R et nous aurons

Inversement, les égalités (50) et (51 ) permettent d’exprimer les douze quantités
X, pL, v ; a, b, ..., , c~, en fonction des six discontinuités ~’(~, , ... r) ou ô’(~~,
r~, ..., r~), ce qui donne par un calcul facile .

égalités où l’on peut remplacer aux premiers membres a par b et, aux seconds,

;, r,, ... , r par Çs, ~~, ... , r, . ~ 

.

De même, l’onde considérée est en général d’ordre zéro par rapport à E, F, H, p ;
mais le produit pH reste continu à la traversée de l’onde, d’après l’équation de conti-

Enfin, la formule (47) et les deux autres analogues expriment la continuité, à la
traversée de l’onde, des composantes d’un élément dL parallèle à l’onde ; il en est
donc de même du rapport k d’après (3), les cosinus directeurs a, b étant alors ceux
de la demi-normale à l’onde. ’

g. Vitesses de propagation. - Cherchons la relatlon entre la vitesse de propaga-
tion de l’onde et celle de son image dans le plan nous allons voir qu’elle
dépend du sens de propagation. 

’ 

, 

’

Supposons tout d’abord que l’onde se propage de la région 1 vers la région 2
et soient

l’équation de son image c dans le plan o~ 0 c,~~ ,



les composantes du segment mm’ envisagé au Le point m’(w + d~~, + 

se trouvant sur l’image c’ de l’onde à l’instant t + dt, on a

c’est-à-dire

d’où, d’après (45) et (53),

Soient d’autre part a~. b~, ct les cosinus directeurs de la demi-normale menée

à l’onde C au point M dans le plan tangent en M à la région 2 et vers cette région;
x + dx, y + dy, z + dz les coordonnées du point M’ d’intersection de la courbe C’
avec cette demi-normale ; on a

d’où, d’après (4l~),

M + dco, ~~, + dm, étant les coordonnées de l’image de M’. Cette image n’étant pas
le point m’, parce que la demi-normale MN à l’onde C n.’a pas pour image la demi-

normale mn à l’image c de cette onde, les accroissements dc~~, n’ont plus la
même signification que dans les formules (53) et (54). Mais comme l’i mage de M
est également si tuée sur c’, ces accroissements satisfont encore à la relation (54).
Or, on a

d’après (55), de sorte que l’égalité (54) s’écrit encore



Cette formule montre que les nouveaux accroissements peuvent être

substitués aux anciens dans le calcul de ev et cette circonstance tient à ce que l’image
de MN fait un angle infiniment petit avec mn . . 

’

Cela posé, l’égalité (56) et les deux autres analogues nous donnent

et comme, d’une manière générale, les cosinus directeurs abc d’une demi-nor-
male MN à une courbe C, tracée sur la surface moyenne S et menée en un point M
de cette courbe dans le plan tangent en M à S, sont donnés par les formules (2),
a, b désignant les cosinus,directeurs de la demi-normale à l’image c de C au point
homologue de M et dans le sens correspondant ’à MN, il vient dans le cas actuel

L’égalité (58) devient ainsi d’après (57)

Lorsque la propagation de l’onde s’effectue en sens contraire, on trouve de même

en mettant ~’ à la place de y, ces deux vitesses étant de signes contraires. Si donc
on a

les égalités (59) et (60) multipliées respectivement par 03C12 et p, , puis ajoutées membre
à membre nous donnent, puisque le produit pH est continu,

Cette relation a été obtenue pour la première fois par Riemannl’) dans la propa-
gation des ondes planes en Hydrodynamique; elle a été étendue plus tard par M. Jou-

guet(’) au cas des ondes de choc quelconques dans les fluides. Comme nous avons
antérieurement reconnu qu’elle s’applique également au fil flexible, à la membrane
flexible et à la ligne élastique(3), nous voyons qu’elle s’étend à la propagation des
ondes de choc sur toutes les catégories de corps minces. 

’

(1) RIEMANNS WERKE, p. 
(2) E. JOUGUET, Sur la propagation des discontinuités dans les fluides (Comptes rendus,

t. 132, 18 mars Ig01).
(3) L. RoY, Recherches sur la dynamique du fil flexible (Annales scientifiques de l’École

Normale supérieure, 3e série, t. ~g, Ig12, p. 384). - Sar la propagation des ondes dans les
membranes flexibles. p. 2;fi. - Sur les équations’ générales des lignes élastiques et la propaga-
tion des ondes, p. 156.



10. Ondes d’accélération et d’ordre supérieur sur la surface à six paramètres. -
Supposons maintenant l’onde du second ordre par rapport à x, y, z; 03B1, 03B2, ..., 03B32
(onde d’accélération); nous aurons par exemple

le long de c à l’instant t, c’est-à-dire

pour toutes les valeurs de t 
telles que

On conclut des deux premières (62) qu’il existe une quantité A telle qu’on ait

Écrivons maintenant que les égalités (61) ont lieu également au point + dw ,

d(t)l) de c’ à l’instant t + dl ; il vient

pour

Les deux premières donnent d’après (63) .



et la troisième (62) est ainsi satisfaite ; la dernière donne 
-

En résumé, une onde du second ordre par rapport à x, y, z; 03B1, 03B2, ..., 03B32 est
caractérisée par douze quantités À, po, v; a, b, ... , c~, telles qu’on ait 

’

pour p + q + r = 2 .
Plus généralement, on reconnaît qu’une onde d’ordre n par rapporta x, y, z;

ce , ~3, ... , y$ est caractérisée par douze quantités 1.., ~., v ; a, b, ... , c, , telles

qu’on ait

pour p + q + r = n et les six relations entre les cosinus directeurs dérivées n fois

par rapport à c~, ~~~, ou t conduisent encore aux égalités (50).
D’autre part, l’onde est en général d’ordre n - i par rapport à ~, ~, ..., r, ;

P, Q, R ; de sorte que les égalités (5) et (6 dérivées n - 1 fois nous
donnent d’après (64) .



pour p + ~ ~ r = n -1 (’). On en déduit, d’après (5o), les égalités

analogues aux égalités (52). Enfin, par suite de la continuité de H, la vitesse de

propagation de l’onde a pour valeur, d’après (59) et (60),

Comme d’ailleurs H et k diffèrent très peu de l’unité, par suite de la petitesse
des déformations élastiques au sein de chaque tronçon, on voit que cette vitesse
diffère très peu de la vitesse de propagation ~*) de l’image de l’onde.

i 1 . Ondes sur la surface à trois paramètres. - Nous allons rechercher ce que
deviennent les formules générales et (65), du fait des égalités (26) et (28) qui
caractérisent la surface à trois paramètres.

Tout d’abord, quel que soit l’ordre de la discontinnité, les deuxième et troisième

groupes (51) et (65) montrent qu’on a, d’après (26),

Le vecteur (X, v) est donc dirigé suivant Mu, de sorte que, A étant sa valeur

algébrique suivant cet axe, on a

D’autre part, le dernier groupe (51) et (65) montre qu’on a, d’après (28), 
’

Il résulte alors des première, deuxième et quatrième formules (50) que les vec-
teurs (a, b, c) et (a,, b~, cj sont dirigés suivant de sorte que A et ~1 étant

leurs valeurs algébriques suivant cet axe, on a 
’

(t) Il n’y a évidemment aucune confusion possible entre ces nombres p, q, r et les
composantes de la rotation par unité de longueur désignées par les mêmes lettres.



Les deux dernières (50) s’écrivent ainsi

jointes à la troisième (50), elles donnent

Le vecteur (a, , b’l. cj a donc pour valeur B/A’ + il est contenu dans le plan
uMv et. ses projections sur Mu et Mu sont respectivement -^ ~ et _A . .. ,

En définitive, une onde se propageant sur une surface élastique.à trois paramètres
est caractérisée par trois vecteurs indépendants, l’un il dirigé suivant Mu, les deux
autres A, ~~ dirigés suivant Mw et par un quatrième veeteur ~~1Q + p1 contenu
dans le plan uMv et complètement déterminé par les deux précédents. Nous dirons
que les discontinuités A, V d,! + di sont tangentielles et.que les deux autres ,

sont normales. Les égalités (5 r) relatives aux ondes de choc se réduisent ainsi à

et les égalités (65) relatives aux ondes d’accélération et d’ordre supérieur à

Soient enfin a’, b’, c’ les cosinus directeurs de la tangente à l’onde; on a



dL désignant l’élément linéaire de l’onde auquel correspond, dans le plan c~ 0 0~, ,
l’élément dl de composantes

d’où

Mais on  en négligeant les déformations élastiques, c’est-à-dire des termes du
premier ordre de petitesse,

de sorte qu’il vient, à ce degré d’approximation J

On en déduit, d’après (70),



CHAPITRE III .

Propagation des ondes de choc sur la surface élastique .

à six paramètres.

1 2. Équation fondamentale. - Considérons, dans le plan aux instants l

et t + dt, dt étant supposé positif, les images c et c’ de l’onde que nous supposons
se propager de la région i vers la région 2 ( fig, 1). Désignons par ~~ deux quan-

tités finies positives et considérons les deux courbes c,, c2, tracées respectivement
dans les régions et 2, de part et d’autre de la bande
limitée par c, c’ aux distances ctdt et de c et

de c’. Nous allons appliquer l’équation fondamen-
tale de l’Énergétique

(1 5) 

à la portion de surface élastique ayant pour image
la bande limitée par les courbes c,, c

et par deux autres courbes a~ menées nor-,

malement aux précédentes en deux points arb i-

traires a et b de c. La distance de c et c’ éta nt
mm’ . ~ dn = on voit que la largeur de la

bande considérée est de l’ordre de dl, tandis que
’sa longueur ab est arbitraire.

Le travail virtuel des forcer extérieures o5

comprend, non seulement celui des forces et cou-
FIG. 1.

ples appliqués à chaque élément de la portion de surface considérée, mais aussi
. celui des forces et couples de liaisons appliqués le long de son contour, correspon-
dant aux actions exercées le long de ce contour par le reste de la surface. Les cour-
bes c~, c~ n’étant pas atteintes par l’onde pendant le temps dt, les équations générales
du mouvement, établies dans l’hypothèse de la continuité, sont applicables le long
de ces deux courbes à l’instant t, en particulier les conditions aux limites (18). Il

résulte alors de celles-ci que la force et le couple de liaisons appliqués à un élé -
ment dL des courbes CI, C:a ayant pour images ci, c~ ont pour composantes suivant
les axes locaux Muvw



a, b étant les cosinus directeurs de la demi-normale en un point des courbes c, , c’
menée vers l’extérieur de la bande considérée.

Nous avons ainsi, en désignant par

les composantes suivant les mêmes axes de la force et du couple de liaisons appli-
qués à un élément c~L des portions de contour ayant pour images a~ a~ et b~ b$,

la première intégrale étant étendue à l’aire (a~ ai) . Or, cette aire et les portions
de contour a~ a~, étant de l’ordre de dt, les deux premières intégrales sont de
l’ordre de 

..., donc négligeables par rapport à d’autres termes de
(i5) que nous serons ainsi conduits à conserver seuls. D’autre part, la demi-normale
extérieure aux courbes c2 ou cI différant infiniment peu de la demi-normale nrt à
la courbe c dans le sens indiqué ou dans son prolongement, la dernière intégrale se
réduit sensiblement à ’

l’intégrale étant étendue à la portion ab de la courbe c, car les fonctions .

..., sont discontinues à la traversée de l’onde, puisqu’elles dépendent des quan-
tités discontinues 03BE, ~, .... L’expression (j4) devient donc finalement

D’autre part, la variation isothermique du potentiel thermodynamique interne ôr~
est donnée par l’égalité (10); mais comme, d’après (8), les variations 0;, ..., or.
sont de l’ordre et que le domaine d’intégration est ici de l’ordre
de dt, cette expression est de l’ordre de ... , , ~ cow) dt, donc négligeable.

Il en est encore de même de la partie de 03B4J + 0 ’Gt. relative aux bandes comprises
entre C, et C, C’ et C~, non atteintes par l’onde pendant le temps dl , mais non de
celle qui est relative à la bande comprise entre C et C’, balayée par l’onde pendant
le temps dl..



’ 

Soient, en effet, V et V’ les vitesses d’un même point matériel M aux instants t
et t + dt, (P’ , Q’. R’) la rotation instantanée du trièdre (M) à l’instant t + dt; on
peut écrire d’une manière générale .. ’

de sorte qu’on a pour un point quelconque de la bande comprise entre C et C’

ce qui revient à dire que les accélérations des points immédiatement en avant du
front de l’onde sont infinies si la discontinuité est effectivement du premier ordre.

Cela posé, on a d’une manière générale et d’après ( 16) 
’

où les composantes ~~, ..., 111)i sont données par les formules (19) et (20). Nous
avons donc, d’après (76), pour la bande ( C C’) et en prenant dldn = dlvdt comme
élément d’aire dans le plan dl étant l’élément linéaire de la courbe c,

car les termes de indépendants des dérivées P, Q, Il fournissent un
contingent de l’ordre de G cr,u,) dt, donc négligeable ; l’intégrale curviligne
est étendue à la portion ab de la courbe c. Comme on a d’ailleurs, d’après (49) et (51 ),

il vient en définitive

L’expression de 03B4v pour la portion (CC’) est, d’après ( I I ) et en prenant le même
élément d’aire 



elle est de l’ordre de ..., car les actions de viscosité ~, g, ..., , qui
doivent être calculées sur le bord de la région 2, sont des fonctions linéaires et

homogènes des dérivées 03BE, ~, ... qui ont ici pour valeurs, d’après (76),

de sorte que les produits (, d, ..., dt sont finis. En y remplaçant les varia-
tions ~~ , ô r, , ... , par leurs valeurs (8), il v i ent

l’indice 2 signifiant que la quantité entre traits, qui contient les quantités disconti-

nues 1 , ~, ."., se rapporte à la région 2. Remplaçons-y enfin les dérivées ~ ~03C9, ~ ~03C91
en un point de la courbe c par leurs valeurs

en fonction des dérivées ( , 1 suivant la normale (a, b) et la tangente (b, - a)Jn ~l ( ) g ~ )
à cette courbe; l’égalité (15) s’écrit alors, d’après (75), (77) et (79),

C’est l’équation fondamentale des ondes de choc, que nous allons appliquer suc-
cessivement aux cas où la surface élastique est affectée et dénuée de viscosité.



~3. Surfàce affectée de viscosité. - L’équation (80) doit être satisfaite quelles
que soient les fonctions 1(u v , , ... , ww) le long de la portion arbitraire âb de la
courbe c, à laquelle s’étend l’intégration. Considérons tout d’abord l’équation plus
simple 

’

à vérifier dans les mêmes conditions et où P, Q, R désignent des fonctions quel-
conques ; en intégrant par parties, elle s’écrit

et, comme elle doit être vérifiée quelles que soient la fonction 8 M et les limites a

et b, il faut qu’on ait 
.

Les deux premières exigent que R soit nul tout le long de c, puisque les points

a et b sont arbitraires; d’où 1R ~ o et, par suite, P = o. En définitive, l’é g a-

lité (8l) exige qu’on ait .

Il en résulte que, dans l’égalité (80), les coefficients de toutes les variations et de
leurs dérivées doivent être nuls; en particulier, qu’on doit avoir 

Si donc la vitesse de propagation ~f) n’est pas nulle, ces douze équations consi-
dérées deux à deux montrent qu’on doit avoir

On a ainsi douze équations linéaires et homogènes en

dont le déterminant n’est pas nul, puisque la fonction dissipative est une forme qua-
dratique définie positive; cela exige que toutes les discontinuités soient nulles et par
suite, d’après (52), qu’on ai t 

’



De laie résultat suivant: . 

, 

..

Une surface élastique à six paramètres, affectée de viscosité, ne peut être le siège
d’aucune onde de choc qui se propage.

ï4. Surface dénuée de viscosité. 2014 Dans cette hypothèse, les actions de visco-
sité sont nulles et l’égalité (80) se réduit à ses deux premières lignes. Comme elle
doit être vérifiée quelles que soient les fonctions o(~, v .... , ~) en chaque point de
l’onde, cela exige qu’on ait 

.

avec, d’après (i3),

Comme les douze déformations ( ~) sont supposées très petites, il en est de même de
leurs variations ô’(~, ri, ..., r~) à la traversée de l’onde ; de sorte que, si nous sup-
posons la variation correspondante ô’T de la température absolue également très

petite, nous pouvons calculer les variations ..., êIlU) par une simple’dif-
férentiation des formules (83), soit



égalités où les dérivées partielles peuvent être indifféremment évaluées dans les

régions 1 ou 2 sur le bord de l’onde, puisque les discontinuités sont très petites.
Nous avons alors deux cas à distinguer suivant que la surface élastique est bonne ou
mauvaise conductrice de la chaleur.

15. Surface bonne conductrice de la chaleur. - Tout d’abord, si l’on suppose
la température discontinue à la traversée de l’onde et si l’on tient compte de ce qu’en
chaque point de la bande CC’ balayée par l’onde pendant le temps dt, on a

l’expression (23) de la quantité de chaleur dégagée pendant le temps dl par une por-
tion de la surface donne, pour la portion de la bande CC’ considérée,

Mais cette quantité de chaleur est également donnée par l’expression (24) appliquée
à la même portion et, en la comparant à la précédente, on voit que la quantité entre
crochets de cette expression (~4) doit avoir une valeur finie. Il faut donc qu’il en
soit ainsi de Fn tout le long du contour, en particulier le long de la courbe c ; et

comme cette quantité est une fonction linéaire et homogène des dérivées ,

1 ((~ ~ (~~~ 
r

il faut, pour que ces dérivées soient finies, que la température reste continue à la
traversée de l’onde, c’est-à-dire qu’on ait ~’ T ~ o.

Les expressions (84), ainsi débarrassées de leurs derniers termes en ô’T, nous
donnent alors 

’

Si Fon y remplace ~’ (~~ , ~ ~, ... , ri) par leurs valeurs tirées de (5 r ), en fonction
de ~’ (~ 7], ..., r), , il vient



On est ainsi conduit à poser, pour abréger.

d’où il résulte que = 03A6vu et nous obtenons ainsi en définitive

Substituons alors ces expressions dans les égalités (82) ; celles-ci deviennent

Pour que les discontinuités ne soient pas toutes nulles, il faut et il suffit que le

déterminant de ces six équations linéaires et homogènes le soit, c’est-à-dire qu’on ait

équation du sixième degré en ~,~~, qui détermine six vitesses possibles de propaga-
tion, à supposer toutefois qu’elles soient toutes réelles. L’une de ces vitesses étant



choisie, les équations (88) se réduisent à cinq distinctes, d’où l’on déduit un résultat
de la forme

les Di étant des fonctions connues, ce qui détermine ô’ (~ , ~ , ..., r) en fonction

d’un paramètre arbitraire. On déduit ensuite 7,, u, v; a, b, ... , c2 des formules (52).
Le problème est ainsi entièrement résolu, en ce sens que tous les éléments du mou-
vement 2, en chaque point de l’onde, se déduisent de ceux du mouvement i, au

même point, à l’aide d’un paramètre arbitraire auquel chaque discontinuité est pro-
portionnelle. 

°

16. Surface mauvaise conductrice de la chaleur. - Dans cette hypothèse et en

supposant la vitesse de propagation ~~ différente de zéro, la première expression (85)
de dQ, relative à la portion de bande (C C’) considérée, est de l’ordre de dl, tandis

que la seconde (a4) est de l’ordre de dtz, le flux de chaleur Fn étant nul en chaque
point du contour par suite de la nullité des coefficients de conductibilité résultant
de notre hypothèse. L’expression (85) de dQ est donc nulle, de sorte que la propa-
gation s’effectue suivant la loi adiabatique; il vient ainsi

Il résulte alors des égalités (83) que la quantité a + b par exemple,
comprend les termes figurant déjà dans la première égalité (87) et, en outre, la

quantité

En y remplaçant par sa valeur (91 ) et en y exprimant comme précédemment
~’(~~, ~~, ... , rt) en fonction de 8’(~, "1J, ..., r) à l’aide des formules (51), cette

expression devient

soit encore, plus simplement,



en posant pour abréger

Nous avons donc maintenant, à la place des expressions (87), les suivantes

d’après lesquelles les six équations (82) deviennent l

On en déduit comme précédemment l’équation aux vitesses de propagation

On voit, par la comparaison de (87) à (93), que les équations (94) et (95) nediffè-



rent des précédentes (88) et (89) qu’en ce que chaque fonction + , telle que ~;r , s’y
trouve remplacée par

Le déterminant (89) étant symétrique du fait que les deux indices des fonctions +
sont permutables, il en est de même du déterminante). Une vitesse de propagation
étant calculée, la détermination des discontinuités correspondantes s’effectue comme
précédemment à l’aide des égalités (90) et (52). Remarquons enfin que le cas précé-
demment traité de la surface élastique bonne conductrice de la chaleur se déduit du
cas actuel en faisant infinie la capacité calorifique c. .

17. . Loi adiabatique dynamique. - L’égalité (91) constitue la relation supplémen-
taire dans la propagation adiabatique des ondes de choc sur les surfaces élastiques.
Nous l’avons obtenue en annulant la quantité de chaleur dégagée pendant le temps dt
par une portion arbitraire de la bande infiniment étroite balayée par l’onde pendant
le même temps, cette quantité de chaleur ayant été calculée à l’aide du principe de
Carnot. Si nous la calculons, au contraire, à l’aide du principe d’équivalence, nous
aboutirons à une forme nouvelle nécessairement équivalente à la précédente (g r ), qui
correspondra à ce qu’on appelle en Hydrodynamique la loi adiabatique dynamique.
Nous allons établir cette loi pour les surfaces élastiques dénuées de viscosité, puis-
que, s’il y a viscosité, nous savons qu’aucune onde de choc n’est susceptible de se
propager.

Le principe d’équivalence appliqué à la portion de surface déjà considérée au
n° 12 s’écrit

où est le travail élémentaire des forces extérieures, qui comprend celui de la
force et du couple de liaison appliqués le long du contour de la portion considérée;
il et °~’ désignent les énergies interne et cinétique par unité de masse et d la varia-
tion éprouvée pendant le temps dl par l’intégrale étendue à tous les éléments de
masse dm de la portion de surface considérée. Si nous désignons par

les composantes de la vitesse de M suivant les axes mobiles Muvw, nous avons,
d’après (74), .



expression qui se réduit à

l’intégrale étant étendue à la portion ab de la courbe c, les autres termes étant de
l’ordre de On a d’autre part pour la bande (CC’) 

’

d’où

les parties relatives aux bandes (C~ C) et (C’C~) étant de l’ordre de dt!. . L’égalité (96)
devient ainsi .

quantité de l’ordre de dt. Or, dans l’hypothèse actuelle que les coefficients de con-
ductibilité calorifique de la surface sont nuls, nous avons vu que la seconde expres-
sion de dQ donnée par (21~~ est de l’ordre de dt2; on en conclut qu’on doit avoir en
chaque point de l’onde

Cela posé, le double de la force vive du tronçon edS de la surface élastique par
rapport à des axes de directions fixes issus de son centre de gravité M étant

et la masse de ce tronçon étant po dw on a, d’après le théorème de Kônig,

Si donc on tient compte de ce que, U et V désignant deux quantités discontinues
à la traversée de l’onde, on a d’une manière générale

il vient



ou encore

On a d’autre part, d’après la deuxième (99),

Mais on a, d’après (g j), (49) et (5t).

d’où

et, en remplaçant en outre dans ( 100) les expressions a a’ Ru + b 03B4’RIu, a 03B4’ eu + b03B4’CIu .

par leurs valeurs tirées des égalités (82), 
,

Substituons alors les expressions (101) et (102) dans l’égalité (98) et tenons compte
de l’identité

il vient

C’est la première forme de la loi adiabatique dynamique; nous allons obtenir la
seconde en remplaçant, dans (io3). ~(~ ~ , ... r) par leurs valeurs tirées des
égalités (82).



Nous avons tout d’abord, d’après les trois premières (82) et la première (99),

D’autre part, la résolution des trois dernières équations (8a} par rapport à 1’(p, q, r)
donne un résultat de la forme

en posant

et A désignant le déterminant des inconnues ; on en déduit, d’après (99),

Les expressions (104) et (105) transforment ainsi l’égalité (io3) en la suivante

C’est la deuxième forme de la loi adiabatique dynamique que nous voulions
obtenir. Les égalités (io3) et (106) sont à rapprocher des deux égalités analogues
que nous avons antérieurement établies pour la ligne élastique(’).

(1) L. Roy, Sur les équations générales des lignes élastiques et la propagation des ondes,
p. i64, formules (II’~) et (118).



CHAPITRE IV .. 
- -

Propagation des ondes d’accélération et d’ordre supérieur
sur la surface . élastique à six paramètres.

18. Ondes du premier ordre par rapport aux cosinus directeurs et d’ordre
supérieur par rapport aux coordonnées. - Si nous supposons l’onde du premier

. ordre par rapport aux cosinus directeurs a, ~, ..., du trièdre (M) et d’ordre

supérieur à un par rapport aux coordonnées x, y, z de M, le vecteur (a, u,, v) est
nul, d’après (49), et il en est de même de 1’ (g , i , ~), d’après (5 r ). Nous devons donc
effacer, dans les équations fondamentales (80) et (82) et toutes celles qui en sont la
conséquence, les termes en ô’(~, ri, ~).

Tout d’abord, s’il y a viscosité, il résulte encore des considérations développées
au n° 13 qu’aucune onde de la catégorie envisagée n’est susceptible de se propager
sur la surface élastique.

Si la surface est dénuée de viscosité et bonne conductrice de la chaleur, les équa-
tions (88), dans chacune desquelles les trois premiers termes ont disparu, consti-
tuent un système de six équations linéaires. et homogènes en ~’(p, q, r), dont la

seule solution est

à moins que les coefficients ~~q, ..., des trois premières équations ne soient
nuls. Dans ces conditions, il existe des ondes dont les vitesses de propagation s’ob-
tiennent en annulant le déterminant des trois dernières équations, c’est-à-dire le
déterminant formé des trois derniers éléments des trois dernières lignes et colonnes
du déterminant (89). Ces ondes rentrent d’ailleurs dans la catégorie étudiée au n° 15,
puisque le déterminant (89) est alors le produit du précédent et d’un autre détermi-
nant du troisième ordre relatif aux termes en 0’ (;, ~, ~) des équations (88).

Si la surface est mauvaise conductrice de la chaleur, les équations (94) conduisent
à des conclusions analogues.

19. Ondes d’accélération avec viscosité. - Supposons maintenant l’onde du
second ordre par rapport à x, y, z; a, a, ..., y 2; d’après les égalités (5), (6) et (22),.
elle est alors du premier ordre par rapport à ;, r~, ..., r, ; P, Q, R et nous avons les
formules (65) avec n = 2. Supposons que l’onde soit également du premier ordre
par rapport à T. Les équations indéfinies (17) ne s’appliquent pas encore, les déri-



vees 
l(~,,a, ~,v, ..., ~=w) n’ayant pas de sens sur l’onde, puisque, d’après (13), les

w, (Of 
Y P

fonctions ~,u, Av, ..., y sont discontinues par l’intermédiaire des actions de

viscosité. Appliquons donc encore l’équation fondamentale de l’Energétique (15) à

la même portion que pour les ondes de choc, ayant pour image la bande (at 
Nous avons la même partie principale (75) pour ~~e et comme, d’après (i4) et (16),
les autres termes de l’équation (15) sont de l’ordre de ... , ~ c~2U) dt, donc

négligeables, cette équation se réduit à

Cette égalité, devant être vérifiée quels que soient le déplacement et la rotation

virtuels en chaque point de l’onde, exige que chaque parenthèse soit nulle, par suite

qu’on ait

puisque, d’après (13), la discontinuité des fonctions n’est due qu’à
la présence des actions de viscosité.

Les égalités ( io7) doivent être vérifiées quelle que soit l’orientation de l’onde; en

particulier, pour a = t, b = o, elles se réduisent à

et comme alors, d’après (65), les discontinuités ô’(~~, ..., r,) sont nulles, elles
deviennent, d’après (i a), 

"

Remarquons que les dérivées secondes de la fonction dissipative 3 par rapport 
.

â ’, ~, ... sont indépendantes de ces dernières dérivées, puisque cette fonction 
en

est une forme quadratique.
Or, le déterminant de ces six équations linéaires et homogènes est positif, car 

il

se déduit du discriminant de la forme. quadratique définie positive 3) en y..suppri-

mant les six dernières lignes et les six dernières colonnes; il faut donc qu’on ait



et par suite, d’après (65), (66) et en supposant D différent de zéro,

De là le résultat suivant : .

Une surface élastique à six paramètres affectée de viscosité ne peut être le siège
d’aucune onde d’accélération qui se propage.

20. Ondes d’accélération sans viscosité. - Les composantes Ru, Rv, ... , 

étant maintenant continues à la traversée de l’onde, puisqu’elles se réduisent ici aux
expressions (83), nous pouvons appliquer les équations indéfinies (1?) qui, écrites
de part et d’autre de l’onde et retranchées membre à membre, nous donnent

les autres termes restant continus à la traversée de l’onde, en particulier la force et
le couple extérieurs par unité d’aire (~e, ..., Or nous avons d’après (83)

et, d’après ( r g), (20), (64) et (65),

Cela posé, tout comme dans le cas des ondes de choc, nous avons encore deux
cas à distinguer.



1. La surface est bonne conductrice de la chaleur. - Tout d’abord, l’onde étant
supposée du premier ordre par rapport à la température, il existe, d’après (4g), une
quantité 1:’ telle qu’on ait

Mais pour calculer les variations de ces dérivées, nous ne pouvons pas encore

employer l’équation indéfinie (25), établie en supposant la continuité des dérivées
premières. On a toutefois, d’après (23) et (24) et en tenant compte de ce que la vis-
cosité est ici nulle

les intégrales doubles s’étendant à une portion quelconque de la surface et l’intégrale
curviligne à son contour. Si nous prenons pour cellè-ci la bande de largeur dt com-
prenant l’onde et déjà considérée 1 Z et 19), les deux intégrales de surface sont
de l’ordre de dt, de sorte que l’égalité (112) devient

l’intégrale curviligne étant maintenant prise suivant l’onde. La longueur du chemin
d’intégration étant arbitraire, on a donc

d’après (III), puisque le flux de chaleur F’t est une fonction linéaire et homogène

des dérivées ~T ~(03C9, 03C91); la discontinuité est donc au moins du second ordre par ra -

port à la température.
Dans ces conditions, les équations (108) deviennent, d’après (110) et (86),



Nous retrouvons ainsi les mêmes équations (88) que pour lesondes de choc, sauf

que l’ordre des discontinuités s’y trouve simplement élevé d’une unité. Le calcul
s’achève donc comme au n° 15 : les vitesses de propagation restent données par

l’équation (89) ; on en déduit ensuite les discontinuités ô’ ~~’ , ... par des formulesq ( 9) 003 p

.analogues à (90), après quoi, À, ~,, v ; a, b, ..., ci sont donnés par les égalités (66).

II. La surface est mauvaise conductrice de la chaleur. - Dans cette hypothèse,

les composantes I (Fw, du flux de chaleur en chaque point de la surface sont

nulles, du fait de la nullité des coefficients de conductibilité, de sorte que l’équation
indéfinie de la température (a5) est applicable. Elle nous donne, dans notre hypo-
thèse de viscosité nulle,

c’est-à-dire, en supposant % différent de zéro,

Les équations (108) deviennent alors, d’après (lOg), (110), (II3) et (g2),

Nous retrouvons ainsi les mêmes équations (94) que pour les ondes de choc, sauf
que l’ordre des discontinuités s’y trouve simplement élevé d’une unité. Le calcul
s’achève donc comme au n° f6 : les vitesses de propagation sont encore données par
l’équation (95) avec les mêmes conclusions.

21. . Ondes d’ordre supérieur. - Supposons enfin l’onde du troisième ordre par
.rapport à x, y, z ; ce, ~, ... , , Y,; elle est alors du second ordre par rapport à ~, ~, ..., r1;
P, Q, R. Supposons-la également du second ordre par rapport à T. Les équations



indéfinies (17) et (25) sont maintenan applicables; les premières nous donnent, en

supposant la surface affectée de viscosité,

ces dérivées étant discontinues par l’intermédiaire des actions de viscosité F, G, ... , 
de sorte que les équations précédentes s’écrivent encore, en appliquant les égalités
(65) pour n = 2 à ces actions elles-mêmes, .

Ce sont les équations dans lesquelles l’ordre des discontinuités est simplement
élevé d’une unité; si donc 1) est différent de zéro, toutes les discontinuités doivent
être nulles. Aucune onde du troisième ordre n’est donc susceptible de se propager
sur une surface élastique à six paramètres affectée de viscosité. 

’

Si maintenant on suppose la surface dénuée de viscosité, les équations indéfinies

~(y) dérivées par rapport à c~ nous donnent

d’où nous déduirions par les raisonnements déjà faits les mêmes conclusions qu’au
n° 20. Les discontinuités d’un ordre quelconque supérieur à trois fourniraient exac-
tement les mêmes résultats ; en définitive : :

Les résultats énoncés pour les ondes de choc se propageant sur une surface élasti-

que à six paramètres, restent valables pour les ondes d’ordre supérieur au premier.



CHAPITRE V 

’

Propagation des ondes sur la surface élastique
à trois paramètres.

22. Équation fondamentale des ondes de choc. - Pour établir l’équation fon-
damentale des ondes de choc relative à la surface à trois paramètres, nous ne pou-
vons plus, comme au n° 12, appliquer l’équation fondamentale de l’Energétique (1 5)
à la seule portion de surface constituée par une bande de largeur infiniment petite
et de longueur arbitraire comprenant l’onde. Cela tient à ce que les conditions aux
limites (39) ne permettent plus de déterminer complètement et aisément la force et
le couple de liaisons par unité de longueur dus au reste de la surface. Nous allons
lever cette difficulté, en appliquant l’équation fondamentale (15) à une portion de
surface arbitraire comprenant l’onde à l’instant t.

Désignons par (a) la région (a~ con-

sidérée précédemment (n° 12). Joignons les

points a1, b1; az, par deux arcs de courbe

arbitraires c~ tracés respectivement dans les

régions 1 et 2 et limitant ainsi, avec les, arcs

primitifs c~, deux domaines finis des régions
i et 2, dont nous désignerons par (b) l’ensem-
ble (fig. 2); soit enfin c~ l’ensemble des arcs

Nous allons appliquer l’équation fon-
damentale de l’Energétique à la portion (A) + (B)
de la surface élastique limitée par la courbe

CA + Cs. à laquelle correspond, dans le plan
V~ 0 ~~l, l’aire (a) + (b) limitée par la courbe

c~ + Cb. . Nous devons donc avoir pou r tout dépla-
cement virtuelFIG. 2.

Calculons d’abord la partie du premier membre relative à la portion (a).
Comme pour la surface à six paramètres, les termes et sont négligeables

comme étant de l’ordre de (â u, ô v , ... ) dt; de même les termes de 03B4J + 03B4v rela-

tifs aux bandes (c, c) et Cc’ c.J. La partie cherchée se réduit donc au terme ô J ~ ~ ~~



étendu à la bande (cc’) balayée par l’onde pendant le temps dt. Comme d’ailleurs
on a ici, d’après (26),

il vient, d’après (28), (40) et (77),

et, d’après (33) et (78),

l’indice 2 indiquant que la quantité entre crochets doit être calculée dans la région ~-
le long de la courbe c. Dans cette expression, les actions de viscosité 5f, ...

sont des fonctions_ linéaires et homogènes des dérivées ~, g, ... qui ont ici pour

valeur, d’après (~6),

Il vient ainsi

le chemin d’intégration c étant explicitement indiqué pour éviter toute confusion

dans ce qui suit. 
’

Nous avons d’autre part d’après l’égalité (37), dont le premier membre est celui

de l’équation fondamentale de l’Energétique,



~, ~,, ~; ~, o désignant les composantes suivant les axes mobiles de la force et
du couple de liaison par unité de longueur que le reste de la surface exerce le long
du contour Ca de la région (B); pour plus de clarté, nous avons décomposé en deux

parties l’intégrale curviligne de (37), puisque, le long de la courbe C~ + C$, les for-

ces et couples ~, ~,, ~°; ï, ne sont pas à envisager, du fait que nous appliquons
l’équation fondamentale (15) à la portion (~) ~ (B) . L’expression de la secondé

intégrale curviligne résulte des égalités (35).
Si nous remarquons alors que cette seconde intégrale étendue à la portion c~ + ct

du contour de (b) a pour expression

l’égalité (n4) devient, d’après (1 1 5) et (n6),

dans laquelle les variations ô ~, ô y , ô ~1; ô q ; ô p~ oqt doivent être remplacées par
leurs valeurs (30). 

-

L’égalité ainsi obtenue ne doit pas être vérifiée quelles que soient les composantes

du déplacement et de la rotation virtuels, mais seulement pour toutes leurs valeurs
vérifiant les égalités (31). D’après les principes du calcul des variations, il doit donc
exister : 

,

En chaque point de la région (b) trois fonctions v, 
En chaque point du contour trois fonctions ’v, 
En chaque point de l’image c de l’onde trois fonctions ~, ~, ~i, telles qu’on

ait, quelles que soient les six variations ( I I ~),



Appliquons alors aux dérivées par rapport et figurant dans les intégrales

curvilignes les formules (7g’), dans lesquelles la demi-normale n(a, b) est extérieure

à la région (b) ; en tenant compte du sens correspondant de la tangente 
- a)

( fig. 2), nous avons, dans la deuxième intégrale curviligne prise ,le long de cb,



soit encore

et l’on a de même

Transformons enfin par intégrations par parties les termes en Ru~03B4u ~03C9, ... fum-

rant dans l’intégrale double et l’égalité ( 118) s’écrit en définitive



Telle est l’équation fondamentale des ondes de choc pour la surface élastique
à trois paramètres; nous allons l’appliquer successivement aux cas où la surface est
affectée et dénuée de viscosité.

23. Surface affectée de viscosité. - L’équation (119) devant être vérifiée quelles
que soient les fonctions ( I I7), cela exige que leurs coefficients soient nuls et aussi
ceux de leurs dérivées normales et tangentielles, ainsi que nous l’avons vu au n° 13,
puisque les points a et b considérés sur la courbe c sont arbitraires. On doit donc
avoir :

I. En chaque point de la région (b), les six équations indéfinies (38);

II. En chaque point de la portion de contour Cb’ les sept conditions aux limi-
tes (3g);

III. Aux points a et b, où le contour cb coupe l’image de l’onde, les deux condi-
tions

IV. En chaque point de l’onde, les dix égalités



qui, en supposant la vitesse de propagation % différente de zéro et ainsi que nous
l’avons vu au n° 1 3, entraînent les conditions

et en outre

Les conclusions 1 et Il étaient à prévoir, puisque la région (B) et la portion de
contour CD ne sont pas atteintes par l’onde entre les instants t et t + dt . On voit
d’autre part que les égalités ( i a 1 ) et (122) coïncident avec les égalités correspon-
dantes (82) relatives à la surface à six paramètres, dans lesquelles on tient compte
des formules (26), (28) et (40), les fonctions v, w, introduites par la méthode
des variations jouant alors le rôle d’inconnues auxiliaires.

Cela posé, les égalités (120), dont nous détachons celles qui annulent les trois
fonctions ~, ~, ~! introduites par la méthode des variations, constituent un sys-
tème de sept équations linéaires et homogènes en

dont le déterminant n’est pas nul, puisque c’est le discriminant de la fonction dissi-
pative ; cela exige que toutes ces discontinuités soient nulles et par suite qu’on ait,
.d’après (71),

De là, en tenant compte de la conclusion du n° 13, le résultat général suivant : :

Une surface élastique affectée de viscosité ne peut être le siège d’aucune onde de
choc qui se propage.

~4. Surface dénuée de viscosité et bonne conductrice de la chaleur. - Dans
cette hypothèse, les équations (120) se réduisent aux trois relatives aux fonctions
auxiliaires ~, ~, ~~; les équations (i ~ r) déterminent les variations des fonctions



auxiliaires ffi,v, w, les trois autres (122) vont nous fournir la solution du,

problème.
_, 

La surface étant supposée bonne conductrice de la chaleur, le raisonnement fait
au n° t5 pour la surface à six paramètres subsiste; la variation 0’ T de la tempé-
rature à la traversée de l’onde est donc encore nulle et les expressions (87) devien-

nent, d’après (26) et (28),

les fonctions ~ restant définies par l’égalité (86), mais où nous devons, d’après (a6)r~
remplacer respectivement 

.

de telle sorte qu’on a ici

Les équations (122) deviennent ainsi

de là l’équation du troisième degré aux vitesses de propagation

qui correspond à l’équation (8g).



a5. Surface dénuée de viscosité et mauvaise conductrice de la chaleur. - Nous
avons alors, comme cas particulier de l’égalité (9:) et d’après (71),

de sorte que les formules (93) deviennent

la fonction Wu restant définie par (92), avec la même correspondance (ïa4) que pour
les fonctions c’est-à-dire qu’on a

Les équations (122) deviennent ainsi

.de là l’équation aux vitesses de propagation .

a6. Cas d’une substance présentant trois plans de symétrie de contexture. -
Il nous suffit de considérer le cas d’une substance mauvaise conductrice de la cha-



leur, puisque celui d’une substance bonne conductrice s’en déduit en faisant infinie
la capacité calorifique c, ainsi que nous l’avons remarqué au n° 16.

Cela posé, au lieu de calculer les fonctions et Wu figurant dans les équations
, (127) en partant de leurs définitions (86), (g2) et du potentiel thermodynamique

interne (4i), il est plus simple de partir des expressions (42) de 3lu , ..., GIv
et d’appliquer les équations initiales (122). Nous avons ainsi, en tenant compte de
ce que â’~~ == o,

On a d’autre part, d’après (41),

les autres dérivées secondes figurant dans l’expression (126) de ô’T étant de l’ordre
de grandeur des déformations, donc négligeables; on a par suite

Les expressions (126) deviennent ainsi, d’après (128), ( i 1 ) et en posant



d’où, en substituant dans les équations (122),

Po désignant alors la densité cubique et c la capacité calorifique par unité de volume.
On voit que l’une des vitesses de propagation s’obtient en annulant le coefficient de ~ 

,

~’l; les deux autres sont alors données par une équation du second degré.

27. Cas d’une substance isotrope. - Dans le cas d’une substance isotrope, les
formules (43) nous donnent .

en posant

On voit que ce dernier coefficient d’élasticité est peu différent du ,module de

Young ; les équations ( 130) deviennent alors

L’équation aux vitesses de propagation est ainsi, tous calculs faits,

Nous avons donc trois cas à distinguer.

La vitesse de propagation est alors



D’après la première ( ~ 3 ~ ~, est arbitraire ; les deux autres donnent

d’après (71). Il résulte alors de (68) et que les cosinus directeurs restent conti-

nus. L’onde est ainsi caractérisée par le seul vecteur 11 dirigé suivant Mu et qui
peut faire avec l’onde un angle quelconque; la discontinuité n’est donc relative

qu’aux coordonnées sans porter sur les cosinus.

Remarquons que, pour a = i, c’est-à-dire lorsque le vecteur A est normal à

l’onde, la vitesse de propagation ( 133) coïncide avec celle que nous avons autrefois

obtenue, par des considérations toutes différentes, dans le mouvement tangentiel
des plaques planes Q. _

II. ~ -{- = o . La vitesse de propagation est alors

La première ( 13 1) exige que soit nul et, par suite, le vecteur A ; les deux

autres donnent ensuite, d’après (71),

d’après (73’). Cette dernière égalité exprime que le vecteur (a2, b2, c2) est normal à

l’onde, c’est-à-dire représente une discontinuité longitudinale. Contrairement au cas

précédent, la discontinuité n’est donc relative qu’aux cosinus sans porter sur les

coordonnées. 

Remarquons que la vitesse de propagation (134) est celle qui se trouve mise en
évidence sur l’équation du mouvement transversal d’une plaque plane et qui résulte
du terme relatif à l’inertie de rotation, négligé par beaucoup d’auteurs (’).

La première (I31) exige encore que 1" à soit nul et, par suite, le vecteur A ; les

deux autres donnent ensuite, d’après (71),

(i) L. Roy, Recherches sur les propriétés thermomécaniques des corps solides (Journal de

Mathématiques pures et appliquées, 6e série, t. VI, 1910, p. 244, formule (24) ).

(’) L. RoY, Sur les équations générales des surf aces élastiques à trois paramètres, p. 202,
troisième équation (92).



Les formules (70) s’écrivent ainsi

d’où l’on tire, d’après (73),

Le vecteur (a~, h~, cg) est donc tangent à l’onde, c’est-à-dire représente une dis-
continuité transversale. Comme dans le cas précédent, la discontinuité n’est encore
relative qu’aux cosinus sans porter sur les coordonnées.

Remarquons enfin que la vitesse de propagation (135) est celle des ondes trans-
versales dans les milieux élastiques isotropes à trois dimensions.

28. Loi adiabatique dynamique. - Il résulte des formules (26), (28) et (12:1) que
les égalités ( I o3) et (106) exprimant les deux formes de la loi adiabatique dynamique
deviennent ici

Il est alors facile de les appliquer aux trois cas de propagation que nous venons
d’étudier pour une substance isotrope. Dans le premier, il ne subsiste dans chaque
accolade que les termes en dans les deux autres au contraire, ce sont ces
termes qui disparaissent.

29. Ondes du premier ordre par rapport aux cosinus directeurs et d’ordre supé-
rieur par rapport aux coordonnées. - L’onde étant du premier ordre par rapport
aux cosinus directeurs et d’ordre supérieur par rapport aux coordonnées, les raison-
nements faits pour parvenir à l’équation (119) subsistent, sauf que est nul. Nous ..

avons donc encore les équations (120), ( 1 2 1), (122). Or, s’il y a viscosité, sept des
équations (120) sont linéaires et homogènes en ô’(p, q, Pt, q~), de sorte qu’il faut
encore que ces discontinuités soient nulles. Une telle onde ne peut donc se propager
sur une surface affectée de viscosité.

S’il n’y a pas viscosité, les équations (122) jointes aux formules (126), dans les-



quelles on efface les termes en ô‘ O , constituent un système de trois équations
linéaires et homogènes en a’(p, q). Cela exige que 1’( p, q) soient nuls, sauf si ces
trois équations se réduisent à deux. Dans le premier cas, qui est celui d’une sub-
stance de contexture quelconque, nous retrouvons la même impossibilité de telles
ondes que dans la théorie de la ligne élastique(’); mais dans le second, ces ondes
deviennent possibles. Or, ce second cas est précisément celui d’une substance de
contexture symétrique ou isotrope, puisque la première (122), qui coïncide alors
avec la première ( ~ 30) ou (i3i), est indépendante de â’( p, q) et se trouve identique-
ment vérifiée du fait que ~’ ~ est nul. On retombe ainsi sur les deux dernières équa-
tions (130) ou (131), qui nous redonnent les cas de propagation II et III du n° 27.

30, Ondes d’accélération et d’ordre supérieur avec viscosité. - Considérons
maintenant le cas d’une onde du second ordre par rapport à x, y, z ; ce , ~, ... , 

c’est-à-dire du premier ordre par rapport p, q, d’après les formules (72),
et à la températur absolue T. Les fonctions ~.~, ..., Cru restent discontinues
à la traversée de l’onde par l’intermédiaire des actions de viscosité. L’équation ( i 1 g)
établie dans cette hypothèse subsiste donc, mais en y effaçant tous les termes où
figurent les discontinuités d’ordre zéro, c’est-à-dire en o~,p, , q). Les équations ( i a i )
et (122) se réduisent ainsi aux suivantes

, qui doivent être vérifiées quelle que soit l’orientation de l’onde; en particulier, pour
a = i , b = o, elles exigent qu’on ait

et, par des considérations analogues à celles que nous avons développées au n° 19,
on en conclut, en supposant Of) différent de zéro, que les discontinuités sont toutes 

’

nulles. Comme ces résultats s’étendent aisément aux ondes d’ordre supérieur, ainsi

que nous l’avons vu au n° 21 pour la surface à six paramètres, nous arrivons à la

proposition générale suivante : :

Une surface élastique affectée de viscosité ne peut être le siège d’aucune onde qui se

propage.

p. (1) 
L. Roy, Sur les équations générales des lignes élastiques et la propagation des ondes,

. p. Dans cette étude, nous avions négligé d’envisager le second cas, qui nous aurait
conduit à des conclusions analogues à celles du présent paragraphe.



31. . Ondes d’accélération et d’ordre supérieur sans viscosité. - En supposant
encore l’onde du second ordre, les fonctions Au , ~,IU, Cu, ~In sont
continues à la traversée de l’onde et, d’après ( 136), il en est de même des trois fonc-

tions auxiliaires v, Aw, . Les première, quatrième et cinquième équations
indéfinies (38) nous donnent alors, d’après (36),

Les deuxième et troisième (38) feraient connaître

quant à la sixième, tous ses termes sont, d’après la troisième (36), continus à la
traversée de l’onde. Or, les équations (137) font précisément partie des équations
générales (108), qui nous ont antérieurement conduits aux mêmes lois de propaga-
tion que pour les ondes de choc. Elles nous redonnent donc les équations (124’)
ou (127), dans lesquelles â’(O, p, q) sont simplement remplacés par

et, comme cas particuliers, les équations ( ~ 30) et ( r 3 ~ ) dans les cas de symétrie de
~ 

contexture et d’isotropie. Il est d’ailleurs facile de reconnaître que ces conclusions

subsistent pour des ondes d’un ordre quelconque supérieur au second. Comme il en
était déjà ainsi pour la surface à six paramètres, nous pouvons énoncer la proposi-
tion générale suivante : «

Les ondes d’accélération et d’ordre supérieur se propagent sur les surfaces élas-
tiques suivant les mêmes lois que les ondes de choc.
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