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SUR UNE GENERALISATION DU PROBLEME DE MONGE

Par E. GOURSAT.

L’intégration d'une équation différentielle f(x, vy, z, y', z') = o, ol figurent deux
fonctions inconnues y et z, c’est-d-dire la détermination de tous les sysiémes de
deux fonctions y(x), z(x), satisfaisant a cette équation, a été ramenée par Monge (')
a Vintégration d’une équation aux dérivées partielles du premier ordre

(E) CF@y,z,p,9)=o0,

dont la liaison avec la premiére équation s’exprime géométriquement d’une facon
trés simple.

Dans une note du tome IV de son grand ouvrage sur la Théorie des Surfaces
(P- 432), G. Darboux recommande I'étude de 1'équation plus générale

. ! ! ! . " " v —
Flx,y.z,u, ...; ¥, 2,u,...; ¥y, 0", ...)=0

Y.y, ..., 2, 2" ... désignant les dérivées successives de y, z, u, ... et pose la ques-
tion suivante : Est-il possible d’exprimer wx, y,’z, ... au moyen d'un paramétre, de
certaines fonctions arbitraires de ce paramétre, et de leurs dérivées (jusqu’a un ordre
fini)? Si cette condition est vérifiée, je dirai pour abréger que I'équation est de la
premiére classe. D’une facon générale, j'appellerai égqualion de Monge ou systéme
d’équations de Monge, toute équation différentielle ou tout systéme d’équations diffé-
rentielles, ot le nombre des fonctions inconnues est supérieur au nombre des équa-
tions. 1l est clair qu'un certain nombre de ces fonctions peuvent &tre choisies arbi-
trairement. On peut toujours supposer que, dans un pareil systéme d’équations, ne
figurent que les dérivées premiéres des fonclions inconnues. On a surtout étudié
jusqu’ici le cas le plus simple, d'un systéme de n équations différentielles & n -+ 1
inconnues. Le résultat le plus général est dd & M. E. Cartan(®), qui a montré com-

(*) Supplément, ol I'on fait voir que les équations aux différences ordinaires pour les-
quelles les conditions d’intégrabilité ne sont pas satisfaites sont susceptibles d’une véritable
intégration. Mémoires de ’Académie des Sciences, 1784, p. bo2.

(*) Bulletin de la Société Mathématique, t. 43, 1914, p. 12-48.
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250 E. GOURSAT.

ment on pouvait reconnaitre si un systéme de r équations différentielles & r + 1
inconnues était de la premiére classe.

Les équations de Monge, ou les systémes d’équations de Monge, ou le nombre
des variables indépendantes est supérieur & un, ne paraissent pas avoir été étudiées
jusqu’a présent. Je dirai encore qu'un systéme de cette espéce, ou le nombre des
fonctions inconnues est plus grand que le nombre des équations, est de la premiére
classe lorsqu’on peut obtenir toutes les intégrales par un ou plusieurs systémes de
formules ol figurent les n variables indépendantes et les fonctions inconnues, n para-
meétres auxiliaires, et certaines fonctions arbitraires de ces paramétres et leurs déri-
vées partielles jusqu’a un ordre fini; on suppose de plus que ces équations peuvent
étre résolues par rapport aux n variables indépendantes et aux fonctions inconnues.

Pour aborder ce nouveau probléme, dont la solution compléte sera sans doute
trés difficile a obtenir, je remarque que l'on est conduit & 1'équation de Monge
f(x, v, z, ¥, Z) = o en discutant le probléme de Cauchy pour 'équation aux déri-
vées partielles associée (E). Afin d’étendre le résultat de Monge, il m’a paru tout
indiqué de reprendre la discussion du probléme de Cauchy pour une équation aux
dérivées partielles, ou un systéme en involution d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre, & un nombre quelconque de variables indépendantes(*). On est
ainsi conduit & définir certaines multiplicités singuliéres, pour lesquelles le probléme
de Cauchy n’admet pas en général de solution réguliére. A ces multiplicités singu-
liéres on peut associer une équation de Monge de la premiére classe, dont 'intégra-
tion est immédiate, dés que 'on a intégré le systéme en involution qui lui a donné
naissance. Le résultat est donc tout a fait analogue au résultat obtenu par Monge
dans le cas le plus simple; mais, dés que le nombre des variables indépendantes est
égal ou supérieur a 2, ces équations ne forment qu’'une catégorie toute spéciale. Le
premier membre d’une telle équation doit satisfaire & un certain nombre de condi-
tions, formant un systéme d’équations aux dérivées partielles, dont I'intégration
offre une application intéressante des méthodes de Sophus Lie, relatives aux sys-
témes semi-lindaires. On est ainsi conduit & un certain nombre de types bien définis
d’équations de Monge de la premiére classe.

Ces résultats sont encore bien particuliers. J'espére cependant qu’ils pourront

contribuer & appeler I'attention de quelque jeune mathématicien sur un sujet diffi-
cile et bien peu étudié (*).

(*) Dans un petit travail déja ancien (Bulletin de la Société Mathématique, t. 33, 1905,
p. 201-210), j'ai montré comment de tout sysiéme en évolution de n— 1 équations a
n variables indépendantes on pouvait déduire un systéme de Monge de la premiére classe
de n— 1 équations & n inconnues. Ce résultat sera complété et étendu dans un autre
Mémoire.

(*) Les principaux résultats de ce Mémoire ont été résumés dans deux notes présentées
a I'’Académie des Sciences (Comptes Rendus, t. 186, 1928, p. 1469 et t. 190, 1930, p. 1029).
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I
[4] Soit
(l) qn+1 = F(.Z", x;’ R wu 1 lee‘ (11’ (13’ M qu)
une équation aux dérivées partielles du premier ordre, out 25 x,, ..., &,,, sont les

variables indépendantes, x, ., une fonction de ces n + 1 variables, el ot on a posé

n+e

dx .
Snre (T=1,2,...,n41).

qi: axl

Une intégrale M, ., de cette équation est en général déterminée si on l'assujettit

n+1
A contenir une multiplicité M, & n dimensions de 1’espace & n + 2 dimensions.

Soient
(2) wn+1 - ({’4(1‘.4 ’ wi’ cr XZ'"), xn+n == CPS(m!’ ws’ A xn)

les équations de M, ; nous poserons

n?

. dg ; Ay .
pj:aw‘i, p;:—a—a—c’:’ (i=1,2,...,n);
si M, appartient 4 une intégrale M, , del’équation (1), les valeurs de ¢,,¢,, ..., ¢,

en un point de M, doivent vérifier I'équation (1) et en outre les n relations
3 =+ q..p (i=r1,2,...,n)
qui se déduisent de I'équation générale

dr, ,=gqdx, + ... +q, dx, .,

en égalant les coefficients de dx,, ..., dx, dans les deux membres.
La valeur de ¢,,, en un point de M, est donnée par I’équation

(4) qu+1 = F(wa’ v "xu+2; p;—_q:th:f‘ . "p;‘_qn-Hp"ll ;

toute solution holomorphe de cette équation fournira une intégrale holomorphe
renfermant M, , car il suffit de remplacer x,,, par 3, + y pour étre ramené au pro-
bléme classique de Cauchy.
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On peut aussi remplacer 1'équation (4) par le systéme des n équations

q, + Fp,—p,=o,
|+Fi_ z_:o’
) q pi—rp

UM + szl ‘“PZ =0,
a4 n inconnues q,, ¢,, - .., q,. Toute solution holomorphe de ce systéme fournira
encore une solution holomorphe de 1'équation (1) renfermant M, . Mais la conclu-
sion est en défant pour les solutions qui présentent le caractére d’une solution mul-
tiple, c’est-a-dire qui annulent le jacobien des premiers membres des équations (5)

par rapport & ¢,, ..., ¢,. Ce jacobien a pour expression
oOF oF )F
BARTRL 2,0 2,7
0F n F oF
y |1 19 ’ N, P
A= an P 2 [ P bqn
oF n ¢F n oF n
\q P> —D_q—:p" ’ I+Dq" 1
L’élimination de 4,4, ---» q, entre les n équations (5) et la nouvelle relation
(6) A=o

conduit 4 une équation ou figurent x,, x,, .

s X, %,., ot les dérivées p,, p,
de x

—0 —
n+1 D Lpiy e

(7) (I)(wa’ws’ . "wll+l’wfl+z’p:’])i’ . "p:)-_—o'

Nous dirons, pour abréger, que toute multiplicité M,, représentée par les équa-
tions (2), ou les fonctions g, et ¢, satisfont & la condition (7), est une multiplicilé
singuliére de I'équation (1), et que I'équation (7) est 'équation de Monge de ces mul-
tiplicités. 11 est clair que ces multiplicités dépendent d’une fonction arbitraire de n
variables, puisqu’on peut choisir & volonté une des deux fonctions 9,, ¢,.

Dans le cas particulier ot n = 1, les multiplicités singuliéres sont identiques
aux courbes intégrales de I'équation (1) & deux variables indépendantes. Nous allons
montrer que, quel que soit n, I'équation (7) est de la premiére classe, et, pour

obtenir I'intégrale générale sous forme explicite, il sufflt encore d’intégrer I'équa-
tion (1).
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[2] L’équation A =o peut étre remplacée par un systéme de n équations

linéaires
N )F . F oF ,
‘1<I+'33:p4> A, Dq, . T +An’37q':p1 ’
xw2>< DF2> L F L
(8) 4_D—.:P1+ K I+D—qu1 + ...+ n_b—q;p1—0’
W Oy A +\<+DF ) o
- e A I - =0,
lbq’pl lqupi n bqnp1
ot X, )\, ..., A, sont n inconnues auxiliaires, non toutes nulles. L’intégration de

I’équation de Monge (7), c’est-d-dire la recherche de tous les systémes de deux fonc-
tions o,, ¢, de n variables satisfaisant a cette équation, est évidemment équivalente
a I'intégration du systéme des 2n équations (5) et (8), ot x,_,, &, ;. 4,s Gys - - +> @y
As s - -+, A, sont des inconnues a déterminer. Ces an équations peuvent étre rem-
placées par un systéme de deux équations de Pfaff. En effet, en multipliant les équa-

tions (5) par dz,, ..., dx, respectivement et en ajoutant, on obtient 1'équation de
Pfaff

(9 Q=gqdx,+ ... +q,dz,+ Fde,  —dx,  =o.

n-+g

En opérant de méme avec les équations (8), on obtient une autre équation de
Pfaff

OF [,  OF OF ~
(IO) Q; - )‘4 [dwa + _D'qT dwn+1:| + Ag [d'l’a + D_q,-dw"—HjI + ...+ )‘n |:dwn + Edmn—a—lil = 0.

L’intégration de I’équation de Monge (7) est donc équivalente 4 la détermination
des multiplicités intégrales & n dimensions du systéme des deux équations de Pfaff

. . A Py

(9) et (10), ou figurent les 3n + 1 variables x;, ¢;, —, ..., —=. Il faut en outre
X, A,

que, sur cette multiplicité intégrale & n dimensions, x,, ..., x, ne soient liées par

aucune relation, de fagon qu’on puisse les prendre pour variables indépendantes.
Cette restriction sera toujours sous-entendue par la suite.

L’équation Q — o est identique & I'équation de Pfaff & laquelle se raméne I'inté-
gration de I'équation (1). Cette équation est de classe an + 1 et peut étre ramenée
A la forme canonique

(11) dZ —P,dX,, ...,P,dX, =o,

X,....,X,, P,...,P,, Z étant an + 1 fonctions distinctes des variables x;, g, .
Inversement les an + 2 variables x;, g, s’expriment au moyen des 2n + 1 variables
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canoniques X;, P,, Z et d’'une derniére variable non canonique z. La réduction de
I'équation (g9) a une forme canonique et I'intégration de I’équation (1) constituent,
comme l'on sait, deux problémes équivalents.

L’équation Q, = o est un prolongement de la premiére. En d’autres termes, si
on introduit les variables X;, P,, Z et z, la différentielle dz ne figure pas dans Q,.
En effet, les équations

)F d
(12) de, 4+ —dx,,  =o,...,dx, + o

N a1 n n-1
b Y N U

font partie des équations différentielles des multiplicités caractéristiques(*) de I'équa-
tion Q = o, qui peuvent aussi s’écrire

dX;=o, dP; =o, dZ = o;

les premiers membres des équations (12) sont donc des combinaisons linéaires des
différentielles dX;, dP,, dZ. La derniére variable z ne peut donc figurer que dans
les coefficients. Cette variable z figure dans I'un au moins des premiers membres

des équatiohs (12). En effet, supposons par exemple que dx, + %F—dac"+l puisse

s’exprimer uniquement au moyen des variables canoniques et de leurs différentielles.
Alors le systéme formé par les deux équations de Pfaff

oF
(13) Q=o, de, + —dx,,, = o0

1 N n-+1
) 1

serait de classe an + 1. Or, parmi les équations différentielles qui déterminent la
classe de ce systéme(*) figurent les n équations

*F )
————\—dx,m:o. (i=r1,2,...,n)
aq; ¢ qi
L’équation dz,,, = o sera donc une des équations différentielles des caractéris-
XF
. s r d . " 7 :
tiques & moins que toutes les dérivées — 5 ne soient nulles. Les autres équations
‘qi Qi
différentielles de ces caractéristiques donnent ensuite dx,=o, ..., dx, = o,
dx,,,=o, dg,=o, ..., dg, = o, et par suite le systeme (13) est de classe 2n 4 2.
Pour que la variable z ne figure pas dans les coefficients de ), aprés le changement
»¥F
J r ¢ . t]
de variables, il faudrait donc que toutes les dérivées ——q——q— soient nulles, c’est-
v k
A-dire que F soit une fonction linéaire de g,, ..., ¢,, hypothése que nous avons
écartée.

Q) iLegfons sur le probléme de Pfaff, chap. u, p. 73.
(%) Legons sur le probléme de Pfaff, pages 264 et suivantes.
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'[3] Toute solution de I'équation (g) s’obtient en établissant (n + 1) relations au
moins entre les variables X,, P,, Z. Supposons d’abord que l'on établisse ce nombre
minimum de relations; alors X,, P, Z s’exprimeront au moyen de n variables indé-
pendantes

(14) Xi=o(t,, ..., t). P, = (¢, L), Z==(,..,t), (i=1,3,..,n)

ey by

Ces relations permettent aussi d’ exprimer 2n + 1 des variables x;, ¢, au moyen
de la derniére et de ¢,, ..., ¢ , et par conséquent définissent une intégrale M,., de
I'équation (1). En substituant dans I'équation (10), on aboutit & un résultat de la
forme

Mhﬂda“+MMm+MHwh+”.+&Mm+“.
' + XA A+ At =

les coefficients A,, dépendant de ¢, ¢,, ..., £, et en outre de la variable non cano-
nique z. En égalant & zéro les coefficients de di,, ..., dt, on obtient n équations
linéaires et homogénes en %, 3, ..., &

n*

A”X‘+A”,+ . +A,A =o0, (i:l,z,...,n)

nin

et par suite I'inconnue z doit satisfaire a I'équation

Au A,, n
A R A
(15) 2 Au n| —o,
A A

n ng Tt nn

I'ensemble des équations (14) et (15) représente une multlphclte singuliére M, située
sur I'intégrale M, ,, de I'équation (1) représentée par les équations (14).
Quand on connalt une intégrale compléte de I'équation (1)

y a

n+-3"

Vz,,x,, ...,z a

17 e ""au—H)—‘07

on sait que I'équation Q = o peut s’écrire sous forme canonique

A% oV oV
— aa e _— = 0.
aa. d 1 + + Da" dan + D daﬂ+l O

n--4

Considérons en particulier I'intégrale M, ., définie par les relations

oV IV

(16) V=o, =o0, ...,

=0,

da, da,
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ou l'on a posé
V=V(z,....,2,.; a,0a,...,4, f(a, ...,a)) =0,

la fonction f(a,, a,, ..., a,) pouvant étre choisie arbitrairement.

Les équations (16) représentent aussi les caractéristiques situées sur M,,,, quand
on y regarde a,, a,, ..., a, comme constants. Quand on se déplace sur une de ces
caractéristiques, on a donc

)V )V ¥V Nl
de, + ... + de,,,—=o0; ——dr,+ ... +———dx, ,=o,
oL, 0, da, ox, a0, ,
l=1, 2, ,

. )F . . .
Les expressions dx; + Tq— dx,.,, qui sont nulles aussi pour un déplacement sur
aqq

une caractéristique, sont donc des combinaisons linéaires des premiers membres des
équations précédentes. Mais on a aussi identiquement, pour tout déplacement sur

M., les relations
2V vV WV v .
- da, + ... + da, + de, + ... + = dx,.,=—o,
©da, da, ox, 0T, , *
(r7) — - - 5
*V ?*V * >
d 1 do . d =o,
da,da, 4+ + da,oa, Tt da,dx, + da, 0, ., Fues

En tenant compte des équations (16) ellessmémes, on voit donc que 1’équation
Q, = o peut s’écrire
n

S 3’7 2V '
|——d eoo + ——da,| =o.
2-‘ P“[ daoa, a4+ + da,oa, a"] ©

i=1

En égalant & zéro les coefficients de da,, da,, ..., da,, on obtient n équations

linéaires et homogénes en w,, u,, ..., w,; le déterminant des coefficients devant étre
nul, on obtient une nouvelle équation

1V 2V 12V
2’ a2a,’ a2,
*V »V 3V
(18) H=| d,0a,’ a2’ 77 Qdapa, | =0,
iV hAY 32V
’ ’ ’ 2
da,da,  ala, ol
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qui, jointe aux équations (16), définit une multiplicité singuliére M,, située sur
M., "

ExempLE. — Nous allons appliquer la méthode générale a I'équation
9, =4,9,-
Les équations (5) sont dans ce cas

q,+4,9,p; — P, =0, 4, +4,9,p;—p;,=o0,

et 'équation A — o devient
1+¢,p;+4q,p,=o.
En éliminant g, et g, entre ces trois équations, on obtient I’équation de Monge
1+ 2[pip;, + pip;] + [PiP, — pipi) =o.

D’aprés ce qui précéde, I'intégration de cette équation se raméne i celle du sys-
téme de Pfaff .
dx, = q,dx, + q,dx, + q,q,dx,,
\ldx, + g, dx,] + A, [dx, + q,dx) =o0.

La premiére peut s’écrire
d(xt—qa L, —4q,%,—4q49, ma) + Z, dql + wdeQ + ma(qi "lqz + q’dql) =0,
et, pour qu’elle soit mise sous forme canonique, il suffit de poser

X’:q‘, Xz:q:’ p =%, —q,%,, Ps:_w;_qaws;

1

Z:oc‘—q, X, —q,*,—4q,9,%,.

(*) Cette multiplicité M, peut aussi étre considérée comme une focale des caractéris-
tiques situées sur M,_,. En effet, on peut satisfaire aux relations

»V *V
dx4+ + da dx dxn+2:O

1 13 n+e

da 0x

qui définissent un déplacement sur la caractéristique issue d’un point de M, en choisis-

sant da,, ...,da,, de facon que 'on ait en ce point
»V »V
da da,=o i=1,2,.. ,n
dada, * + + da;0a, " ’ ( 22 o)
et I'on peut toujours trouver pour da,, ..., da, des valeurs non toutes nulles satisfaisant

d ces n conditions, d’aprés-la relation (18). Il existe donc en tout point de M, une multi-
plicité a une dimension tangente a la caractéristique qui passe par ce point. C’est la géné-
ralisation de la propriété bien connue des courbes intégrales.

Fac. des Sc., 3° série, t. XXII. 33
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On a ensuite
dx, + q,dz, = d(z, + q,%,) — x,dq, = — dP, — x, dX,,
dx, + q,dx, = d(x, + q,x,) — x,dq, = — dP, — x, dX,,

et I'on vérifie bien que la seconde équation est le prolongement de la premiére, car
elle s’écrit

A |dP, + x dX,] + A, [dP, + x,dX,] =
Soit

sz(x.,xz)y P:—D‘—/—.— P::_D*/_'

d

N
une intégrale de la premiére équation. En remplagant P, et P, par \3{ X,
la seconde équation, et égalant a zéro les coefficients de dX,, dX,, on obtient les

.deux relations
Q2 f '
*w“[m\x ]_0’

Y v
[ax X, +”“]+’*ax; =

et x, est donné par I'équation

(o4l Y- L2,

2
X, X, X NE

dans

Les équations précédentes donnent ensuite

x,=f+ Xz, + X2, + X X,x,.

On arrive plus rapidement aux mémes formules pour représenter une multiplicité
singuliére en partant de 'intégrale compléte

r,=ax +ax,+aa,2x + a,

172773

et posant a, = f(a,, aq,).

[4] On peut aussi satisfaire & I’équation (g) en établissant plus de n 4 1 relations
entre les variables canoniques; mais, pour obtenir une multiplicité singuliére & n
dimensions, ou ne peut établir plus de n 4 2 relations entre ces variables. En effet,
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si on établit n 4 3 relations entre X;, P;, Z, il en résulte aussi n + 3 relations
entre x,, ©,, ..., .., 4¢,> 4y - -+, q,. L'élimination de ¢,, ..., ¢, conduira donc
A 3 relations entre Z,, Ly, ..., L,,,, et par suitele point de coordonnées (x,, ..., x,.,)
ne peut décrire une multiplicité & n dimensions.

11 reste donc seulement & examiner le cas 01 I'on établit n 4 2 relations entre
X:, P;, Z, de facon A& satisfaire & '’équation (11); on a alors pour X;, P;, Z des fonc-
tions de n — 1 variables indépendantes

(19) Xi == :?i(tl’ te’ cc tll—i)’ Pi = "Pi(ti LR tu—a)’ L= 71.'([’ L tu—n)' ‘

De ces formules on peut déduire les expressions des an + 2 variables «;, ¢, au

moyen des variables ¢, ..., ¢ et de la variable non canonique z. Les formules

n—s *

(1g) représentent donc une multiplicité & n dimensions d’éléments de contact Jb

n?

' multiplicités caractéristiques de

satisfaisant & I'équation (g), et formée de oo™~
I’équation (1), que I'on obtient en donnant des valeurs constantes aux n — 1 para-
métres ¢, ¢, ... t,_, . Cette multiplicité .lb, est aussi une intégrale de I'équa-
tion (10), car aprés la substitution (19), le premier membre ne renferme que les
différentielles dt,, dt,, ..., dt,_,. En égalant les coefficients a zéro, on obtient un
syst¢tme de n — 1 équations linéaires et homogénes en X, 2,, ..., ,, qui admet-
tent toujours un systéme de solutions différentes de zéro.

La multiplicité ponctuelle M,, support ponctuel de .lb,, peut donc étre consi-

n’
dérée comme une multiplicité singuliére de 1’équation (1). Ce résultat s’explique
aisément, car le probléme de Cauchy pour cette multiplicité M, est évidemment
indéterminé. Ainsi, pour n = 1, les courbes caractéristiques satisfont & I'équation

de Monge qui définit les courbes intégrales.

IT

[5] Nous sommes donc amenés 4 examiner le probléme suivant : Etant donnée
une équation de Monge, telle que I'équation (7), entre n variables indépendantes.

x ., x,, deux fonctions inconnues x,.,, x,., de ces n variables, et leurs déri-

-
vées partielles du premier ordre, & quelles conditions doit satisfaire la fonction ®
pour qu’elle définisse les multiplicités singuliéres d'une équation aux dérivéespar-
tielles du premier ordre & n + 1 variables-indépendantes?

Nous supposons bien entendu n>>1, et I'équation résolue par rapport & I'une

des dérivées

(20) P =JS(x,, .., T, PLPI, Py ).
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Nous pouvons dans les équations (5) et (6) regarder p,", q,, ..., g, comme fonc-
tions de p,*, p*, ..., p,"~". On tire des équations (5), par différentiation(*),

oF )F oF
(v pi) o+ S piin + .. + 5 pde, + Fdp— dpi =o,

n

dg, + (1 + X ) a W prdg, + Fapt —dpt =
Q1+\[+_‘\—q—2'p1> qz+---+(\_qnpicqu+ P, —ap, = o,

(\F 7 DF n DF n " n
—p,dg, + —pidg, + ... + 1 + p, ) dq, + Fdp; —dp, = o.
C ‘\qi aqn

Le déterminant A étant nul, on peut trouver des multiplicateurs non tous nuls,
Wys - sy, tels qu'en multipliant les équations précédentes par u,, p,, ..., w, res-
pectivement, et les ajoutant, les coefficients de dg,, ..., dg, soient tous nuls et il
reste une relation de la forme

- [Fdp, —dp,] + p,[Fdp] — dpi] + ... + u,[Fdp; — dp}] =o.

n—1

Sipt',....p" p',....p, """ ne sont liés par aucune relation, comme nous le
supposons, ., ne peut étre nul. On peut donc supposer ., = 1, et écrire la relation
précédente

n n \! i i

on a donc
n n
P, Dpz_HF Dp;__p
p; T VR a
et par suite la fonction f=p,* des an—1 variables p', ..., p", P, .p
vérifie les n — 1 équations
\ " \ n \ n
C 4 ¢ .
(21) P, P: P =o, (i=1,2,...,n—1).

o, pypy
Les conditions (21) prennent une forme plus symétrique si 1'équation de Monge

® = o n’est pas résolue par rapport & une des dérivées qui y figurent; elles devien-
nent alors )

20D 29
pt py .

(22) a—(;—: \];f (i=1,2,...,n—1)
op, op;

et il suffira qu’elles soient vérifiées en tenant compte de I’équation & =o elle-méme.

(*) On n’a pas écrit, pour abréger, les termes en dz,, ..., dz,,,, qui ne jouenl aucun
role dans la question. '
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[6] Les équations (21) forment un systéme en involution de n— 1 équations
4 an—1 variables p',...,p,””", les variables x; jouant le role de paramétres.
Ce systéme est semi-linéaire, car il admet une intégrale compléte au sens de Lie,

représentée par un systéme de n équations

\/ p.=ap, +a,
3 \ .,;_., ...... "~ .......
( ) /pz :ap“+an—u
p: = (lpf + an’
a,a,,qa,,...,a, étant n+ 1 constantes arbitraires. Cherchons en effet & adjoindre
aux relations (23) des relations entre P,', ..., P,*, P,', ..., P,"™" de facon & vérifier
la relation .
(24) dp' = Pldp\ + ... +Pldp! +Pidp, + ... + P dp.
Des relations (23) on tire
dp. =adp,, ..., dp.™ = adp ", dp. = adp’,
et I'équation (24) devient
(24') adp” = Pldp! + ... + Pldp! + a(Pldp) + ... + P, "dp").
11 suffira donc d’adjoindre aux relations (23) les n relations
(25) P'=a, P +aP =o, (i=1,2,...,n—1)

pour définir une multiplicité d’éléments de contact Jb dans l'espace & an dimen-
sions (p,!,...,p,") ayant pour support ponctuel la multiplicité & n dimensions
définie par les équations (23). Cette multiplicité Jb est & an— 1 dimensions, car
p',....p", P}, ..., P ne sont liés par aucune relation. C'est une multiplicité
intégrale du systéme (21), car on déduit immédiatement des équations (25) que I'on
a aussi

P:+PYP;:o, (i=r1,2,...,n—1)

‘)pﬂu Dp]" Dpin

et il suffit d’y remplacer P*, P}, P, par p Wl W

pour retrouver le sys-
téme (a1).

Pour déduire de cette intégrale compléte toutes les autres intégrales du systéme
(21), il suffit d’employer la méthode de la variation des constantes sous sa forme la
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plus générale, c’est-d-dire de chercher toutes les solutions des équations (23) et (25),
ou a,aq,,...,a,, sont de nouvelles inconnues. Quand on considére a,a,,a,, ..., a,
comme variables, I'équation (24) devient, en tenant compte des équations (25),

) n—1 n—1
(26) p:——E P:pi da + da, — EP;(la‘.:o_

. i=1 _ i=1

11 existe donc une relation au moins entre a,,a,, ...,a,, a, ou les variables x;
peuvent figurer comme paramétres.
Supposons d’abord qu’il existe une seule relation de cette espéce

(27) Flz,,z,, ...,x, ,; a,,a,,a,a) = o;
I'équation (26) doit étre identique A I'équation

F JF )F
—d(ll -l" e +Tda"+ S

b(ll n

da:o,

ce qui exige que I'on ait

)F oF
da )F da;
n—1 - "\au - Pi ’

pi— Y P

i=1

n
et par suite oK AL En remplacant a; par p,'* —ap,! dans F, on voit que
T su = ¥ —pt. ; — ap, ,
P T = 2P plaant a; par p,' —ap q
=1

I'intégrale correspondante du systéme (21) s’obtient en éliminant a entre les deux
équations

2P
da

< . 1 i n n _ .

@) =F(x, ...,2, ,; p.—ap., .... p,—ap.,a)=o, =o.

Il suffit de se reporter au n° 1 pour reconnaitre que c'est précisément le calcul

qui conduirait & 'équation de Monge des multiplicités singuliéres de 1’équation aux
dérivées partielles

F(‘r '7lez; qx’q”""q"-u)zo'

FEERE

ReMARQUE. — Supposons que ¢, figure dans I'équation aux dérivées partielles,
et écrivons cette équation en résolvant par rapport & 9.

(1:1 - F(‘,L.«’ Tt xn+z; ql’ DR (111—1 ’ qu—H)'



SUR UNE GENERALISATION DU PROBLEME DE MONGE. 263

On obtiendra I'équation de Monge correspondante, en éliminant a entre les deux
relations

n n__F R 1 n—t n—t
p.—ap =F(x,...,x,.; p,—ap,...,p. —ap. ', a)

n F 4 0 . F

pa*EP*J“"'*a(z b =% =°

n—ia

On déduit immédiatement de ces relations

:a,

et la derniére équation donne pour a une fonction qui dépend effectivement de p*
si I'équation aux dérivées partielles considérée n’est pas linéaire. On en conclut que
I’équation de Monge correspondante donne pour p," une fonction non linéaire de p,".

[7] Supposons en second lieu qu’il existe deux relations distinctes entre a,
a,a,...,a, de sorte quon puisse les considérer comme des fonctions de n—1

parameétres u,,u,, ..., U dépendant en outre des variables x;, qui jouent tou-

n—1?

jours le role de paramétres dans I'intégration du systéme (21). En éliminant ces n — 1
paramétres entre les n équations (23) on obtient une relation

F 1 " 1 n .
(@) s @pgs Pry e s Das Doy s D) =0

qui, si elle contient p,”, définit une intégrale des équations (21). Pour que la rela-

tion obtenue ne renferme pas p,”, il faudrait que Y'on puisse éliminer u,, u,, ..., 4,_,

entre les n— 1 premiéres équations (a1). Le résultat de I’élimination contient au

n—1

moins une des dérivées p.’; si elle contient p,

n—
par p,
Iélimination des paramétres u; entre les équations (21) conduit & une seule relation

par exemple, on remplacerait p,"

', ce qui n'est qu'un changement de notation. Nous supposerons donc que

n 0 . 1 n—q
(28) po=S(@ . Tpys Py oesp, )
Il serait facile de vérifier que cette fonction f satisfait bien aux équations (23).
. A s . . p,"
Nous laissons de coté ce calcul élémentaire, mais nous ferons observer que —p’-; est

1

indépendant de p,”, car les (n — 1) premiéres équations résolues par rapport a u,,

u,, ..., u,_, donnent pour ces paramétres des fonctions de p},p,’, ol i<n; a est
N \ — p,”
donc indépendant de p,” aprés la substitution. On a donc 6}%?-2 o, et p" est
: D,

une fonction linéaire de p,". Nous avons observé plus haut que cela n’a jamais lieu
dans le premier cas examiné.
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RemARQUE. — Etant donné une relation de la forme

ot A et B sont des fonctions de p,’, p, (i< n), pour que cette fonction soit uhe
intégrale du systéme (21), les fonctions A et B doivent satisfaire aux relations sui-
vantes

A A B B

~+A—F =0, —+A— =0, (I=1,2,..,0—1)
w, P, w, W,

La fonction A est donc définie par une relation de la forme
F(A,p.—Ap,, ...,p, —Ap, )=o :
tandis que B est donné par une formule
B=2a(p.—Ap.,....,p, —Ap. ).

On obtient bien un résultat de cette nature en éliminant n — 1 paramétres entre
les équations (23).

[8] Au lieu d’intégrer I'équation de Monge (28), il revient évidemment au méme
d’intégrer les n équations (23), ou l'on considére x,.,, €,,,, 4,, ..., U, , COMMe

n + 1 fonctions inconnues de x,, «,, ..., €,. L'intégration de ces équations simul-
tanées se raméne elle-méme & U'intégration de 1'équation de Pfaff

(30) ade, + ... +a,dx, + ade,,,—dx, , =o,

ou, d’une fagon plus précise, & la détermination des multiplicités intégrales & n
dimensions, pour lesquelles x,, x,, ..., x, ne sont liées par aucune relation. L'équa-
tion de Monge (28) est donc encore intégrable explicitement, puisque son intégration
est ramenée A celle d’'une équation de Pfaff.

Cette équation (30) peut étre de classe an + 1, ou 2n— 1, (voir n° 13), le dernier
cas devant étre considéré comme exceptionnel. Il suffira toujours de ramener cette
équation A une forme canonique pour en déduire toutes les multiplicités intégrales
4 n dimensions. Bien entendu, on ne conservera que les solutions pour lesquelles
x,, ..., x, ne sont liées par aucune relation.

1
ExempLE. — Soit 'équation

3 ___ sp;+$3p:.
(29) pz p1 P: +$3Pf’
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p,’ est bien une fonction linéaire de p.* et satisfait aux deux équations

op; N op, dp;

- > —o0 (i=r1,2).
5 k) E]
opy - op, 9p,
En posant
pd
Yo 1 1 2 2
\3"—‘(11 p,—ap, = 4a,, p,—ap, = 4a,,
p,
on trouve les valeurs suivanles de a,, q,,
1,2 1 2).,E 2 i_ 2 .1
o, = PP PP = PPaTPP e,

p. + pix, p, +piz,

de sorte que ’équation (29) provient de I'élimination des paramétres a, a,, entre
les trois équations

p;=ap},  p,=ap;—azx,  p,=ap;+a,.
L’équation de Pfaff correspondante
dx, = adx, 4+ a,dx,— a,x,dx,
est de forme canonique. S'il y a une seule relation entre z,, z,, x,, ,
F(x,,x,,x,,2x)=0

on doit avoir

OF IF oF oF
e, o,  dx, X,
_ - - b
—a,x, a, a —1
et par suite
oF 2F
— — .
dx, o,

Il suffit de remplacer dans ces relations «,, x,, x,, x,, x, par x,y,y, X, Y res-
pectivement pour obtenir les deux relations

i F  F
F(x,y,X,Y)=0, —b;-l—?}—’—y__o
qui définissent une transformation de contact dans le plan.

Fac. des Sc., 3° série, t. XXII. 34
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RemarQue. — Toute équation de Monge

n 1 n—i

(30" po=JS(, @i Py s P, )
ol ne figurent que les dérivées d'une des fonctions inconnues x,_,, peut étre consi-
dérée comme un cas particulier du type précédent obtenu en supposant a = o dans
les formules (23). Si f contient x,,,, on peut choisir x,., arbitrairement, et x,,
s’en déduit par la relation précédente, Si f ne contient pas «,.,, «,., doit étre une
intégrale de I'équation aux dérivées partielles (30'), tandis que x,,, peut étre choisi
arbitrairement. C’est aussi le résultat auquel conduit l’application de la méthode
générale. En effet, si a = o, I'équation de Pfaff (30) devient

de, ,=adz, + ... +a,_dx,_, + flx, ...,

a,,...,a, )dx,.

n+a? n—

Si f contient x,,,, I'équation est de classe 2n 4 1 et mise sous forme canonique.
Si f ne contient pas x,.,, elle est declasse an — 1 etidentique & I'équation de Pfaff
4 laquelle se raméne l'intégration de I’équation (30'). 7

Le cas ou a ne dépend que de x,, ..., %,.,, et ne contient aucun parameétre
variable peut se ramener au précédent.

Soit en effet V(x,, ..., x,,,) une fonction satisfaisant & la condition
PAY vV
a S + = 0.
"/17:14 2 “n)z+|
Prenons pour inconnue X = V(x,. ..., «,.,) a la placede x,,,.
On a
.V oV oV
dX = (\—x, de, + ... + . dx, + - (dx,.,— adx,_,)
et I’'équation de Pfaff (30) devient
) AV 2V 2V
d\ = de, + ... + dr, + (adx, + ... +a,dx,)
) - n Qe 1 1 2 n
‘xi . “Elz Clpre
et ne renferme pas dx,_, .
1l en serait évidemment de méme si I'un des coefficients a,, ..., a, ne dépendait
quede x,, ..., x,.,.
Lorsqu’il existe plus de deux relations entre a, a,. a,, ..., @,, I’élimination des

paramétres entre les n équations (23) conduit & plusieurs équations distinctes entre

les dérivées partielles des fonctions inconnues z,.,, x,,,. Ge cas sera étudié plus
loin (n° 22).
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[9] Javais d’abord été conduit aux conditions (21) par une méthode un peu
différente que j’indiquerai rapidement. L’intégration de I’équation de Monge (20) se
raméne évidemment i la détermination des intégrales & n dimensions du systéme

de deux équations de Pfaff

(31) 0, =dz,,, —p.dr, ... —p dr, = o,

(%) -

(32) w,=dx,,, -—p:d;c, co.—p, dx,  —fdx,=o,

n—1

telles que les variables x,, ..., 2, ne soient liées par aucune relation. Ce systéme
est de classe 3n + 1, quelle que soit la fonction f. On a en effet

(0: — E (dpin‘.—da:‘.Bpi), (mod. o,, v,);

13

les relations dx; = o, dp,' = o font donc partie des équations différentielles qui
déterminent les éléments caractéristiques. En tenant compte de ces conditions, la

relation o', = o devient

1. n—1 . Df 1 L\‘/‘ n—\ o
dp o.’L‘1+ e +dp Oqu’ + 1d_p + +po oxnzo.
2 2 D}’)z 2 apg 2

On aura donc aussi pour les éléments caractéristiques dp’, = o et par suite
de,,, = dx
pas d’éléments caractéristiques pour le systéme (Z).

Ce systéme () serait mis sous forme intégrable si on pouvait, par un change-

s — O, ce qui donne en tout 3n 4 1 équations distinctes. Il n’y a donc

ment de variables, le ramener & la forme

(33) (w Q =dZ—P,dX,—...—P,dX, =o,

(34) “Q,=AdP,+ ... +A,dP, + B dX, + ... + B,dX,=o,

A,, ..., A,, B, ..., B, étant des fonctions de Z,X,, ..., X,, P, ..., P, etde n
autres variables U,, ..., U, indépendantes des premieres, de telle sorte que la

seconde équation Q, = o est le prolongement de la premiére.
Cherchons d’abord quelles sont les propriétés qui caractérisent un systéme de la
forme (X'). Deux éléments linéaires intégraux du systéme

(dX;, dP;, dZ, dU,), (X,, 3P;, 3Z, 3U,)
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sont en involution relativement & 'équation Q, = o, si ces éléments vérifient la
relation

Q) = N (dP;3X,— dX;3P) = o.

l

Un élément linéaire intégral (dX;, dP;, dZ) sera en involution avec tous les autres
éléments linéaires intégraux du systéme, relativement a Iéquation Q, = o, si dX;,
dP;, dZ vérifient les n relations

a5 AP AP, _ —uX, —dX —dz

n

A, T A, B, T 7B, T BP+..iBD

n 1 1

n

I1'y a donc une infinité d’éléments linéaires intégraux, dépendant de n paramétres
\ dU

arbitraires A ~d-z—"~ qui sont en involution avec tous les autres éléments

linéaires intégraux, relativement & I’équation Q, = o.

Lorsque I'équation Q, = o est de classe 2n + 1, cette condition ne peut étre
satisfaite que si la seconde équation du systéme Q, = o ne renferme que les diffé-
rentielles dX;, dP;, En effet, si Q, contenait la différentielle dU, d’une variable ne
figurant pas dans Q,, la condition Q', = o ne pourrait étre vérifiée par tous les
éléments linéaires intégraux (3X;, 3P;, 3U;, 8Z) que si I'on avait

dX; =o, dP; = o, dZ = o, Q, =o;

ces éléments singuliers ne dépendraient donc que de n— 2 rapports arbitraires

dU du,

3

AU, U,

En résumé, pour que le systéme (Z) puisse étre, par un changement de variables,
ramené & la forme ('), il faut et il suffit que I'on puisse trouver deux facteurs X,
tels que I’équation

(36) Q=lo,+urew,=o

soit de classe 2n 4 1, et qu’il existe oo éléments linéaires intégraux du systéme en
involution avec tous les autres éléments linéaires intégraux relativement  I’équation
Q =o. Il est clair, en effet, que la propriété précédente est invariante relativement

a tout changement de variables. L’équation Q = o est une équation singulié¢re(*) du
systéme (X).

(*) Bullelin de la Société Mathémalique, t. 53, 1924, p. 38.
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[10] De I'expression de Q on déduit

Q' = )\(n: + }uo; (mod. o,, »,)
ou, en développant,
n n—i s
O = Y (dpl s, — daiap)) + u Y, [dp, 3w, — da,3p]]

i=1 1

n n—i
V(U Y VY Y .
T <-D—J/‘L- + P, X + P, 4 > da; + Pi dp4 + i dpz °%,

n-1 C Mty (\ ap

oo

[ n—1 n n—1 ]

- LZ<\Z +pib;f “”’ia)f )“HZ%SPHZ Yap! | do, .

n-t1 Lyre c\p

i
1 2

La relation Q' = o devant &tre vérifiée, quels que soient 3x;, 3p', 3p,', en
égalant & zéro les coefficients de 3p,’, 3p,*, on a les an — 1 équations

)\daci—i—yu:fi dx,=o, i=1,2,...,0n;
Lp1
o

p.dsc,‘+y.\—7d;cn=o, k=1,2,...,n—1.
P

2

On ne peut avoir p = o, car I’équation », = o n’est pas une équation singuliére
du systéme (). On peut donc supposer p. = 1, et les relations précédentes devien-
nent

&

37) Mdx; + — dx, = o,
- bp

oy

(38) dx, + — dx, = o.

. op
. . . . of
En faisant i = n dans la relation (37), on en tire A = — ——. Pour que les

1

équations (37) et (38) soient compatibles, il faut donc que la fonction f vérifie les
relations ‘

vy VY

7 N
p, op, p,

= o, Il=—1,2,...,n—1

identiques aux équations (21). Supposons ces conditions vérifiées. On tire alors des
équations (37) et (38)

d
dwiz———f.dm if=r1,2,...,n—1);
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en égalant & zéro les coefficients de 8x,, ..., 3z, dans Q', on obtient n conditions
nouvelles
i J o J i .
(39) dp, = dp +[ / p,+3 / p, |de,, . i=1,2,...,n—1
II~H g
N[ i /
i 2 i Q) i of
o) N [a ~dp! + oyt (M,- Ml > dxi] =

dont la derniére est une conséquence des précédentes, comme on le voit en ajoutant

(3 1 . . or \ \
les (n — 1) premiéres aprés les avoir multipliées par —f, cee \;{_; respective-
p,’ p,

ment, et tenant compte des valeurs de dx,, dzx,, ..., dx . En résumé, tous les

éléments linéaires intégraux qui satisfont aux relations », =0, w, = 0, elaux équa-
tions (38) et (39) sont en involution avec tous les autres éléments linéaires intégrauax

du systéme relativement ¢ Uéquatian

, Q
(4r1) Q:(o,—-——‘—f;;m‘:o,’
p

1

si la fonction f est une intégrale du systéme (21).
Ces éléments singuliers dépendent bien de n parameétres arbitraires puisqu’on a
“en tout 2n relations entre dz,. ..., dx,,,, dp}, dp}.

[44] 11 nous reste & examiner si cette équation est bien de classe 2n 4+ 1. On a,
en remplagant ,, », par leurs expressions,

\ ‘\ 1 1
Q=0 —-—j—lw =dx,_. -idm,m—<p2 p f>dac—

2 " n
p’ p, top,

n—1 n—1a l\ ' n <
- <p2 - p1 \—‘/u> d‘rn—i - <f_ p‘ \—j:[> d‘rn,;
¢ p1 p A

pour montrer que I'équation Q = o est de classe 2n + 1 au plus, il suffira de mon-

trer que les coefficients de dx,, ..., dx,,, considérés comme fonctions de p,', ..., p,",

p:!’ "’pg
minants d’ordre n + 1 obtenus en prenant n + 1 colonnes du tableau (T) formé

n+1
n—i

se réduisent & n fonctions distinctes au plus, ou que tous les déter-

par les dérivées partielles de ces coefficients sont nuls identiquement.
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& f &S *f *f *f *f
papt’ il N R O R R
Y .S Y N
T ) ST R
Y . Y Y A oY VS
w P TRy Wl el T T T,

Nous pouvons évidemment remplacer ce tableau par le tableau obtenu en ajoutant
aux éléments de la seconde ligne ceux de la premiére multipliés par p,', ... aux
éléments de la (n 4 1)ime ligne ceux de la premiére multipliés par p,”, ce qui donne

le nouveau tableau

3f >f > f * *f LS
. 1 n 2 ny n—i n’ ny2 1 noy n—i n
P3P, WP, 7 (o))" .,
of :
T n>» ’ ’ o, o, I, o, ’ o
p,
(T o
o, ———-\ 7 Oy ’ o, o, o, I, O, , -0
l.p1
o o o ) o o
1 \2’ M \ll—l’ 0, \41 \2, ’ \"-i
‘p'l ‘p1 P, pz ‘p2 Lpz

Sinous retranchons maintenant des éléments de la derniére ligne du tableau (T') les

J ‘s . ez
TZL" ceux de la troisiéme multipliés
¢ 2

éléments de la deuxiéme ligne multipliée par

par 3_27[’—’ ..

éléments de la derniére ligne du nouveau tableau seront nuls d’aprés les rela-

et enfin ceux de ’avant-derniére ligne multipliés par tous les

n— ?

tions (21). Il est clair que les mémes combinaisons de lignes appliquées aux déter-
minants d’ordre n+ 1 obtenus en prenant n+ 1 colonnes du tableau (T)' conduiront
A des déterminants dont tous les éléments de la derniére ligne seront nuls. La forme Q
s’exprime donc au moyen de 2n + 2 variables distinctes au plus et de leurs différen-
tielles. L'équation Q = o est donc de classe an + 1 au plus. Elle ne peut pas étre de
classe inférieure @ an — 1. Supposons en effet qu’elle soit de classe 2m — 1, m étant
inférieur & n; cette équation réduite & une forme canonique s’écrira

dX

Q=dZ— Padxn s Pm—l m—t — O

¢
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et, en lui adjoignant I'équation », = o on a un systéme équivalent au systéme ().
Or tous les éléments linéaires intégraux satisfaisant aux a2m relations

dX,=o, ..., dX =o, dP,=o, ..

m—1

., dP =o0, dZ=o0, o,=o0

m—1

sont évidemment en involution avec tous les autres éléments linéaires intégraux
relativement a I'équation Q = o, et ces éléments linéaires singuliers dépendraient
de plus de n paramétres arbitraires si m est inférieur & n. Or nous avons vu plus
haut (n° 10) que ces éléments singuliers sont déterminés par an relations linéaires
distinctes. Le méme raisonnement prouve que le systéme () contient au plus une
équation de classe 2n— 1, car une telle équation est nécessairement une équation
singuliére du systéme(').

On a donc seulement deux cas 4 considérer, suivant que I'équation Q = o est de
classe 2n 4 1, ou de classe an— 1.

[42] Lorsque I’équation est de classe 2n + 1, le raisonnement s’achéve comme
au n°. 3. Si 'on sait effectuer les intégrations qui permettent de ramener cette équa-
tion & une forme canonique, le systéme () peut étre ramené par un changement de
var.iables a la forme (X'), les variables X;, P;, Z, U; formant un systéme de 3n 4 1
fonctions distinctes des variables primitives x;, p,}, p,*.

D’apres la théorie classique du probléme de Pfaff, on sait déterminer sans-aucune
intégration toutes les multiplicités intégrales de ’équation canonique (33). Soient

X, =/, ....t), P=gl(,t,..,t), Z=h{,l,...,1)

(*) Il est aisé de vérifier que les deux méthodes ne sont pas essentiellement distinctes.

\
En effet si I’on remplace dans les équations (23), p," par f et a par f , on en déduit

p”
) R o a
ag:p2_ 1 wo oty an_pl— 1 R
d Dp
p! .

et nous venons de vérifier directement que ces n 4 1 fonctions sont liées par une relation
au moins lorsque la fonction f est une intégrale des équations (21).
D’autre part, I'équation Q = o peut s’écrire

Q=dx, ,—ade, 6 —adx,—...—a,dx,=o,
les coefficients a, a,, ..., a, étant liés par une relation
a=TF(a,,....,aq,; x,...,%,.,);

elle ne différe donc que par les notations de ’équation (g).
L’équation de Pfaff, dont I'intégration donne I'intégrale générale de I'’équation de Monge,
est donc la méme dans les deux méthodes.
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des formules définissant une intégrale & r dimensions (r<n), t, ¢, ..., dési-
gnant r variables auxiliaires.

En substituant ces expressions de X;, P;, Z dans la seconde équation (34) on
aboutit & une nouvelle équation de Pfaff

Cdl,+ ... +Cdl,=o,

LU, et
égal & n, on peut encore obtenir toutes les intégrales de cette équation par 'emploi
il
faudra ajouter r — k relations ou figurent U,, ..., U,, ce qui fait en tout r rela-
U
moyen de n parameétres variables indépendants, ce qui fournira bien une multipli-

ou figurent n 4 r variables U,, .. v Lot .., 1. Le nombre r étant au plus

de la méthode classique. Si on établit k relations arbitraires entre L, b, ..., 1

il

tions entre ¢,, ¢, ..., ¢t .-, U,. On pourra donc exprimer les ¢; et les U, au

r? R

cité intégrale & n dimensions des équations (33) et (34) et par suite du systéme (2).
Observons encore qu'il ne faudra conserver que les intégrales sur lesquelles «x,, ..., x,
sont des variables indépendantes. _

Lorsque I'équation Q est de classe 2n— 1, elle peut étre mise sous forme cano-

nique

dZ —PdX,— ... —P,_,dX,_, =—o,
on satisfait & cette équation en établissant n relation entre les an — 1 fonctions X;,
P;, Z, et par suite entre les 3n + 1 variables ;, p,i, p,*. D’autre part, on salisfait
a I'équation o, = o en établissant n + 1 relations entre les mémes variables. On
aura donc en tout 2n + 1 relations entre 3n + 1 variables; ces relations définissent
bien une multiplité & n dimensions.

RemarQue. — 11 existe d’autres équations de Monge de la premiére classe que
celles qui viennent d’étre étudiées.
- iy . (1 ., 2z oz
Il en est ainsi par exemple de I'équation immédiatement intégrable S L= S >,
A% A4

et plus généralement de 1'équation (*)

ou f(x,, x,) est une fonction quelconque de z,, x, .

-

(*) Bulletin des Sciences Mathématiques, t. 53, 2° série, 1929, p. 200.

Fac. des Sc., 3° série, t. XXII. 35
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v

[13] Avant d’étendre la méthode aux systémes en involution, nous établirons un
lemme, qui sera utile dans la suite.

Lemme. — Soit X dx, + ... + X, dx de, ., = Q une forme de Pfaff, ou

n+ l n—-2

les coeflicients X; dépendent de Ly oes & et de r autres variables y,,y,,...,7,

n+e

dont les différentielles ne figurent pas dans Q, de telle fagon que tous les détermi-

nants d'ordre r déduits du tableau des dérivées T’L ne soient pas nuls & la fois.
Ve
L’équation Q — o est de classe ar +- 1 au moins.

On peut en effet, par un simple changement dans la notation, écrire cette équation
Q = yldwi +y2d‘rg+ M + ce + yrdxr +fr+4dxr+l + A +fn+ldwn+1 —— d'er—‘z =0,

les n + r 4 2 variables x;, étant distinctes. Dans le covariant bilinéaire Q', rem-
k
placons dx, . et 3a,,, par leurs expressions au moyen des dx;, 3x; (ot i <n+ 2),

il vient

Q =dydx, —dx 3y, + ... +dydx, —dxr3dy,

df, o o
4 Jog , r4-1 —+1
+ [ - dx + . + d - Lyyiy + —\_—_ dya + ...+ + dy11 8mr+4
xu,—H ¢ y| ¢ yr -
qf, df, Y, o,
i B s P 1o
e 8%, + =3y, + ... + =5y, ldx,
[ de, ., " a, T 71
ou l'on a posé
d 2 d 2 +
de, N M, Yoo © dz, & T, , Yoo
N n 2 d d \
- —-1 N - n-+4
der_‘ Dw;a 1 xn+9 ’ dxn =1 DwnA» i axn—Lz
En égalant & zéro les coefficients de 8x,, ..., 8x,, 3v,, , 8y,, on obtient un
systdme de 2r équations distinctes
df,. 4
dy, —~—df;c—‘dac —_.. f"“ dx, ., = o,

i z

2 d
daci+—l:ry—‘*"—docr+,+ +£1dacn+l=o,
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qui, jointes A& @ = o, forment un systéme de 2r 4 1 équations distinctes. L’équa-
tion Q = o est donc de classe 27 + 1 au moins. Les autres équations des caracté-
ristiques s’obtiennent en égalant & zéro les coefficients de 3x, ., ..., 3x,,,. Les
conditions pour que I'équation soit de classe 2r + 1 sont bien connues.

Si I'on remplace y,, y,, ..., ¥y, par p,, p,, ..., p,, la relation Q = o devient

dx11+2 = pldwi + M + prd‘rf +-/.1-—Hd1;r+1 + M +‘fn+4d‘rn+i;

C’est I'équation de Pfaff & laquelle on est conduit pour l'intégration du systéme

d’équations simultanées du premier ordre

pr—H :-ﬂ~+1(mi; pn’ . "pr)’ c "pn—u =.fn+|’
0, N ' : ' . .
ou p; = —\ii Pour que I'équation Q — o soit de classe 2n + 1, il faut et il suffit
o]
que le systéme précédent soit en involution (*).

Voici une autre application de ces formules. Posons

DQ ; Bfr—H D‘fni!% R

%, =dx, + _——Dy,- de ., + ... + ———_Dy,- de, .. ; i=1,2...,71)
bg] i 1 1 Aat 3 r . 3 14 .
— est une combinaison linaire des premiers membres des équations différentielles
Y . N

des caractéristiques de . Q — o, et par suite s’exprime au moyen des différentielles
des variables canoniques dX,, dP,, dZ, si I'équation a été ramenée & une forme
canonique. Celle propriété ayant lieu quel que soit Vindice i< r, on peut dire que
léquation

2 2¢ 2
PRI GL L SIIP L
oy, dy "y,

est le prolongement de l'équation Q = o, quels que soient les multiplicateurs ;.

[14] Soit (S) un systéme en involution (non linéaire) de m — 1 équations aux
dérivées partielles du premier ordre
’ qu—H = F’(Ii, Tt a:n’ xn»H’ M (L'le, QH qa’ e qn)’

(42) \ Gue =F, (- ) m=a

\Qpym—s = Fm—a(xi’ e Ly Gy Gy e qn)’

(*) Lecons sur le probléme de Pfaff, p. 77.
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oux,,...,x,,,  sontles variables indépendantes, x

. . Al
. 18 fOncCtion, et ot q,, ..., 4, ,_,
désignent ses dérivées partielles

S - .
qL:—\—'———'—, (l=1,2,...,n+m—1).
N

Une intégrale de ce systéme est en général déterminée si on l'assujettit & passer
par une multiplicité M, & n dimensions de 'espace & m + n dimensions.
Soient en effet

(43) w)H—l - "."1(x1’ w&’ cr e ‘/'En L wn%—m = Im (xl’ ‘Bz’ ’ (E,,)
les équations qui définissent cette multiplicité. Posons
pi__D:pk_ = 1,2,...,0,
k o, k=1,2,...,m,
les dérivées q,,4,. ..., ¢,.,_, de la fonction inconnue x, ., vérifient toujours la

relation
dxm%-n : (Il"dl" + q‘z dxn + M + qm+n—1 dx1n—:~n—4 4

qui donne, en un point de M,, les n relations

p:n - q1 + q)z+1p51 + " + qn—%—m——lp:n—l ’
(Gh) e

p;lz =4, + qn—Hp;l + ..o+ qn+m—1pr:n—1 :

Les m 4- n— 1 équations (42) et (44) déterminent les valeurs des m +n—1x
dérivées q,, ¢,. ..., ¢y, en tout point de M,. Si les fonctions ainsi obtenues
sont des fonctions holomorphes de «,, x,, ..., , dans le voisinage d’un point
(2°, ..., z,"), il résulte des théorémes classiques d’existence que le systéme en
involution (42) admet une intégrale holomorphe renfermant la multiplicité M, .

La conclusion est en défaut si la solution considérée des équations (42) et (44)
présente le caractére d'une solution multiple. Pour résoudre ce systéme d’équations,
on peut conserver comme inconnues q,,,, ..., q,.,_, e remplacant, dans les équa-
tions (42), 4, ¢, - .-, ¢, par leurs valeurs tirées des formules (44). On peut au
contraire conserver q,, q,, ..., ¢, comme inconnues en remplacant, dans les équa-
tions (44), ¢,.,> -+ -+ Gom_, Par F, ¥, ..., F,__ . On obtient ainsi le systéme de n
équations

(g, +Fpi+ ..+ F P, — P, =0,
(45) ng-i—F,pf +...+F _pi_, —p,=0,

/ ........ S

“\ qn + F{p'; + tet + Fm—lpzt-i -_p::l = 0’
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.» q,. Une solution de ce systéme aura le caractére d’'une

solution multiple si elle annule le jacobien A des premiers membres, nous dirons

qui déterminent g¢,, gq,, ..

alors que la multiplicité M, est une multiplicité singuliére du systéme (42).
Le jacobien A a pour expression

4+ JF, oy 0, oF, i + R — F, ot dF,._,
3, Pt doq, Tt o, P. g, P 2, P T T T,
)F, . 3, , . F, ., WF, ., . F, F,_,
g, P TRy P g P TR T P g, T T,
aFl » + me—q " ‘\Fa ” + + Fm—i r 14+ DFA n + me—
g, "+ T g, T 29, 7 2, P 2, T T T,

L’élimination de ¢,, ¢,, ..., g, entreles n équations (45) et I'équation A =o
conduit & une relation entre x,, ..., x,,, et les dérivées partielles p}

‘ (AG) ‘I)(xi7xﬁ""’wn+m’p:"' 7p1)1)—0
c’est Uéquation de Monge des multiplicités singuliéres.

La solution générale dépend de m — 1 fonctions arbitraires de n variables, puis-
qu’on peut choisir & volonté m — 1 des fonctions ¢,, ..., g,,, et il reste une équa-
tion aux dérivées partielles du premier ordre pour déterminer la derniére. Nous
allons montrer que ’on peut encore obtenir sous forme explicite tous les systémes
de solutions de cette équation, dés qu’on a intégré le systéme en involution (42).

[45] Si A = o, on peut trouver les coefficients A,, &,, ..., %,, non tous nuls,
tels que 'on ait
/ DF 1
( [ m-—a] ‘\q’ m—1

Fin—l
3, P =0,
F, . F, ] B
___i_ m—1 )\
‘[bq, Pt 3, P T mt
(47) ‘bFi 2 F,, -
+ )\” | bqn 1 pm——a] =0,
F, . F, , . ~OF, . F
el 5 m— A 1 m— N
‘[Dq, ce Ty P *]+ g, P 7, "’"‘]+
B )F, . F
)\ ¢ 1 .. m—i
+ X, B + 2, p,+ . = 3, pm_l =o,
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et l'intégration de I'équation de Monge (46) se raméne & l'intégration du systéme

des 2n équations (45) et (47), o0 ®,,,, ..., &\yis 4,59, - --» G, €t les rapports -)):I—

k
sont autant de fonctions inconnues. On peul encore remplacer ces 2n équations par un

systéme de deux équations de Pfaff en multipliant les équations (45) par dx,, ..., dx

n

et ajoutant, et en opérant de méme avec les équations (47). On obtient ainsi les deux
équations de Pfaff

([IS) Q - q( dwl + b + qn dmn + Fi dx’n%»a + ce + Fnz—ldxnz~)—n—4 - dwm+n =0,
X g
)F,
(49) Qa = [d + 5 \q = dx n+1 + . + m+n—:| =o.

i=1

Tout systéme de solutions des équations (45) et (47) donne évidemment une mul-
tiplicité intégrale M, a n dimensions du systéme Q — Q, = o, et inversement toute
multiplicité intégrale & n dimensions de ce systéme, sur laquelle x, , x_, ) &,
peuvent étre prises pour variables indépendantes, fournit un systeme de solutions
des équations (45) et (47).

L’intégration du systéme en involution (l;a) se rameéne a l'intégration de I'équa-
tiion de Pfaff Q = o, qui est de classe 21 + 1. Supposons que I'on ait intégré ce

systéme, ou, ce qui revient au méme, ramené I'équation Q = o 4 une forme cano-
nique

(48" dZ—PdX,—...—P,dX,=o

les 2n 4 m variables a;, g, qui figurent dans Q peuvenl s’exprimer au moyen des
2n+ 1 variables canoniques X;, P;, Z, et de m — 1 autres variables u,, u,, ..., u,,_,
formant avec les variables canoniques un systéme de 2n + m fonctions distinctes
des variables x;, g,. En substituant ces expressions des x; et des ¢, dans Q,, on
arrive & une équation ou ne figurent que les différentielles des variables canoniques
dX;, dP;, dZ, car Q, = o0 est le prolongement de la premiére équation (n° 13). On
démontrera comme plus haut (n° 2) que les coefficients de la nouvelle équation
contiendront une au moins des variables non canoniques u;, si le syst¢tme en invo-
lution n’est pas linéaire.

[46] Toute solution de I’équation (48') s’obtiendra en établissant n 4 1 relations
au moins entre les variables canoniques.

Supposons d’abord que I'on établisse n + 1 relations seulement, de fagon que
X;, P;, Z soient des fonctions de n variables indépendantes. Soient

(50).' Xi—' fz(ti’ ts’ . IL)’ Pi: ‘l’i(lntw . "ln)’ Z= n(tﬂ tz’ . "ln)

(i=r1,2,...,n)
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des formules définissant une de ces intégrales. En remplacant X;, P;, Z par leurs

expressions dans les formules qui définissent L, Lyy v &

om @0 Mmoyen des varia-

bles canoniquesetde u,, ..., u on voit que les x; sont des fonctionsde m +n —1
t R

Les formules (50) définissent donc une intégrale du systéme en involution pro-

m—1’

variables indépendantes u,, ..., u

m—4’ "1 c n*

posé. Le méme raisonnement prouve qu’d une intégrale de I'équation (48') définie
par n + 1 + h(h=>o0) relations entre les variables canoniques ne peut correspondre
une intégrale du systéme en involution ayant pour support une multiplité ponctuelle
A m 4+ n—1 dimensions. .

En remplacant dX;, dP;, dZ par do;, d);, d= dans l’équation Q =o, eten

égalant & zéro les coefficients de dt,, dl,, ..., df,, on arrive & n relations de la
forme '
Ay +ALN+ o0+ AL, =0, i=r1,2,...,n)
les fonctions A, dépendant de ¢, ¢,, ..., t, et des variables non canoniques u,,
u,, ...,u, . 1l faudra donc que I'on ait
11 12 Alll

51) A, A, A | o

’

A)Il Ans Anu l

dans cette relation (51) figure au’ moins 1'une des variables non canoniques u;; si u,
par exemple figure dans cette équation, on pourra choisir arbitrairement les fonc-

n?

tions u,, ..., u, , de 1., ..., ¢, et I'équation (51) fera connaitre u,.

Le raisonnement prouve que, sur toute intégrale M , du systéme en involu-

n+m—

tion, il existe une infinité de multiplicités singuliéres M, dépendant de m — 2 fonc-
tions arbitraires de n variables.
Si 'on connait une intégrale compléte du systéme en involution]

(52) V(x, @, ooy @y Ay Ay oy @y, @A, ) =0

on peut reprendre les raisonnements du n° 3 qui s’appliquent sans modification
essentielle, sauf que les caractéristiques & une dimension sont remplacées par des
.multiplicités caractéristiques & m — 1 dimensions. Soit M

nen, lintégrale du sys-

téme en involution définie par les relations

= v v
(53) V =o, a =0, ..., o =o,

1 n
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ot V représente la fonction obtenue en remplagant dans V la constante a,,, par

f(a,, a,, ...,a,). Silon adjoint aux équations (53) la relation

»V »V »V
daz’ dada,’ " a,a,
(54) H= | .. . . =o,
»V »V »V
da,0a,’ da,a,’ o

on définit une multiplicité M,, ., , & n+m — 2 dimensions. Toute multiplicité M,
a n dimensions située sur M,, ., , est une multiplicité singuliére du systéme en invo-
lution (42).

ExempLE. — Prenons le systéme en involution
: 9 =10

q3:q1’

on obtiendra I'équation de Monge des multiplicités singuliéres en éliminant ¢,, ¢,

entre les trois relations
ps=4¢, +(q.)'pi + (4.°p;, p; =4, +(q.)p: +(q.) P>
I + 2q1p1 ’

Lo2q,p%,

24,p,
1+ 2q,p;

= 0.

On obtiendra ces multiplicités elles-mémes par I'intégration du systéme des deux

équations de Pfaff
Q =dx,—q,dx,—q,dx,— (q,) dx,— (g, dx, = o,
Q, =\, (dx, + 2¢,dx,) + ), (dx, + 2q,dx,) = 0.

La premiére équation se met immédiatement sous forme canonique

dZ — P,dX, — P,dX, = o,

en posant
X,=4¢, P =—(x+2x), P,=—(+24%),
9,2, —(9,) ®, —(¢,)" @,,

X‘:q“
Z=x,—qx, —

et la seconde équation devient
A [2x,dX, + dP,] + 2, [2x,dX, + dP,] = o.
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Posons

(65) Z=fX,.X), P =-, P,=

la derniére équation donne, en éliminant le rapport )—’, la nouvelle relation

‘2

ai‘/‘ Dﬁf
. f 2t XX,
> f R
) WX, 20 T 5xe

Les équations (55) et (56) définissent une multiplicité M,, dont toute M, est une
multiplicité singuliére. On arrive plus rapidement & des formules équivalentes en
partant de l'intégrale compléte

X, = a,zx, + a,x, + ((l’), Ly + (([2)! Z, + a,.

[47] On peut aussi satisfaire & I'équation (48') en établissant n + 1 4 A(h > o0)
relations entre les variables canoniques. On obtient ainsi une multiplicité intégrale
de cette équation représentée par des équations
067 Xi=ot, ..l Y, =4, ), LZ=m=(t, ..., 1)
qui définissent X;, Y;, Z en fonction de n— h paramétres seulement. Ces formules
permettent aussi d’exprimer x,, ..., ,,,, ¢,» --., ¢, au moyen des n— h para-

métres !; et des variables non canoniques «,, u,, ..., u elles définissent donc

et
une multiplicité intégrale du systéme (42) & m + n— h— 1 dimensions. Elles ne
représentent donc pas une intégrale proprement dite de ce systéme si A est positif.
Mais si m est supérieur ou au moins égal & A + 1, la multiplicité que nous venons
de définir est au moins & n dimensions, et toute multiplicité & n dimensions située
sur celle-1a donne une solution de I'équation de Monge des multiplicités singuliéres.
En effet, si on remplace X;, P;, Z par leurs expressions (57) dans la seconde équa-
tion Q, = o, il ne reste que n— A différ ntielles d¢;; on peut donc toujours satis-

faire A cette équation par des valeurs de 1, %,, ..., %,, non toutes nulles. On s’ex-

n’
plique facilement ce résultat en observant que ces multiplicités M, sont situées sur
des multiplicités & moins de m +n — 1 dimensions composées de caracléristiques.
Le probléme de Cauchy est donc indéterminé par ces multiplicités M,, ce qui ne

peut avoir lieu que si elles satisfont & I’équation de Monge des multiplicités singu-
liéres.

Fac. des Sc., 3° série, t. XXIL ' 36
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[18] Nous sommes maintenant amenés & examiner la question suivante. Etant
donnée une équation de Monge

= R 2 ny
(08) (b(wﬂws’ ""wn‘ wnH! "'Yxm)—m’ pUpi! "‘!Pm)_o

ou figurent n variables indépendantes «,, x,, ..., x,, m fonctions «,,,, ...,

de ces variables et leurs dérivées partielles du premier ordre p,’, comment peut-on

n+m

reconnaitre si cette équation de Monge définit les multiplicités singuliéres d’un sys-
téme en involution? Nous supposerons n>>1; le cas ou n = 1 sera étudié dans un
autre Mémoire. '

La fonction ® dépendant de I'une au moins des dérivées p,’, nous pouvons tou-
jours, en modifiant au besoin les notations, supposer 1'équation résolue par rapport
3 la dérivée P

(59) p;; :-f(ml" M w:H—m,; pi’pi7 Tt p:z-‘)'

Cette équation étant obtenue en éliminant g¢,, g,, ..., ¢, entreles n équations (45)
et la relation A = o, on peut considérer ces n + 1 équations comme définissant
4,.49,. ---»4,. p," en fonction des autres variables. Des équations (45) on déduit

par différentiation

(60) dp =TFdp +Fdp + ... +F, _dp +dg

n P, + oF, i+ + F,,_, >d(
“m“ g, P T g P )
F, &+ F, F,_,
+ < qu 1 Dq, 2 + . \q pm——a 4.
S
DFA U + DFQ i + + Clom—y 1 >
+<Mﬁ’9%& 2, i)
(i=1,o2, , )
en n’écrivant pas les termes en dz,, dzx,, ..., dx,_,, que nous laisserons d’abord

de coté, en considérant les variables x; comme des parameétres. En tenant compte
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de A = o, on voit que ’on peut éliminer dg,, dg,, ..., dg, entre les n relations (60)
ce qui donne pour dp,* une expression de la forme

)

(6/1) dp’ =F,dp' + ...+ F, dp
+u[dp' —Fdp'—F,dp'— ... —F, .dp'_]
+ w,[dp] —F,dp’—F,dp.— ... —F, dp’_|
S
+ tps [P, —Fdp" T —F,dp. '—...—F,_,dp. ]

m-—1
‘

On déduit de cette relation que I'on a

u n
N N
‘\pm __F ‘pm__F pm _F
N n Tty N n T Tae? ’ N n - T m—1?
p, p, : D,
n n .
Dpm__u_ P, W F (i=r1,2,...,n—1)
i i i itk
d k=1,2,...,m—1).
w, p, _ ( ) )

La fonction f satisfait donc aux (m — 1) (n — 1) relations

B n Dpn a n
(62) Lo P Pu
Dp,t me bpk

Il est & peu prés évident que ces condilions ne sont pas suffisantes. En effet, le
calcul s’applique, quelles que soient les fonctions F,, F,, ..., F,_,, etlesystéme (42) '
n’est en involution que si ces fonctions satisfont aux conditions d’intégrabilité.

Si I'on prend I'équation de Monge sous la forme la plus générale (58), les équa-
tions de condition (62) prennent la forme plus symétrique

)P 2P
‘ op' p — _
(63) Pu _ P k=1,2,...,m—1
0P 2P - i=—1,2, ,n—1
Dp:l Dp',:

[19] Les équations (62) forment un systéme de (m — 1) (n — 1) équations aux
dérivées partielles du premier ordre entre mn — 1 variables indépendantes et une
fonction inconnue. Ces équations forment bien un systéme en involution puisque
les dérivées de la fonction inconnue y figurent seules. Une intégrale compléte doit
donc dépendre de mn — (m — 1) (n — 1) = m + n— 1 constantes arbitraires. Or ce
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systéme (62) est un systéme semi-linéaire qui admet une intégrale compléte au sens
de Lie représentée par le systéme suivant de n équations entre les variables

+b,,

m—1

\ p:" - alp: + tet + am-ip.{
| p* =uaq, SN +a,._, * + b,,
(64) { pm p1 pm—4

oua,,a,...,a,_, b, ..., b, sontdes constantes arbitraires. Ces équations repré-

sentent dans 'espace & mn dimensions (p,’) une multiplicité ponctuelle £ & (m — 1)n
dimensions. Cherchons & déterminer une multiplicité b d’éléments de contact unis

ayant pour support ponctuel la multiplicit¢é £. En d’autres termes cherchons a déter-

miner mn — 1 coefficients P,' (P, = — 1), de fagon & vérifier la relation
n m
\' \1 i i

(65) M N Pdp =o,

i=1 k=1
les variables p,* étant liées par les relations (64). On tire de ces relations
dpm - (l‘dpl + (I’dp2 + b + am—ﬂdpm_‘,’

et I’équation (65) devient

n m—i

(66) Z 2 Pj‘dpjr + P:" (a, dp: + ... 4a,., dp'm_l)

i=1 k=1

+ P (adp) + ... + anl—.dP:l~.>

En égalant & zéro les coefficients des dp,’, on obtient les (m — 1) n relations

P’;—{—P:‘ak::o, P+ P a,=o; C(i<n);
puisqu’on a pris P,” = — 1, on tire de ces relations
(67) P:=ak, P;: — P:na"’

et par suite

(68) P+ P Pl =o;
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Sp ’
%— pour retrouver le systéme (62). La multiplicité Ab
Uk

d’éléments de contactd mn — 1 dimensions réprésentée par les équations (64) et (67)

il suffit de remplacer P,} par

est donc une intégrale compléte au sens de Lie du systéme (62).

Les équations (62), ou (68), expriment que les équations (64) sont compatibles
en a,a, ..., a,_,. Il revient donc au méme d’intégrer le systéme (68) & une seule
inconnue p,", ou d'intégrer le systéme formé par les équations (64) et (67), ou les
b,,b b

la méthode de la variation des constantes.

inconnues sont p,", a,, ..., a ce qui revient au fond & employer

1’ m—1? 12 T2 n?

La relation fondamentale (65) devient, en tenant compte des formules (64) et (67)
elles-mémes,

1

(69) P:" [p: da, + ... +p
+ P:'" [p2 da, + ... + p:l_‘dam_, + db,:]

da,, , + db,]

m—i

n—1 n—4

+ P [p1 da,+ ... +p da,  + db"_l]

m—1

— [p:tda‘ +...4+p da,  + db"] =o,

m—i

d’ot l'on conclut qu’il existe une relation au moins entre les fonctions inconnues(')

a,...,a,, b,b, ..., b, indépendante des variables pPi-
[20] Supposons, pour prendre le cas général, que a,, a,, ..., a,_,, b, ..., b,
soient des fonctions de r paramétres variables distincts =, «,, ..., « , contenant

d’ailleurs d’'une facon quelconque les a;, qui sont toujours traités comme des cons-

tantes dans ce calcul. En remplagant da,, ..., da db,, ..., db, par leurs expressions

m—1’

.(‘) On peut aussi arriver a ce résultat par la méthode employée au n° 1. Soit p,," = f
une intégrale du systéme (62); posons

o ;
—_— —_— 1
a N [ bz pm— ip,_—— - m—ipm_"
op
k
k=1, 2, ,m—1; 1=1, 2, , n

On vérifie sans peine, en se servant des équations (62), que ces m + n — 1 fonctions sont
Tiées par une relation ou moins. Pour avoir le nombre des relations distinctes, il suffit de
chercher l'ordre des premiers déterminants déduits du tableau des dérivées partielles de
ces m + n— 1 fonctions qui ne sont pas identiquement nuls.
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développées dans la formule (69) et en égalant & zéro les coefficients de d=,, ..., dx,,

r

on obtient r relations nouvelles

. da . a A\
o P it L. —m—y o f T
(70) ”‘l: tday + +p""“ da + dx
)2 2 ' oa,,_, ¢ ba
+lm[ t Mgy + . +pm~4 da + do
J 7
o
—1 n—1 baa n— Ay, abll-i
+ Pm l: 1 de + - + m—1 g h) a}
n Dal " oa,,_, N n
_I: ' da + TP da da =°
J=1,2, , 1
L’intégrale correspondante du systéme (62) s’'obtiendra en éliminant «,, a,, ..., «,,
P, ..., Py entre les n + r équations (64) et (70). Si r<Cn, il suffira d’éliminer

@,, ..., o, entre les n équations (62), ce qui conduira a plusieurs relations distinctes
entre les p',, si r<<n—1, et par suite & une intégrale au sens de Lie des équa-
tions (60). Ce cas sera étudié plus loin.

Supposons r > n. L’élimination de P',, P*,, ..., P2~ entre les r équations (70)

m’
1

conduira 4 un systéme de r —n 4 1 équations distinctes que l'on obtiendra en
égalant & zéro tous les déterminants d’ordre n déduits du tableau & n lignes et & r
P, . PP = —1,

dans les r équations (70). L’équation de Monge s’obtiendra encore en éliminant «,,

colonnes que 'on obtient en prenant les coefficients de P',,, P* ,

%,, ..., «, entreles n équations (64) et les r —n + 1 équations nouvelles.

2 *

Pour retrouver les équations (45) et (47), il suffit de supposer r =n, et de
. remplacer «,,«,, ..., «, par q,,q,, ..., q, respectivement, en prenant aussi

b,=gq,,....,b,=gq,, a,=F,, ..., a, =V, . Dune facon générale, si r =n,
Iintégration de I'’équation de Monge correspondante revient & I'intégration du sys-
téme de deux équations de Pfaff

(1) Q=dx,. ,—bde,—...—bdx,—adr,  —...—a, dx

i+ m—4 m-+n—4

Q Q 2Q
+h—+ ...+

n
@, da, da,

:O,

m--n

~
/

(72) 91:)‘1 =0,

7

pour que I'équation de Monge définisse les multiplicités singuliéres d'un systéme de
Pfaff, il faut en outre que 'équation  — o soit de classe an + 1. S’il en est ainsi,
I'équation (71) est identique & I'équation de Pfaff & laquelle conduit I'intégration du
systéme en involution obtenu par I'élimination de «,, ,, ..., «, entreles n 4+ m —1
équations '

(11 = ba’ s qn = bn’ qn+1 == a‘l’ cr ([ll"-m—l == am—a *
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[24] Lorsque I'équation de Monge provient d'un systéme (64) ot a,, ..., a,_,,
b, ..., b, dépendent de r>n paramétres, elle ne définit pas les multiplicités sin-
guliéres d’un systéme en involution; cependant cette équation peut encore, sous
certaines conditions, appartenir a la premiére classe.

Les équations (70) peuvent étre remplacées par r—n+ 1 groupes de n équations

. da, b, R v da, 26,
(73) )‘f*<p137+"‘+‘\7>+"'+"J~H<pl S R >

“1 axn—t "‘an—a
L/ 1 a, b,
+ A p, S + ...+ S —=o,
¢ an,+j ¢ alt+j
D )b
2 La‘ Dbz < 2 ((1l 0,
+ TR +e+
H( 1 Doz L\d Jon—t p‘ \1,,_, ban—l
) Qb
N 2 da d
+ A <P1 — + N * ) =0,
da, . d&,
n cal c\b" R n— Da‘ Dbn
— 4 R +.o+
f‘( Ja, da =\ P 3 da,
da b W
N n ¢ C
+ J <p1 N : + + 3 - =0,
< a1z—4—j ¢ OL" = /

Jj=o0,1,2,...,r—n.

En multipliant les équations (64) par dx,, dx,, ..., dx, respectivement, on obtient
encore par addition I'équation (71). En opérant de méme avec les équations (73), on
obtient un systéme de r — n + 1 équations de Pfaff

“da a, b b
(7[‘) )‘jd |;~D71- dwn.—H + + #” dwlz+1n—| + D—l:_ dwl + cee + a—a': dwn:l
da, a,_, b, b,
+)‘js —ba—!dme + ...+ Td{ll'”)‘_m_‘ de‘-{—' e + B(x’ a'a:n
o e
< da _ o b
+ Aj,n—l I: 3 : dxn*l + + 3 — dxn—é»m—c + 3 : dx{ + = dxn]
Xy €0y _y YA,y J %p—y

P d b b
4 )\j[_g‘_.d(,vw1 + ... —{—iudwm;n_‘ +——dx, 4+ ... + S 2 dacn]—_—o,

‘) “:Hj

J=o,1,2,...,r—n,
que 'on peut encore écrire sous forme abrégée

2Q 2Q
j‘S&T+...+)\

Jyn—1
da,

. Q

s
5
da,

(74"

= 0.
1
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En définitive, lintégration de Uéquation de Monge se raméne a Uintégration d'un
systéme de Pfaff () de r — n+ 2 équations formé de l'équation Q = o, etde r —n+1
2Q 2Q

, ..., — sont des combi-
da, da,,

équations qui expriment que les r formes de Pfaff

naisons linéaires de n — 1 d'entre elles.
Laclasse 20 + 1 deléquation Q = o estau pluségaled n 4+ m + r etaumoins
égale & 2ar + 1 (n° 13). L’équation étant mise sous forme canonique

(75) dZ —P.dX,— ... — P,dX, = o,

les variables «;, «, s’expriment au moyen des 2¢ 4 1 variables canoniques X;, P;, Z.
et de ¢ variables non canoniques, u,, u,, ..., i,, le nombre total 20 + ¢ + 1 de
ces variables étant égal & n + m + r, de sorte que X;, P;, Z, u, sont n +m +r
fonctions distinctes des variables «x;, «,. Les r 4 n— 1 équations (74') sont aussi
des prolongements de I'équation Q = o (n° 13), de sorte qu'aprés I'introduction des
variables canoniques les premiers membres ne renferment que les différentielles des
variables canoniques dX;, dP;, dZ.

Soit b, une multiplicité intégrale & n dimensions du sytéme de Pfaff (Z);
X;, P;, Z, u, sont des fonctions de n variables indépendantes et, en particulier, les
20 + 1 fonctions X;, P;, Z dépendent au plus de n variables indépendantes, mais
peuvent dépendre de moins de n variables. Supposons d’abord que X;, P;, Z soient
des fonctions de n variables

-6 X. =uo(t,...,t), P=1=L(,..,t), Z==,..1 l=1,2,...,0
/ ) i TN n i f: 1 n/ 1 n 0

satisfaisant & I'équation (75). Comme ¢ est supérieur & n, on peut trouver explici-
tement tous les systémes de 20 + 1 fonclions de n variables satisfaisant & cette
équation.

2Q 20

En faisant cette substitution dans VLRIt nous aurons r formes de Pfaff
3 da ~

4

en dt,, dt,, ..., dt,, dont les coefficients dépendent de ¢, ¢,, ..., {, et des ¢ varia-
bles non canoniques u,, u,, ..., 4,. Pour que ces r formes de Pfaff soient des
combinaisons linéaires de n— 1 d’entre elles, les coefficients doivent satisfaire
A r—n + 1 équations de condilion

(77) ]] (s e sy, e stls) =0 J=1,2,..,r—n+1.

Si les coefficients de la forme de Pfaff ne satisfont & aucune condition particuliére,
les équations précédentes sont compatibles en u,, u,, ..., t,, pourvu que le nombre &

soit au moins égal & r—n + 1, ce qui exige que l'on ait

(78) 2c+1Km+on—1.
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On peut aussi trouver explicitement toutes les intégrales de I’équation canonique
(75), ou X;, P;, Z sont fonctions de n'<Cn variables

(790 X, =29, t,...,tn), P, = Yl b, b)), ==, 1, ..., tn);
. A o 20 2Q .
en faisant la substitution dans S s on obtient r formes de Pfaff en dt,,
[ a’ d ar
dt,, ..., dty. Le nombre n' étant inférieur 4 n, ces r formes se réduisent & moins

de n formes linéairement distinctes. Les équations (79) représentent donc une inté-

rale du systéme () a n' 4+ ¢ dimensions, car [, ..., tw, u ., U, sont des
1

s e
variables indépendantes. Pour pouvoir en déduire une intégrale & n dimensions, il
suffit que n' 4 ¢ soit égal ou supérieur & n. On pourra donc de cette fagon obtenir
des intégrales & n dimensions de (£) pourvu que le nombre ¢ des variables non
caractéristiques ne soit pas nul.

En résumé, on peut toujours obtenir sous forme explicite des intégrales & n dimen-
sions du systéme (Z), si le nombre s n’est pas nul. Pour qu’on puisse obtenir l'inté-
grale générale, il suffit que ce nombre s soit supérieur @ r—n 4 1.

b

On a dans ce cas r = m + n—2; la forme Q dépend de 2m + an — 2 variables,

, b, -

FEREE n

Supposons par exemple qu’il existe une seule relation entre a,, ..., a,,_,,
la classe 2p + 1 est égale & 2m + an—3, et 'on a ¢ = 1. On peut donc obtenir
sous forme explicite des intégrales & n dimensions de (X) au moyen des intégrales
a (n— 1) dimensions de I’équation canonique (75).

VI
[22] Considérons maintenant le cas ou, dans les formules (64), a,, ..., ay,_,,
b,, ..., b, sont des fonctions de r paramétres (r<<n), o, ..., @, et des m +n
variables x;,
(64 bis) pf":a’pjﬁ— +am—;P:,,_,+bi (i=r1,2,...,n).

L’élimination de ces r paramétres conduira & un systéme de n—r équations
aux dérivées partielles du premier ordre entre n variables z,, ..., z,, m fonctions

x . &, de ces variables et leurs dérivées partielles p,’. Le nombre des fonc-

n+12 °
tions inconnues peut étre supérieur, égal ou inférieur & celui des équations suivant
que le nombre m + r — n est positif, nul ou négatif. Dans tous les cas, I'intégration

de ce systéme d’équations est équivalente & I'intégration du systéme (64°*), ou les

Fac. des Sec., 3¢ série, t. XXII. 37
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inconnues sont &,.,, ..., L,ms % %, ..., .. 1l est clair que tout systéme de
solutions de ces équations

w1H—l :fl(mi’ R J;"), i .,.11'" -m :-/‘)ll(ml’ cey & )7
(80)

a, =9, ..., L) ., & =%

représente une multiplicité M, & n dimensions de U'équation de Pfaff
(81) Q = a; dxlw—x + M + am~1d£m Fn—1 + bl d"ci + et + 5ud‘vu - dwnhrn =0,

ou figurent les m 4+ n 4 r variables x,, ..., %, ..., « . Inversement, toute
multiplicité intégrale & n dimensions de I'équation Q = o fournira un systéme
d’intégrales des équations (64°*) pourvu que, sur cette multiplicité, x,, x,, ..., , ne

soient liées par aucune relation, et puissent étre prises pour variables indépendantes.

m+n’

" Celte restriction étant énoncée une fois pour toutes, nous sommes donc ramenés a la
recherche des intégrales & n dimensions de I'équation (81), probléme qui sera com-
plétement résolu si I'on sait ramener I'équation & une forme canonique.-

Soit ¢ = 2p + 1 la classe de I'équation Q = o; d’aprés ce qu'on a vu plus haut,
le nombre ¢ est au moins égal & » (n° 13) (Nous supposons, bien entendu, que le
nombre r des paramétres «; ne peut pas étre diminué). D'autre part, la classe ne
peut dépasser m + n + r; on a donc la double inégalité

(82) ar+rLas 1 Km+n+r.

Pour avoir une-intégrale de I'équation Q = o, il faut établir un systéme de ¢ + 1
relations au moins entre les variables qui figurent dans la forme canonique et par
suite entre les m +n +r variables @;, «;. Pour qu’ily ait des intégrales & n dimen-
sions, il faut donc que m 4+ n 4 r soit supérieur ou au moins égal & n 4+ o+ 1,
c’est-a-dire que l'on ait

(83) m+r>e+ 1,
condition que 1'on peut encore écrire

(83" 2p + 1Lam 4 2ar — 1.

Cette derniére inégalité sera certainement vérifiée, en tenant compte des inéga-
lités (82) sil'on a
am+ar—i1>m+n+r,
ou

(84) m+r>n41,
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c’est-a-dire si le nombre tolal des variables qui figurent dans Q est au moins égal
asaan41.

La coundition (83) est vérifiée aussisi m + r — n. Dans ce cas en effet Q contient
an variables et I'équation Q =o est de classe 2n —1 au plus (p-Kn—1). On a
donc bien m 4 r>> o 4 1. Mais si m+r est inférieur & n, la condition (83) n’est
pas nécessairement vérifiée. Supposons par exemple m 4+ r = n— 1. La forme Q
renferme 2n — 1 variables, et si les fonctions a;, b, ne satisfont & aucune condition
particuliére, I'équation Q = o est de classe 22 — 1 (p = n— 1) et la condition (83)
n’est pas vérifiée. Dans ce cas, le systéme obtenu par I'élimination des r paramétres
se compose de m + 1 équations & m inconnues, qui ne sont pas nécessairement
compatibles.

En résumé, si m 4 r<n, I'équation Q = o n’admet de multiplicités intégrales
a n dimensions que si la classe de cette équation vérifie I'inégalité (83). On peut
toujours reconnaitre par des calculs réguliers si cette condition est satisfaite, sans
effectuer aucune intégration. Dansle cas ot p a sa valeur minimum r, lesm+n+r
variables doivent satisfaire & r 4+ 1 conditions. On a donc des intégrales 3 n dimen-
sions dépendant de m — 1 fonctions arbitraires de n variables.

Lorsque m + r est > n, ou lorsque, m + r étant inférieur & n, les conditions
subsidiaires sont satisfaites, le syst¢éme obtenu par 1'élimination des «; entre les
équations (64°") est de la premiére classe, que le nombre des inconnues soit supé-
rieur, égal ou inférieur a celui des équations. En particulier, on pourra obtenir ainsi
une infinité de systémes d’équations de Monge appartenant & la premiére classe.

[23] 11 nous reste encore & examiner comment on peut reconnaitre si une équa-
tion de Monge (ou un systéme d’équations aux dérivées partielles), ou figurent n
variables indépendantes, m fonctions inconnues et leurs dérivées partielles du pre-
mier ordre, peut étre obtenue par ’élimination de r paramétres entre n équations
de la forme (64). Si r = n— 1, on obtient une seule équation ® = o, qui contient
au moins une dérivée des fonctions inconnues, soit p,”. Cette équation étant sup-
posée résolue par rapport a p,”, nous savons déji que la fonction p "= f doit
vérifier les équations (62). De plus p," est une fonction linéaire de ) I
On peut en effet faire 'élimination des n — 1 paramétres «; entre les équations (64)
en résolvant les n — 1 premiéres équations par rapport & ces paramétres, et portant
les valeurs obtenues dans la derniére équalion. Ce calcul ne serait impossible que
dans le cas ot I'on pourrait déduire des n— 1 premiéres équations une relation ne
contenant pas les paramétres. Cette relation serait identique a 1'équation de Monge

n

® = o et ne contiendrait pas p,* contrairement i ’hypothése.

L’équation de Monge est donc de la forme

(85) P=Ap AP A A, 4B,
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les fonctions A, A,, ..., A,,_,. B, ne contenant aucune des dérivées p,". Posons
alors
a, = Al’ e Ay = Am~4’ bn = Bu’ .
i i i (l:l,Q,...,ll'—-I).
b, = P, — - — @ P

En tenant compte des relations (62), on vérifie facilement que tous les détermi
nants d’ordre n déduits du tableau des dérivées des coefficients a;, b; par rapport
aux variables p,' sont nuls identiquement. Le calcul est tout pareil & celui du o’ 11.
Ces coefficients a;, b; peuvent donc s’exprimer au moyen des variables x; etde n —1
paramétres. Il s’ensuit que I'équation (85) provient bien de '’élimination de n— 1
paramétres entre n équations de la forme (64).

Prenons encore le cas ou les fonctions a;, b; dépendent de n— 2 paramétres,
de facon que l'élimination conduise & un systéme de deux équations de Monge.
Supposons, pour fixer les idées, que I'on puisse résoudre les n — 2 premiéres équa-
tions par rapport & ces n— 2 paramétres; en portant les valeurs ainsi obtenues dans
les deux derniéres équations du systéme, on obtient un systéme de deux équations
de Monge de la forme

p:iz_l = Ac p’:“ + M + Am—lp:__ll + Bn—(’
(86) n n n
pm —] A1p1 - ...+ A’”_’pm—i + B",
ALA,, ..., A, ,,B,_,, B, nerenfermant aucune des dérivées p,"™*, p," des fonc-

tions inconnues.

Inversement, étant donné un systéme de deux équations de Monge de la forme (86),
pour reconnaitre s’il provient de 1'élimination de n — 2 paramétres entre n équa-
tions de la forme (64), on posera

a, = AU e A, = Anh—l ’ bn—1 - Bn—a ’ bn == Bn ’
i i i .
b=p —ap —...—0,p, ., (=12 .,n— 2).
Il faudra que ces m + n — 1 fonctions a;, b; s’expriment au moyen de n— 2
J
d’entre elles, et des variables x,, ..., x,,_,- ~

La méthode serait évidemment la méme, quel que soit le nombre des paramétres.

[24] La théorie précédente s’applique en particulier aux équations de Monge qui
admettent une intégrale compléte. Soit

(87) V(.’E‘ ’ ‘/Dz’ MR wrnAAn; Lyy oo ey 1n—4) ==,

une relation entre n variables indépendantes x,, ..., x,, m fonctions x,_,, ..., %, .,
de ces variables et n constantes arbitraires «,, «,, ..., «,. Sil’on attribue & ces cons-
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tantes des valeurs déterminées, 'équation (87) est vérifiée par une infinité de sys-
témes de m fonctions, puisqu’on peut prendre & volonté m — 1 de ces fonctions.
Tous ces systémes de m fonctions satisfont évidemment 4 'équation de Monge

(88) P(zip,) =0
obtenue en éliminant «, «,, ..., 2, , entre les n équations
vV !V V. .
8 ° _ == 0, -1, 2, ..., ).
( 9) (\xl aw”“‘" pi + + Dw7l+ p'n <l I 2 )

La méthode classique de la variation des constantes permet d’obtenir toutes les
solutions de cette équation au moyen de I'intégrale compléte. En effet, le systéme (8g)
est bien de la forme que nous venons d’étudier, et il revient au méme d’intégrer
I'équation de Monge (88) ou le systéme des n équations (8g) & m + n — 1 inconnues
Loyr v os Lpms Byy vees Xy s

L’intégration de ce systéme se raméne elle-méme 4 l'intégration de I'équation de
Pfaff

n

vV AV oV
0 —dx, + ——dx .. dx, . . =o0
(9 ) Z amt " + b n+1 e + + ax?l-f'm e ’
=1
qui est mise immédiatement sous forme canonique
2V dV
(91) du"——a“ dai—...——a—u——dan_,—:o.

4 n—1

Pour qu’une équation de Monge (88) puisse étre intégrée de cette fagon, il faut
d’abord que la fonction p,*=f obtenue en résolvant cette équation vérifie les
conditions du paragraphe précédent. S'il en est ainsi, I'intégration de cette équation
se rameéne bien a 'intégration d’une équation de Pfaff

(92) Q - Aa dwi + e + Andwn + An—H dwn—e—s + e + An—l-mdwnH—n —o0

les coefficients a;, b, dépendant des variables x; et de n — 1 arguments «,, «, ..., %, -
Cette équation doit pouvoir étre identifiée avec I'équation (go), ce qui exige que les
équations

2V WV AV

e, _a__w:_ _ o,

A, A, T A,

soient compatibles, c’est-A-dire que I'équation Q = o soit complétement intégrable,

quand on y considére «,, ..., «, , comme constants.

1
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Tout ceci s’étend sans difficulté aux systémes d’équations de Monge qui admettent
une intégrale compléte, c’est-d-dire aux systémes obtenus en partant d’une équation

V(mi7 . "xn—f—m; qa’ e ah~1) - 7'11

renfermant moins de n constantes arbitraires (h<n).

L'élimination des h — 1 paramétres a,, ..., , , entre les n équations
)V V. + n V. i )
— 4+ —p - p. —o, l=1,2,...,0
‘)xi Dth—a * ‘\L‘)H—m "

conduira & un systtme de n—h + 1 équations de Monge, dont Vintégration se
raméne encore & I'intégration de 1'équation de Pfaff

h\Y V
do, = —dz, + ... + -

da
h—y?
N aa e,

qui est immédiate.

3

[25] On peut encore rattacher A cette théorie une équation de Monge que jai
déja signalée(*) et dont l'intégration se raméne & celle d'une équation de Pfaff.
Soient ©,, ®,, ..., ®, n formes de Pfaff linéairement distinctes ou figurent n 4+ m
variables x; et leurs différentielles.

L’équation

(93) Q == 1‘ (04 + e + anmu =0
admet toujours des intégrales & n dimensions. Soient

x,., =fi(x,...,x,), i=r1,2,...,m)

2, == 0, (X,, ..., L), (k=1,2,...,n)

les formules définissant une de ces multiplicités. En égalant & zéro les coefficients
de dx,, ...,dx, dans Q, on obtient évidemment n équations de la forme (64),
linéaires et homogénes par rapport aux «;. L’élimination de ces parameétres conduit
A une équation de Monge dont le premier membre est un déterminant ayant pour
éléments des fonctions linéaires des dérivées p,'. En multipliant par dz,, ..., dz,,
cette équation peut s’écrire

(94) ®,0,... 0w, =0,

(*) Legons sur le probléme de Pfaff, p. 116.
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©,0, ... o, désignant le produit symbolique de ces n formes linéaires. L’intégra-
tion de I'équation (g4) est donc équivalente & I'intégration de 'équation de Pfaff (93),
résultat que j’avais déja obtenu.

Prenons encore le cas plus particulier ol les équations ; == o forment un sys-
téme complétement intégrable.

L’équation (g93) est de la forme

ady, + 2 do, + ... + a,dy, = o,

tandis que 1'équation (g4) s’écrit symboliquement

Ce type d’équations a d’abord été étudié par Hamburger(*), qui a donné les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation de Monge ol figurent m fonc-
tions inconnues de n variables indépendantes puisse étre ramenée a cette forme.
Il serait facile de retrouver les conditions d’Hamburger au moyen de la méthode
générale.qui vient d’étre exposée. '

(*) Journal de Crelle, t. 100, 1887, p. 3go-4og.




