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SUR LA PERMUTATION DES INTEGRALES

D’UNE

EQUATION L_IN.EAIRE ET HOMOGENE

AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE

Pan M. G. PFEIFFER (Kiew).

INTRODUCTION

Dans le travail présent nous revenons au probléme de M. A. Buhl(’), qui nous a
déja amené & une série de résultats intéressants et importants(®). La littérature de
la question se trouve dans notre Note initiale sur ce probléme(®). Par la suite sont

. parus deux Mémoires, liés au méme probléme, 'un de M. A. Buhl(*) et I'autre de
M. C. Popovici(®). La littérature a été aussi indiquée au Mémorial des Sciences mathé-
matiques, par M. A. Buhl(®).

(*) Ep. Goursart, Legons sur le Probléeme de Pfaff (Paris, 1932, p. 234).

. (®) G. PrEIFFER, Généralisation de la méthode de Jucobi pour Uintégration des systémes
complets d’équations linéaires et homogénes (Comptes rendus de ’Académie des Sciences de
I'U. R. S. 8., 1930, pp. 405-409); Sur les opérateurs d’un systéme complet d’équations linéaires
et homogénes aux dérivées partielles du premier ordre d’une fonclion inconnue (C. R., 1930,
t. 190, pp. 909-911); Généralisation de la méthode de Jacobi-Mayer (C. R., 1930, t. 191, p. 1107).

(*) G. PreIFFER, Sur la permutation des solulions d'une équation linéaire aux dérivées par-
tielles du premier ordre (Bull. des Sc. math., 1928, S. 3, t. LII, pp. 350-352).

(Y A. Bunw, Sur les-opérateurs différentiels permutables ou non (Bull. des Sc. math., 1928,
S. a, t. LII, pp. 353-361).

‘(%) C. Porovici, Autogroupes (Bull. des Sc. math., rg29, S. 2, t. LlII, pp. 281-ag1).

() A. Bunw, Apergus modernes sur la Théorie des groupes conlinus el finis. (Mém. des Sc.
math., fasc. 33, Paris, r928). ]

.NoTE pu SECRETAIRE DE Lo REpACTION. — Le présent travail, d & M. G. Pfeiffer, développe
considérablement et avec des notations dont le volume pourrait étre réduit, un sujet qui
fit, en effet, I’objet de ma Thése de Doclorat soutenue, le 14 juin 1go1, Sar les Equations
différentielles simultanées et la forme aux dérivées partielles adjoinle. Cette These fut imprimée,
non dans une publication périodique mais en une brochure devenue aujourd’hui introu-

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 18



140 G. PFEIFFER.

Les raisonnements ci-aprés sont en relation avec les recherches de MM. A. Buhl,
C. Popovici, Ed. Goursat; ils poursuivent ce but pratique : trouver les moyens sim-
ples de construire les opérateurs d'une équation linéaire, homogéne, aux dérivées
partielles du premier ordre, sous la forme la plus générale.

Le probléme de M. A. Buhl cousiste en ce qui suit : on demande de trouver toutes
les transformations infinitésimales :

. of of o
‘(f):'ﬁ.b—%+"xg'bz+--- +'fm$:7 . (1)

qui permutent les intégrales de 1'équation :

xH=: L (2)

ST, oz, T T T g,
La transformation infinitésimale (1) est dite opérateur de 1'équation (2); I'équa-

tion (2) admet le groupe monéme des transformations (1), ou, ce qui est la méme
chose, la transformation infinitésimale (1).

Les intégrales indépendaqtes de I'équation (2) seront
Yoo o e Gums ©)
S. Lie(") a montré que les opérateurs (1) se définissent par la relation ;
XY(f) = YX(f) = 21X(/f), , (4)

ol % est une fonction arbitraire des variables indépendantes.

vable. Ledit sujet n’a rien perdu de son intérét et pourrait méme étre rattaché a la Physique
théorique actuelle. Ce qui peut aussi én augmenter I'importance ce sont divers contacts
avec les recherches de M. Elie Cartan, maitre incontesté des groupes & I’époque actuelle.
Citons notammeat la These de I'illustre savant Sur la structure des ‘Groupes de transforma-
tions finis et conlinus (1894). Dans cette Thése on trouve, par exemple, le Probléme de Killing
avec des équations telles que (120) et (166) du présent Mémoire de M. Pfeiffer. Alors P, q,
X, ., sont des coefficients constants. Un autre Mémoire de M. E. Cartan Sur la réduction
a sa forme canonique de la structure d’un groupe fini et continu (American Journal of Mathe-
matics, t..18, 1896) présente, pour les systémes complets, des discussions analogues a celles
faites ensuite pour une équation.

Ces discussions, on le voit, ont des racines dans un passé déja quelque peu lointain.
Avec les possibilités d’extension aux équations, dites aux opérateurs X, d’ordre quelconque, -
on est certainement en présence d'une grande théorie justifiant amplement I'analyse exposée
ici par M. G. Pfeiffer. (A, B.

(") 8. Lie und Fr. Eneer, Theorie der Transformalionsgruppen (Leipzig, B. I, 1888,
pp. 138-143). '
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Si Popérateur Y(f), correspondant & un A fixe, est construit, alors en désignang
par w une intégrale de I'équation Y(f)=o, ne satisfaisant pas I'équation X(f)=o,

nous aurons pour A l'expression :

x = Y(log 1), 5y

T= . (6)

11 est nécessaire de partager les opérateurs de ’équation (2) en deux classes :
a) Opérateurs, ol o est fonction arbitraire des variables indépendantes,

XU, XU, | 6

qui, pdur les intégrales (3), se réduisent & zéro, et :
b) Opérateurs :
Y(f), ®

qui pour des intégrales (3) peuvent étre nuls, mais non pas pour toutes.
Par leurs propriétés les opérateurs (7) différent essentiellement des opérateurs (8).
'S. Lie les dit & caractére trivial; néanmoins leur réle dans la théorie des opérateurs
est considérable.
L’opérateur :
Z(f)=X{) (9
satisfait a 'identité : '
XZ(f)—ZX(f)=o. . ; . (10)
Si 'on multiplie X(f) par une intégrale de I'équation (2), on a I'opérateur :

Z(f) = P (3,5 90 - - o» 20 X()s (11)

possédant la méme propriété (10). @ est une fonction arbitraire des arguments.

En multipliant X(f) par p, nous formons I'opérateur :
Z(f)=¢X(f), (12)
satisfaisant la relation (4) avec A = X(p) :

XZ(f)— ZX(f) = X () X (/). (13)
L’opérateur : )
Z(f)=Y({) S (1)
satisfait & I'identité :

XZ(f)—ZX(f) = 2X(/). (15)
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Si 1’0[1 multiplie Y(f) par une intégrale de I'équation (2), ona I'opérateur :
L(f) =P (3,5 #as -5 %0) Y(S) (16)
possédant la propriété : .
XZ(f) —ZX(f) =22 X(f). (17)
En multipliant Y(f) par ¢, nous construisons la transformation infinitésimale :

Z(f) = Y(), (18)

pour laquelle a lieu l’icientité :
XZ(f) —ZX() =2 X)) + X() Y(S) = 2 X(f) + X(log 0) Z(f). (19

Les opérateurs, qui différent par des multiplicateurs, présentant les intégrales de
I'équation (2), devront étre tenus pour des opérateurs non essentiellement différents.

D’aprés les relations (13), (15) on voit, que si I'on prend m + 1 < n opérateurs
de I’équation (2) :

Y,() Y,(). .. Y00, X(), (20)
XYi(f) — X (/) = LX(), ; (21)

l=1,2,...,m,

qui sont indépendants entre eux, 1'expression :

Z(N) =2 B30 90r - » 900) YilS) + 6 X() (22)

=

‘ou ¢ est une fonction arbitraire des variables indépendantes, est 'opérateur de I'équa-
tion (2), possédant la propriété :

XZ() —2X(f) = Y ®:{XYi(/) = VX ()} + X () X (/)

i=1

‘ (23)
= g 2 2P + X(p)

X()-

i==1

Admettons que le nombre maximum des opérateurs indépendants de I’équation (2)
est égal & m, et, qu’ils sont

Y.(), YN -.oi Yoo (D), Y., ()
XYi(f) — Y,X(f) = uX(f), (25)

i:l,z,...,m.
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Alors les opérateurs :

Ym+n (f) ’
XYm-H(f) - Ym+4X(f) = )‘m+lx(f)
et

X()

:sont des fonctions linéaires des opérateurs (24) :

Ym—H (f) = Z pi Y.l(f) =t Xr; (f) + .+ Pm— Ym.—a (f) + Pom Ym(f)’

Jj=1

X(N) = N5V, =5 () + e + 7 Yo () + 7, Y, ().

Jj=r1
En acceptant que
Tm :!: o,
-nous admettons que les opérateurs :
XU Yy oor YarolD)s Yoo

:sont indépendants.
Sur le fondement des identités (29), (30) on a :

A X(f) = <Z Ay Pk> X() + XX Vi),

k=1

J=I

o= <2 xknk> X() + Y X ) Y,0;

k=1 Jj=1

<Xm+( — Z Mh) E 5 Y;(f) = E X(e)Yi(/),
k=1 J=r

J=1

— <Z ‘Am> N w0 = N X)) Y,

k=1 Jj=1 J=1

m
<)‘m+4 - Z )‘k Pk> = X(.oj) ’

=3

J=1,2,...,m,
O
X(log ) = — Y\ A,
k=1

j:1,2,...,m.

(29)

(30)

31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

37

(38)
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Les égalités (38) donnent les relations :

m -
X(log=) = ... =X(log ,_,) = X(log z,) = — ¥\ A,,; (39)
k=1

AOOT:A:‘I)A(C‘PN {?n’ cte <?n—i)’

Poﬂz = (Ds(?u ‘éa’ e "Pn—l) ’ (l]O)

Powm—a = (Dﬂl—l(?i ’ 4?, LR c?n—n) ’

ou les ®; sont quelques fonctions des arguments définies par ce que I'opérateur X (f)
est défini.

De plus
fo=—) (4r)
7TWL
X(p) = X, hb, + 3, (42)
L’identité (30) prend la forme :
2 X(N= X BV, + Y, () W)
J=1

Attendu, que certains coefficients =; de (30) peuvent étre nuls, nous venons, en
vertu de I'égalité (43), & la conclusion, qu’il existe non moins de deux et non plus
de m multiplicateurs p,, en général, fonctions des variables indépendantes, pour
lesquels les opérateurs :

2. X (/) (44

sont des expressions linéaires des opérateurs (24) aux coefficients fonctions des inté-
grales (3) (un des coefficients est égal & l'unité); les rapports des multiplicateurs p,
sont des fonctions des intégrales (3).

Avec un multiplicateur p quelconque l'opérateur :

o X(f) (45)
ne posséde pas la propriété indiquée.
Des égalités (37), (40), (41) proviennent les relations :

m
2o X () _ 0o X () _ 2o X(p) _ N
T, =...= (pm_‘ - I = Ay T % Ak (46)
Py — w(pi - IF‘(?” Par ooy 'T"n—i)’
P — wd)g - mn(@a AT IR ‘?n—g)! ([3’7)

Pm—s w(bm——l = Ip.m——g ((?(‘4 ’ ‘?2’ tet (Fn—a)'
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Les ¥; sont toujours des fonctions des arguments arbitraires autant que 'opéra-

teur Y, (f) est arbitraire.

De plus

m-1

o = P?";

m—1
)\m—H == PDX(U)) + Q’X(Po) —+ Z )\.,IF.,,
m—i
Mo = X(5,0) + Y, MW

L’identité (29) prend les formes :

m—i
Y, ()= X, (0®; + ¥)Y;(f) + oY, (/)
. J=1
et, en vertu de (43) :
m—i
O .
Yor() = D WY, + 00, X(f) -
j:l
Le coefficient « peut étre nul.
Quand ¢, =w =o0":
. m—i
V()= X W Y,0).
Jj=1

(48)

(49)

(50)

(51)

(52)

Admettons ensuite, que le nombre maximum des opérateurs indépendants de

I’équation (2) est le méme m, et que les opérateurs indépendants sont

Y.\, Y. ... Y0, X().
XY:(f) — Y. X () = LX),
i=1,2,...,(m—a),

alors les opérateurs :

Y..(), Y, ()
XY, () =Y, XN =21X(), XY, ,()—Y, . X() =21, X()

sont des fonctions linéaires des opérateurs (53) :
m—i
Ya() = Y Vi) +oX(),
J=1
YD = Y 5V + =X ().

J=1

(83)
(54)

(35)
(56)

67

(58)
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En acceptant :
s=Fo,

nous admettons, que les opérateurs :

Yl(f)! Yn(f)’ te Y"L—A(f)’ Ym(f)

sont indépendants.
Sur le fondement des identités (57), (58) on a :

0 X(f) = ? N ko +X() XD + DX (@) Vi),
k=1 J=1

M X(f) = g Nohn +XE) (X + D XE) Y00
k=1 Jj=rI

X(Gj) =0, X(Tj):O:
J=1,2,...,(m—1);
Gj:ej(:?n For oo o :Pn——l)’ Tj=3j((P¢’ Doy - - "cpn—a)!
J=12,...,(m—1);

Y, () =0Y,()+0Y.() + ... +9, Y, (/) + sX(f),

Ym+|(f) - 31Y4(f)+‘3!Ys(f) + T + sm—iYm—-i(f) + Tx(f)'

Dans les cas ol
h=—%;, =W,
J=1,2,...,(m—1);
T

T
G:Po:‘:o’ ;_—__——:m,

"
Yo

les connexions (63), (66) dégénérent en relations :

(XU = X V(N + V.0,
Jj=1
Ym+t(f) — 2 IFJY,j(f) + (’)Fox(f)!
Jj=1
Y, ()= Y (0@ + W) Y;(/) + oY, (),

J=1

qui sont analogues aux relations (43), (51), (o).
Le coefficient o peut étre nul.

Ainsi se constituent les théses suivantes.

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

(65)
(66)

(67)

(68)
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Premiére thése. — Posons, que les équations :
X(f) =o, H(f)=o ‘ (72)
. aient le caractére '
XH(/) = HX(/) = 2X(/) + ¢ H(/), (73)
r=Fo, w==o.
~ Ayant trouvé une solution de I’équation :
X(log 6) = —u., , (74)

on peut écrire les équations :
X(f)=o, Y(f) =sH(f) =0, (75)

qui satisfont a I'identité :

XY(f)y— YX(f) = IX(f), (76)
l=oex=F0.(°
La transformation infinitésimale :
Y(f) =sH(f) (77)

sera I'opérateur de I'équation X(f)==o.
En substituant dans la relation (73) une intégrale w de l'’équation X(f)=o,
‘qui ne satisfait pas I’équation H(f) = o, nous trouverons :

X| tog i | =~ | (78)

11 est clair qu’une solution particuliére de I’équation (74) est 'expression :
I
)’ (79)
sa solution générale est

(p(?’a M (Pa’ St :?n—-i)
) (80)

avec ® fonction arbitraire des arguments.
Les transformations infinitésimales

H(f)
T w) (81)
et l
Dlo . g . 3
b(‘fﬂ Yoo« oo “.Jnfa) }I(u)) . (82)

sont des opérateurs de I'équation X(f) =o.

(*) G. PrerFrER, Théorémes expliquant une série de questions dans le probl&ne (ie la
permutation des solutions d’une équation linéaire aux dérivées partielles du premier ordre
(Comptes rendus de ’Académie des Sciences de I'U. R. S. S.; 1929, pp. 177-182).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIIL. 19
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Seconde thése. —- Si, dans I'identité (73), p=o0:
XH(f)— HX(f) =3X(/), (83)

alors :

H(/) (84)

est I'opérateur de I’équation X(f) = o; mais, en substituant w dans I'identité (83),
nous remarquons que :

H (w) - (85)

est I'opérateur de 1'équation X(f)=o:

X(Hw)) =o. : (86)

La transformation infinitésimale :

Tw) 87)
avec la transformation infinitésimale (74) - sont simultanément les opérateurs de
I'équation X(f) = o. ‘

Pour éviter des cas exceptionnels nous voulons ultérieurement, suppléer toujours
a Topérateur (84) par I'opérateur (87).

Troisiéme thése. — Posons qu’une série des équations :
H;(f) =o, l=1,2,...,m—1, m—in, (88)

qui sont indépendantes entre elles et par rapport & I'équation (2), chacune indivi-
duellement, a, avec I'équation (2), n— 2 intégrales communes, indépendantes;
autrement dit, que les équations (88) aient le caractére :

XHi(f) — HX0f) = 0 X(f) + mHi( /), | (89)

l=1,2,...,m—1.
On demande, pour quels multiplicateurs :

Sys Sy vy S, (90)

la transformation infinitésimale :

m—i1

Z(f)= Y s;H.(f) (91)

i=1
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satisfait & I'identité : .
XZ(f) — ZX(f) = pX(f) + 4X (1), (92)
ou ce qui est la méme chose, I’équation :
Z(fy=o (93)

a, avec I'équation (2), n— 2 intégrales communes indépendantes?
En introduisant au lieu des expressions H;(f) les transformations infinitésimales :

LI)i(?q ) :Fs' ot :,pn_’)
() H:(/), (94)

’Ui(f) = H;(f) =

ol les w; sont des intégrales de I'équation (2), qui ne satisfont pas les équations
H;(f) = o, et ®; sont des fonctions arbitraires des arguments, on obtiendra, au lieu
des identités (89), les relations :

XUi(f) = UX(f) = LX), ’ "(95)

R 3 (I)i(?n’?z""’?n—a) .

b= o = H,(wp) , (96)
il=1,2,...,m—1. ©

Ceci donne la possibilité de formuler la thése posée de la maniére suivante.
Une série des équations :

Ui(f)=o, i=12...,m—1, m—1<n, (97)

indépendantes entre elles et par rapport & I'équation (2), ayant le caractére (g5), on
demande, pour quels multiplicateurs :

H; (w;)
T = $i - s 8
Di(9,5 905 -+ s 9,y) (98)
il=1,2,...,m—1
Pexpression :
m—zx

=1
satisfait & I'identité :

XZ(f) — ZX(f) = pX (/) + ¢Z(/)? (100
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De la connexion :
XZ(f)—ZX(f) = E IX(m) Ui (f) + [ XU (f) — U X ()]}

m—

= Y {XE) Ui(f) + =X () | (101)

i=1

m—i

Xowle | X+ X X®) V()

i=1 i=1

découle, que dans les conditions

X(m) = g, (103)
i=1,2,....m—1, '
X(log=)=X(log=®,) = ... =X(log=, ) =gq; ~ (103)
’ =7 (9,,9,, ..., Set)s
mo=m W, (5 B e B (104)
Ty =1, _(2,,9,0 .., 0,),

.ot ¥; sont fonctions arbitraires des arguments,

et = fonction arbitraire des variables indépendantes,

I'identité (100) donne

XZ(f)—ZX(f) = Xni1i>x<f>+q2<f>, (105)
p=r= NIV, q=X(logx). (106)

=1

Les multiplicateurs (go) et la transformation infinitésimale (91), (99) sont

GO, , 9, .y, ﬁll;mi i ~(E'i
B GALICRE S ) 7 : LRI (107)
Hz(wl) H,('IUI) IIl(wl)
l=1,3,...,m—1;
m—1 { (f
\" H: (/)
= (0,0, vy o ) 8
Z(f) 1':}_4 l(.l e in 4) Hi(u)i) (IO )

avec 0, fonctions arbitraires des arguments @

1° "":‘Pn-i'
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La transformation infinitésimale (91), (99) est ainsi proportionnelle &4 la somme
-des produits des opérateurs :

CHi(f)
(o) (109)

-de l'équation (2); liés aux équations (88), par des fonctions arbitraires des inté-
.grales (3).
L’opérateur de I'équation (2), construit d’aprés I’équation (93), a I'aspect :

2 G)i(q?a’ Par P ) f)

1 I‘Ii(u)i)~ !
i | "

i=1

‘ou w est une intégrale de 'équation (2), qui ne satisfait pas I'équation (93); mais
les expressions :

H; (w)
() (111)
sont des intégrales de I'équation (2); c’est pourquoi :
Z(/) _\. Hi(f)
Tw) — ‘_,Ji((?u%! ""?"“)—_H;(wi} ) o (112)

i=1

avec 3; fonctions arbitraires des arguments.

Si I'on prend, dauns les formules (104), (108), = égal & l'unité, alors d’apres (105),
+(106) I'expression :

m—i

Z(f)ZZ@)i(%cp,, ""%")TIT(;%’ (113)
=

7

est I'opérateur de 1’équation (2).
* Dans ce cas Z(w) est l’iritégrale de I'équation (2).

En fin de compte, nous pouvons déclarer, qu’on ne peut construire, d’aprés les
-équations (88), d’autres opérateurs de I'équation (2), sauf les opérateurs (113).

La formule (113) est la formule (52), qui présente le cas particulier des formules
-(50), (51) avec w =o.

Les opérateurs & caractére trivial (7) n'y sont pas compris. Ne sont écrits que les
‘opérateurs du type (8), qui s’expriment par les m — 1 opérateurs (109), liés aux
-€quations (88).
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Quatriéme thése. — Les opérateurs & caractére trivial du type 2, X(f) seront pris.
en considération et tous les opérateurs (8) seront trouvés, si nous résolvons le pro-
bléme suivant. '

Soient m équations :

Y.()=o0, Y.(S)=o, ..., Y, (NN=o0, Y, (f)=o, (114):
XY:(f) — YiX(f) = LX), (115)-

l=1,2,...,m,
indépendantes entre elles; on doit trouver les multiplicateurs

CBur Par ves B (116).
Tas ooes Ty (117).,

pour lesquels les transformations infinitésimales :

Z()= Y eV, ‘ (118).
2= X =Yl/) | (119):
donnent des relations du type
XZ(f)—ZX(f) = pX(f) + 9Z(/), (130).

X(f)=E(). (xa1).

Leé équations (114) sont dépendantes par rapport & I'équation (2).
Conformément & (31), (34), (36), (38), (39), (40), (41), (43) nous finissons par
conclure que :

W X(N) = D &Y, + Y, (), (122)
J=1
1-
——Jp— 23).
Po== (123)
I’;o.’tl = (1)1(:?{’ :‘?s' tet? "Pn—a)’
Po"a:d),('“?w ?e’ "":Pu—a)’ (lﬂl‘)‘f

foT - ‘I)m—;(?ﬂ 'Tr's’ MR ?n~4)'
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Les identités (118), (120) donnent

PX(f) +qZ(f) = (2 ‘Akp,,> X(N) + X XG Yilh), (125)
k=1 J==1

<p— p) m> 3w = N [X)— e i, (126)

k=1

J=1 i=—1

k=1

<p—2mk> 7 = X(ps) — q¢i» (127)

J=1,2,...,m;

Xeo—ae _ Xen) = omn X(Pm)—‘”m:p_g Mepr> (128)

*Po q)‘ o q)m_i " Fe 1
k=1
. X([log(p, — WP )] = X[log(p, — B P,)] =... = X[log(s,,_,— TP, )] =¢q, (129)
O =p,; . (130)
b= Cs(bd = E_wl(?a’ Par s :Pu——g)’
pg:O(I)e:EIF-A(:Pﬂ(PN "":‘Pn~1), (ISI)
Pim—y = Cj@m—-; - swm—-l (?1 y Par - s (‘pn—-n) ’
¢ btant une fonction arbitraire des variables indépendantes;
X(loge)=g¢q. ' (132)
Dela:
m—1
\Y "
Z(f) = D) @; + W) Y,(f) + BY,(f). (133)
J=1
En vertu de la premiére these, ¢f. (72), (73), (74), (75), (76),
- . m—i ‘ r
— 2 = Y (0= W) V,(f) + o Y,(f), (134)
J=
(8]
W == ——E— (135)

-est I'opérateur de I'équation (2).
La formule (134) est la formule (50), de laquelle, d’aprés (122), découle la for-
smule (51) :
m—i
1 -
RAGED ATHERTR R (136)

J=x
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Les fonctions ®; sont des fonctions définies des arguments; leur aspect dépend’
de 'opérateur X(f). Les fonctions W, sont des fonctions arbitraires des arguments..

Puisque o est une fonction arbitraire des variables indépendantes, il est clair,.
que dans les expressions (134), (136) sont renfermés tous les opérateurs & caractére-
trivial : non seulement o X(f), mais aussi X(f), ¢X(f).

La résolution du Probléme de M. A. Buhl.

Les coefficients :

Tlﬂ T MR Tln (137)’

de la transformation infinitésimale :

s 2 2
Y =t g + o+ (138)

doivent étre déterminés de telle maniére, que soient vérifiées I'identité :

XY() — YX() = 3X(1), (139)
P X — Y e =1 Nz, (160)

i=1 i=1
¥

ou, ce qui est la méme chose, les identités
X(n) =28+ Y(E), i=1,2,...,0n. (141)-

Les derniéres donnent pour la détermination des coefficients (137) le systéme de
Jacobi des équations aux dérivées partielles du premier ordre avec plusieurs fonctions-

inconnues :
. B} A= A=
e Y, P = ) =
< + Sn = A3, + (’h + + in ’
. Yoy
' \xq \wu Ly o "
: A= A2\
v Gl - YTy 43, dZ
R I . R
g n \wn 2 ' o, ny . J ('42)
. . \z N
e Yl s S = C=n Yoy
S .. g — AZ (o
= dx + n \x " + i1 L\I:l + + in ‘\x
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L’intégration du systéme (142) demande la recherche des intégrales du systéme
ordinaire d’équations différentielles '

dx‘ . — d.fL'" . dT“ — — d'rﬁu (IZI?))
i R e U
<1 N AE P WE \ g 2
= + }_J it L\El i + i it (\xi
renfermant le systéme : .
dx dx, dx
=P = (148)
=1 ) S

avec les intégrales (3)°

o Bge ey G- . (145)
Désignons les intégrales restantes, outre les intégrales (145) du systéme (143), .par :
Sor Sar e s (146)
alors I'intégrale générale du systéme (142) aura la forme :

F (9,0 900 < v Buigs Fur ovos f) =0,

l“ﬁ(?i’mﬂ7""?ﬂ—l’ '1""’.‘71):0’ )
| fr ot (147)

Fn(?ﬂ:‘?e’ rcce ?n-—l’ 7.4' ""y.u):O

si F,,F,, ..., F, sont fonctions arbitraires des arguments.
Cela peut s’écrire

fa = 111',(?., L AREE ’?n—l)’

j— e e ,
Za = W00, 00y - 9y) (148)

7,11 - \Fn(?a’ (?I' St :Pu—i)’

si ¥,W,, ..., ¥, sont fonctions arbitraires des arguments.

Les coefficients (137) s ront définis par les équations (147), (148).

L'intégration du systéme (143) se partage en deux parties : I'intégration du sys-
téme (144) et I'intégration du systéme des équations linéaires ordinaires

cdind [T 25T
[‘-n] d.'L'" - [I‘“] Sx_’ N + ot [qn] _'*\-L.nil + [)\;4]’
SRR AT

B =] 5 |+ 2 |+ pa, i)
" d[”]'n] h '?En ] r N En 2

Eed =] 2 |+ w2 |+ ps,

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 20
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ou les crochets indiquent, que les variables x, x,, ..., x

n—

sont remplacées par
leurs expressions tirées des équations : i

TR0, By T=Chy ey G, == Col s (150)

Tn—1 n—

La circonstance, que le systéme (149) est linéaire, fait que les intégrales (146) ont
des propriétés particulieres(’). 7

Convenons de dire que la relation (4), (139) est compléle, quand A == o, et homo-
géne, quand A =o.

La relation compléte posséde la solution particuliére :

Y(f) =rX(), (151)
ou r est la fonction arbitraire des variables indépendantes, li¢e & la fonction arbi-
traire A par : )

A(r)y=/h. (152)
Au moyen de la substitution :
Y(f) = Z(f) + rX{f) (153)
on passe de la relation compléte (4), (13g) a la relation homogéne :
XL(f) — ZX(f) =o. | (154)
La solution particuliére de la relation homogéne (154) est I'expression :

Z(f)=X(). (155)

Le fait, que 'opérateur trivial rX(f) satisfait la relation compléte (4), (139) et
Topérateur trivial X(f), la relation (154) entraine une particularité correspondante
dans la structure de 1'opérateur général de I'équation (2).

Les constantes d’intégration du systéme (149) étant :

K, Kk, ..., K, (156)

1’ Cs’ M) C?t—l' (157)

Pour déduire I'intégrale générale du systéme (142) de I'intégrale générale du sys-
-téme (149) il faut, dans la derniére, remplacer les constantes (156) par les expres-
sions (148).

(") Voir les recherches de M. A. Buhl.
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Prenant en considération, que pour n’importe quelle fonction W des variables

indépendantes «,, ,, ..., x,, on a I'identité :

n’

B =T o +...+fz.n_.][‘?w]HE.,J[{:%]. (158)

dx, o, N

n—1

A\

on conclut, que le syst¢éme complet (149) posséde la solution :
(=0 =i ... W]=I[ril (159)
et, le systéme homogeéne (149), la solution P
=) m=EL . =[] (160)

Posons, que le systtme de n solutions particuliéres indépendantes du systéme
homogéne (149), qui contient la solution (160), est tel que

COVE N PREERR L B (161)

Alors I'intégrale générale du systéme (149) et I'intégrale générale du systéme (142)
ont les aspects : '

n—1
[0 = Y K[} + KIE] + [r2],
Jj=1
— K: J +K = -+ ri, ,
(] = D K] + K] + [ (162)
Jj=1
n—i
, ["]u] - E Kj[”lju] + K[E-ll] + [r’::u]‘
J=1
et
n, = 2 Iy‘j"lj; + lvn:;“ + "’C:,y
j=1
n—1
S —Vw.»f +q,": + |4
TA; - £ n<e r‘«n’
P o (163)

— V. J £ .z
"‘Iu—zq)l‘nu#wn‘-nﬁk"m'

Jj=1
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De 13 on trouve la forme de Vopérateur général de I'équation (2) :

Y(N) = N WY, + €, X(f) + X
f (164)
= E WY + e X(f),

=

ou W;, ¥, sont des fonctions arbitraires des .intégrales (3), o étant une fonction
arbitraire des variables indépendantes, Y;(f) étant des opérateurs particuliers de
Péquation (2), qui avec I'opérateur trivial X(f) constituent un systéme de n opéra-
teurs indépendants de I'équation (2).

La question de la forme de 'opérateur général de I'équation (2) a été étudiée par
M. C. Popovici(*). Il nous semble que nous avons résolu un probléme plus général,
que celui de M. C. Popovici. Les résultats de M. C. Popovici et les ndtres ne sont pas
identiques.

Chez S. Lie(*) on remarque, que les transformations infinitésimales (138) ne
peuvent, en général, étre trouvées que lorsque I'équation (2) est intégrée, c’est-a-dire
jusqu’d ce que les intégrales (3), (145) soient trouvées. C’est pourquoi ultérieurement
nous supposerons, que les intégrales (3), (145) sont connues. _ .

Nous avons U'intention de montrer, que la nature des opérateurs de l’éqﬁation (2),
étudiée par nous, et les propriétés des équations (r114) donnent la possibilité, en pro-
fitant des intégrales (3), (145) de 1’équation (2), de construire, sans intégration du
systéme (14g), tous les opérateurs de 1’équation (2).

Nous construirons nos raisonnements sur le schéme suivant.

‘D’abord nous chercherons toutes les équations linéaires :

. L LR L
V(f>:o‘0.7£ +OQ0£ +...+0“—D—g-[—:0, (165)

qni ont chacune, avec 'équation (2), (n — 2) intégrales communes. indépendantes,
autrement dit, les équations (165), qui satisfont I'identité :

XV(f) = VX(f) = 1X(/) + & V(). (166)

Plus de n équations indépendantes (165), comme on sait, ne peuvent exister.

(**) C. Porovict, Sur les fonctions adjointes de M. A. Buhl (Comptes rendus, t. 145, 1907,
p- 749)- o
(*) S. Li und Fr. ExcEeL, Theorie der Transformationsgruppen (Leipzig. 1888, B. I, S. 143).
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Celles des équations trouvées (165), qui dépendent visiblement des autres, seront
d’abord laissées de coté. Des équations restantes nous détacherons des groupes de n
équations indépendantes :

Vi)r=o0, (=0, ..., V, (=0, V,(f)=0o, (167)
. XVi(f) = ViX(f) = NX() + w Vi), (168)
il=1,2,...,n
et
Vi) =0, V,(f)=o, ..., V_(f)=0, X(f)=0o, (169)

XVi(f) — ViX(f) = WX() + w Vi(f), (170)

I:: ',2,...,(/1‘— [)9

-conduisant aux groupes des opérateurs indépendants :

V.0

V.(/) ”““,nmzvmymm

Y.(f)= V)’ 7 Y"_‘(f):V_(w—

n—i Il—-i)

Les w; sont les intégrales de I'équation (2), qui ne satisfont pas les équations
Vi.(f) =o0, ni

v Y% .
L= Y= v ==l s am

w; étant les intégrales de I'équation (2), qui ne satisfont pas les équations V;(f)=o.

En appliquant les formules (122), (134), (136) ou, ce qui est la méme chose, (43),
{(50), (51) aux opérateurs (171), nous construisons tous les opérateurs du type (8) de
I'équation (2) et les opérateurs a caractére trivial, non seulement p X(f), mais aussi

X eX()-

Le groupe des équations :

V.()=o, V,()=o, .... V,(/)=o, _ (173)
indépendantes entre elles et par rapport & I’équation (2), améne aux n— 1 opéra-
teurs :

_ v _ Y.\ _ Vo) :
Y.()= V.00’ Y,.(f)= Vo) Y:L-.(.f)—m, (174)

si les w; sont les intégrales de I'équation (2), qui ne satisfont pas les équations
Vi(f) =o, indépendants entre eux et par rapport & I'opérateur trivial X(f).
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En appliquant la formule (113) ou, ce qui est la méme chose, (52) aux opérateurs-
(174), nous construisons tous les opérateurs du type (8) de I'équation (2), qui peu--
vent étre exprimés par les n — 1 opérateurs (174).

L’existence des systémes (167), (169), (173) sera démontrée.

Il est clair, que d’aprés I'opérateur général de 1'équation (2) on peut écrire immé-
diatement I'intégrale générale du systéme jacobien (142). :

Au lieu des équations (167), (169), (173) on pourrait considérer les opérateurs.
correspondants, mais il est plus facile d’avoir & faire avec les équations qu’avec les
opérateurs : premiérement, on n’a pas besoin de prendre égard aux multiplicateurs.
des équations; secondement, les coefficients des connexions, qui lient une équation
avec les autres, sont des fonctions des variables indépendantes, tandis que dans les:
connexions équivalentes, qui expriment un opérateur par des autres, beaucoup des-
coefficients sont des fonctions des intégrales (3).

Considérons les équations linéaires homogénes aux dérivées partielles du premier
ordre :

K =0-L oLt g
= [+4 . o =
‘ ' \ : \xﬂ nax"
ou
/ of of
2, 2, ’ ’ 2z,
a‘?l L\:‘?I DYI
xx,’ e, ’ ’ 2z,
KN )= .o iiei il | =0 (175)
J ‘Pu—a N Pn—s J Prn—s //
&, &, ’ &,
u du u
- e, ’ 2, ’ N
ou encore
K(/f) = D(f, 900 94 oy Gpsr 1) —
I N — ’
D(I,, xz’ M "wu—i"l’:u)
avec
J— Jj—1 D(?i'?z‘ "":?Nfz*u) (' 6)’
2= (—1) - . 7
D@,y iy iy - n X))

J=1,2,...,n
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Considérons aussi
M 2 o
L(f)ELn—l(f):nBa Dw +t82 D.'l? ++¢Bn D.T :0’
1 2
of o of
ax,’ a,’ Y o,
09, 9, 29,
e, o, U x,
L) = . i =o0, (177)
Dy 09, 09, _,
2, a, ’ ax,
D P hJ
ax, " e, ’ 2,
L(f)_:D(f’:?c'?e""’q“‘n—-i‘v):0'
’ D(xc » &gy oo vy Ly
J— J—1 D(?c‘?z’ “":lr’n—:’v) (I 8)
Bj=(=1) ' 7
) D(z,, ...,z _,, :cj+,,...,ac,,)
j_—_l,2,...,fl,
-qui ont les intégrales communes :
?1 ’ CP:’ cety c?u—z (179)
-et, en sus, une intégrale : .
u=y9, ., v (180)
pour chaque.
Les intégrales :
CPH (!72’ A | C?n-—e’ C?n-c =u ) (181)

sont considérées comme données. L’intégrale v est une fonction arbitraire des varia-

bles indépendantes, mais telle, qu’on ne puisse ’exprimer par les intégrales (181) :

00 9o - s Puar W) - (182)
Les transformations infinitésimales K(f), L(f) satisfont I'identité :
KL(f}— LK(f) =2K(f) + wL(/), (183)
KL(u) = uL{u), LK(.v)V = —1K(®). (184)
En introduisant la notationlr
b= = ll))((l;“xf s Fuear V)

e Xy o T, ‘ (185)
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nous aurons :

i) = gt o L= 1) = gt )
K@) + L(u)=o; (187)
K@) =po,  L(0)=—lo; (188)
A= —L(logw), u=K(logw); (189)
KL(f) = LK(f) = L(log ©) K(f) — K (log &) L( /), (190)
O‘: —:—)(”). (191)

(**) Premiére remarque. — En disposant des relations (189), d’aprés le premier théoréme
de notre Mémoire, marqué au renvoi (*), nous venons 4 la conclusion, que le systéme :

I 1
GH=—K(N =0, HY)=—L(H=o
est en-involution. Ce résultat est une conséquence immédiate-de 1’identité (183)-et des rela-

tions (188) :

n

Y K@) — L) Z (ha,

h=1

Iz

o[K(#,) —L(z)] = ﬁhK(w) —,L(0),

h:l,z,._.,n;

(2 =1(2),
w w
h=1,2,...,n.
Seconde remarque. — Si v est tel qu’ait lieu la relation :
p=K(logw)=o0, K@) =0, o=1(g,9,....9,, 1),
alors, comme on voit d’aprés la premiére identité (186), v est une solution de I'équation =

K(v) - ——'ﬂ(?ﬂ Fao

cte "?n——:’ ll),
et le coefficient :

A= —L(log »)
de la relation :
KL(f) — LK(f) = 2K(f)
est I'intégrale de ’équation (175).
En effet, ayant substitué dans I'identité précédente f = log w, on trouve :

K(Llogw) = o, KO) =o.

—w, (186)
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Avec I’équation (175) nous avons construit I'équation (177), ayant mis au lieu de

lintégrale 3, , la fonction arbitraire v. En remplagant, dans I'équation (175), les

intégrales :

© . © © P
Par Par - Pu—ar P

par la fonction arbitraire v, nous obtiendrons les (n — 1) équations :

D ,U, e '37"" n—:’{pn—l)
L(f) =220 ¢ ¢

=o,
D(x,,x,,...,z,_,,x,)
N D ’/F ’ b .1 AR ) —g ) Y—
L(f) = ({)v. LA JTRERTE JTE I
(wl’x!7 ""mn—i’wn)
D .: y’v”""‘!”._,‘;v
L"_‘(f)= (I‘; Pis Por Os Yn ) —o,
(ac‘,a:,, ""xu—x’wn)
auxquelles sont attachées les fonctions :
© = D(?UU’ :?1’ ?3’ M q’n—l’ c?n—-x) = o,

' D(x,,x,,...,x,_,,x,)

— D((‘?g’ :PUU’ tha’ c (f‘n—z’ ?n-l) —
D(x,,x,, ..., x

Dt #0590 Far - P ®)
(oll—.l _ D(xu wa’ tee xn—l’ wn) - m( )'

Par le multiplicateur de Jacobi M :

M— (_ 1)j_‘ D(CP;, Posr o v o an——i) _—_i
&j D(‘TU'-wwj—-c’ xf‘*—"""w") Ej

J=1,2,...,n

I'équation (2) :

PR
X(f)—‘g;'j&?‘i‘h.,‘sw—"}‘---'{‘ansx—n—o

se réduit 4 la forme (175)

X() =3 KU

(192)

(193)

(194)

(199)

(196)

(197)

(**) Les systérﬁes :
GN=—K(H)=0, H()==L(=o,

si ¢ est un des nombres 1, 2, ...,n— 1, sont en involution.

Fac. des Sc., 3° série, t. XXIII.
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par un autre multiplicateur de Jacobi N elle se réduira a

: 2 of A
EN)=v Tyt Fhug =0

of of of
2, ' R dx,
L, 2, A,
2, ax,’ v 2z,
E(Mf)=|.ccoviii =o0
D 4‘"—! D '!JTI'-S (\ 4‘"—!
ax, x, 2,
o N ot
x,’ o, v dx,

S D(f’@l".bs’ """pn—-g’t)
E() = D(x,, &, ..., &, .

n—1° n

"!’; == (bl(?i’ ETURRERE Swe u)‘
"1’12 - (I)s(?i’ ?:’ trt (‘?n—s’ ll)’
q’u—: - q)n-e(?l’ Par v v0 Pu—ss ll),

p— — o 0 .
t "Pu-—; q)n—-l(‘fi y Por o000 Yn—a ll),

Q= D(®,,d,,...,P,_,)
D(?{’?ﬂ ""{'?n—g)

J=o.

Il est clair que :

E(f) = QK(f),
N = :(— ])j‘—‘ D("X”A ’ "!’S’ 2 "!’7,‘.4) lj'
g D@, .o a s Ty o5 ®,) &

J=1,2,...,1n

= B BTk

= QM,

(198)

(199)

(200)

(201)

(202)

(203)

Pour former le systéme, analogue au systéme (175), (177) renfermant I'équation

(198), il faut joindre & la derniére I’équation :
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F<f>—ai+ VoY

tax, 5 o, T *x,

A of A

da,’ 2, ’ ’ 2z,

oY, oY, oY,

, ’ xx,’ ’ x,

F(=| .. =o0 (204)

b ‘LH—Z a kP'I—l . b LP"—Q

dx x, ’ 2,

w L) W

x,’ x,’ " x,

Py DU ) _

053
D($‘; xg, ‘. "xn-c’xu)
yf \Y o
o, o, v 2,
()'-"r“ D?h, i
n—Ii n—1 —1X N I a I) (\T. ’ a_w’ ) c ey bmn
: P «
C e L 205
FHN=Y Y .. TR e (205)
A=1 =1 )\,,_,—-1 D?Xn—z qun . DCP‘A"_,
{ e, T T,
L) A )
dx,’ ' U 2,
L,D@®,,,..., D D(®,,D,,...,D,_) D(®,.d,,....P,,)
=(—1 n—sg ' s n— : F(—1)® ) Th—s L’ Ve 1 L] n—2 Ln_i(f)zo.
) D(s,, 94 00y 9,_,) LN+ D(.g,, Byrens Guy) ) D(9,, 9ys voes Pps)
Le systéme d’équations :
E(f)=o0, F(f)=o (206)
posséde le caractére :
EF(f) — FE(f) = F(log ©,) E(f) — E(log G)) F(f), (207)
1
0, =—, (208)
w

1

0, = wpr =F(f) = —E() = 2 bo b - by V)

D(x,,x,,...,x,,,x,)

= Qo. (209)

n—i?
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Les équations, analogues aux équations (193), sont

F.(f) — D(f’ v, "!’5’4’3’ ct “}"n—a)

D(wl’ xz’ st wn—i’ wn) ’

F,(f) — D(f’ l‘Pa’ v, 'J/a’ ) "l/n—;)

D(x,,x,, ..., x,_,,%,) (210)

) Fn ,(f)_ D(f’ "'{1"‘}’5’ """Ln—a’v)

D(x,,,, ..., %, ,,%,)

c’est-a-dire

D(®,,D,, ..., P, , D(®,,®,,..., D, v DD, D, ..., P,_,
D(¢,s ¢5» e0r @ )) LU= D((o Dy ey @ )) LN+t (=) D((p Ggy oeer @ ))
D(®,,d,,..., D, ) D(®,.®,,..., D, ) . D(@®,,D,,....D,_)

. 4 3 n—1 L’ + 1 3 n—1 Lg 4 (—1 n—3 1) T30ttt Ty
D(CP’, cPa’ ceer :Pn—i) (f) D(?q‘ ?3’ R ’n n—n) (f) ( ) D(’FU ff’;' T c?n—z)

Ln-—;(f) =0,

L.(/)=o,

(_—' 1 )7?—2

D(®P,,d,,..., P, )

s D(®,, D, ..., D) D(®,, D, ...,

L(f)+ ...+
D(‘P:? :PB""’ t‘Pn—a) D(:?l’ (Ps""’ ‘Pn—a) (f)

Ll(f)+(—l)

D(:Pt’ Par ver :l{a"_’)

Attendu, que les coefficients de L,(f), L,(f), ..., L,_,(f) dans les relations (210)
donnent un déterminant différent de zéro, parce qu’il est réciproque par rapport au
déterminant (200), les systémes :.

F()=o. K=o, ..., F_()=o (arry

et

"—‘!) LII.—-l(f) =o.

L(f)=o, L(f)=o, LR L_.(f)=o (212)‘

sont équivalents.

De 14 suit que les équations (211) et tous les multiplicateurs de Jacobi, sauf M,
peuvent étre laissés de coté.

Considérons le systéme :

X(f)=¢K(f)=o, Y()=L({f)=o, (213)
en entendant par L(f) l'un des ,
LN, LU, .. LN (214)

En vertu de l'identité (190), qui est juste pour tous les L(f), le systéme (213)
posséde la propriété :

XY(/)— ¥X() = L (1og = ) X() — ¢K(log &) Y() )

Il

L (10g 3) X() + K tog ) Y1) (a15)

’ L<log%) X(f) + X(log &) L(/).

s
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Quand v est tel que :

K(log w) =F o, K(w)Z= o, X(w) ZE o, (216)

comme opérateur de I'équation (2) on peut employer l’exp'ression :

Y(f) _ L) _ LW (a1
Y[O(CAD‘, MR an—z’u)] L[e(q’i’ M cpn-—:’u)] D_e ’
w
ou 6(p,, ..., 9, _,.u) est une fonction arbitraire des intégrales (3) de I'équation (2),
qui dépend de u :
26
™ (218)
Si
K(logw) =o, K(w)=o, X(0) =o, (219)
LYexpression :
Y(f) =L, (220)
est 'opérateur de I'équation (2); en méme temps
u
Y[e(?ﬂ MR an—a; U’)] - L[@(:pl, e Ppgo u)] . ﬁ“‘” (221)

est 'intégrale de I'équation (2).
Les opérateurs de ’équation (2), étant multipliés ou divisés par des intégrales de -
I’équation (2), restent opérateurs, c’est pourquoi au lieu des opérateurs (217), (220)

nous prenons l'opérateur :

LU

" (222)
Les équations (212) donnent les opérateurs :
L) L) L,_.(/)
) ) e — (223)
w ® ) o

Nous n’avons plus qu’a résoudre cette derniére question : Quel est le nombre des
-équations indépendantes dans le groupe, constitué par I'équation (2) et les équations
telles que (212), ot v, en chaque équation, prend toutes les valeurs possibles.

Ayant d’abord accepté dans une des équations (212), pour étre précis, dans la
.derniére :

Ln——l(f):]"(f):‘0> . (22[;)
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v, . (225)

v,, U

N 29 ceey

D(,,v,,...,v,)
D, x,,...,x,

o, : (226)

nous présentons la question, en indiquant les équations correspondantes par:
LY(f)=o, L¥f)=o0, ..., L"(f)=o, (227)

s’il existe des fonctions (225), dont les équations (227) sont indépendantes?
Pour cela on devra examiner le déterminant R

D(?A'?ﬁ"“’?n—z’vi) D((" ’.z""‘c‘?u—'z‘va) D(‘PN .s""’c‘?n—n’vl)
’ y oty
D(‘/E 4 x LA wll—l’ ‘Tn D(wl’ 3y e wn—l’wn) D((E', 2? "'Ywn*s’ wn—i)
D(" ’AZ"”":ID/L—S'UQ) D(?U?n' "’C?nee’vs) D(:P‘, "P:’ ...,C?n_’,'l)’)
’ ') seey
D(.’D!, 37 " 'Tu~—|’ :L'”) D(J/", wa’ R .’L'”_” .’E”) D(.”B‘,.'L", s mn—g’ wn—d) N
D(’J‘J!, “fe’ " T')n—a’vu D(?l’?e’ cc ’“Pn—!'vu) D(?n (Pz" Y‘Pu—:’vn)
’ LR
D(xgﬂ 39 *° a:”_,,w” D(xl7a:3""’xllfi7wll) D<w|’wq""’wlt~l‘wn-l)

ou

L) %ygr * %
@, o 3
21 g2 crt n (
R= . 228)
Ly &gy i Lpn

En décomposant chaque élément :

a D(c?l"?l""’nn—l’v?)
0; —
/ D@, ..., %, Tyyy o5 T,)

=1,2,..,0; J=1,2,...,n

, (229)

O

d’apres les dérivées dé la fonction v,,

v, (vo . v, . v, w, LT
a?j_(—l)[ 4]\ +(_I)A + +(_[)] _] 4,]3 +(_I)JC T+"'+(—I jnawi

JyJ+a
J 1

avec un coefficient évidemment nul pour la dérivée de v, par rapport & x;.

De plus
Ase et — G, c =1, (231)
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-sont les déterminants de la matrice :
29, 99, 29, 20, 2 29,
!’ Y DY Y ’ ’ dx
X, LZE, c.’L'j_, [ o, C,
D?s ‘\(P: ‘\C?s \‘Ps 4P, a‘p:
xx,’ xx,’ o, Myt g, Y (232)
J Pu—s CPn—s J Pr—s 4 n—e Q Op—s J Pr—a
£ ’ A b
, ' x, T, o da 2,
-que 'on obtient en barrant les colonnes ¢, T, nous remarquons, que :
Bn—1)n .
R=(—1) 2 D(v,,v,, ..., v,) S i3
= (— ) .S, (233)
(¢, ,, ..., ,)
o, Cn’ Cls’ ’ 1,n—1? Cm
Als ’ o, 23 ’ 2, n—1? an
5= Als ’ Am ’ o, ’ Cs yn—1? C:m ‘ (23[‘)
Am ’ Am ) A:m ’ ’ An—; s o

Le déterminant S est un déterminant symétrique gauche, c’est pourquoi on ne
peut fort souvent disposer les fonctions (225), (226), par rapport auxquelles les équa-
tions (227) soient indépendantes.

Essayons de prendre les équations :

L) =

D(f,'U’,‘J..‘a’,C?a,..

© .
) Pu—a> ‘.‘n—l)

D(x,,x,, ..

a D(f, 9,.0,. %y, - -
1) = VRIS

°? xn—a N wn

° ?n—z’ q’n—n) .

M xn—« ’ xn)

°? wn—« ’ ril)

) M )
M Cfn—z ) U n—4

D(x,,x,,
(n—1 D( » Y19 Yoo Pao - -
L) = fD?x ?x ¢
(n) - D(f’ ?4"?”‘?3"'
L® ()=

°) (Fn—i ) vn)

D(x,,x,, ..

D(v,,v,,....v

b xn—i ’ :E")

D(x,, x,, ...

vn :,: e(vn—i’ CPU ?z’ .

.
b Cfn—i) ’

:0".

(235)

(236).

(237)
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qui donnent les opérateurs ;

1) 2 n—1i
LY L) L) LY,
Yl(f)E () Ys(f): @ 2 Yn—g(f):_T—? YILZ—W—-’ (238)'
® ® [0) )
; D(g, 9,5 @ ---r® v;)
[£) J— Tn—1) Y19 Yo s Opgs Ui
D(./L', ) x:’ c ey xn—l bl ") ’ : (239)
possédant les propriétés
. L(,')(’f’ﬂ) y L(:> (%) . L (2,-)
l(c?l)_ _Jl)— =1, i(‘fz)— T =0, tee l(?lt—l>: _w(l)— =0,
“(3.) L:(2) , L (3,-)
Ys(‘?a) - T =o, Y (‘fg) - w(z) =1, ) \z(\?u—i) - (012) =o0,
L") L") o)
Y @) =—mn— =0 Y @G)=—mm—=0 - YV G J)=—pmm— =1,
LY, (3) LY (2) LY (3.
Y"(CP‘) =M =0, Yn(q’z) == (@) =0, ..y Yn(?n—;) = — 1.
w w o w

11 est facile de voir, que les équations (235) et les opérateurs (238) sont indé-
pendants.

En effet, si 'on avait I'identité :

QLN + QLN + - + QL LN + QLY (=0,  (4)

1t T n—1 % n—1

alors, en substituant & la place de f:

Pur P o Fama (242)
on verrait, que : .
Q,=o, Q,=0o0, ..., Q,_,=o0; (243)
en substituant a la place de f:
G ; (244)
on obtiendrait : .
Q,_,o" ™+ Q0" =o. (245)

. L’identité (241) se réduit a identité :

L LYW

n—1

o= o™ ’ h (246)




PERMUTATIONS D’INTEGRALES. 171
qui n’est possible qu’avec la relation :

vu = e(vn~4 ’ :PH q’s‘ cre :Pn*s)’ ) (247)

mais cela contredit hypothése (237).

Les équations (235) et les opérateurs (238), construits par elles, sont donc indé-
“pendants.

Considérons les équations :

1 2} —1 .
L) =o, L'(N=0, ..., LT(N)=0 X(f)=o. ' (ai8)
Elles-mé&mes et les opérateurs correspondants :

L) L) L")

2 n—1

Yi(f):—_‘:;?r)_—’ Yz(f): w(ﬂ) ’ AR 4 Yn«a(f): —:JW_! X(f) (249>

sont aussi indépendants.
En substituant, dans l'identité :

RY,())+ B Y,(N+ .. + R Y, (/) +RX(f)=o0, (250)

au lieu de f, les ¢,,9,,...,9, ,, nous nous convaincrons, qu'elle n’est possible
que, quand les coefficients

R,=R,=...=R_,=R=o. (251)
Ainsi donc, les opérateurs :

Y.(f), Y.0), .o, Y () Y., X (252)

satisfont aux conditions des opérateurs (24), (32) et (53), (60), les équations
LY=o, L'(NH=0, ... L()=0, LI ()=o0 (253)

aux conditions des équations (114).
Les opérateurs :

Ya(f)’ Ye(f)’ M Yn—-i (f) (254)

possédent les propriétés des opérateurs (174) et les équations :
L(f)=o0, LO()=o, ..., " f)=o0 (255)

les propriétés des équations (173).

Fac. des Sc., 3° série, t. XXIII. ]
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Nous avons le droit de mettre & profit les formules (123), (134), (136),

est la méme chose, (43), (50), (51) et la formule (113) qui est la méme qu
Mais, avant tout, déterminons les valeurs de c,: )

T X
Co=""> T, 5 0,
A

i = un des nombres 1,2, ..., n,

d’aprés la relation :

a

X)) ==Y () +=Y,)+ ... + 7Y, () +=Y,().

Ayant substitué dans I'identité (257) & la place de f, les G By o es D
nous viendrons 4 la conclusion :

T, L =T, =

o,

ﬁn 7:Il—

ki

I

1 ’

XN ==Y,NH—=Y.,\N}-

Donc ¢, a deux significations

ou ce qui
e (ba2).

(256)

(257)

—2 et <Pn—| ’

(258)

(259)
(260)

(261)

Ayant substitué dans (260) & la place de f, les v,_,, v,, nous obtiendrons pour =

deux expressions identiques

. X (vn~—4)

X(v,)
= 1rn (vn—l)

et = —
’ Yu—i(vn)

Les multiplicateurs = et ¢m, dans les expressions (260), et
X)) =em{ V(N —Y,.(N},
ne sont pas, en général, des fonctions des intégrales (3).

Les relations (122), (43) :

n—a

W X(N) = ®,Y,(f) + ,_,Y,_.(f) + Y.(f)

Jj=1

sont équivalentes & (260)

WX =—X(N=—Y,_ () + Y,(N).

~(262)

(263)

(a64)

" (265)
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De 14 résulte, que :

= o, b L=—1. (266)

n—1

b, =0, =...=0

n—e

Les opérateurs Z(f), construits d’aprés les formules (134), (50) et les formules
(136), (51) qui en proviennent, sont tels que

Z() = D WY, () + o Y,(N—Y, (N} (267)
Jj= ~ : ,

Z(f) = X, W,Y,(f) + wp,X(f). (268)
Jj=

Les formules (113), (52) donnent les opérateurs
n—i
Z(f) = N WY,(f). | - (a6g)
Jj=

~ Appelons le multiplicateur A de la relation (4) multiplicateur affectant de Y'opé-_

rateur (1) par rapport a I'équation (2); les opérateurs (1) avec multiplicateur affectant
A = o seront nommés opérateurs définis.
Ayant trouvé la solution de I’équation

X(r)=1x (270)
c’est-a-dire la solution particuliére : (
r=r, ' ’ ’ (571)
et la solution générale : » )
r=r,+0(9,, %9, s 9,_), (272)

avec 6 fonction arbitraire des arguments, nous tirerons des opérateurs (1), satis-
faisant la relation (4), les opérateurs définis par la formule :

2()=Y(\) +rX(), (273)
XZ(f)—ZX(f) = { r»—=X(n) | X(f) = 0. (274)

Les opérateurs définis (273) donnent la possibilité de construire des opérateurs (1)
de chaque multiplicateur affectant %  I'aide des formules :

Y(f) = Z(f) + rX (/). (279)
X(r)=>, (276)
XY(/f) = YX(f) = 2X(f). (277)
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De ce qui est dit, suit, qu’entre les problémes de M. A. Buhl et de S. Lie, des-
quels nous avons parlé au Congrés international des Mathématiciens & Bologne(**),
existe un rapport réciproque simple.

Probleme de M. A. Buhl. — Trouver les lransformations infinitésimales :

Z(f), (278)
qui satisfont a 'identité :
XZ(f)—ZIX(f)=o. (279)
Probleme de S. Lie. — Trouver les transformations infinitésimales :
Y(f), ' (280)
définies par la relation :
XY () — YN() =2X(), (281)

avec » fonction arbitraire des variables indépendantes.

11 est clair, que :
L) =Y({)—rx(). (282)
X(r)y =1x. (283)
. L’intégration du systéme (142) de Jacobi peut étre simplifiée, si I'on scinde son

intégration non pas en deux, mais en trois parties et de la maniére suivante.

Ayant recherché la solution particuliére (271) de I'équation (270), effectuons dans
la relation (139g) la transformation :

Y(f) =Z2(f) + (). (284)

La relation (13g) ira vers 'identité :

XZ(f)— ZX(f) = o, (285)
. o of

Z(f)_Z‘LT{E—‘+Z,Dwg + ... +Zn D,’L'", (286)

z; =, —rg, Jj=1,2,...,n (287)

(*Y) G.PrEIFFER, Quelques additions au probléme de M. A. Buhl (Atti del Congresso Inter-
nazionale dei Matematici, Bologna, 1928, t. III, pp. 45-46).
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. et le systéme de Jacobi (142) sera remplacé par le systéme de Jacobi plus simple. :

2z, 2z 2% dE
S B . Rt B N .
2 dx, e, Yz, ",
z z A% dE
z 2 = 2 __ ] bt}
SiT—— + <, =z,— + +z, )
', 2, tox, 2x, (288)
hF4 R4 dE 32
n = n n n
5 z z
) Qe Tt dx, t e, Tt e,
-dont l'intégration exige la recherche des intégrales du systéme :
dx dx dx l
— 2 ____ —_ 2
== =t (289)
o1 Qe n
et du systéme :
dz P: A%, ] " E,
4 =1 1 ¢
— =z =14z + .otz
(5] dz, Lo, 1w, | : Lo, |
dz RIS :I 708, 7] BRI
2 =2 ®2 s
{&,] =z = |+z + ... +z ,
" dx, L de, *L o, | "Lox, | (290)
dz R ] %, 7] 23, 7]
|4 n o =n =n
[;n] =2z, +| = |+ +2,| |
dx, de, dx, | ox,
-ou le crochet L ] indique, que x,, x,, ..., x,_, sont tirés des équations(**)
¢, = Cl’ P — Cz’ cerr Pu = cn—4 * (291)

(**) Remarque. — Une solution particuliére de la relation (285) est ’expression :

Z(f) =X(f);
-c’est pourquoi le systéme (2go) possede la solution :
24:['54]’ za:[ag]’ Tt anfsn],

laquelle permet de réduire I'intégration du systéme (ago) a lintégration du systéme des
n — 1 équations linéaires et & une quadrature.
Une telle transformation s’effectuera de la maniére suivante.

L’'intégration du systéme de Jacobi (288) est équivalenle a I'intégration du systéme des
£quations différentielles ordinaires :

dx, _dx, dz, . __ de, @
TR Ty, e Ty, E °°
Zz——— Zz,.a——

F @,
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Le but principal de nos recherches était de construire le plus général opérateur:
de I'équation linéaire homogéne (2) aux dérivées partielles du premier ordre, d’aprés.

D’aprés le systéme (289), & I'aide des proportions dérivées, composons le systéme :

» 3
da:l — — dwll —_ ;4 — — d;ﬂ
T T TE T L O T T (B)
=1 G 2 B Yy 2 r %=
T, T,
Les systémes (a), (8), sil'on fait la transformation :
— A 2 .z '
z,=%u+1,, dz, —udi, =& du + dv/,,
" - r
z,= 5 u+1,, dz,—udi, =¢§,du + dv',,
- * ol
Zu— “n— u + 1 n—i? dzn 1 Ud‘-n—i ‘;n—i du + d.rl n—i?
— &
z, =%,u; dz,—ud, =&, du,
ou
’ ot i
7]1’ ,13! ree 717:—1’ u
sont des fonctions nouvelles, donneront le systéme
on! 4 !

dxl — . d‘rn—i — dwn —_ Eidu + dq . — ‘-m—adu + dT‘ n—1 ___ Endu
bl - r - ol - T e T/ — r
gl ;IL—i ) ;n 2 ,']! D‘Ei Z TI aE-u—-q 'T, )En

P e, ", " e,
ou I'indlce de sommation i variede 1 an—r1.
Ce systétme, moyennant
2 13
Seo g S g S L=
= T S X 1 cery TR T T s E — Y
n =n Sn n
est équivalent au systéme :
! i
dwl _ . dxn—a d(l}” d 4 _ d"] n—1 — du
! n! - —_— 7 o
Ei ® n—1 I Z ’ D“A Z,r!a&u—l 2 ' DU
LN —
F Y Ha,
Le dernier se divise en systéme (289g), systéme :
' — \2! ] 1
dY‘ 1 B% 1 'f' + _+_ ’_ b& 1 'fl'
- I st n—a?
dx, | oz, ] |_x,_, |
! — [ — 1)
dTI s ___ DE 2 N + + DE ] '
d — L dx L QX N -2
xn ¢ 1 ¢ n—y -4
! [ zr ) [— ' b
d"] n—4 ___ B%n_; ' + 4 aEn_n a'
- Ty )Y | n—a
dx, _ x, | | x, _, |

et en la quadrature :

du 1) ' AL ' va '
o Kol e Bl (R el L
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les intégrales de 1’équation (2). Cette tache est remplie. Nous ne croyons pas superflu
de résoudre la seconde tiche, dont nous avons déja fait mention(*®) : former d’aprés
I'opérateur (268) les expressions des coefficients de 'opérateur le plus général (1).
Par cela méme sera trouvée U'intégrale générale du systéme jacobien (142).

Puisque :

) Lm(f) I : 2 ; D(v o ¢
Y.(f)= = W E p<l) .;f.. (ﬁ(l):(_l)]-i (V) 945 Par v+ Puas Pua)

o T W : v dw, T D(&,, @y ves s Ly e &)
=1
(2) :
Y (f) — 3 S'{‘_)_ — 1 2‘ B(’) Df p(l) ( ))-4 D(")i » Ugs D3y ooos Pu—g> q'n,—a)
o\ w® w® dx; 3j D(,, @y ey By Ljyys 2oy )
..................................................................................... (292)
L(n 1)(f) n )
Y (f\, — R—1 — ! E {3("—“) ‘\_/‘ (j(’l—l) . (_ I)j——l D("."'l’ Dar Psr oo Pu—a vn—x)
— J n— n— —1.j ’ Cn—1.i N ’
n—1 ™ R n—r.j ‘\a;j n—1,j ])(,1,‘ , X, s :1;]_+“ ey mn)
L(n) n
Y (f) — "——'<f) — ! Z 3(") Df f (n) — (___ [)]'——'1 D(’?l *Por Pyoeeer Pueo vn)
n o™ D) 5 R oD@y, ek, e, )
0)(i) — D(‘Du 10 P “i. s Pn—g vi) (293>
D, z,...,z,_,,x,)
l=1,2,...,Nn,
alors ,
b n—i1 n
Z f _ vy Y 3 o o o A
']] D(L’ w(k) ! " kj \w ‘.vj aw (29 )
Jj=1 k=1 Sf=1 Jj=1
et, par conséquent, les coefficients de 1’opérateur le plus général (1) sont
n—i ‘ -
- ko)
—E "‘_ 'Bkl +PE"
n—1
e g
Ny =— (k) B, +e¢ ra ’
g i ) (295)

Les expressions (295) représentent I'intégrale générale du systéme jacobien (142).

(**) Pages 158-15q.
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Calculons le multiplicateur affectant % de I'opérateur (268) :

Z(NH) =Y, ,Y,(f) + :X(/),
j:

XZ(f) — ZX(f) = 1X(f)

de I'équation (2).
De I'identité (215) résulte, que, pour les opérateurs
20— L)
w
i=1,2,...,(n—1),
ont lieu les relations :
M
X2 — 2X() =12,(log ) X(/),

i=1,2,...,(n—1).

C’est pourquoi les maultiplicateurs affectants A, des opérateurs :

L)
Y,() = a2,

XY, () =Y, X() = ,X0),

J=12,....(n—1),

en vertu des identités :

M

XY,() =YX =Y, (1og 27 ) X(1),
J=1,2,...,(n—1)

sont tels que

M
A=Y, (log oo )

J=r1,2,...,(n—1).

Le multiplicateur affectant de 1'opérateur (296) est égal 4 :

n—r n—r1

M
A=Y WL+ X = W’Y’(l(’g?ﬁ) X0,

Jj=1 Jj=1

(296)

(297)

(298)-

(299)-

(300)

(Bor)-

(302):

(303).

(304).
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ExempLE.
Prenons 1'équation :
o of A '
X =, —+x R d =o, 305
)= g+ g @ (305)
dont les intégrales indépendantes sont :
m wS wu— ‘
% (E_‘ ’ ¥ = —‘,;_’ ’ Py = x (306)
Le systéme de Jacobi (142) devient
d 7, Q1
47, Iy ch,
r,—4x,— 4+ ... +x —+ =)Lz s
Pz, + * dx, + + "x, o
N d )
¢ .'l’ "‘q’ qﬁ
x ... X, —— = A, s
ac‘ oz, + o, + + ox,, 7 “(307)
d D -
“"]"_.l_x"?l”_*_._._*_x"(_q_"_:)\xn_*_»r‘",
oz, ox, ‘x,
r=n(x,,x,, ..., %,). (308)

Son intégration exige, sauf les intégrales (306), la recherche des intégrales du
systéme d’équations linéaires :

dn
x"-d—x‘-': "], + C‘ xn )‘ (c‘acn, Csmn’ M cn_awn’ wn) ’
n
dn
" dgc’ = M + ciwn)‘(ciwn’cg‘rn’ . "cn—awn’ xn)’
n
................................................. (309)
dy,_
n d;/' P = nn_l +cn_;wn)‘(64xn’ c:mn’ e cr—iwn’ wn) 4
n
d S
x"# = M + wn A (clx"’ cgwni M4 cn-lxn’ wn);
n
N Zz, Na z N L n
L= W=y, ~—2W=y, ..., 2=t Teaw_., T w_
.’17" L, foo X, L, fa> ’ Xy Z, Tt wn W T (3l0)
Tn /X x z dt (” '
W:f")\k—’t, Lty ..., ety t>—.() (311)
L, Z, Z, t

(*") L’intégration doit &tre faite par rapport & t, et alors il faut remplacer ¢ par z,.
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En vertu des relations (148) les intégrales (310) sont des fonctions arbitraires des
intégrales (306)

Ylizwiw +wn‘”n oy Nay :wn—ay‘/ +wnwn_l’ ”rlrz:wnw_i_xnwn’ (312)

,, w,, ..., w, étant des fonctions arbitraires homogénes de dimension nulle.
L’opérateur (1) de I'équation (305) est

oy oy Y af ,.
Y1) =, (5 + g+ o+ + o)+ WXL 619)

Le systéme de Jacobi (288) se distingue du systéme de Jacobi (142) seﬁlement
par ce que k ==o; de la résulte, que 'opérateur (286) se déduit de I'opérateur (313),
lorsque W = o,

_ A A A UN.
Z(f)_xn <wl$;— +m2$l?_; + M +wn—4 amn_‘ + )na_w"'>7 (314)
Y(f) =Z(f) + WX()). (315)
D’aprés (284), comme on le voit facilement,
X(W) =). (316)

L’opérateur (313) peut étre écrit

r o N d . ‘
2() = 2,(Oia 4 Gyt o £ O, T ) 4R, ()
ou
X; .
Oj: mj——-?i-u)n, (318)
J=12,...,(n—1),
P:W+w1l' (3[9)
En posant :
vl = wi’ vz - wz’ MR | vn_g - wn_ﬂ vn == wn’ X (320)

occupons-nous-de la construction, pour I'équation (305), des équations (235); des
opérateurs (238) et des opérateurs (267), (268).
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D’aprés (235), (239), (238), (265) on trouve immédiatement
W, o (=00 A A A s
Ll (f) — x::—l g o D.’L‘l +.’E2 bac, + ... +wn—4 awn_i n(Tx—n- ’
@), (— )" of of . of of
L (f)—Tgw.E‘FO E‘F Twn_isgc::'*‘wnb ~
................................................................ (321)
R ) A STV ) o
b =" Oy, T 0, T T 0 T,
(n) (="
L_.()= =,
«y)‘”:(—l)ﬂ—xw—i, mm—_“(— ])"%, ceey w(n_‘):(—l)n———w;:i‘ , w‘n):(—l)n_‘_w:;_, 5 (322) .
. x, | of
V() =—S X —a g,
.. A
V)= -G —agl],
.................................... (323)
x, h)
Y =— 2= X =], _
o
Yn(f) - xn ,bmn_, ’
x
Po = X = ’ (32[1)
Avec :
\I;-j — Oj, - (325)
J=1512,...,(n—1),
es formules (267), (268) donnent 'opérateur :
of i i )
Z(f)= — 43, =+ ... — '
) <0‘ ox, T, )z, + + G bwn_‘) +eX(), (326)
D) O, O, Q,_,
e o S L e



