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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE

SUR LES NOTIONS ORIGINELLES

DE LA

GEOMETRIE INFINITESIMALE DIRECTE

Par M. G. RABATE,

Assistant de Chimie, chargé de Conférences de Mathématiques Générales & la Faculté
des Sciences de Poitiers.

INTRODUCTION

Dans ses recherches récentes procédant du souci de reslaurer la causalité en Géo-
métrie Infinitésimale, M. G. Bouligand a introduit le contingent et le paratingent
d’un ensemble ponctuel en un point d’accumulation. Entre autres résuliats, cela
lui a permis de définir, par voie intrinséque, de larges classes de surfaces dont I'une
donne lieu & un théoréme d’existence du plan tangent.

Le présent travail a pour but de rappeler les propriétés et les applications les
plus simples el les plus essentielles déja connues du contingent et du paratingent.
en méme temps que d’en établir de nouvelles, que j’ai obtenues au cours de recher-
ches, entreprises a l'instigation de M. Bouligand. Sur son conseil, j’ai examiné com-
ment se combinent les opérations fournissant le contingent et le paratingent avec
- quelques aulres, réunion, intersection et projection. Les résultats qui s’en dégagent
soulignent les différences déja reconnues entre conlingent et paratingent. En outre,
ils m’ont suggéré, de la maniére la plus naturelle, une éiude locale des ensembles
dont le contingent en un point se réduit & m demi-droites, & I'exemple des courbes
qui se ramifient en m demi-arcs, doués chacun d’une demi-tangente au point de
ramification. Cela m’a conduit a la décomposition contingente, qui est aussi trés utile
pour 'étude locale des ensembles dont le paratingenl en un point se réduit & n
droites : mais ici, on doit proscrire I'idée d’'une décomposition paratingenle.

Mes recherches sur la projection étendent le théoréme sur la projection de la
tangente 4 une courbe algébrique. J’ai montré que, pour le cas singulier de ce théo-
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2 G. RABATE.

réme, qui se résout a l'aide du plan osculateur, la notion de contingent d'osculalion
considérée ailleurs par M. Bouligand, n’est pas susceptible de décider en toute gén(;-
ralité. J'ai obtenu cependant une condition assurant son efficacité, et I'ai communi-
quée, avec d’autres résultats, & PAcadémie des Lincei. (Sur quelques points de Géo-
meétrie Infinitésimale Directe, 2 nov. 1930.)

En ce qui concerne les applications du contingenl et da paratingent & la géomé-
trie infinilésimale, je me suis limité & des chapitres particuliers de la théorie des
courbes. Relativement au contingent, j’ai repris en le simplifiant I'exposé des résul-
tats de M. Bouligand sur la possibilité de rattacher i cette notion, l'existence des
demi-tangentes et demi-plans osculateurs aux arcs simples coupés par un plan arbi-
Lraire en un nombre fini de points.

En introduisant en outre les contingents circulaire et sphérique, j'ai prouvé
I'existence, communiquée dans ma note citée, des demi-cercles osculateurs et demi-
sphéres osculatrices antérieurs et postérieurs, & tout arc simple coupé par tout plan
ou sphére en un nombre fini de points. Je déduis ainsi d'un processus uniforme, el
simplifié au dela des espérances de M. Bouligand, des résultats importants, obtenus
aussi en grande partie par M. André Marchaud(*).

La continuité des quatre contingents, dont je m’étais libéré au cours de la ques-
tion précédente, est cependant un probléme iniéressant en lui-méme. Je l'ai traité
en unifiant les quatre énoncés et m’appuyant sur le raisonnement donné, pour la
continuité du contingent ordinaire, par M. Bouligand.

Le théoréme de Janiszewski (continuité de I'ensemble d’accumulation de continus
dont l'ensemble limite contient deux points), présente ici une importance capitale.
On le retrouve au tournant, pour démontrer que le paratingent d'un arc simple est
un continu. 1l était donc naturel que je revienne sur ce théoréme, d’autant plus
qu'en 'étudiant dans la thése de I'éminent géomeétre, j'ai été arrété par une imper-
fection de sa démonstration : ayant aplani cetle difficulté en collaboration avec
M. Bouligand (*), je donne un exposé de la question ainsi mise au point, dans la note
qui termine ce travail.

Je dois dire un mot des applications du paratingent & la théorie des courbes.
Elles confirment bien le rdle séleclif de cette notion, en permettant la discrimination
intrinséque de classes favorables de courbes, ce que le contingent ne peut fournir
dans les mémes conditions. Mes résultats sur ce point, résumés dans ma premiére
note, ont été simultanés 4 I'obtention, par M. Bouligand, d’un théoréme général sur
la sélection de variétés d’un ordre quelconque dans l'espace & n dimensions(’).

.

(") A. Magrcuacp, Sar les continus d’ordre borné. Acla Mathematica, année 1930, t. 55.
(*) G. BouLicasp et G. RaBati, Applications de la construction de Canlor-Minkowski a lana-
lyse des ensembles discontinus. Rendic. d. R. Acc. dei Lincei. Séance du 7 décembre 1g930.
(®) G. BouLiGaND, Rev. gén. des Sc., n° du 15 nov. 1930, page 603. (Voir la note en petits
caractéres, au-dessous dc la seconde colonne.)
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‘ Ces recherches m’ont enfin amené & examiner, pour un continu, le probléme de
la continuité du paratingent. J'ai pu le résoudre par I’affirmative, pour lout continu
plan. Dans I'espace, j'ai souligné les difficultés du probléme, dues & I'existence d'un
cas intermédiaire, dont I'examen m’a paru délicat.

M. le Professeur Bouligand a constamment encouragé et soutenu mes efforts, et
I'influence décisive qu’il a eue sur leur aboutissement apparaitra- dans chacune de
ces pages. Je suis fier de ﬁgurer au nombre de ses éléves, et particuliérement d’avoir
eu I'occasion de développer quelques-unes des notions si objectives dont il a enrichi
la Science.. Ma dette de reconnaissance envers lui s’accroit chaque jour.

M. le Professeur Buhl a dés le début accueilli mon travail avec la plus grande
bienveillance, et, de concert avec M. le Doyen Deltheil et ses Collégues, en a favorisé
I'impression aux Annales de la Facullé des Sciences de Toulouse. Je leur en exprime
ici ma respectueuse et profonde gratitude. Il m’est agréable d'y associer M. le Profes-
seur Levi-Civita, qui a bien voulu accepter de présenter mes notes & '’Académie des
Lincei.

Qu’il me soit enfin permis de rendre un pieux hommage 4 1la mémoire du regretté
Doyen Jules Welsch et d’exprimer ma respectueuse reconnaissance 4 M. le Doyen
Armand Billard : en me chargeant de Conférences de Mathématiques Générales a la
Faculté des Sciences de Poitiers, ils m’ont témoigné une confiance dont je sens tout
* le prix.




CHAPITRE I

Rappel de quelques notions fondamentales sur la théorie des ensembles.

4. Nous ne considérons que des ensembles bornés, tous situés a l'intérieur d’une
méme sphére.

Nous appelons distance d'un point H & un ensemhle ponctuel I la borne infé-
rieure de I'ensemble des distances de H a tout point de E. Pour que cette distance
soit nulle, il faut et il suffit que H appartienne A E, ou sinon soit point d’accumu-
lation de E, c’est-d-dire fasse partie de I’ensemble fermé E + E' = E qu’on appelle
aussi fermeture de E.

Dans le cas ot E n’a qu’un seul point d’accumulation, nous donnerons a ce point
le nom plus particulier de point limite.

2. Ensemble d’accumulation, ensemble limite. — Etant donnée une collection
infinie d’ensembles ponctuels (tous intérieurs 4 la méme sphére), nous définirons
avec JAN[S-'ZEWSK[(‘) son ensemble d’accumulation et son ensemble limite.

Un point H fait partie de I'ensemble d’accumulation, si pour toute longueur
¢ >>o0 on peut trouver une infinité d’ensembles de la collection dont H soit distant
de moins de . .

Un point L fait partie de I'ensemble limite, si pour toute longueur ¢ >o, il n’y
a dans la collection qu'un nombre fini d’ensembles dont L soit distant de plus de .

D’aprés cette définition, I'ensemble limite 4 est contenu dans ’ensemble d’accu-
mulation 0.

11 peut y avoir coincidence, mais seulement & titre exceptionnel. En vertu des
définitions précédentes, tout point d’accumulation de points de 6 ou de ¢ est lui-
méme un point de J6 ou de €. Les ensembles # et 4 sont donc fermés.

3. 1l est intéressant pour la suite de considérer le cas ot notre collection infinie
consiste en une suite d’ensembles emboités E . E,, ..., E,, ... c’est-a-dire ou l'on

AE)E) ..OE) ...0) |

(*) S. Janiszewskr, Sur leg conlinus irréductibles enire deux poinls. Thése, Paris, 1911,
pages 15 et 16.

(®) Par abréviation, nous appellerons une telle suite « suile emboitée ». Le symbole )
signifie « contient ».
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Dés lors, soient &, 8 B -
E, ... E

. ne e

les distances d’un point quelconque a K,

g Tty

Nous aurons nécessairement :

05, <5< ... <5, <.

Si un point H appartient & l'ensemble d’accumulation, c’est que 3, tend vers
zéro, ce qui exige que tous les 3, 3,, ... soient nuls, ou encore que ce point fasse
partie des fermetures de tous les ensembles. Et, parmi nos ensembles, il ne s’en
trouve alors aucun dont un tel point H soit & une distance non nulle. Donc, dans ce
cas, tout point de J6 fait partie de § el par suite, ces deux ensembles coincident,
et se superposent au produit des fermetures de

E.E, .. E,....().

4. Conservation de certains caractéres, par projection. — Etablissons encore
deux théorémes qui nous seront utiles par la suite.
» Projetons sur une droite suivant la direction d'un plan non paralléle a cette
droite.

TuatoriME I. — Tout ensemble ponctuel £ borné, fermé, se projette suivant un

ensemble e borné, fermé. ' ‘
~ Cela revient 4 démontrer que I'ensemble des plans projetant les différents poinls
de E est fermé.

Soit donc P un plan d’accumulation de I'ensemble des plans projetants. Je dis
que P est lui-méme un plan projetant, c’est-a-dire qu’il contient au moins un point
de E.-En effet, dire que P est plan d’accumulation c’est dire qu’il existe, d’un cer-
tain c6té de P (sinon de chaque c6té), une suite infinie de plans projetants, de plus
. en plﬁs voisins de P et tendant vers P. Prenons sur chacun d’eux un seul point
de E. La suite de points ainsi -constituée est un ensemble borné, qui a donc au
moins un point d’accumulation. Ce point d’accumulation est nécessairement dans P,

et il appartient 4 E puisque E est fermé. Donc P appartient bien i I'ensemble
des plans projetants.

RemMaRrQUE. — Il est essentiel de supposer que ’ensemble E est borné. En effet,
Iensemble E constitué par les points de I'’hyperbole équilatére xy —1=o0 est
fermé (non borné) et se projette sur I'axe des x suivant un ensemble ¢ non fermsé,
puisque l’o'rigine est point d’accumulation de e, sans lui appartenir.

(*) Dans une communication a I’Académie de Pologne (voir son Bulletin Inlernational,
mars 1931), M. Bouligand a prouvé plus généralement I'identité de I'ensemble d’accumu-
lation et de '’ensemble limite d’une suite d’ensembles, dans le cas ou tout point de I'espace
a ses distances a ces ensembles successifs formant une suite monotone.
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B, Tagorkme Il. — La projection e d'un ensemble ¥ borné, continu, est un continu.

Nous savons, d’aprés le théoréme précédent, que I'ensemble linéaire e est fermé,
borné. Si e n’était pas un continu, il serait décomposable en deux ensembles fermés,
sans point commun et comporterait un intervalle de disjonction a’a’, c’est-a-dire
un intervalle dont les extrémités «' et @’ empruntées & ces deux ensembles donne-
raient leur distance. 11 n’existerait donc pas, dans le continu E, de point strictement
intérieur a la région comprise entre les deux plans projetants =na et mer. Et le

soi-disant continu E serait décomposable en deux ensembles fermés, sans point
commun.

ReMARQUE. — Les deux théorémes précédents subsistent si Pon projette l'en-
semble sur un plan parallélement a une droite, car la propriété d’étre horné et
fermé, et la propriété d’étre bien enchainé se conservant par projection :

soit sur un plan parallélement a une droile,
" soit sur une droite parallélement a un plan,

il en est de méme de la propriété d’étre un continu.




- CHAPITRE 11

Le contingent et le paratingent. Leurs définitions.
Quelques applications immédiates.
L'influence des opérations : réunion et intersection.

6.. Rappelons les notions de coNTINGENT et de PARATINGENT introduites par
M. G. Bouricano, et dont il a fait les instruments de sa GEOMETRIE INFINITESIMALE
. DIReCTE(").
Soit O un point d’accumulation d'un ensemble ponctuel E de I'espace euclidien
A trois dimensions. On appelle contingent au point O, l'ensemble des demi-droiles
(ou fayons OT) tels que fout codne circulaire droit de sommet O et d’axe OT con-
tienne au moins un point de E distinct de O. Le contingent en O est évidemment
le méme pour E et E.
On pourra, sans inconvénient, parler du contingent en un point isolé de E: ce
contingent sera vide.

7. Le contingent et I'équivalence de l'accroissement d'une fonction a sa diffé-
rentielle. — L’intérét de cette notion apparait immédiatement sur un probléme
élémentaire de théorie des fonctions de plusieurs variables. Bornons-nous au cas de
trois variables. ,

Soit, dans I’espace, une fonction f(M) possédant un gradient continu et non nul,
dans une sphére de centre M,. Si M tend vers M, sur un ensemble E dont le contin-
gent en M, ne renferme aucun rayon perpendiculaire au gradient de f en ce point,
I'accroissement SM) — f(M,) est un infiniment petit équivalent & la différentielle
de fen M,(%). '

_En effet, d’aprés la formule des accroissements finis et en vertu de l'existence
d’un gradient continu, nous pouvons écrire :

— — —
5O =) + [ grad o)+ | MM
— - —
o étant un vecteur infiniment petit avec M, M.

(*) G. BouLiaND, Sur quelques points de Méthodologie géométrique. Rev. gén. des Sciences,
31 janvier, 3o juin et 15 novembre 193o0.

(*) G. Bouricanp, Bull. des Sc. Math. Sur un caraclére de planéité d’un arc simple, 2° série,
t. 54, mai 1930. Voir un complément rectificatif & paraitre au tome XVII des Fundamenta
- Mathematicae.
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Soit E, la partie de I’ensemble E contenue dans la sphére de centre M, el d’un
certain rayon p, suffisamment petit.

Considérons
) — —> —> -
JM)— f(M) . [grad_[(Mo) + a ] .MM «. MM -
—> [ — — =1+ — -
grad f(M)) . M M grad /(M) . MM grad f(M)). MM

Par hypothése, pour o suffisamment petit, I'ensemble est tout entier contenu

—>
- & l'intérieur d’un certain cone de révolution, d’axe grad JS. Soit 6 le demi-angle au .
sommet de ce cone. Alors, quel que soit M sur 'ensemble E, nous aurons

- —> — —>
grad (M) . MM| > | grad o) | M M] cos 0
d’ou
Jawm - || 0w
leraasony . M| Jeraa ron)| 7] cos o
ou
- —>
«. MM %

|adson) M| evad rm)] cos o
(C. Q. F. D.)

8. Définition du paratingent. — On appelle paratingent de E en O 1’ensemble
des droites (passant pvar 0), qui sont limites de droites portant respectivement des
segments P;Q; non nuls dont les extrémités P; et Q, appartiennent & E et tendent
vers O. ’

(On obtiendrait évidemment les mémes droites limites en substituant, aux droites
considérées supports de P;Q;, leurs paralléles passant par O.)

Le paratingent en O est évidemment le méme pour E et E.

On pourra, sans inconvénient, parler du paratingent en un point isolé de E; ce

paralingent sera vide.

9. Le lemme d'univocité. — Donnons immédiatement une application de la
notion de paratingent, en établissant un lemme relatif & la structure d’un ensemble
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pbncfuel plan, borné fermé K, au voisinage d’un point d’accumulation O de cet
ensemble, quand une droite OA est.exclue du paratingent en O(').

L’hypothése que ‘A esl exclue du paratingent en O entraine l'existence d’un rec-
tangle’ R, de centre O, d’axe A tel que : V

° sur toute paralléle & A traversant ce rectangle, la portion inlérieure & ce rec-
tangle contienne au plus un point de E. Tous ces points (dont nous désignerons
I'ensemble par E,), sont stuctement intérienrs & ensemble des deux triangles iso-
céles- opposés par le sommet O formés par les diagonales de ce rectangle el ses

" coiés paralleles a A,

- 2° les droites d’interjonction des ‘points de I'ensemble E, aient une penle infé-
neure, ‘en valemj -absolue, A celle des diagonales du l'ectnngle.
Un raisonnement par I'absurde rend immeédiat chacun de ces énoncés.
- Nous dirons, pour abréger, que ce double énoncé constituc le lemme d'univocité.
La projection de l'ensemble fermé E, sur la perpendiculaire en O 4 OA étant
un ensemble fermé e, (qui contient 0), on peut dire qu'il existe sur E un voisinage

-de O représentable, dans un systdme d’axes approprié (OA pour axe des y et sa

perpendiculaire ¢én O pour axe des. x) par 'expression explicite y = f(x) ot f(x)
est une fonction a4 peuntes bornées, définie sur un certain ensemble fermé, donc con-
tinue sur cet ensemble fermé(*).

10. Le paratingent englobe le contingent. — Nous nous proposons de faire

I'é¢tude paralléle des deux notions de contingent et de paratingent, au moins en ce
‘qui concerne certaines de leurs propriétés.

11 y a lieu tout d’abord de comparer le contingent et le paratingent en un point O
d’accumulation d’un ensemble E.
En prenant un couple de points M, N de E tendant vers O dans la direction OT,

) oM . .
.de'maniére que —— ‘tende vers zéro, on voit queé.la droite portant chaque rayon OT

ON

"du contingent fait partie du paratingent. Mais le paratingent peut contenir des droiles ‘

ne portant ancun rayon du contingent.

Exemple : Le contingent 4 V'origine O, de la courbe

y:x’(z + cos—l—>
X

() BOULIGAVD. C. R., t. 190, 1930, p. 1002. Ce lemme a été généralisé par M. Bouligand
dans sa communication du 6 octobre 1930 a4 I’Académie de Cracovie. Voir Bulletin Inter-
national de‘l’Academle Polonaise, n°:8a, octobre 1930, page 408.

(*) 11 peut aifr'iver que e,, qui contient O et I'admet comme point d’accumulation, ait
tous ses points d’'un méme coté de O .

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIIL ' 2
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comprend les deux rayons opposés Ox et Oz', tandis que le paratingent comprend
toutes les droites de coefficient angulaire compris entre —1 et + 1 (*).

Donnons un exemple d’un ensemble plan dont le contingent en O se réduit au

rayon Oz, tandis que le paratingent comprend z'Ox et y'Oy et rien que ces deux
droites.

Je prends sur Oz les points d’abscisses

et je forme I'ensemble E des points

1 I
(Iy y,), (;y 3’,>, <§': y3)y

T , Vac
avec 0y, < T E est 'ensemble de tous ces segments paralléles & Oy. Le con-

(L0
cy ;,3’,,/,

tingent en O de cet ensemble ne comprend que Ox. Le paratingent comprend x'Ox
et y'Oy et rien que ces deux droites: car la distance de deux points consécutifs

I . , . s .
sur Ox est ﬁ et la pente maximum quon peut obtenir en joignant deux
n(n+1

points situés sur des segments distincts tendant vers l'origine O est

n!

1
n(n + 1)

qui tend vers zéro.

On peut varier I'exemple en prenant, dans I'espace, des segments perpendiculaires
& Ox aux points d’abscisses

I
de longueurs 1, —, ..., — . ..
al n!

Suivant la répartition des plans déterminés par Ox et ces segments, le paratin-
gent en O de I'ensemble constitué par tous ces segments comprendra un nombre
fini ou infini de droites passant par O dans le plan des yz.

(*) De méme I'ensemble constitué par les deux cotés de I'angle 20y a pour contingent
en O les deux rayons Ox et Oy, tandis que le paratingent contient toutes les droites pas—
sant par O et non intérieures 4 I'angle xOy .
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414. La définition unifiée au moyen de l'ensemble limite. — Voici maintenant
une propriété commune au contingent et au paratingent.

" Le contingent est un ensemble fermé de demi-droites;
Le paratingent est un ensemble fermé de droites.

La démonstration directe de ce fait est aisée, tant pour le contingent que pour le
paratingent. .
"Dailleurs; cette propriété, commuiine au contingent et au paratingent d’étre des
ensembles fermés, résulte encore d’un autre mode de définition(*) que nous allons
~ donner ‘du contingent et du paratingent, grice aux notions rappelées plus haut,
" d’ensemble limite et d’ensemble d’accumulation.
* . Le contingent de E en un point d’accumulation O sera, dans sa nouvelle défini-
" tion, I'ensemble d’accumulation (ou indifféremment 'ensemble limite) de la suite
infinie emboitée : )
' R)R)...)R) ...

-d’ensembles de raydns joignant O & tous les points de E intérieurs aux sphéres de
~ centres O et de rayons .
g, >¢,>...>¢,>... lendant vers zéro.

L’équivalence des deux définitions est évidente, car si tout cone circulaire droit,
de sommet O, d’axe OT, contient des peints de E, alors OT est A une distance
apgulaire nulle de tous les R, ; d’ou, compte tenu du n° 3 :

n?
OTRR,...R,...=H=4Y;
et inyersemerit.
Tout ensemble R; coupe la sphére unitaire de centre O en des points qui cons-
tituent un ensemble r; et I'ensemble d’accumulation de la suite r)r,))...)r,) ...
étant fermé, il en sera de méme du contingent(®).

BN

" 44 ¥is, De méme, nous considérons la suite infinie emboitée
: ’ D)D,)...)D,)...

d’ensembles de droites joignant deux 4 deux tous les points de E intérieurs, respe(;,-
tivement, aux sphérgs de centres O et de rayons

. g, >¢,>...>¢,>... lendanl vers zéro.

(*) Ce point a été brievement signalé par M. BouLicanp dans son article : Sur quelques
points de lopologie resireinte du premier ordre, Bull. Soc. Math. France, 1928, p. 29. —
Je P’avais retrouvé, ignorant cette publication de M. BouLicaxp, qui m’a conseillé lui-méme

. d’y ‘revenir.- .
. (*) Le coritingent n’est pas un ensemble dérivé, mais un ensemble d’accumulation.
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En remplacant les droiles envisagées par leurs paralléles passant par O, nous
constituerons une nouvelle suile infinie d’ensembles de droites

DD, ..)D,) .. ().

Chacune de ces droiles coupe la sphére unitaire de centre O en deux points dia-
métralement opposés, el tous ces couples de points nous permettent de réaliser la
suite infinie d’ensembles ponctuels

dyd)y..nd,)....

(Bien entendu, ces d' ne désignent pas ici des ensembles dérivés).

Le paratingent de E en O sera, dans sa nouvelle définition, I'ensemble d’accu-
mulation (ou indifféremment U'ensemble limite) de la suite infinie { D'}

L’équivalence des deux définitions est évidente, car toute « paratingente » selon
la premiére définition est encore & distance angulaire nulle de tous les D',. Inver-
sement, une droite de

H=4¢=DD,...D, ...

est & distance angulaire nulle de chaque D’, : d’ou I'existence de cordes & extrémités
arbitrairement voisines de O et arbitrairement peu inclinées sur la droite.

Et 'ensemble d’accumulation de la suite { d’'} étant fermé, il en sera de méme
du paratingent(®).

12. Contingent de la réunion et de l'intersection d'un nombre fini ou infini
d’ensembles. — La condition nécessaire et suffisante pour qu’un point soit point
d’accumulation de la réunion d’'un nombre fini d’ensembles est qu’il soit point d’ac-
cumulation d’un des ensembles au moins.

TukoriMe. — En fout poinl d'accumulation de la réunion d’'un nombre fini d’en-
sembles, le contingent de celle réunion est identique & la réunion des contingents(*).

(La démonstration de ce théoréme est immédiate).

Le théoréme précédent n’est plus vrai en un point d’accumulation de la réunion
d’une collection infinie d’ensembles. Car ce point peut n’étre point d’accumulation
d’aucun des ensembles, et méme dans le cas ot il est point d’accumulation de cha-
cun d’eux, le ctg. de la réunion peul contenir d’autres rayons que la réunion des ctg.
(comme cela se produit pour le ctg. en O de I'ensemble ponctuel constitué par un
ensemble non fermé de demi-droites issues de O).

() Bien entendu, il ne s’agit pas, ici, d’ensembles dérivés.

(*) Le paratingent n’est pas un ensemble dérivé, mais un ensemble d’accumulation.

(*) Par la suite, nous emploierons les abréviations ctg. et ptg. pour désigner le contin-
gent et le paratingent.
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413. THEOREME. — Un point d’accumulation de Uintersection d'un nombre fini ou
infini d’ensembles es! point d'accumulation de chacun d’eux, el Uintersection des clg.
contient le ctg. de Uintersection, mais il peul contenir d'autres rayons.

On imagine facilement des exemples illustrant cette affirmation; notamment il

~ se peut que le ctg. de Pintersection soit vide, sans que l'intersection des ctg. le soit :

cela se produit pour les deux ensembles définis par les équalions y = x* et y =o.

z

" 44. Paratingent de la réunion. — On démontre immédialement la proposition
suivante :

TukoriME. -~ En loul point d’accumulation de la réunion d'un nombre finiou infini
d’ensembles, le ptg. de la réunion contient la réanion des ptg. mais il peut contenir

d’autres droites.

I. Exemple montrant que le ptg. de la réunion de dewr ensembles peut comprendre
“des droites, n’appartenant pas & la réunion des deux ptg.

Je prends sur O une suite de points tendant vers O, et sur Oy une autre suite
de points tendant aussi vers O. Chacune d’elles constitue un ensemble dont le ptg.
en O est 'axe Ox ou l'axe Oy. Pour obtenir le ptg. de la réunion de nos deux
ensembles, il faut encore considérer les droites d’interjonction des points de nos

. _deux suites et prendre les droites d’accumulation, passant par O, de I'ensemble de

droites ainsi obtenu. Supposons que, m et n étant deux entiers positifs quelcon-

ques, on prenne les points <Tlr?’ o> de l'axe Ox et les points (o, I;) de l'axe Oy.

. ’e . . . . n . .
Ure droite d'interjonction aura pour coefficient angulaire — —. Puisque les entiers
m

m et n sont quelconques, I'ensemble des valeurs limites sera celui de tous les nom-
bres réels négatifs. Le ptg. de la réunion recouvrira donc 'angle a'Oy et son opposé

" par le sommel.

Le ptg. de la réunion est d’ailleurs le méme que si on prenait pour I'un des deux
ensembles le continu ponctuel formé par le rayon Ox, et pour l'autre le continu
formé par le rayon Oy. ‘

45. RemMARQUES. — a) Le ptg. en un point de rebroussement pourra s’obtenir de
méme en songeant & la réunion des deux demi-arcs simples se soudant pour venir
constituer le rebroussement. Plagons-nous encore dans le cas ou le ptg. de chacun
d’eux se réduit 3 une droite. Il n’en est plus de méme pour le ptg. du rebrousse-
ment qui contient la totalité des droites passant par ce point.

b) Il va de soi que si I'on réunit la courbe y = f(x) tangente en 0 3; Ox et
ayant en O une tangente continue (le ptg. se réduit alors & «'Ox en vertu de la
formule des accroissements finis), et la courbe x = ¢(y) tangente en O & Oy et
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ayant en O une tangente conlinue, le pig. en O épuisera la lotalité des droites pas-

sant par O, pourvu qu’une courbe au moins franchisse le point O. N
L’exemple I et les remarques a) et b) pourraient donner 4 penser que I'intrusion

dans le ptg. de la réunion, d’éléments étrangers aux ptg. initiaux, est en fait la régle.
L’exemple suivant prouve qu’il n’en est rien.

16. 1. Exemple monirant malgré tout que le ptg. de la réunion de deux ensembles
peut ne comprendre, que la réunion des ptyg.
I

.1, . i I
Considérons la suite 1, —, —, ..., —, ....
2! 3! n!

Portons sur Ox, & partir de O, des longueurs successives égales aux termes de

rang impair, et sur Oy & partir de O, des longueurs successives égales aux termes
" de rang pair.

Nous aurons ainsi deux ensembles de points, I'un sur Ox, I'autre sur Oy. Joi-

gnons le point [————, o:| ris sur Ox, au point —— pris sur' Oy. Nous
P Gp + 1)1 P P p Y

(a3p +1)!
(9)!
de ce rapport sont o et — oo et par suite, ici (étant donné notre choix trés spécial
de ’ensemble porté par Ox et de I'ensemble porté par Oy),.le ptg. se compose seu-

lement de x'Ox et de y'Oy.

Notons maintenant que 'exemple II réalise une particularité intéressante. Pour
y obtenir une réunion dont le ptg. au point O soit réduit & deux droites, nous avons
eu recours a deux ensembles dénombrables.

Cela suggére la question de savoir si la dénombrabilité a joué ici un rdle néces-
saire. La réponse est négative comme le montre ce nouvel exemple.

(N

obtenons une droite de coefficient angulaire — . Les seules valeurs limites

I11. Exemple d’un ensemble non dénombrable dont le ptg. en O se réduit & 2 droites
&' Ox, ¥'Oy.

Je commence par prendre sur Ox, les points d’abscisses ; sur Oy les points

1
(ap)!’

kS 4 l . .
d’ordonnées ————-. Puis sur Ox je prends les segments

(2p + 1)!

aE 1 I )
% - L(zp)! S <zp>!]’

et sur Oy

. 1
R [(zp 0 1 EVAN Gp - 1)1J

alors 'ensemble réunion des points des segments s, 7, est tel que son paratingent

soit formé par x'Ox et y Oy.

P
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47. Paratingent de l'intersection. — Un point d’accumulation de Y'intersection
d’un nombre fini ou infini d’ensembles est point d’accumulation de chacun d’eux
et l'intersection des ptg. contient le ptg. de l'intersection; mais il peut contenir
d’autres droites.

La démonstration est immeédiate.

47 dis. Nous venons de voir apparaitre des différences profondes entre ctg. et ptg.
Pour la réunion d’'un nombre fini d’ensembles, le ctg. est la réunion des ctg.; mais
cela n’a plus lieu avec le ptg. Au n° 23, une nouvelle occasion accentuera cette dif-
férence.

Signalons encore cette remarqixe de M. Bouligand :

En un point O, limite de points d’accumulation d’un ensemble E, c’est-a-dire
contenu dans le second dérivé E’, le ptg. contient I'’ensemble d’accumulation des
ptg. aux poiuts de E’ infiniment voisins de O.

Des exemples simples, comme celui de la courbe

—_—x’(a +cosi>,
x

douée d’une tangente qui n’est pas continue & l'origine, montrent que la propriété.
n’a plus lieu pour le ctg. o ’




CHAPITRE I

Les ensembles dont le contingent ou le paratingent ne contient
qu'un nombre fini de rayons ou de droites.

418. Aprés I'étude que nous venons de faire des notions de clg. et de ptg., il
semble naturel de rechercher les ensembles dont le ctg. ou le ptg., en un point
d’accumulation O présenle une structure donnée.

Les considérations qui suivent ont surtout pour bul d’analyser les difficultés
auxquelles on se heurle, alors qu'on semble faire, sur le ctg. et le ptg. les hypo-
théses les plus simples.

En supposant que le plg. en un point d’accumulation O d'un ensemble PLAN
fermé E laisse échapper une droite, nous avons déja obtenu le lemme d'univocité,
destiné a jouer ici un role essentiel. Rappelons-en I'énoncé.

Lemme A (p'univociTE). — Si le ptg. en an point d’accumulation O d’un ensemble
plan fermé E laisse échapper une droite Oy, il existe sur E un voisinage de O repré-'
sentable par y = f(x), a penles bornées, définic sur un certain ensemble fermé

linéaire e de Uaxe x'Ox, donc continue sur cet ensemble fermé.

On peut en donner la réciproque suivante :

RécreroQue A'. — S'il existe, sur un ensemble plan fermé E, admetlant O pour
point d’accumulation, un voisinage de O représentable par y = f(x), & pentes bor-
nées, définie sur un certain ensemble linéaire fermé e de U'axe x'Ox, conlenant O,
le plg. de E en O laisse échapper au moins une droite.

19. Le cas ou le paratingent se réduit a une droite unique. — Du Lemme d'uni-
vocilé découle immeédiatement le théoréme suivant :

Takortme B. — Si /e plg. en un point d’accumulation O d’'un ensemble plan
Sfermé E se réduit « la seale droile x'Ox, il existe sur E un voisinage de O repré-
sentable par vy = f(x) définie et continue sur un certain ensemble fermé linéaire e
de l'axe x'Ox, englobant le point O, el « penles infiniment petites dans chaque voisi-
nage de O infiniment étroit.
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On peut donner de ce théoréme la réciproque suivante :

RiciproQue B'. — S'il existe, sur un ensemble plan fermé E admeltant O pour
point d'accumaulation, un voisinage de O représentable par y = f(x), définie sur un
certain elléemble linéaire JSermé e, a pentes infiniment pelites sur e infiniment réduit
au voisinage de O, le plg. en O se réduil & la seule droite x'Ox .

20. Remarques. — 1°) Le recours au lemme d’univocité, )qui met en ceuvre une
droite Oy non paratingente, conduit & subdiviser, au voisinage de O, un ensemble
plan fermé E en deux parties dont 1'une comprend les points & droite de Oy, et
Pautre les points a gauche.

2°) L’ensemble linéaire fermé e, envisagé dans le Lemme A comme dauns le théo-
réme B, pourrait englober un infervalle (continu linéaire) ayant O A son intérieur
au sens strict. Alors, il existerait sur I'ensemble plan fermé E un voisinage de O
qui serait un arc continu représentable par y = f(x) continue,

a pentes bornées sur un inlervalle de e, suffisamment restreint au voisinage
de O dans le cas du Lemme A;
A pentes infiniment petites sur un intervalle de e infiniment petit el englo-

bant O, dans le cas du théoréme B.

Si e n’englobe aucun intervalle ayant O & son intérieur au sens strict, il ne peut
englober que d’un seul coté de O un intervalle dont O soit une extrémité. Suppo-
. sons cette circonstance réalisée. De I'autre coté de O, le complémentaire de e, sur
la droite D qui le porte('), c’est-a-dire I’ensemble linéaire ouvert D — ¢, est alors
constitué pér une infinité dénombrable de segmenls ouverts, et il admet O pour
point frontiére; autrement dit ¢ est indéfiniment troué au voisinage de O, du cdté
envisagé. Au contraire, du c6té de O-ou e englobe un intervalle ayant O pour
extrémité, on a i faire comme ci-dessus & un continu y = f(x) & pentes bornées ou
infiniment petites suivant qu’on se place dans I’hypothése du lemme A ou du théo-
réme B.

Et si I'on joint par un segment de droite les points de E correspondant aux deux
extrémités de chacun de ces segments ouverts, on réalise, par adjonction & E d’un
ensemble dénombrable de segments ouverts, une courbe conlinue Yy =f(x),

a pentes bornées au voisinage de O, dans le cas du Lemme A ;
a pentes infiniment petites lorsque x tend vers zéro, dans le cas du théo-
réme B.

(*) La droite D est I'axe 2'Ox .

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 3
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Si enfin ¢ n’englobe d’aucun coté de O un intervalle dont.O soit une extrémité,
e est indéfiniment troué au voisinage de O de chaque coté; et 'adjonction & E d'un
ensemble dénombrable de segments ouverls donne encore, au voisinage de O,. une

courbe continue y = f(x), & pentes bornées ou infiniment petites suivant le cas.

21. Généralités sur les cas de réduction du contingent et du paratingent. —
Aprés les deux hypothéses successives, particuliérement simples, faites (soil dans
I'énoncé du lemme A, soit dans celui du théoréme B). sur le ptg. d’'un ensemble
plan fermé, en un point d’accumulation O, a savoir :

une droite échappe au ptg. : hypothése du lemme A d'univocité;
il ne reste qu'une droite dans le ptg. : hypothése du théoréme B;

envisageons les suivantes en nous restreignanl toujours au cas d'un ensemble plan
fermé E :

1°) le ptg. est constitué d’'un nombre fini de droites;

(le ctg. esl alors constitué d’'un nombre fini de rayons);
2°) le ctg. est constitué d'un nombre fini de rayons;

(le plg. peut alors contenir une infinité de droites).

22. La décomposition contingente. — La premiére des hypothéses ci-dessus esl
plus restrictive que la seconde. Mais, dans la premiére comme dans la seconde, le
ctg. est constitué d’un nombre (ini de rayons, et & la faveur de cette circonstance, il -

va nous étre possible, dans les deux cas, de disséquer E par application du théo-
réme suivant :

TutorkMe. — Soit E un ensemble ayant O pour point d’accumulation, et dont le
ctg. en O soil constitué de n rayons OT,, OT,., ..., OT,.

11 est possible de le réduire suffisamment au voisinage de O par un cercle de cen-
tre O, pour qu’on puisse ensuile le considérer comme la réunion de n ensembles par-
tiels : ‘

: E,E, ..., E,

n

ayant chacun O pour point d’accumulation;
n’ayant deux a deux aucun poinl commun, sauf O;
E; ayant son ctg. en O réduit a OT;.

Une telle décomposition de E n’est d’ailleurs possible que d'une seule fagon.
Nous l'appellerons en abrégé la « décomposition contingente ».
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23. RemarQuE. — Dans le cas ou le ptg. comprend un nombre fini de droites
D,,D,. ..., D, (ou, par conséquent, le ctg. comprend aussi un nombre fini de
rayons), on peut appliquer 4 I’ensemble E la décomposition contingenle, mais il
serait vain d’espérer dissocier tout ensemble dont le ptg. serait ainsi constitué de n

droites, en n ensembles partiels, £, £, ..., E,,

ayant chacun O pour point d’accumulation;
n’ayant deux & deux aucun point commun, sauf O;
E; ayant son ptg. en O réduit & D;;

et dont il serait la réunion.
Autrement dit, il n’y a pas lieu de parler de décomposition paratingente.
C’est ce que montre I'exemple suivant :

. , . I 1 1 R
Par les points d’abscisses 1, —, g e sur 'axe Ox, menons des seg-
. 2 n

ments paralléles & Oy et de méme sens et terminés respectivement en des points
d’ordonnées ‘
I, —»

1 1 1
al? 317 777 pt?

Le ptg. de 'ensemble ponctuel constitué par la réunion de ces segments com-
prend x'Ox et y'Oy. Or, il est impossible de décomposer cet ensemble en deux
autres dont 'un aurait pour ptg. a'Ox seul et I'autre y'Oy seul. Car si I'un des
ensembles avait pour ptg. x'Ox seul, en vertu du lemme d’univocité, il emprunte-
rait un seul point & chacun des segments, et c’est trop peu pour que le ptg. de I'en-
semble restant s’appauvrisse.

24. Application de l1a décomposition contingente. — Voyons maintenant ce qu'on
peut tirer de la décomposition contingente appliquée & un ensemble E plan fermé,
dans les deux hypothéses successives envisagées plus haut :

1°) le ptg. en O est constitué d’'un nombre fini de droiles;
2°) le ctg. en O est constitué d’'un nombre fini de rayons.

1°) Sur les n droites dont est formé le ptg., il y en a nécessairement une qui
porte un rayon du ctg., mais cette propriété peut ne pas appartenir a certaines
d’entre elles. D’ailleurs, la décomposition contingente nous permet de considérer
I'ensemble étudié E comme la réunion d’au plus 2n ensembles partiels pour chacun
desquels le plg. comprend au plus n droites dont une seule porte un unique rayon
du ctg. '

Si donc nous écartons le cas déja étudié (théoréme B) ot le ptg. d’un ensemble
partiel se composerait d'une droit¢ unique, il nous reste a envisager I’hypothése
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d’'un ensemble partiel dont le ptg. comprendrail, un nombre fini-de droites (au
moins deux), le ctg. étant constitu¢ d’'un rayon unique, porté nécessairement par
I'une de ces droites.

2°) Le ctg. étant constitué¢ d’un nombre fini de rayons, le ptg. peut contenir une
infinité de droites. Mais la décomposition contingente nous permettra encore de consi-
dérer I'ensemble E comme la réunion d’autant d’ensembles partiels que son clg.
contient de rayons, les plg. respectifs de ces ensembles étant plus ou moins riches.

En écartanl comme ci-dessus le cas d’'un ensemble partiel & ptg. composé d’une
droite unique, il nous restera & examiner les ensembles partiels dont le ptg. contient
auw moins une autre droite que celle portant le ctg., hypothése moins restrictive que
celle d’'un ptg. constitué d’'un nombre fini de droites, faite & 1°).

Restreignons-nous a cette derniére, en nous limitant de plus au cas particulier
d’un ptg. réduil & deux droites (dont 1'une portera I'unique rayon du ctg.).

25. Les difficultés d’'une solution compléte. — Pouvons-nous espérer alors une
solution simple de notre probléme de structure?

Le probléme ainsi simplifié offre encore de sérieuses difficultés, quand on cherche
a dépasser ce que nous apprend le lemme d’univocité.

Soit OA le rayon unique du ctg. Prenons pour axe x'Ox la droite paratingente
non contingente, pour axe y'Oy une droite laissant OA & sa gauche (par exemple).

L’ensemble E, suffisamment réduit au voisinage de O, sera tout entier & gauéhe
de Oy. Et comme, en vertu d'un théoréme qui sera démontré ultérieurement, le
ptg. d’un continu plan est un continu de droites, la discontinuité que notre hypo-
thése confére au ptg. de E entrainera que I'ensemble linéaire fermé e (projection
de E sur Ox', parallélement & Oy), soit indéfiniment troué au voisinage de O.

Nous sommes loin, malgré les résultats de cette étude, de pouvoir décrire d’une
maniére compléte la structure, aux environs du point O, des ensembles dont le ptg.
se réduit & deux droites données et le ctg. & un rayon unique.

26. L'interdépendance des branches. — A supposer méme qu’il nous ait été
possible d’analyser avec précision les propriétés de chaque sous-ensemble (ou bran-
che) résultant de la décomposition contingente, il reste encore a savoir les conditions
mutuelles que s’imposent deux branches du fait que leur réunion ne fait apparaitre
dans le ptg. rien autre que les deux droites données (*).

Nous avons vu ces conditions mutuelles s’exercer dans les exemples cités aux

() On suppose que chacune des deux branches a son ptg. réduit & une droite unique
et son ctg. réduit & un rayon unique.
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N* 14 et 16, exemples dans lesquels chaque branche avait bien son ptg. réduit & une
droite unique et son ctg. réduit & un rayon unique.

En général; si nous réunissons deux branches ayant chacune son ptg. réduit
i l'une des droites données, ces branches seront prélevées respectivement sur deux
courbes tangentes en O & chacune de nos droites et de pentes, relativement a cetle
droite, infiniment petites aux environs de O. '

Pour obtenir, par prélévement sur ces courbes, un ensemble dont le ptg. en O se
réduise au systéme de leurs deux tangentes, il suffira de se placer dans des condi-
tions telles que relativement & ces tangentes prises pour a'Ox et y'Oy, les cordes
d’interjonction A extrémités infiniment voisines de O n’aienl pour valeurs limites
de leurs pentes que zéro et l'infini.

Notons encore la possibilité, pour un ensemble dont le ptg. en O se réduit a x'Ox
et 'Oy, de comprendre un demi—arq simple tangent en O a 'un de nos axes. Par
exemple on peut supposer que 'ensemble est formé par la demi-droite Ox’ et par
une suite de segments paralléles a Oy, telle que la suivante :

x, =1 oLy, X1
T I
Ly = T OQ}’,Q——,—
2 2.
I I
L, = — 0<}'"<'—"

27. Relations avec la théorie des fonctions. — Pour terminer, signalons un pro-
bléme de théorie des fonctions qui conduirait & exprimer que le ptg. en un point se
réduit & n droites.

Désignons par P et Q deux points quelconques d’un ensemble ponctuel plan
fermé E. Soit O un point non isolé de E, et soient A, A, ..., A, les n droites .
préalablement données passant par O. Considérons la fonction

(P, Q) = sin (PQ, 4,)sin (PQ, 4,) ... sin(PQ, 3,)

VoP +0¢¢

On demande & quelles conditions il faut soumettre I’ensemble E si I'on désire.
qu’au voisinage du point O cette fonction y demeure bornée.

Je dis qu’il est nécessaire(*) que le ptg. d’un tel ensemble se réduise aux n droites
A, 4, ..., A,. En effet, supposons que ¢ (P, Q) demeure bornée.

(*) Bien entendu, la condition en question n’est pas suffisante.
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Le facteur ————— croit indéfiniment lorsque P et Q tendent simultané-
0P + 0@

ment vers O. Donc la fonction ne peut demeurer bornée que si le numérateur

devient infiniment petit dans les mémes conditions, ce qui revient bien A dire que

le ptg. doit comprendre exclusivement les n droites A, 3,, ..., A '

n*




AR CHAPITRE 1V

Projection orthogonale du contingent et du parétingent.

28. Je vais d’abord étudier les extensions, au moyen du ctg., du théoréme clas-
sique sur la tangente & la projection horizontale d'une courbe algébrique en un point
simple, mettant en jeu tantdt la projection de la tangente, tantot la trace du plan
osculateur.

Un arc de courbe (A tangente continue) assez restreint, contenant M, fournit, par
projection orthogon'ale sur un plan, un arc de courbe dont la tangente en m est la
projection de la tangente en M, sous réserve que la tangente en M ne soit pas per-
pendiculaire au plan de projection.

Nous allons étendre ce théoréme & un ensemble E admettant O comme point
d’accumulation, et projeté sur un plan =, sous réserve que le contingent de E en O

ne contienne aucun rayon perpendiculaire au plan =.

" Le théoréme que nous allons obtenir dans le cas de I'ensemble aura d’ailleurs le
méme caractére local que celui que nous venons de rappeler concernant la courbe.
Autrement dit, nous pourrons étre obligés, pour I’énoncer, de diaphragmer suffi-
samment. E au voisinage de O, de méme que nous avons été obligés de ne consi-
dérer qu’un arc de courbe assez restreint pour éviter I'éventualité d'un point double

‘en m sur I'arc plan obtenu par projection.

'29. Projection du contingent : cas régulier. — Soit domc O un point d’accu-
" mulation de E et = un plan que nous pouvons supposer passer par O. Si le ctg.
de E en O ne contient aucun des deux rayons issus de O et perpendiculaires a =,
Iensemble e, projection orthogonale de E sur = admet aussi O comme point d’ac-
cumulation el on peut trouver sur ces deux rayons respectivement deux points B
et B’ symétriques par rapporta O, tels qu'aucun point du segment BB’ (sauf peut-
“étre O) n’appartienne & E et ne soit point d’accumulation de E.

Soit E, I'ensemble des points de E compris entre les plans menés par B et B’
parallélement & = ou intérieurs & la sphére de diamétre BB’, et e, sa projection
orthogonale sur =. Chacun des deux ensembles E, et e, admet O comme point
"d’accumulation. Ceci posé, démontrons le théoréme suivant :

'30. TuforiME. — Le ctg. de e, en O est la projection du ctg. de E, en O.
Nous avons & prouver que :

.

1° Si OT est un rayon du ctg. de E, en O, sa projection Ot sur = est un rayon
du ctg. de e, en O. Cest évident.
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2° Si Ot est un rayon du ctg, de e, en O, il est la projection sur = d'un rayon
OT du ctg. de E, en O.

En effet, puisque O est un rayon du ctg. de e, en O, il est possible de consti-
luer une suile de points m,, m,, ..., m;, ... apparlenant a e,, ayant pour limite O
et telle que la suile de rayons du plan = : Om_, Om_, ..., Om,, ... ail pour limite
le rayon Of. Remontons aux éléments homologues de E,. Nous aurons d’abord la
saile de points M,, M, .... M;, ... qui constitue un ensemble borné dont tout
point d’accumulation doit se trouver sur BB’ et ne peut, par conséquent, d’aprés
une remarque faite plus haut, étre que O. Ainsi, O est le point limite de la suite
M.M, ... M, . :

La suile de demi-plans BB'M,, BB'M,, ..., BB'M;, ... a pour limite le demi-
plan BB'¢. La suite de rayons OM,, OM,, ..., OM,, ..., constitue un ensemble
borné qui a au moins un rayon d’accumulation, soit OT nécessairement situé dans
le demi-plan BB'f; ce rayon ne coincide ni avec OB, ni avec OB’ puisqu’il fait
partie du ctg. de E, en O el que ledit ctg. ne contient ni OB, ni OB'.

Finalement, un rayon OT du ctg. de K, en O se projette suivant Of.

34. RemarQuE. — Le fait de diaphragmer E au voisinage de O (soit au moyen
de deux plans symétriques par rapport a O, arbitrairement voisins; soit au moyen
- d’une sphére centrée en O et de rayon arbitrairement petit), est sans influence sur
le ctg. de E en O. Autrement dit, le ctg. de E, en O cst le méme que celui de E.

Mais cette diaphragmation de E peut entrainer, non seulement I'appauvrissement
de sa projection e sur le plan = (envisagé dans le théoréme ci-dessus), mais encore
celui du ctg. de e, lequel ctg. ne deviendra irréductible qu’a partir du moment ou
il sera identique & la projection du ctg. de E(*).

32. Le contingent d'osculation. — Avant d’étudier le cas ot le ctg. de E en O
contienl un rayon vertical (le plan = étant dit, pour abréger, h0r170utal) introdui-
sons la nolion de « contingent d’osculalion » (*).

Elle jouera un role important par la suite, et il convient de la situer par rapport
a I'étude actuelle,

(") Tl importe de remarquer que e, est la projeclion de E, et non pas le résultat obtenu
en appliquant & e la diaphragmation qui a fourni E, a partir de E.

Autrement dit e, est la projection de la diaphragmation et non pas la diaphragmation
de la projeclion.

(*) G. Bouricaxn, Rev. gén. des Sciences, 15 nov. 193o.
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DériNiTion. — Soit O un point d’accumulation de E et OT un rayon du ctg.
en O. Nous dirons qu’un demi-plan limité & la droite portant OT appartient au
ctg. d’osculation en O, relalif au rayon OT du ctg.,

si lout diédre ayant cette droile pour -aréte et ce demi-plan pour plan bissecteur
comprend des points de E non situés sur OT et & une distance de O arbilrairement
‘Petite, ou encore

si fout prisme droit triangulaire isocéle ayant le support de OT comme aréte, le
demi-plan considéré et le plan perpendiculaire en O a OT comme plans de symé-
trie, contient au moins un point de X non situé sur le support de OT.

Le ctg, d’osculation en O, relatif au rayon OT du clg., est donc un ensemble de
demi-plans limités au support de OT. 1l contient en particulier les demi-plans
limités au support de OT et passant par les rayons du ctg. en O autres que OT.

Mais il peut contenir d’autres demi-plans.

33. RemMArRQUE. — Diaphragmer E par un systéme de 2 plans symétriques par
rapport a O, ou par uune sphére centrée en O, ne modifie pas le ctg. en O non plus
que le ctg. d’osculation en O, relatif & un rayon OT du ctg.

Un arc de courbe assez restreint(') contenant M, a tangente et plan osculateur
continus, fournit, par projection orthogonale sur un plan = perpendiculaire i la
tangente en M, un arc de courbe dont la demi-tangente au point de rebroussement m
est la trace sur = du demi-plan osculateur en M.

Et on pourrait étre tenté d’attribuer au « contingent d’osculation », dans le cas
ou l'on projette orthogonalement un ensemble E (assez restreint) sur un plan =
passant par un point d’accumulation O et perpendiculaire 4 un rayon OA du ctg.,
un role analogue a celui que jouait tout i 'heure le demi-plan osculateur.

Les considérations qui suivent ont pour but d’écarter des séductions dangereuses.

34. Projection du contingent : cas singulier. — Supposons donc que le ctg.
de E en O contienne un rayon vertical et projetons.E en e sur le plan horizontal =
passant par O.

Alors que, dans le cas précédent, ¢ admettait toujours O pour point d’accumu-
lation (si réduit que soit E au voisinage de O), actuellement O peul ne pas étre
point d’accumulation de e ou cesser de 'étre dés que le rayon de la sphére par
laquelle on diaphragme E est suffisamment petit.

(*) Cette précaution a pour but d’interdire a la courbe plane obtenue par projection, de
présenter en m aucune autre branche que les deux qui constituent le rebroussement.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 4
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Mais cette circonstance ne se produirait que dans le cas banal ol tous les points
de E, au voisinage de O, seraient portés par la perpendiculaire en O au plan =.
Ecarlons cette éventualité.

Dés lors, on a le théoréme suivant, dont la démonstration est immeédiate :

TutorEME. — Le ctg. de e en O contient la trace, sur le plan =, du ctg. d’oscula-
tion de E en O, relalif au rayon vertical; mais il peut contenir d’autres rayons.

35. Encore pourrait-on espérer, par analogie avec le premier cas, réaliser, par
diaphragmation de E, un appauvrissement du clg. de e qui le rende identlique a la
trace (sur =) du ctg. d’osculation de E.

D’une part, nous allons montrer par un exemple que cette espérance peut n’étre

pas fondée; el nous donnerons d’autre part une condition suffisante pour qu’'elle se
réalise.

35 bis. En désignant par ¢, la projection sur = du résultat E, de la diaphrag-
mation de F par une sphére centrée en O, il peut arriver que le cig. de ¢, en O
contienne fotjours, si petit que soit le rayon de la sphére, des rayons étrangers i la
trace sur = du ctg. d’osculation de E, (qui est le méme que celui de E). '

C’est ce que prouve I'exemple suivant :

Soit un arc de cercle d’origine O, tangent en O & la verticale OA, el qui se pro-
jette suivant Ox, sur le plan = perpendiculaire en O & OA.

. I 1
Prenons sur OA les points M,, M,, ..., M,, ... de coles 1, —, ..., T
> -
et menons, par ces points, dans le plan du cercle, les perpendiculaires & OA jusqu'a
leurs rencontres en N, N, ..., N,, ... avec le cercle. Faisons tourner ces seg-
s 3 . \ o4 o
ments aulour de 0A d’angles ¢gaux respectivement a —, —, ..., AREE (x est un
I 2
angle arbitraire).
IIs viendront en M, N',, M_\,, ..., M\, ... qui se projettent sur le plan =
suivant
’ r ’
on',, On',. ..., On{__,
Soient 03%',, O%',. ..., 03", ... les rayons du plan = qui prolongent ces der-

niers segments.

L’ensemble E constitué par les segments M, N',, M,N',, ..., M,N';, ... a son
ctg. en O formé du seul rayon OA, et son ctg. d’osculation relatif & ce rayon est
constitué par le seul demi-plan AOx.

L’ensemble projeté e a son ctg. en O formé de Ox d'une part, et d’autre part
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de 'infinité des rayons. O¢',, 0%',, ..., O3, ... (ayant Ox pour rayon d’accumu-
lation). Seul de ces rayons, Ox est la trace sur = du ctg. d’osculalion de K en O.

Nolons d’ailleurs que les rayons du ctg. de e en O ¢étrangers a la trace sur = du
. ctg. d’osculation de E en O ne constituent pas un ensemble fermé de rayons.

11 est évident que, si petite que soit une sphére centrée en O, 'ensemble plan e,
projection sur = de I'ensemble E, résultant de la diaphragmation de E par cette
sphére, admettra foujours, dans son clg. en O, en plus de Ox, une infinité de
rayons distincts de Ox, donc étrangers a Uintersection par = du ctg. d’osculation
de E, en O.

36. Une condition suffisante pour la résolubilité du cas singulier par le contin-
gent d'osculation. — Supposons qu'un rayon O/ du ctg. de ¢ en O ne soit pas la
trace sur = d’'un demi-plan du ctg. d’osculation de E en O. Le demi-plan AO¢
n’appartenant pas au ctg. d’osculation de E, il existe un prisme droit triangulaire
isocéle... (voir plus haut définition du clg. ‘d’osculation) A I'intérieur duquel ne se
rencontre aucun point de E.

Soit E, I’ensemble constitué par les points de E compris entre les plans des
bases de ce prisme et e, sa projection sur =. Le ctg. de ¢, en O ne contiendra plus
le rayon Of, non plus que tout rayon intérieur a 'angle plan d’intersection du
« prisme... » avec le plan =.

Je peux donc, par une réduction convenable de E dans une direction perpendi-
culaire a =, faire disparaitre du ctg. de e, tout rayon qui ne serait pas la trace sur =,
d’un demi-plan appartenant au ctg. d’osculation de E.

Supposons que les rayons du ctg. de e en O qui ne sont pas la trace sur = d'un
demi-plan du ctg. d’osculation de E en O, constituent un ensemble fermé.

Alors, le lemme de Borer-Lesescuk nous apprend qu’un nombre fini de réduc-
tions de E dans une direction perpendiculaire & = fera disparaitre, du ctg. de e,
tous ces rayons.

Soit E, la partie de E que laisse subsister la plus importante de ces réductions.
A cet ensemble E, (ou & tout autre encore plus réduit, provenant de E), corres-
pondra, par projeéction sur =, un ensemble e, dont le ctg. en O sera identique a la
trace sur = du ctg. d’osculation en O, de E, (ou de E), relativement & OA. La
condition en italique constitue donc bien la condition suffisante annoncée.

37. Projection du paratingent. — Etudions maintenant I'influence sur le ptg.,
d’une projection orthogonale sur un plan = passant par le point d’accumulation O
de E, en supposant la perpendiculaire en O a = exclue du ptg.

Alors, le cté. de E en O ne contient aucun des deux rayons issus de O et per-
pendiculaires & =. Nous savons que, dans ces conditions, I'ensemble e, projection
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orthogonale de E sur = admet aussi O comme point d’accumulation, et qu’on peut
trouver, sur ces deux rayons respectivement deux points B et B’ symétriques, par
rapport & O, tels qu'ancun point du segment BB’ (sauf peut-étre O) n’appartienne
a E et ne soit point d’accumulation de E. Soit E, I'ensemble des points de E com-
pris entre les plans menés par B et B’ parallélement & =, et e, sa projection ortho-
gonale sur =.

E, et ¢, admettronl chacun O comme point d’aceumulation.

Ceci posé, démontrons le théoréme suivant :

TutoriME. — Le plg. de e, en O esl la projection du ptg. de ¥, en O.

Nous avons & prouver que : .

1°) Si OA est une droite du ptg. de I, en O, sa projection O3 sur = est une
droite du ptg. de e, en O. C’est évident.

2°) Si 0% est une droite du ptg. de e, en O, elle est la projection sur = d’une
droite OA du ptg. de K, en O.

En effet, puisque O3 est une droite du ptg. de e, en O, il existe une suite de

segments p.q,, p,q,, ..., pigi, ... dont les extrémités appartenant & ¢,, tendent
vers O, les droites sustentatrices ayant pour limite O3. Soient P,Q,, P,Q,, ...,
P;Q;, ... la suite de segments correspondants de E,. En raisonnant comme dans

le cas du ctg. on verrait que les extrémités de ces segments, appartenant & E,, ten-
dent vers O. Considérons les plans menés par BB' parallélement aux segments
PQ,, PQ,, ..., P;Q .... Ces plans (se confondant respectivement avec ceux
menés par BB' parallélement aux segments p,q,, p.q,. --., piq;, -..) ont évidem-
ment pour limites le plan BB'O3. La suite des droites sustentatrices de P,Q,.
P,Q,. ..., P;Q;, ... constitue un ensemble borné de droites qui a au moins une
droite d’accumulation passant par 0, soit OA.




CHAPITRE V

Les applications du contingent a la théorie des courbes.

38. Les quatre contingents. — Revenons maintenant au ctg. pour une étude
plus détaillée. Nous serons amenés & introduire plusieurs notions connexes donnant
lieu & divers énoncés paralléles. pour les appliquer 4 la théorie des arcs simples de
Jorpan.

Dans I’étude de la projection orthogonale du ctg., nous avons déja eu & rappeler
la définition donnée par M. Bourieasp, du ctg. d’osculation en un point d'accumu-
lation O d'un ensemble E, relativement & un rayon OT du ctg. ordinaire. J'appel-
lerai désormais contingent linéaire le dernier nommé, et contingent planaire le ctg.
d’osculation de M. BouLicanp.

Par analogie avec ce que j'ai fait pour le ctg. linéaire, je donnerai du ctg. pla-
naire cette autre définition :

DEriviTiON. -— Le ctg. planaire en un point d’accumulation O d’un ensemble I,
relativement & un rayon OT du ctg. linéaire est encore I'ensemble limite (ou indif-
féremment d’accumulation) de la suite infinie d’ensembles de demi-plans issus du
support de OT et passant par tous les points de E, non situés sur le support de OT
et intérieurs aux sphéres de centres O et de rayons :

¢, >¢,>...>¢,>... tendant vers zéro.

L’équivalence des deux définitions est évidente.

39. A l'image de ce que M. BouLicanp avait fait pour la tangente et le plan
osculateur en un point d’une courbe, j’ai généralisé les notions de cercle osculateur
et de sphére osculatrice en définissant le contingent circulaire et le contingent
sphérique. ’

Les définitions du ctg. linéaire et du ctg. planaire (ou d’osculation) données par
M. BouLicAND reviennent a dire :

qu'un rayon OT appartient au ctg. linéaire en O, s’il est limite d’une suite de
rayons joignant O aux points d’une suite M,, M,, ..., M,. ... extraite de E, ten-
dant vers O, et dont tous les points sont distincts de O;

qu'un demi-plan issu du support de OT appartient au ctg. planaire relatif & O
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et a OT, s’il est limite d’une suile de demi-plans déterminés par le support de OT
et les points M, M,, ... M;, ... d’une suite extraite de £, tendant vers O, et dont
aucun point ne soitl situé sur le support de OT.

40. Par analogie, je dirai qu'un cercle appartient au ctg. circulaire relatif & O
et & OT, s’il est limite d’une suite de cercles tangents en O & OT et passant
respectivement par les points M,, M,, ..., M;, ... d’une suile exlraite de E, ten-
dant vers O, et dont aucun point ne soit situé sur le support de OT.

Le ctg. circulaire est aussi I'ensemble limite (ou d’accumulation) de la suite
infinie d’ensembles de cercles langents en O a OT el passant par lous les points
de E (non situés sur le support de OT) intérieurs aux sphéres de centres O et de
rayons s >>¢, > ... >z, > ... lendant vers zéro.

44. Soit maintenant I'or un cercle du ctg. circulaire relatif & O et & OT.
Remarquant qu’un cercle, et un point non situé sur ce cercle déterminent sans
ambiguité une sphére, je dirai qu’une sphére appartient au ctg. sphérique relatif
4 0, & OT et a I'o; si elle est limite d’une suite de sphéres passant toutes par [or
et respeclivement par les points M,,M,, ..., M;, ... d'une suite extraite de E,
tendant vers O, ct dont aucun point ne soit situé sur le cercle ['or.

Le ctg. sphérique est aussi 'ensemble limite (ou d’accumulation) de la suite
infinie d’ensembles de sphéres passant par I'or et par tous les points de E (non
situés sur I'or) intérieurs aux sphéres de centres O et de rayons

§>eg>... >, > ... tendant vers zéro.

42, Notations des quatre contingents: — Pour abréger, je désignerai les quatre -
contingents respectivement par les notations suivantes :

C:(0) : ctg. linéaire relatif a O. C’est un ensemble de rayons;

C,(0,0T) : ctg. planaire relatif & O el & un rayon OT de C,(0). C’est un
ensemble de demi-plans;

C,(0,0T) : ctg. circulaire relatif & O et & un rayon OT de Cy(0). C’est un
ensemble de cercles;

C.(0, 0T, I'er) : ctg. sphérique relalif & O, a un rayon OT de C;(0) et & un
cercle I'or de C,(0, OT). C’est un ensemble de sphéres.

43. Un principe de représentation ponctuelle. — On peut, par un procédé
évidenl, ramener la considération de 'ensemble des rayons issus d'un point ou des
demi-plans issus d’une droite a celle d’'un ensemble de points.

I1 nous sera commode de pouvoir associer de méme un ensemble de points, soit
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A I'ensemble des cercles tangents en un poinl & une droile, soit & I'ensemble des
sphéres passant par un cercle.

Imaginons d’abord fous les cercles tangents en O & OT. Par une inversion de
pdle K(sur OT) et de puissance KO, le centre » d’un de ces cercles se transforme
en p. sur la sphére de diamétre KO. Dans le demi-plan OTw de ce cercle, consi-
dérons la perpendiculaire & OT passant par w; elle coupe en o' la surface latérale
du cylindre de révolution d’axe OT, circonscrit a la sphére. Nous dirons que o' esl
l'image de ce cercle.

Nous établissons ainsi une correspondance bhiunivoque entre les points de la sur-
face latérale du cylindre el les cercles tangents en O &4 OT, de rayon nul, fini ou
infini, et de demi-plan bien déterminé.

Les cercles de rayon nul ont leurs images sur le cercle de base du cylindre, de
centre O; ceux de rayon infini ont leurs images sur le cercle de base de centre K.

Si un point variable o', tend, sur la surface latérale de ce cylindre, vers un point
fixe ',, nous dirons, dans tous les cas, que le cercle d'image o', vient se confondre
avec le cercle d’image o', . ’

Dés lors, revenant & la suite des cercles tangents en O & OT et passant par les
points de la suite M,, M,, ..., M;, ... extraite de I tendant vers O, nous dirons
qu’elle a pour limite le cercle I's; si la suite des points images de ces cercles a pour
limite le point image de I'sr. Et ceci nous améne & admettre, dans C,(0, OT) des
cercles de rayon nul ou infini, mais de demi-plan bien déterminé.

44. Nous établirons, par la méme inversion (mais sans faire usage du cylindre),
une correspondance biunivoque entre les sphéres passant par un cercle ['or de
C,(0,0T), et les points d'un cercle tracé sur la sphére de diamétre KO, cercle
inverse de la droite des centres des sphéres envisagées (nous excluons le cas banal
ou, Tor étant de rayon infini, les sphéres passant par I'er deviennent les plans pas-
sant par le support de OT); et nous dirons encore que le point est I'image de la
sphére qui lui correspond.

La notion de sphére limite d'une suite de sphéres passant par [or et les points
M,, M,. ..., M;, ... d’une suite extraite de E tendant vers O se trouve ainsi éten-
due, ce qui nous améne encore a admettre, dans C; (O, OT, I'or) des sphéres de rayon
nul ou infini.

Si ['or est de rayon nul dans le demi-plan P, toute sphére passant par ['or [et en
particulier toute sphére de C,(0, OT, T'or)] est tangente en O au plan contenant le
demi-plan P.

Si Tor est de rayon infini, quel que soit son demi-plan, les sphéres passant par o
sont les plans passant par le support de OT, et 'ensemble des sphéres de C,(0, OT, 'or)
est identique & celui des plans contenant les demi plans de Cg(O, OT).
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_ D’apres la définition de C,(0, OT) et C,(0, OT, I'ey) comme ensemble d’accu-
mulation d’une suite infinie d’ensembles de cercles ou de sphéres, nous réaliserons
ces deux ctg. en prenant 'ensemble d’accumulation de la suite infinie d’ensembles
des points images de ces cercles ou de ces sphéres.

Les points de cet ensemble d’accumulation seront les images des cercles ou des
sphéres constituant les deux ctg.

D’apreés cela, au méme titre que le ctg. linéaire est un ensemble fermé de rayons
et le ctg. planaire un ensemble fermé de demi-plans,

le ctg. circulaire est un ensemble fermé de cercles;

le ctg. sphérique est un ensemble fermé de sphéres.

45. ReMARQUE I. — On peut faire entre les deux ctg. planaire et circulaire, le
rapprochement suivant :

Le demi-plan de tout cercle (de rayon nul, fini ou infini) de C,(0, OT) appartient
a Cx (0, OT). '

Réciproquement, tout demi-plan de C(O, OT) contient au moins un cercle de
G, (0, OT) de rayon nul, fini ou infini. I1 peut en contenir une infinité(*).

46. RemarqQue II. — En tant qu’ensemble d’accumulation, aucnn des quatre ctg.
ne saurait étre vide. Car on suppose implicitement que les ensembles de la suite
infinie emboitée qui admet pour ensemble d’accumulation le ctg. considéré ne sont
pas tous vides. Puisque O est point d’accumulation de E, 'hypothése implicite est
toujours réalisée pour C,(O).

Si nous écartons le cas sans intérét ou tous les points de K suffisamment voisins

. de O sont en ligne droite, aucun des ctg. planaires ou circulaires relatifs a O et aux
divers rayons de C;(0) n’est vide, non plus qu'aucun des ctg. sphériques relatifs
A O ct aux divers cercles de chacun des ctg. circulaires.

47. Sur une classe de courbes de Jordan. — Nous allons appliquer les quatre
ctg. a 'obtention de propriétés remarquables des courbes simples de Jorpan qui
coupent en un nombre fini de points, soit tout plan, soit encore toute sphére de
rayon fini ou infini.

(") Notons encore que, si deux rayons OT, et OT, de C,(O) sont opposés, on a
C(0,0T) = Cx(0,0T,);
C,(0,0T,) = €., (0,0T),)

Drailleurs, si oy, est un cercle de C, (0, OT,) c’est-a-dire ausside C.(0.OT,), onaura:

C.(0,0T,, I'or,) = C,(0,0T,, Ior)) .
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Dans la premiére hypothése, M. BouLicanp a prouvé l'exislence pour chacun des
demi-arcs séparés par un point de la courbe, d’une demi-tangente et d’un demi-plan
osculatenr. Sa démonstration assigne un role a la continuilé des ctg., mais jai
reconnu que ce role est purement apparent.

Le probléme de la continuité des clg., intéressant en lui-méme, sera envisagé
la suite de la présente recherche. Pour I'instant, je vais reprendre le principe de
M. Bouligand, le simplifiant comme je I'ai dit, et en tirani de nouveaux résultats.

48. Un énoncé général. — Soit donc OL un demi-arc simple de JorpaAN, sans
plus.
Chacun des quatre ctg. donne lien a un théoréme dont I'énoncé peunt s’unifier

comme suit :

TutoriME. — Si C;(0) n’est pas réduil & un rayon unique;

Si C(0, OT) n’est pas réduit & un demi-plan unique;
Si C,(0, OT) n’est pas réduit 4 un cercle unique;
Si C.(0, OT, I'ar) n’est pas réduit & une sphére unique;

tout plan passant par O, traversant C,(0) dans le 1* cas;

tout plan passant par le support de OT, traversant C;(0, OT) dans le 2° cas;

toute sphére de rayon fini ou infini, tangente en O 4 OT et traversant (C, (O, OT)
dans le 3¢ cas; '

toute sphére de rayon fini ou infini passant par I'sr et traversant C,(O, OT, I'or)

dans le 4° cas;

coupe le demi-arc simple OL, arbitrairement réduit au voisinage de O, en une infi-
nité de points admettant O pour point d’accumulation.
En effet,

si dans le 1~ cas, un plan P passant par O traverse C;(0);

si dans le 2° cas, un plan P passant par le support de OT traverse C_(0O, OT);

si dans le 3¢ cas, une sphére ¥, de rayon fini ou infini, tangente en O & OT
traverse G,(0, OT);

c’est que, si réduit que soit OL au voisinage de O, il n’esl pas tout entier d'un
méme c6té de O dans les deux premiers cas, ou de ¥ dans le troisiéme cas. )

Dés lors, si O n’était pas point d’accumulation de OL X P dans les deux pre-
miers cas, de OL X ¥ dans le troisidéme, il en serait point isolé, et, en appelant M
un point de OL antérieur au premier point de OL X P (ou de OL X X) qui vient
aprés O, larc OM ne couperait P (ou X) qu’en O : il serait donc tout entier d'un
méme coté de O (ou.de X).

Fae, des Sc., 3° série, t. XXIIIL. 5
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49. Le 4 cas mérite quelque attention.

Remarquons d’abord que, sur toute sphére de C,(0, OT, I'sy) de rayon fini ou
infini, V'une au moins des deux calotles que T'or sépare sur cette sphére meérite le
nom de calolle conlingenle, en ce sens u’elle peut étre obtenue comme limite d'une
suite de calottes déterminées sans ambiguité par la condition d’&tre bordées par oy
et de passer par les points d’une suite M,, M,, ..., M;, ... extraite de E, tendant
vers O et dont aucun point n’est situé sur I'o,.

Si donc, suivant notre hypothése, C,(O, OT, I'sr) fermé, ne se réduit pas & un
élément unique, il exisle au moins deux calottes contingentes. D’ailleurs, étant
donné deux calottes contingentes distinctes bordées par le méme cercle I, il existe
toujours des sphéres passant par I'or et ayant I'une des calottes a I'intérieur, l'autre
a Pextérieur. Nous dirons qu'une telle sphére traverse le clg. sphérique(*).

Dés lors, si une sphére X (de rayon fini ou infini) passant par [or « traverse »
C,(0, OT, [ox), c'est que, si réduit que soit OL au voisinage de O, il n’est pas tout
entier d'un méme cHté de X. Donc O est point d’accumulation de OL X X(*).

50. Existence unilatérale de la tangente et des éléments osculateurs. — Le
théoréme précédent joue le role de Lemme par rapport au suivant :

Tutorkme. — Soit une courbe simple de Jordan.

Si rout plan la coupe en un nombre fini de points, dans toule aire finie, elle admet
& la fois, en chaque point et de chaque c6té, une demi-tangente el un demi plan oscu-
latear.

Si T'on fait I'hypothése plus restrictive gu’elle soil coupée en un nombre fini de
points dans toule aire finie, par Toutt surface planc ou sphérique, il en résulte de plus
qu'en chaque poinl el de chaque coté, elle admet un cercle osculalewr el une sphére
osculatrice(*). : )

Soit en effet OL le demi-arc postérieur d’une courbe simple de Jorpax. En vertu
de la premiére partie de notre hypothése, tout plan coupe ce demi-arc en un nombre
fini de points dans toute aire finie de ce plan.

(*) Méme dansle cas ou Cs(0, OT, I'or) serait réduit & une sphére unique, une sphere
de rayon fini ou infini pourrait le « traverser ». Si en effet, les deux calottes de cette sphere
unique limitées & I'or étaient contingentes, tout plan ou toute sphére passant par I'or tra-
verserait G, (O, OT, I'or).

(*) Le théoréme que nous venons de démontrer signifie donc que, moyennant I'une des
quatre hypothéses faites, il existe dans toute région (si réduite qu’elle soit autour de O)
d’un plan P (ou d'une sphére ) traversant le ctg. envisagé, une infinité de points d’inter-
section de ’arc OL avec P (ou IX).

(*) Dans le cas actuel, on peut dire que, sur le cercle et la sphére qui, d'un coté déter-
miné, constituent le ctg. circulaire et le ctg. sphérique, seule une moitié du cercle et seule
une moitié de la sphére sont osculatrices.
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Je dis qu’il existe, dans ces conditions, une demi-tangente postérieure en O, au-
trement dit, que C;(0) se réduit & un rayon unique.

Car si ce clg. comprenait deux rayons distincts OD, et OD,, le plan passant par

S
la bissectrice de D,0D, et perpendiculaire au plan de cet angle couperait (d’aprés

le théoréme précédent) le demi-arc simple OL, arbitrairement réduit an voisinage
de O, en une infinité de points, ce qui est contraire & 'hypothése. .

Puisque C,(0) est réduit & un rayon unique OT, il n’existe en O qu’un seul ctg.
planaire C_ (O, OT); et un raisonnement identique au précédent, faisant inlervenir
le plan bissecteur du diédre formé par deux demi-plans distincts de C_(O, OT)
(supposés exister), mettrait en évidence la contradiction entre I’hypothése et I'exis-

tence de ces deux demi-plans distincts(*).

54. Faisons maintenant I'hypothése plus restrictive exprimée par la seconde
partie de I'énoncé. Nous saurons, d’aprés ce qui précéde, que Ci(0) se réduit & un
rayon unique OT, et que C_(O, OT) se réduit & un demi-plan unique, soit =. Il
n’existera donc en O qu’un seul ctg. circulaire C,(0, OT) dont les cercles, de rayon
fini ou infini, sont tous dans le demi-plan =. Si C,(0, OT) comprenait deux cercles
distincts, la considération d’une sphére ayant I'un d’eux a son intérieur et I'autre
A son extérieur, mettrait en évidence la contradiction entre I'hypothése et I'existence
de ces deux cercles distincts.

Soit I'or le cercle unique de C,(O, OT).

11 n’existe donc en O qu’un seul ctg. sphérique : C,(0, OT, I'or).

S’il comprenail deux sphéres distinctes (ou méme s’il n’en contenait qu’une, mais
dont les deux calottes fussent contingentes), la considération d’une sphére le « {ra-
“versant » mettrait en évidence la contradiction entre I'hypothése et 'existence de
deux calottes contingentes.

Tout ce qui vient d’étre dit pour le demi-arc postérieur étant évidemment valable

pour le demi-arc antérieur, le théoréme se trouve établi.

B52. Remarque. — Faisons, sur le demi-arc simple OL de Jorpan la seule hypo-
thése que C;(0) soit réduit & un rayon unique OT. Alors C_(O, OT) et C,(O, OT)

(*) Dans son Mémoire sur Les continus d’ordre borné, Acta Mathematica, année 1930,
t. 55, M. A. Marchaud démontre p. 85 ce théoréme :

Tout arc simple a langente partout coupé en un nombre fini de points par un plan admet
en chaque point un plan osculateur a droite et un plan osculateur a gauche.

11 établit de plus, page 113, cet autre théoréme :

Tout arc simple plan, rencontré en un nombre fini de points par un cercle Quelconque
et doué partout d’une langente, admet en chaque point un cercle osculateur a droite et un
cercle osculateur a gauche.
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pourront contenir, le premier plusieurs demi-plans, le second plusieurs cercles. De
méme, les ctg. sphériques relatifs & O et & chacun des cercles de C,(0, OT) pour-
ront contenir chacun plusieurs sphéres.

Mais, comme tout point M (de OL), suffisamment voisin de O est du méme coté
que OT par rapport au plan P perpendiculaire en O & OT, on peut, au lieu de
considérer C,(0, OT) comme formé de cercles entiers, I’envisager comme constitué
de demi-cercles situés du méme coté que OT par rapport & P.

De méme, au lieu de considérer le ctg. sphérique (relatif & un cercle déterminé
For du ctg. circulaire), comme formé de sphéres entiéres, on peut I'envisager comme
constitué de demi-sphéres situées du méme coté que OT par rapport A P, et con-
tenant par conséquent le demi-cercle contingent de I'or.

53. Considérons plus particuliérement, comme on le fait en analyse classique,
une courbe définie par les fonctions o = f({), y =g¢g(l), z==h(t), continues et
pourvues de dérivées successives. En un point ordinaire de cette courbe, le demi-
cercle osculateur antérieur se raccorde avec le demi-cercle osculateur postérieur, et
il en est de méme des deux demi-sphéres osculatrices antérieure el postérieure(*). .

54. Une condition suffisante de continuité des contingents. — Abordons main-
tenant le probléme de la continuité des quatre ctg. .

Méme dans le cas d’'un continu E, le ctg. linéaire C;(0) n’est pas nécessairement
un continu de rayons, comme on le voit en prenant pour E le continu p(')n.ctuel cons-
titué par deux demi-droites Ox et Oy. _

D’ott I'intérét de la condition suffisante, donnée par M. BouLicanp pour la conti-
nuité des deux ctg. linéaire et planaire d'un continu. L'extension en est immédiate
aux ctg. circulaire et sphérique et les conditions suffisantes de continuité ainsi obte-
nues pour les quatre ctg. peuvent s’unifier dans 1'énoncé général suivant :

B55. TuEorEME. — Pour un continu ¥, une condition suffisante de continuité pour
chacun des quatre ctg. est que lout couple M, N de points de ce continu puisse se join-

(*) Les résultats ci-dessus n’épuisent pas les applications connues du contingent, a la
théorie des courbes. M. Georges Durand a communiqué & I'Académie des Sciences, le
28 aolt 1930, le théoréme suivant :

S’il existe en tout point non isolé d’'un ensemble E, un demi-coéne de révolution non
aplani, englobant la totalité du contingent, ’ensemble E est dénombrable. )
1 suit de 1a que si un arc simple admet partout deux demi-tangentes, elles sont oppo-
sées, sauf au plus sur un ensemble dénombrable de points.

Le travail développé de M. Georges Durand va paraitre aux Acla Mathematica.
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dre par un sous-continu de E, de diamétre infiniment pelit avec OM 4 ON et ne con-
lenant (hypothése H) aucun poini ponr lequel I'élément géométrique (rayon ou demi-
plan, cercle ou sphére, astreint & passer par ce point) dont est formé le ctg., deviendrait
indéterminé.

Ne pas passer par O pour C;(0); ne pas rencontrer la droite support de OT
pour :C_ (O, OT) ou pour G,(O, OT); ne pas rencontrer ['o; pour.C,(O, OT, I'or),
telles sont en définitive, les formes prises dans les divers cas, par I'hypothése H
relative au sous-continu de E joignant le couple M, N.

1l est entendu que, de leur c6té, les points M et N distincts sont :
distincts de O dans le premier cas;
" non situés sur la droite support de OT dans le deuxiéme et le troisiéme cas;
non situés sur ['or dans le quatriéme cas.

Puisque les quatre ctg. sont des ensembles fermés, pour en prouver la continuité,
il nous suffira d’établir I'impossibilité de les décomposer en deux ensembles fermés
F, et F, sans élément commun. Etant donné deux tels ensembles, on peut toujours
trouver un couple d’éléments pour lequel se trouve réalisé le minimum de la « dis-
tance » de ces éléments(*). ' '

Pour abréger le langage, ce couple sera dit « couple de disjonction », car il attesle
que les ensembles F, et F, n'ont aucun élément commun. Cette notion embrasse
celles

de segment de disjonction, quand F, et F, sont deux ensembles ponctuels fer-
més sans point commun; '
d’angle de disjonction, quand F, et F, sont deux ensembles fermés de rayons
(issus d’'un méme point) sans rayon commun; .
d’'angle di¢dre de disjonction, quand F, et F, sont deux ensembles fermés de
demi-plans (issus d’'une méme droite) sans demi-plan commun, notions qui
* se présenteront i nous par la suite d'une maniére naturelle.

56. Nous allons utiliser la proposition suivante, due & Jaxiszewski et sur laquelle
nous aurons 'occasion de revenir & la fin de ce travail (*).

Lorsque I'ensemble limite d’une famille infinie de continus renferme deux points
A et B, cette famille admet pour ensemble d’accumulation un continu sur lequel
'se trouvent et A et B.

(%) L’usage que nous faisons de cette notion est conforme aux idées générales dévelop-
pées par M. Maurice FRecHET dans ses « Espaces abstraits », Gauthier-Villars, Paris, 1928.
(* 8. Janiszewski, thése, page 20.
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57. A la faveur de ce lemme, démontrons, pour le premier des ctg., le théoréme
énoncé plus haut. Nos hypothéses sont les suivantes :

E est un continu ponctuel tel que tout couple M, N de points de E distincts, et
distincts de O. puisse étre joint par un sous-continu de E ne passant pas par O et
de diameétre infiniment petit avec OM + ON.

Dans ces conditions, je vais prouver par I’absurde, que C;(0) est un continu de
rayons.

Supposons donc que C,(0), fermé, ne soil pas un continu. Il est donc décom-
posable en deux sous-ensembles fermés F, et I, sans rayon commun. Soit OL, un
rayon de F, et OL, un rayon de F,. Il existe une suite de points distincts, distincts
de O, appartenant a E,

M, M, ..., M, lelle' que
OM,>0M,>...>0M,.,........... tende vers ziro;
LOM,>LOM,>...>LOM, > ... tende verszéro.

I1 existe de méme une suite de points distincts, distincts de O, appartenant a E,

N, N, oo Ny e telle que
ON,>O0ON,>...>0N,>......... tende vers zéro;
LLON,>L,ON,> ... >L,ON,> ... lende vers zéro.

On peut prélever les deux suites partielles

M, M, LW,

i
AT/ ' ~ 7
N, NG, L, NG,

- telles que deux points de méme rang M'; et N'; puissent se joindre par un sous-
continu C; de E ne passant pas par O, de diamétre d;, et que L'on ait :

d>d,>...>d,>... tendant vers zéro.

Soit I',, I',, ..., I';, ... la suite infinie de continus de rayons issus de O et cons-
truits avec les directrices
(AP G S

Elle admet, au sens de JANIsZEwsKI, un ensemble limite.

Cet ensemble limite contient OL,, car la suite de rayons OM',, OM/,, ..., OM';, ...
(appartenant respectivement a [',, I, ..., I';, ...) a pour limite le rayon OL,; donc
la suite des distances angulaires de T',,1°,, ..., I';, ... a OL, a pour limite zéro, ce
qui entraine bien que OL, soit rayon de I'ensemble limite. De méme, cet ensemble
limite contient OL,.
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Donc, d’aprés le théoréme de Janiszewski, la suite des I' admet un ensemble
d’accumulation qui est un continu contenant OL, et OL,.

Drailleurs tout rayon OD de cet ensemble d’accumulation appartient & C;(O).
Cela résulte immédiatement de la qualité de OD et du fait que le diamétre d; de C;
tend vers zéro en méme temps que OM’; + ON';.

Ainsi Ci(0) contient un continu de rayons comprenant lui-méme OL, et OL,,
ce qui est.en contradiction avec le fait que, C;(0) étant décomposable en deux
ensembles fermés F, et F, sans rayon commun, il existe un angle de disjonction
rendant impossible, sur C,(0), le passage continu de OL, & OL,.

Donc Cy(0) est un continu.

Un raisonnement identique prouve la continuité de C_(0, OT).

58. Etablissons maintenant la continuité de C,(0, OT), moyennant les hypo-
théses faites plus haut.

Démontrer que C,(0, OT), ensemble fermé de cercles est un continu, c’est, par
définition, démontrer que I'ensemble ponctuel fermé f qui est son image sur la
surface latérale du cylindre est un continu.

Si G,(0, OT) n’est pas un continu, il est décomposable en deux sous-ensembles
fermés F, et F, sans cercle commun; soit C, un cercle de F, et C, un cercle de F_;
Pensemble ponctuel fermé f, image de C;(0,OT) se trouve de ce fait décomposé
en deux sous-ensembles fermés ponctuels sans point commun f, et f,, images res- .
pectives de F, et F,; et f, contient I'image m, de C,, tandis que f, contient I'image
m, de C,. : ‘

On peut, comme plus haut, réaliser les deux suites

M, M, ..M,

13

N, N, ..., N,

prélevées chacune sur E, tendant chacune vers le point O, dont aucun point ne soit
situé sur le support de OT, telles qu’il existe un sous-continu E; de E (ne rencon-

. S . , I
trant pas le support de OT), de diamétre d; décroissant et tendant vers zéro avec —
. . i

’

telles enfin que les deux suites de cercles tangents en O &4 OT qu’elles déterminent
aient pour limites respectives les cercles C, et C,.

Soit r,r, ..., ...
la suite infinie de continus de cercles, tangents en O & OT, et s’appuyant sur les
directrices

1’ 2 t
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En prenant les images de ces cercles, on constitue unc suite infinie de continus
ponctuels

K,, K,, ..., K, ..
ayant, au sens de Janiszewski, un ensemble limite qui contient m, et m,, puisque
I'ensemble limite de la suite I',, 1',, ..., I;, ... contient C, et C,.

Donc I'ensemble d’accumulation de la suite K, K, ..., K;, ... est, d’aprés le
théoréme de Jaxizewskr, un continu passant par m, et m,. Je dis que tout point P
de cet ensemble d’accumulation appartient & f; ou, ce qui revient au méme, que
tout cercle de I'ensemble d’accumulationde 1, I',, ..., [';, ... appartienta C,(0, OT),
ce qui est évident.

Ainsi f contient un continu de points comprenant lui-méme m, et m,, ce qui
est en contradiction avec le fait que, f étant décomposable en deux sous-ensembles
fermés, ponctuels, sans point commun, il existe un segment de disjonction rendant
impossible, sur f, le passage continu de m, a m,.

Donc f est un continu, et il en est de méme de I'ensemple fermé de cercles
C,(0,0T), dont f est I'image. »

Moyennant les hypothéses faites sur le continu E, & savoir : qu’il contient O,
que deux points M et N de ce continu, distincts, non situés sur I'er, peuvent étre
joints par un sous-continu de E ne contenant aucun point de ['or et de diamétre
infiniment petit, en méme temps que OM + ON, on démontre, par un raisonnement
identique au précédent, que I'ensemble fermé de sphéres C,(O, OT, [';r) est un
continu.

59. Occupons-nous maintenant des continus particuliers constitués par un demi-
arc simple de JORDAN.

Moyennant les hypothéses précisées au. théoréme suivant, de tels continus satis-
feront aux conditions (énoncées plus haut), assurant la continuité de leurs ctg.

TutorkME. — Un demi-arc simple OL de Jordan

1°) satisfail toujours & la condition assurant la continuité de Ci(0);

2°) et 3°) salisfail & la condition assurant la continuité de C (0, OT) et de C, (0, OT),
quand O esl point isolé de OT X OL;

4°) satisfait & la condition assurant la conlinuité de C,(0, OT, I'er) quand O est
point isolé de Vor X OL. )

Soit en effet OL le demi-arc simple de Jorpan défini par les trois fonctions con-
tinues & = f(1), y = g(1), = = h(l), et 'inégalité ¢ 2> ¢,, le point O correspondant
A t=1,. (Le demi-arc envisagé est donc le demi-arc « postérieur »).
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Ce demi-arc simple OL constitue un ensemble E qui est un continu et dont O
esl point d’accumulation.
A partir du moment ot M et N, appartenant a OL, distincts 'un de l'autre,

distincts de O dans le cas de C;(0);
non situés sur le support de OT dans le cas de C(0.0T) ou de G, (0, OT);
non situés sur I'er dans le cas de C,(0, OT, I'oy);

sont suffisamment voisins de O, ils peuvent &tre joints par un sous-conlinu de OL,

ne passant pas par O dans le premier cas;
ne contenant aucun point du support de OT dans les deux suivanls;
ne contenant aucun point de I'o: dans le dernier cas;

et de diamétre infiniment petit avec OM + ON.

Cette possibilité résulte uniquement, dans le premier cas, de la continuité uni-
forme des fonctions f, g, h; .

dans les deux suivants, de cette continuité uniforme et du fail que O est point
isolé de OT x OL;

et dans le dernier cas, de celte continuilé uniforme et du fait que O est point
isolé de T'or X OL. ‘

Dés lors, pour tout demi-arc simple OL de Jorpax,

C.(0) est toujours un rayon ou un continu de rayons;
C4(0, OT) est un demi-plan ou un continu de demi-plans,

C,(0, OT) est un cercle ou un continu de cercles,

si O est point isolé de OT x OL; .
Et C,(0, OT, I's;) est une sphére ou un continu de sphéres si O est point isolé
de FoT X OL.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. \XIII. 6



CHAPITRE VI

Les applications du paratingent & la théorie des courbes.

60. Nous nous proposons de montrer, dans ce chapitre, le role sélectif que joue
le ptg. dans la définition aulonome de diftérentes classes de courbes, el d’opposer
a ce point de vue ctg. et ptg.

Faisons d’abord I'étude d’un continu poncluel plan, borné K, au voisinage d’un
point d’accumulation O, quand une droite OA esl exclue du ptg. en O.

Le lemme dunivocité el le théoréme établi plus haut que la projection d’un
continu borné est un segment fermé, donneront la solution de ce probléme, mais la
remarque suivante montre bien la nécessité, dans cette étude, de certaines précau-
tions qui peuvent, au premier abord, apparaitre superflues.

61. RemMarQuE. — Soil O un point d'accumulation d'un continu ponctuel plan,
borné E. 11 peut arriver que I'ensemble des points de E intérieurs (sens large)
a tout cercle de centre O el de rayon inférieur & une certaine valeur fixe <, hien
qu’étant fermé (intersection de deux ensembles fermés) ne soit pas un continu.

Cette circonstance se produil par exemple, en chacun des poiuts du segment de

, . . o1 ,
I'axe des y(—1, 4 1). pour le conlinu constitué par la courbe y = sin — complé-
, x

L

tée par le segment d’accumulation (— 1, +1) de l'axe des y.

Celte remarque s’étend ¢videmment & un continu ponctuel borné E de I'espace
a trois dimensions admettant O comme point d’accumulation. I1 suffit de remplacer
les cercles par des sphéres. Kt le continu obtenu par rolation autour de I'axe des

du continu plan précédent en est un exemple.

62. Une classe de courbes planes. — A la faveur des préliminaires ci-dessus, .
démontrons le théoréme suivant : '

TugorEME. — Si en an poinl O d’un conxtizu poncluel plan borné, E, une droite O A
est exclue du plg. en O, en prenant cetle droile pour axe des vy, sa perpendiculaire
en O pour axe des x, les environs de O sur ce continu sont formés par un arc de
courbe passant par O el représenlable, dans le systéme d’axes choisi, par Uexpression
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explicile y = f(x), CONTINUE el i penles bornées dans un cerlain \NTERVALLE (conlinu
linéaire) conlenant O.

En effet, en vertu du lemme d’univocilé, 'ensemble I, obtenu par diaphragma-
tion de E au moyen d’'un cercle centré en O et de rayon suffisamment petil, corres-
pond biunivoquement & sa projection e, sur axe des x et est représentable par
y = f(x) définie, continue et & penles bornées sur cel ensemble fermé e, .

(11 peul arriver que e,, qui contient O el I'admet comme point d’accumulation,
ait tous ses points d’'un méme coté de O).

Notre hypothése supplémentaire que E est un continu entrainera dailleurs les
conséquences suivantes :

Si ¢, m’a de points que sur I'un des deux rayons Ox ou Oz, il englobera lous
les points d’'un segment lerminé en O et porté par ce rayon.

Si e, a des points de part et d’autre de O, il englobera lous les points dun seg-
ment porté par x'Ox et ayant O a son intérieur au sens strict.

Car autrement, e, serait indéfiniment troué au voisinage de O, au moins sur un
des rayons Ox ou Ox' sur lequel il posséde des points, et il en résulterait immé-
diatement la possibilité de décomposer E en deux ensembles fermés sans point
commun, ce qui est contraire & I’hypothese faite que E est un continu.

En définitive, E, est représentable, dans notre sysiéme d’axes, par I'expression
explicite y = f(x), définie, conlinue et & pentes bornées dans un intervalle (continu
linéaire) englobant O, sinon & son intérieur au sens sirict, du moins & Fune de ses
extrémités.

Le théoréme se trouve donc démontré(’).

63. 1l nous fournit immédiatement la solution du probléme suivant :

ProBLEME. — Trouver les continus plans donl le ptg. en chaque point laisse échapper
au moins une droite. _ '

Nous savons, d’aprés le théoréme précédent, qu’en chaque poinl du continu, on
peut trouver un systéme d’axes tels que les environs de ce point sur le continu cons-
tituent un arc de courbe défini par une équation explicite y = f(x) continue et a
pentes bornées dans un certain intervalle comprenant le point considéré.

Finalement, un continu plan dont le ptg. en chaque point laisse échapper au

(1) 1l résulte de ce théoréme que la circonstance envisagée dans la remarque N° 61 est
incompatible avec nos hypothéses actuelles. )

Autrement dit : silec ptg. en un point O d’un continu plan E laisse échapper une droite,
la portion de ce continu comprise dans un cercle centré en O et de rayon suffisamment
petit est un continu.
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moins une droite, est une courbe simple, fermée ou ouverle, décomposable en ur
nombre fini d’arcs (en vertu du théoréme de BoreL-LEBEsGUE. car le continu est
Jermé), admettant chacun une représentation explicite y = f(x), dans un systéme

d’axes approprié, f(x) étant une fonction continue, & pentes hornées, dans un cer-
tain intervalle.

Ces courbes sont dés lors rectifiables.

64. Comme cas particulier du probléme précédent, envisageons le suivant :

ProBLEME. — Trouver les continus plans dont le plg. se réduil en chaque point
A ane droité unique.

Ces continus sonl évidemment des courbes & tangente continue('). Cette tangente
est de plus orientée, puisque I’hypothése faite que le ptg. en chaque point se réduit
a une droite unique exclul 'éventualité de points de rebroussement.

65. Une classe de courbes gauches. — Proposons-nous maintenant d’étendre

a l'espace & lrois dimensions les résultats que nous venons d’obtenir. En premier
lieu, le lemme d’univocité aura I'énoncé suivanl :

LemME p'uNivociTE. — O élant un point d’accumulation d’un ensemble ponctuel
SJermé E de Uespace a trois dimensions, si toutes les droites passant par O dans un
certain plan = sont exclues du ptg. en O, il existe un cylindre de révolution G de
centre O, ayant pour axe la perpendiculaire x'Ox menée en O au plan = et tel que :

1°) Sur tout plan paralléle & =, traversant ce cylindre, la portion intérieure a ce
cylindre contienne au plus un point de E; tous ces points (dont nous désignerons l'en-
semble par E)) étant strictement intérieurs a l'ensemble des deux cones de révolution
opposés par le sommel et ayant pour cercles de base les deux cercles de base du cylindre;

2°) Les droites d’'interjonction des points de l'ensemble E, aient leurs paraliéles
{passant par O) intérieures a ces deux cones.

Soit e, I'ensemble fermé projection de I'ensemble fermé E, sur laxe des ux,
parallélement au plan = que nous prendrons pour plan des yz. L’ensemble E _ est
représentable par les deux expressions explicites y = f(x), ¢ = ¢g(x), définies sur e,,
4 pentes bornées, donc continues sur cet ensemble fermé linéaire e,. Il peut arriver
que e, qui contient O et 'admet comme point d’accumulation, ait tous ses points
d’'un méme coté de O.

(*) Car autrement; en un point M ou la tangente serait non continue, I’ensemble limite
des tangentes aux points infiniment voisins de M comprendrait au moins une droite MS
distincte de MT, et on prouverait aisément que MS fait partie du paratingent en M.
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Si nous supposons que Ik -est un continu, nous en déduirons les conséquences
suivantes :

Si e, n’a de points que sur l'un des deux rayons Ox.ou Ox', il englobera tous
les points d’'un segment terminé en O el porté par ce rayon.

Si e, a des points de part et d’autre de O, il englobera tous les points d’un seg-
-menlt porté -par x'Ox el avant O & son intérieur, au sens stricl.

66. Dol le théoréme suivant :

TuEoREME. — Si en un point O d'un coxriNu ponctuel borné E de l'espace a trois
dimensions, toutes les droiles passant par O dans un certain plan = sonl exclues du
plg., en prenant ce plan pour plan des yz, la perpendiculaireen O & = pour axe des x,
les environs de O sur le continu E sonl représentables par les expressions explicites
¥y =f(x), z = g(x), définies, continues et @ pentes bornées dans un intervalle (conlinu
linéaire) englobant O, sinon & son intérieur au sens stricl, du moins & l'une de ses
extrémités.

11 résulte encore de ce théoréme que la circonstance envisagée dans la remarque
N 61 est incompatible avec nos hypothéses actuelles. Autrement dit : si le ptg. en
un point O d'un continu E de I'espace laisse échapper toutes les droites passant
par O dans un certain plan, la portion de ce continu comprise dans une sphére de
centre O el de rayon suffisamment petit esl un continu.

67. Le théoréme précédent donne immeédiatement la solution du probléme sui-
vanl :

ProBLEME. — Trouver les contiNus de l'espace donl le ptg. en chaque point laisse
échapper toules les droites passan! par ce point dans un certain plan.

Un tel continu est une courbe simple, fermée ou ouverte, décomposable en un
nombre fini d’arcs admettant chacun une représentation explicite y = f(x), z =g(x),
dans un systéme d’axes approprié, f(x) et g(x) étant des fonctions continues, a
pentes bornées, dans un certain intervalle.

Ces courbes sont dés lors rectifiables.

En particulier, un continu dont le ptg. se réduit en chaque point & une droite
unique est une courbe & tangente continue et orientée(*). Et réciproquement, pour

-une telle courbe, le ptg. se réduit en chaque point & une droite.

(*) La continuité de la tangente est une conséquence immédiate de la remarque de
M. Bouligand mentionnée au n° 15 bis.
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68. Continuité du paratingent d'un arc simple de Jordan. — Nolre but. sera
maintenant d’établir que le plg. en un point d’un continu plan quelconque est un
continu de droiltes.

Démontrons d’abord la continuité du ptg. d’un arc simple.

Lemui |. — Elant donné un arc PQ prélevé sur une courbe simple de Jordan
x=f(), y=g(@), : = h(l), Uensemble des droiles sustenlalrices des cordes de cet
arc est bien enchainé enlre deux cordes sous-tendant des arcs non empiélants.

Soient en effet 2 arcs \ B et A'B' non empi¢lants, dont les extrémités A, B, \', B,
correspondent aux valeurs =, %, o/, &' du parameélre /[ : x<pB<Ta' <TB'.

' 6 /
2 — % ’ . . ’
En posant T ] =, nous ¢lablissons, entre les points de 'arc AA' et
- — &
;
ceux de I'arc BB’ une correspondance biunivoque continue ielle que ¢ variant de =«

a-a', ¢ varie de 8 a 8’ ce qui améne d'une facon continue la corde MM’ (d’extré-

milés ¢ el 1) de la position AB & la position \'B’.

11. — Cet ensemble de droites est bien enchainé enlre deuic cordes sous-lendanl des
arcs dont U'un est prélevé sur l'aulre.
, ,
On a dans ce cas a<To' <B'<T§.

L
Kt il suffit encore de poser —— =

[I1. — Cet ensemble de droiles est « BIEN EXCHAINE ».

Car si on suppose z<«' < < #' defacon quelesarcs AB, \'B' aient une partie
commune A'B, en prenant m et n lels que « <<m < n<C38, 'ensemble de droites
considéré sera bien enchainé entre \B et MN d’une part, enlre MN et A'B’ d’autre
part.

TutorRkME. — Le ptg. d'un arc simple de Jordan se réduit en chaque point & une
droite unique ou est un continu de droiles.

Soit M uu point de Parc simple x = (1), y = y(!), z = h(t). Je dis que le plg.
en M de cet arc est un continu.

Prenons de part et d’autre de M deux points P el Q de cet arc el considérons
I'ensemble des droites sustentatrices des cordes RS (non nulles) de 'arc PQ. Nous
venons de voir que c’est un ensemble bien enchainé entre deux quelconques de ses
droites R'S' et R"S". Donc sa fermeture est un continu de droites. Soit maintenant
une suite d'arcs ' '

dont les extrémités P; et Q; tendent vers M de part et d’aulre de M. A celte suite



NOTIONS ORIGINELLES DE LA GHOMETRIE INFINITESIMALE DIRECTE. 47

d’arcs emboités correspond une suite emboitée de continus de droites dont 'ensemble
d’accumulation (identigue ici 4 'ensemble limite) est précisément le ptg. en M. Kt
comme il comprend an moins une droite, le théoréme de Janiszewskl nous apprend
que c’est un continu de droites, & moins qu’il ne se réduise & une droite unique.

69. Continuité du paratingent de tout continu plan. — THEorEME. — Le pfg. en
un point quelconque d'un coxtiNv pLAN esl un continu de droiles (ou se réduit & une
droile unique).

Distinguons deux cas :

1") Le ptg. en O épuise la tolalité des droites passant par ce point.

Notre conclusion se confond alors avec notre hypothése.

'2°) 11 y a au moins une droite 0A ne faisant pas partie du ptg. en O.

Alors, un théoréme antérieur nous apprend que les environsde O sur le conlinu,
sont formés par un arc de courbe passant par O el représentable par y = f(x),
continue dans un certain intervalle. Et nous sommes ramenés an théoréme précé-
dent.

70. Généralités sur les problémes de sélection. — Pour confirmer la valeur
sélective du ptg., montrons maiutenant que beaucoup de systémes de conditions, en
apparence plus larges que celle imposée plus haut & un conlinu d’avoir son plg.
réduil partout i une droite unique, conduisent au méme résultat. Soit posé le pro-
bléme suivant :

Trouver un continu dont le plg. en chaque poinl laisse échapper les droiles passant
par ce point dans un plan P, el soil de plus un ensemble de droiles totalement discon-
tinu.

D’aprés la premiére condition, nous savous que ce continu sera un arc simple, el
d’aprés la deuxiéme, que le ptg. devra partout se réduire & une seule droite. Nous
obtenons donc encore des courbes a tangente continue.

Considérons encore ce probléme :

Trouver un continu dont le plg. en chaque point O se projette, sur un plan = quel-
conque passant par O, suivant un ensemble de droiles lolalement discontinu.

Soit ¢ une droite passanl par O dans le plan =, et non contenue dans la projec-
tion du pig. sur =. Il n’existe ancune droite du ptg. dans le plan P perpendiculaire
4 n mené par 3. Nous somines donc ramenés au cas précédent.

On aurail des énoncés encore plus particuliers en supposant que le ptg. soit formé
d'un ensemble dénombrable de droites, ou d’'un nombre fini de droites. 11 serait
oiseux de signaler ces énoncés si ce n’était pour marquer une derniére fois la diffé-
rence profonde entre ptg. et ctg., celui-ci n’admettant & aucun titre, des propriétés
sélectives comparables a celles du ptg.
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71. Le second lemme d'univocité pour I'espace. — REmarQuE. — Dans I'extension
du lemme d’univocité au cas de I'espace, on peut se placer & un point de vue diffé-
renl de celui adopté plus haut. Etant donné un ensemble fermé E, on supposera
qu'une droite (et non plus toutes les droites passani par 6 dans un cerlain plan)
soit exclue du ptg. en O.

1l en résultera 'existence d’un cylindre circalaire droil ¢, de centre 0, d’axe 0 A
tel que : ' ‘ o

1°) sur toute droite paralléle & O\, traversant ce cylindre, la portion intérieure
A ce cylindre contienne au plus un point de E; tous ces points (dont nous désignerons
I'ensemble par E,), é¢tant strictement intérieurs 4 la partie du cylindre extérieure aux
deux cones opposés par le sommet O, et ayant pour cercles de hase les deux cercles
de base du cylindre;

2°) les droites d'interjonction des points de E, aient leurs paralléles (passant
par O) intérieures & la région du cylindre ci-dessus précisée, contenant E,.

Prenons OA pour axe des z et pour plan des xy le plan perpendiculaire en (4]
4 01, etsoit e, 'ensemble fermé projection de E, surle plan des ay. L’ensemble E,
correspond donc biunivoquement & sa projection e, . Il est représentable par Pex-
pression explicite z = g (x, y), définie et continue sur 'ensemble fermé e, .

On ferait ensuite I'hypothése plus particuliére que E est un continu.

Yous nous contentons de rappeler ce point de vue dont M. Bouricaxp a appro-
fondi antérieurement 1'étude (*).

72. Le paratingent d’un continu spatial est-il un continu? — Nous terminerons
en disant quelques mots sur la continuité du ptg. en un point O d'un continu E de
P'espace, question que nous n’avons pu résoudre entiérement.

1°) Le ptg. épuise toutes les droites passant par O. 11 est bien alors un continu
de droites.

2°) Ty aau moins un plan passant par O, dontaucune droite n’appartient au ptg.
Notre continu est alors un arc simple de Jornax. Donc son pig. est encore un continu,
d’aprés ce que nous avons démontré au N° 68. ,

3°) 1l reste enfin le cas ou aucun plan passani par O n’esl entiérement exclu du
ptg. en O, mais oti cependant il se trouve au moins une droite O3 ne faisant pas
partie du ptg.

Désignons par = le plan perpendiculaire en O a 013,

D’aprés ce que nous venons de supposer, la'projection’du plg. £ de notre continu
sur le plan = (qui est aussi le ptg. p de sa projection, d’aprés le \* 37) contient

(') BouLicaND. Sur les surfaces dépourvues de points hyperlimites, Annales de la Société
Polonaise de Mathématiques, t. IX, 1930, pages 32 et suivanles.
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toutes les droites issues du point O dans le plan = : adineltons en effet qu'une telle
droite OD soil exclue de p, il s’en suivrait que le plan AOD serait tout entier exclu
de &, contrairement & I'hypothése. _ ’

Ainsi, dans ce troisiéme cas, nous savons que le ptg. en O va contenir au moins
une droite dans chaque plan passant par 0A, et celle propriété subsiste lorsqu’on
remplace OA par toute droite suffisamment voisine. Mais de 14 ne saurait découler
que & est un conlinu de droiles, car on peut toujours construire un nombre fini de
cOnes solides convexes, de sommet O, deux a deux extérieurs et dont les projections
sur = ou sur un plan de direction voisine recouvrent la totalité de ce plan.

Somme toule, c’est ce cas intermédiaire 3¢ (qui, dans Pespace a trois dimensions,
laisse un doute sur la continuité du ptg. '

On pourrait songer & une autre méthode : chercher les propriétés locales d’un
ensemble dont le ptg. en O se décomposerail en deux ensembles fermés sans droile
commune. Cela est-il compatible avec la continuité de 'ensemble ponctluel envisagé?

J'ai montré les difficultés de I'élude locale d’un ensemble dont le pig. se réduil
a deux droites. 11 n’est pas exagéré de penser que le dernier probléeme formulé esi

plus difficile encore.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 7



CHAPITRE VI

Application de la construction de Cantor-Minkowski & 1’analyse des ensembles
discontinus. Défaut d'enchainement d'un ensemble borné. Démonstration
du théoréme de Janiszewski.

73. Je pensais terminer ici la védaclion de ce travail, el renmvoyer le lecleur & la
démonstration du théoréme donné par Janiszewski & la page 20 de sa thése, théo-
réme qui a joué dans ce qui précéde un rdle fondamental.

Mais, pour cette raison méme, jai voulu éludier, dans les pages 19 el 20 de la
thése de JaniszEwsk1, le mécanisme de cette démonstration. Il m'a paru pénible el
contrastant avec la netleté et la simplicité du résultat.

Avanl exposé & M. BouLicann la critique de certaines affirmations de la page 19,
celui-ci m’a proposé d’introduire, pour ¥ remédier, la notion de défaut d'enchaine-
ment d’'un ensemble, en m’en suggérant deux définitions dont je prouverai plus loin
I'équivalence. 11 voyait dans celte notion un instrument permettant d’établir que tel
ou tel ensemble est un continu, en prouvant que son défaut d’enchainement est nul.

Cet échange d’idées a suscité la note présentée le 7 décembre 1930 & 'Académie

des Lincei, en collaboration avec M.-Bouricaxp.

74. Lo développant ensuile celle nole, j’ai é1é amené & metlre plus étroitement
en relations I'ensemble d’accumulation 6 d’une collection infinie d’ensembles et 1a
silualion de ceux-ci par rapport au volume obtenu en effectuant sur ¥ la construc-
tion de Caxror-Mixkowssi (voir n° 76) avec un rayon arbitrairement petit. En outre,
abandonnant un premier exposé qui trailait exclusivement du cas des continus, je
suis revenu aun Lemme énoncé par Janiszewski, page 19, el dont la restitution m’a
paru désirable, pour certaines applicatlions.

Je rappelle I'énoncé du théoréme auquel jai fait allusion plus haul, établi par
S. Janiszewski dans sa mémorable thése(*), en lui donnant toutefois la forme sous
laquelle je P'ai utilisé au Chapitre V, pour étendre la notion de contingent.

Lorsque Uensemble limite d'une collection infinie de conlinus renferme dewx poinls
A el B. celle collection admet pour ensemble d'accumulation un conlinu sur lequel se
{rouvent A et B.

75. Le butl du présent chapilre sera de préciser, au moyen de la construction de

(") S. Janiszewski, these, Paris. 1g11, page 20.
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Canvor-Minkowskt, la notion de défaut d’enchainement ’un ensemble fermé £ non
cantinu, et de retrouver a sa faveur la proposition précédente qui nous a permis
d’établir, pour chacun des quatre contingents, une condition suffisante de continuité.

La constructlion de Canror-Minkowski est intéressante a bien des titres. Elle fournit
d’une part des propriétés dimensionnelles de 'ensemble 1(*). D’autre part, les fron-
tiéres d’ensembles lels que celui E, qu’elle engendre quand on l'applique, avec un
ravon o, & I'ensemble E, s’offrent comme une généralisalion des surfaces convexes,
dont M. Georges Duraxp a réalisé I’étude, en liaison avec une nouvelle notion des
enveloppes (%). ‘

Ce probléme particulier, quoique déja fort large, de Géométrie Infinitésimale
Directe, a montré une fois de plus U'importance de la notion de contingent, inlro-
duite par M. Bouricann(*).

Dans tout ce qui suit, il ne sera question que d’ensembles bornés.

Je ne reviendrai pas sur les notions classiques de point intérieur, poinl extérieur
d un ensemble; point frontiére ‘et frontiére d'un ensemble; ensemble ouvert; en-
semble bien enchainé; ensemble connexe ou d’un seul tenant; domaine. Je rappelle
simplement que la réunion d’'un nombre fini ou infini d’ensembles ouverts est un,

- ensemble ouvert.

76. Définition de la construction de Cantor-Minkowski. — Soil E un ensemble
ponctuel borné. Nous le supposerons fermé, sinon il suffirait, par la suite, de lui
substituer sa fermeture. De chaque poinl de E comme centre, avec un rayon ¢,
décrivons une sphére : réunir ces sphéres, c’esl, par définition, effecluer la cons-
truction de Canror-Mingowskit (ou abréviativement C. M.) avec le rayon ¢. Si nous
supposons les sphéres précédentes ouvertes, leur réunion E, sera elle-méme un
ensenible ouvert qui est encore celui des points dont la distance & E est inférieure a <.

77. Notion de constituant. — Rappelons qu’on nomme « constituant »(*) d'un

(") G. BouLieaND. Dimension, élendue, densité (C. R., t. 180, 1925, p. 245). — Ensembles
impropres et nombre dimensionnel (Bull. Soc. Math., sept.-oct. 1928 et juin 1929).

(*) G. Duraxp. Sur une maniére de concevoir la théorie des enveloppes (C. R., t. 188, p. 1135).
— Sur la construction C. M. (Ibid., t. 188, p. 1368; t. 189, p. 443; t. 190, p. 1001 et 121g).

(*) Outre les articles déja cités, consulter :

G. BouLicanp. Sur lUexislence des demi-tangentes @ une courbe de Jordan. Fund. Math.,
t. XV, p. 216 et suivantes. -—— Applicalions du contingent (C. R. de I'Ac. des Sciences, séance
du 10 nov. 1930). — Expression générale de la solidarilé entre le probléme du minimum d’une
intégrale et I'équalion correspondante d’Hamillon-Jacobi (Rendic. dei Lincei, juillet 1930).

(*) La notion de constituant est déja ancienne. Elle est citée notamment par M. Kura-
Towskl au tome I de Fundam. Math., page 41 (voir la note en petils caractéres) et atiribuée
par cet auteur & Janiszewskl avec référence a son Mémoire (en polonais) Sur les coupures
da plan par des conlinus, page 61, Varsovie, 1913.
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ensemble ouverl &, un ensemble e safuré par rapport au systémeé des lrois pro-

.1

priélés suivantes :

il est contenu dans §,
il est ouvert,

il est d’'un seul lenant (ou connexe).

Si donc on ajoute, & un constituant de &, un point de €, I'ensemble oblenu ces-
sera d’étre ouvert, ou d’étre d’un seul tenant.

[l résulte immédiatement de la définition d’un constituant fes conséquences sui-
vantes : '

1) Deux constituants distincts (c’est-d-dire tels ¢u’il existe au moins un point
n’appartenanl qu’a I'un des deux), sont sans point commun.

Car si deux constituanls distincls C, et C, de { avaient un point commun, leur
réunion C, + C, serait un ensemble ouvert, d’un seul tenant, contenu dans &.

I>ailleurs, par hypothése, I'un au moins des deux ensembles C,—C, et C,—C,
n’est pas vide. Et si C,—C, (par exemple) n’est pas vide, l'identité C, + C, = C,
+(C,— C,), dans laquelle le premier membre est un ensemble ouvert, d’'un seul
tenant, contenu dans &, entraincrail que C, n’est pas saturé par rapport & ce sys-.
téme de trois propriélés, ce qui est contraire & I'hypothése que C, est un consli-
tuant de &. .

2°) Un point P d’un ensemble ouvert & fail nécessairement partie d’un consti-
tuant de & el d’un seul, formé par la réunion de P et de tous les points de § qui
sont en connexion avec P.

En effet, la réunion de P et de fous les points de & qui sont en connexion avec P,
[cest-a-dire qui peuvent lui étre joints par une courbe définie par trois fonctions
continues : x = f(f), y = ¢(t), z = h(t) et donl tous les points appartiennent & &]
est un ensemble ouvert, d'un seul lenant, contenu dans . et saturé par rapporl & ce
systéme de trois propriétés. C’est donc un constituant de €.

Et nous savons déji, d’aprés 1°), que P ne peut faire partie de deux constiluants
distincts.

3) Un ensemble ouverl { est la réunion de ses constituants qui sont des domaines
disjoints.

(Mais lout domaine contenu dans & n’est pas nécessairement un constituant de §).

4") La décomposition d’un enserble ouverl { en constituanls n'est possible que
d’une seule facon.

Le nombre des constituants d’un ensemble ouvert & peut étre fini ou infini.

On démontre que les constituants d’'un ensemble ouvert borné quelconque sont
en nombre fini ou forment une infinité dénombrable, et que, dans le cas d'un
ensemble ouverl E, provenant de la construction C. M. effectuée sur un ensemble

borné E, le nombre des constituants est fini. Nous désignerons ce nombre par n(g).
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78. Voici d’autres remarques appelées a jouer un réle important :

Tout point M de E, étant point de E,, appartient & un des constitnants de I,
el & un seul.

En outre, la sphére ouverte M, étanl tout entiére contenue dans E,, lest aussi
dans le constilnant de E, qui contient M.

11 résulte de la que deux points de E appartenant a deux constiluants de E, dis-
tincls, sont & une distance I'un de Paulre au moins égale a a:.

79. Etude des constituants de E,. — Fcrivons la décomposition de E, en ses
constituants.

O E, = C" 4+ C" + ...+ C"".

Un point de E, appartenant a L, appartient & un el un seul de ses constiluants :
désignons par E', E°, ..., " les ensembles formés par les points de E conlenus
respectivement dans C', C"f" B O

On aura donc
{2) 7 E=E4+E+ ... +E".

2

IYailleurs, aucun des ensembles E’, ., E" n’est vide.

11 s’ensuit que la construction C. M. appliquée & un ensemble E borné, fermé,
relativement au rayon :, entraine une subdivision bien déterminée de E en autant
d’ensembles fermés que L, contient de constituants, chacun des sous-ensembles
fermés de E ainsi réalisés étant I'ensemble des points de E qui sont intérieurs res-
pectivement & chacun des constituants de E,. Et les n.sous-ensembles fermés en
lesquels nous avons ainsi décomposé E sont, deux a deux, & des distances au moins
égales & 2¢ .

De celte décomposition de E, nous pourrons d’ailleurs déduire des décomposi-
tions de K en deux sous-ensembles fermés distants d’au moins 2;, formés : le pre-
mier, par certains des n sous-ensembles initiaux, et le second par tous les autres.

-80. Démontrons maintenant les propositions suivantes :

p.i

TrforEME A. — Chaque constituant C** de E, est I'ensemble ouvert résultant, par
la construction C. M., de I'ensemble ' des points de E intérieurs @ C™ . Autrement
dit C' = FE,.

D’abord E, (C*'.

Car tout poinl de E', appartient au moins & U'une des sphéres centrées sur E, et
comme toutes ces sphéres sont contenues dans C**, ce point appartient & C#*.
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11 résulte de la que E',, E°,. ..., E", conlenus respecltivement dans les domaines

disjoints C*', C**, ..., C*" sont aussi disjoints.
Lt puisque

(3) E, =FE, +E,+ ... +k,.

le rapprochement de (1) et (3) monlre que

= FE,. (C. Q. F. D.)

‘TakorEME B. — Pour ¢ assez grand, E, est J’un seul lenanl, c’est-a-dire n(z) = 1.

Car aussitot que 2¢ dépasse le diamétre de l'ensemble I, toutes les sphéres
centrées sur E et de rayon o sont deux & deux sécanles, el la réunion de spheéres
dont deux quelconques sont sécantes est toujours un ensemble d’'un seul tenant.
Ainsi E, sera certainement d’un seul tenant lorsque 2: dépassera le diameétre de E
(condition suffisante).

KL si 2:' est supérieur au diameétre de I, non seulement E,, mais encore
E, (¢">¢") est aussi d’un seul tenant.

Tatorime C. — Si "> et si By est dun seul lenant, il en est de méme de E,»

Posons en effel ¢" =— ¢’ + r. La démonstration du théoréme résultera immédia-
tement des deux remarques suivantes :

1* Pour faire sur E la construction C. M. relative & ¢", on peut d’abord la faire -
sur E relativement & ¢', puis sur E, relativement a r : Ey , = (Ey)r.

2° La construction C. M. appliquée 4 un ensemble d’un seul tenant, donne un
ensemble d’un seul tenant. '

TuiortMe D. — L'entier n(s) esl une fonction non croissante de 3.

Je vais montrer que si Ag >0, n{s +Az) L n(z). Soil E,=C% 4 C 4 ..+ CH",
Alors

B = ()3 + (CW)s 4 .. + (C¥)s,,

(puisque la construction C. M. faite sur E relativemenl & s+ 3¢ peul élre exécutée
en deux temps).

Confrontant (C*')y, avec tous les suivants, je le réunis a lous ceux qui ont avec
lui au moins un point commun, en supprimant ceux-ci. Le nombre des termes de
la réunion, au second membre, ne peut (que diminuer.

Je procéderai de méme avec le premier terme de la nouvelle suile ainsi cons-
tituée, elc...

Donc

n(p +32) Ln(z). () -

(*) Etant donné le caractére intuitif de ce théoréme, I'intérét de la démonstration esy
surtout d’indiquer comment on peut déduire les constituants de E,, 1, de ceux de E,.
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81. RemarQue I. — Si E borné, fermé, n’est pas un continu, il est décomposa-
ble en deux ensembles fermés A et B dont la distance d(A, B) esl positive, non

1
nulle. Pour toute valeur de r<Z—d(A, B), E,_ ne sera pas d’un seul tenant.
2

Réciproquement, si un E, n’est pas d’un seul tenant, il admet au moins deux
constiluants et I esl décomposable au moins d’une facon en deux ensembles fermés,
sans point commun; donc E n’esl pas un continu.

Ainsi, la condition nécessaire et suffisante pour que E borné, fermé, soit un
continu, est que tous les E, soient d’un seul tenant, c’est-d-dire que n(z) = 1 pour

toute valeur de ¢.

RemarQuE 1. — 1l vésulte encore des théorémes précédents que si un ensemble b
borné, fermé, n’est pas un continu, il existe un nombre ¢, positif, non nul, tel que:

h

pour ¢ >: , K, est d’'un senl tenant : n(p) =1,

pour ¢ <s,. E, n'est pas d’un seul tenant : n(z) > .

Ce nombre ¢, est la plus grande des valeurs de ¢ qui rende disconlinue la fonc-
tion n(z),
et la borne inférieure de I'ensemble des nombres [ tels que :>>1{ enlraine

#{e) == 1, cest-a-dire tels que E, soit un domaine.

82. Les deux définitions du défaut d'enchainement. — Nous sommes mainle-
nant en mesure de définir de deux maniéres le défaut d’enchainement, et de prouver
I'équivalence de ces deux définitions.

Soit £ un ensemble fermé, borné, won continu.

D*une part, il est décomposable, au moins d'une fagon, en deux ensembles fer-
més A et B sans point commun.

Soit (A, B) l'une de ces décomposilions, d(A, B) la distance (non nulle) des
deux ensembles A et B, et 2i la borne supérieure de I'ensemble des distances cor-
respondant a toutes les décompositions possibles de E en deux ensembles fermés
sans point commun.

La longueur 23 peul &tre choisie pour mesurer le défaut d’enchainement de I'en-
semble (*).

Soit d'autre part ¢, la longueur (non nulle) envisagée ci-dessus, el caraclérisée

[

par les propriétés suivantes :

z, entraine n(s) =1,

0

ANV

¢, entraine n(g) > 1.

o

(*) On montre facilement que cette borne supérieure 23 reste la méme si on considére
tous les couples (A, B) tels que E = A + B sans autre condition.
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La longueur 2g, fournit une seconde définition du défaut d’enchainement.

=A.

Montrons qu’en effet ¢,

Soit ¢" un nombre quelconque inférieur & x; d’aprés la définition de la borne
‘supérieure, il exisle une décomposition (A, B) telle que d(\, B) > 2¢'; donc n(¢") >1;
donc ¢ o, .

Puisque o' < entraine ' g, cest que n < s, .

Supposons maintenant % <Cg, et soil & un nombre tel que 1<k <Tg,. Puisque
k<o, n(k)>1. Donc E, contenant plusieurs constituants, est décomposable en
autant d’ensembles fermés (distants deux a deux d’au moins 2k) que E, posséde de
conslituants. En prenant d’'une part I'un.de ces ensembles fermés el d’aulre part la
réunion de tous les aulres, on aura une décomposition de E en deux ensembles
fermés sans point commun et de distance au moins égale & 2k, ce qui est contraire
a ’hypothése que 24 est la distance maximum de deux ensembles fermés, sans point
commun et engendrant E par leur réunion. Don 7> ¢,.

On a donc en définitive A = ¢, .

>

83. RemarQuE. — On peul maintenant compléter, relativement a la valeur ¢

le résultat obtenu plus haut, 4 savoir :

¢ >, entraine n(z) =1;

0 <g, entraine n(g) > 1.
Puisque g, =% et que n(A)>1, ona n(s)>1 .

REmMARQUE. — \ tout ensemble E borné (formé d’un nombre fini ou infini de
points), correspond ainsi une fonction bien déterminée n(s), & valeurs entiéres posi-
tives, définie pour toute valeur positive de ¢ et représentant le nombre des consti-
tuants de E,. Cette fonction ne peut pas décroitre quand ¢ décroit et tend vers zéro.
Elle est égale a 1 pour ¢ assez grand, et reste égale & -1 pour toute valeur de ¢ si E
est bien enchainé (ou si E supposé fermé est un continu)..

Si le défaut d’enchainement g, n’est pas nul, il représente la plus grande valeur

o
de ¢ pour laquelle n(s) est discontinue. Dans tout intervalle (s, + o), la fonction
n(¢) présente alors un nombre fini de discontinuités, & travers chacune desquelles
n(¢) augmente au moins d’une unité.

Si n(p) reste constamment égale a I'enlier & pour toute valeur de s inférieure
a un nombre fixe ¢, c’est que I est décomposable en k sous-ensembles bien en-
chainés (qui sont des continus si E est fermé), dont les distances mutuelles sont au
moins égales au double de la plus petite valeur de ¢ qui rend n(s) discontinue,.
quelques-uns de ces sous-ensembles (voire méme tous) pouvant se réduire chacun.

a un point.
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Mais il peut arriver aussi que n(g) augmente indéfiniment quand o tend vers
zéro.
La démonstration du théoréme de Janiszewskr dont j’ai rappelé I'énoncé au n° 74

va résulter de propositions que nous allons établir maintenant.

84. Sur un cararactére essentiel de la construction de Cantor-Minkowski effec-
tuée sur I'ensemble d’accumulation. — TaforiMe 1. — Soil J6 lensemble d’accumu-
lation (jamais vide) d'une collection infinie d’'ensembles tous inlérieurs & une méme
sphére, et <o arbitrairement pelit. Il n’existe qu'un nombre fini d'ensembles de cctte

collection non entiérement contenus dans 6. .

Car §’il y en avait une infinité, constituant une collection que je désigne par §{ E; {,
la collection | E; — J6. | aurait un ensemble d’accumulation J, qui serait contenu
)
dans J d’une part, et d’autre part serait extérieur & J6., qui contient J3.

85. Le lemme de Janiszewski (thése, page 19). — Tuforime 1. — Soit une col-
lection infinie d’ensembles, tous intérieurs & une méme sphére. Supposons que ceux de
ces ensembles dont le défaut d'enchainement dépasse ¢ o soient en nombre fini, quel
que soit <. Si Uensemble limite § n’est pas vide, I'ensemble d’accumulalibn 6 est un
conlinu ou se réduit a un point.

Désignons par L I'un des points de & (ou éventuellement 1'unique point de 4),
et soit H un point que]conque—de J6 . Je vais montrer que L et H sont bien en-
chainés sur J6. Il en résultera que deux points quelconques de J sont bien enchai-
nés sur J6, par lintermédiaire de L, et par suite, que J est un continu, puisqu’il
est fermé.

Soit en effet ¢ >0 donné, arbitrairement petit.

a) En vertu du théoréme 1, il n’existe qu'un nombre fini d’ensembles de la col-

lection, non entiérement contenus dans J0. ;

3

b) En vertu de I'hypothése du théoréme actuel, il n’existe qu'un nombre Jini

d’ensembles de la collection dont le défaut d’enchainement dépasse —s—;

3
c) En vertu de la définition d'un point de ¥, il n’existe qu'un nombre fini d’en-
sembles de la collection dont la distance & L dépasse %;
d) En vertu de la définition d’un point de 30, il existe une infinité d’ensembles

de la collection dont la distance A H est inférieure 2 3

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIII. 8
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Dés lors, aprés suppression d’'un nombre fini d’ensembles (ce qui ne modfiie
ni 36, ni §), notre collection aura les quatre propriétés suivantes :

1°) lous ses ensembles sonl entiérement contenus dans J0. ;

3

2°) tous ses ensembles ont des défauts d’enchainement inférieurs a

Wl ®

3°) tous ses ensembles sont distants de L de moins de —é—,

4*) une infinité de ses ensembles sont distants de H de moins de =

B

Soit I' 'un (quelconque) de ces derniers ensembles. Il possédera les quatre pro-
priétés précédentes.

Les trois derniéres permetlront d’abord de réunir L & H par une ligne poly-

A A ’ 4 T 1 €
gondle (chaine) L, M,, M,, ..., M;, H de cotés inférieurs & - et de sommets M,

3
M,, ..., M; situés sur I'. Puis, la premiére permettra d’associcr, aux points de la
suite M_, M,, ..., M,_, des points H,, H, ..., H,_, de # & des distances respec-

. r 7 . r_ . b S
tives des précédents inférieures a —.

Et la ligne polygonale L, H,, H, ..., H,_,, H aura tous ses sommets sur # et
tous ses coOtés inférieurs A ¢.
Le théoréme est donc démontré : F> esl un continu.

86. Remarque. — Nous avons supposé que ¢ conlenait au moins un point L, et
que J} contenait au moins un autre point H, distinct de L. Mais I’énoncé signale
la possibilité pour & et J6 de se réduire & un méme point(*). '

D’ailleurs, dans I'hypothése ott € contiendrait deux points distincts A et B,
6 serait un continu passant par A et B.

87. Le théoréme de Janiszewski (thése, page 20). — Si l'on envisage plus spé-
cialement une collection infinie de continus tous intérieurs & une méme sphére,
le défaut d’enchainement de chacun d’eux étant nul, le théoréme précédent
s’applique.

Si 'ensemble limile &€ n’est pas vide, I'ensemble d’accumulation #6 est un continu

() 11 en serait ainsi, en particulier, si chacun des ensembles se réduisait & un seul point
et si la collection infinie de ces points admettait un point d’accumulation unique : ¢ et ¢
seraient alors réduits a ce point.
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ou se réduit & un point. Et si & contient deux points distincls A et B, J6 est un

continu passant par A et B(").

‘REmMARQUE 1. —- Le caractére causal de I'’hypothése (faite dans le théoréme l1I),
qu’il n’existe qu'un nombre fini d’ensembles de la collection dont le défaut d’en-
chainement dépasse ¢ >>o0 fixe, arbitrairement petit, ressort netiement de la démons-
tration. Et avec I'hypothése, moins restrictive, qu’il existe une infinité d’ensembles
de la collection dont le défaut d’enchainement est inférieur & ¢ >>o fixe, arbitraire-
ment petit, notre raisonnement ne permetlirait pas de conclure & la continuité de 6.

st r 2 Ky . 7. * £
Car linfinité des ensembles dont le défaut d’enchainement est inférieur a 3
pourrait n’avoir aucun ensemble commun avec l'infinité de ceux qui sont distants

de H de moins de %, auquel cas 'ensemble T" qui nous a servi & enchainer sur 6

<

le point L au point H nous serait refusé.

Remarque 1I. — Jindiquerai maintenant la modification infime qu’il suffit d’ap-
porter aux passages discutables de la page 19 de la thése de Janiszewski, pour en
rétablir la correclion parfaite. Je cite le texte & partir de la 6° ligne :

« Avant d’aborder la démonstration d’'un lemme important, remarquons qu’il
« existe pour un ensemble queleonque §, un nombre ¢ tel que deux points quel-
« conques de cet ensemble peuvent étre réunis par une chaine par rapport a . Il
« suffit de prendre : '

e >max. s [A, (§ —A)],
A8

« A désignant un poixt variable, contenu dans §. »

L'existence d’un tel nombre ¢ est évidente, mais il ne suffit pas de prendre ¢
supérieur & la valeur indiquée par Janiszewskr. Car si on envisage 1'ensemble tria-
dique de Cantor biti sur le segment (o, 1), cet ensemble étant parfait, tous les
oA, (€ — A)] sont nuls; leur maximum (borne supérieure) est donc nul. Or actuel-
lement, une chaine par rapport 4 ¢ ne peut étre réalisée entre deux points quelcon-
ques de 'ensemble que si ¢ > —;—

Pour rendre correct I'énoncé ci-dessus, il faut introduire non pas la borne supé-
rieure de 'ensemble des p[A, (§ — A)] correspondant & tous les points de §, mais
la borne supérieure de l'ensemble des ¢[A, (§ — A)] correspondant A toutes les
décompositions possibles de & en deux ExsemBLEs partiels A et § — A; el cetle
borne supérieure est justement le défaut d’enchainement de §.

(*) C'est précisément sous cette forme que nous avons eu P'occasion d’appliquer le théo-
réme de JANISZEWSKI. .
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De méme, le Lemme de la page 19 deviendra correct si on représenle par A non
pas un point, mais un sous-ensemble quelconque de M,, de facon que

max. ¢[A, (M, —A)|
AM,

soit le défaut d’enchainement de M, .

L’hypothése faite dans ce Lemme s’énonce alors ainsi :

Pour toules les suites possibles M,, M, ... extraites de la collection infinie | M }{;
le défaut d’enchainement tend vers zéro.

Et cette hypothése équivaut visiblement & la suivante qui est celle du théoréme 11
ci-dessus.

Ceux des ensembles { M | dont le défaut d’enchainement dépasse < >0 sont en
nombre fini quel que soit <.

88. Dans l'introduction de sa Thése, page 4, JaNIszEwskI s’exprime ainsi :

« Je tiens A me justifier d’avance et une fois pour toutes de la part que je réserve
« A certaines propositions qui peuvent paraitre ¢videntes et n’avoir besoin d’aucune
« démonstration. Le fait que plusieurs propositions réputées évidentes ont été re-
« connues fausses, explique mon extréme réserve. Aussi, je ne crains pas d’étre
« long...»

Or, il donne comme évidente, page 16, 4°, laffirmation suivanle :

« Si les ensembles M, n’ont pas de points intérieurs, 'ensemble limite n’en a
« pas non plus(*). »

Si je me permets encore cette petite critique & I'ceuvre magistrale du savant géo-
métre, ce n’est pas uniquement par amour de la vérité, mais bien surtout pour
demander par anticipation, au lecteur possible de mon modeste travail, plus d'in-
dulgence pour les erreurs qu’il y découvrira.

(") 11 suffit, pour la mettre en défaut, de considérer la collection infinie d’ensembles
construite comme suit : .

Soit un carré. Je prends pour M, 'ensemble des 4 sommets.

Par le centre du carré, je meéne les paralléles aux cotés et je prends pour M, 'ensemble
des ¢ sommets des 4 carrés partiels. J'opére sur ces carrés partiels comme sur le carré ini-
tial et je prends pour M, I'ensemble des 25 sommets des 16 carrés partiels ainsi obtenus,
et ainsi de suite.

Chacun des ensembles M, étant formé d’'un nombre fini de points n’a pas de point inté-
rieur et pourtant, 'ensemble limite comprend tous les points situés a I'intérieur du carré
ou sur son conlour.




