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LIGNE ne STRICTION er PARAMETRE nz DISTRIBUTION

Par M. E. ANGLADE().

1. Généralités. — Pour définir une surface réglée (X) il suffil de se donner une
courbe (C) et, en chacun des points de celte courbe, la direction de la génératrice (G).
La simplicité des calculs auxquels conduit I'étude de la surface dépend du choix du

support (C) qui sera, dans la suile, la ligne de striction.

2. Notations. — Nous désignerons par :

x,y,z, les coordonnées d’'un point M de (C);

X, Y, Z, les coordonnées d’un point de la surface (X);

a, b, c, les cosinus directeurs de (G);

«, 8, v, les cosinus directeurs de la Langente & la courbe (C);

%, &, v, les cosinus directeurs de la génératrice du cone supplémenlaire
du cdne direcleur (D);

s, l'arc de la courbe (I") déterminée par le cone direcleur sur la sphére de
rayon un dont le centre est au sommet de (D);

=, l'arc de courbe (A) décrit par le point (i, u, v);

s, l'arc de la ligne de striction.

Le vecteur (x, w, v) doit éire choisi de Llelle sorle qu’'il forme un triédre Lri-
da db dc)

rectangle direct avec les deux vecteurs (a, b, ¢), (-d—, Pkl
G G [4 X3

Dans ces conditions :

a b (
wo e
de do ds
A " v

(') Résumé d’un travail présenté a la Faculté des Sciences de Toulouse, en juin 1931,
en vue de I'obtention d’un Dipléme d’Etudes supérieures de Mathématiques. Ce Dipléome
a été délivré a M. E. Anglade, Professeur au Lycée francais de Madrid, avec Mention
Trés honorable.
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264 E. ANGLADE.

Lorsque le point («a, b, ¢) décrit (I') dans le sens posilif, le point (X, 1, v)
décerit (A) dans un sens que 'on prend aussi comme sens positif sur cette courbe.
Enfin on choisil le sens positif sur (I") de maniére & vérifier les relations :

‘

do  dn db _dp de _ dv

s dt’ ds ~ dz’ ds — dt’

Ces conventions seront utiles dans ce qui suil.

3. Condition pour qu'une courbe (C) soit la ligne de striction d’une surface
réglée (X). — Nous supposerons que les coordonnées x, v. z et les cosinus a, b, ¢
sont exprimés en fonction d’'un méme paramétre. Le plan asymptole a pour para-
métres directenrs les coeflicients du tableau :

« b ¢

a b ¢

Dauns ce lableau, o', b', ¢', représentent les dérivées de «, b, ¢, par rapport au
paramétre. Le plan tangenl a (X) le long de (C) a pour paramétres directeurs les
coefficients du nouveau tableau :

a b c

Iin exprimant que ces deux plans sont reclangulaires, on trouve :

1 Xax' .
(1) , =0 ou: Xdu' =o.
o Xauw .

Celle condition signifie que les tangentes aux points correspondants de (C) et
de (I") sont perpendiculaires.

4. Autres formes de la condition (1). — «° Les relalions immédiates,
Ya'h=o; Yd'a =o; Ya'a=o,

montrent que les vecteurs (a, b, ¢), (», @, v), (2, %, v) sont coplanaires. Si § désigne

N
I'angle (MG, MT) que fait la génératrice avec la langente & la courbe (C), on peut
écrire :

(2) a2==acosh—isinh; . B=0hcos0—psinh; ~v=ccosbh—ysinh.
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2> Désignons par o, &', ', les cosinus directenrs de la normale principale de (C)
et par ", 8", v', ceux de la binormale.

Ed' introduisant 'angle g que fait le plan osculateur de (C) avec le plan langent
au point M, nous trouvons : '

Ca=ucosH+sinf(a'cos s+ o"sinv); b=F5cosl+sin0(8 cosu+5"sine); c=....

Aprés avoir rémplacé «, b, ¢, par leur valeur, la formule (1) devient :

. di  cosy
sin 0 — + = 0.

[

ds R

En se limitant aux surfaces gauches, il reste :

COS ¢
L.ds=o0.
R

3 do +

Dans cette formule R représente le rayon de courbure de (C).
3 En posant :

a=Ssinw.cosy; b=sinw.sing; ¢=rcosn,

I'équation (1) prend la forme :
(4) o jcosw[x'cosy + ¥ sing] —2'sinw | + ¢ sinwly cos s —a'sing] =o.

.

5. Calcul du parameétre de distribution. — La formule qui donne le paramétre
de distribution(’) devient, avec les notations précédentes et en tenant comple des
relations (1), (2) :

I Y ade 1 Yaa
: ) ds®
K — Yadx Sdet | | Yax 1 sin®0 . ds*
Tl de dy Az | T ] o« 8 4 Tosin6.ds . ds
Tda,  db de da db de ds
a b - “ b ¢
K prend la forme définitive(®) :

(l:

(5) K = sin 022

. - ds

() E. Vessior. Legons de Géomélrie supérieure, page 103.

(*) ds n’a pas forcément le méme signe que ds. Ce signe dépend du sens posilif choisi
sur la courbe (C).
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Les formules (3) et (5) donnent, aprés élimination de ds
) N
(6)

—.COS v —
; R '

d(cos 0)

ds

C’est une relation Lrés inléressante qui lie des éléments fondamentaux de (X).

Si cosy =1, la ligne de striction est une asymptolique. L
forme :

‘équalion (6) prend la
K d(cosn)
R ds

6. Surfaces a ligne de striction circulaire. — Les équations du cercle, placé
dans le plan xoy, sont :

B s
x = R cos —; y = Rsin—-.
l{ ) . R
Par conséquent :
L s -
y—_SlnE; (ﬂ:cosﬁ; =0,

Des formules (2) nous déduisons :

.S N s .
—sm—E:acosﬂe—/\smO; COST{—:bCOSF)-——p.SII](J;

rcosh—vsinh =o.

La troisiéme relation entraine :

. cC Zv
sin f = ; COS ) = ——nu—; (z==1),
o + VE \/('5 + V=
el, par conséquent :
s s(he—av s e(by — e
sin——:———( ); ('os~—:~—_( .l
R \/Cs Loy R

Ve v
La surface la plus générale a donc pour équations

X — c(bv —pc)

= ———— - au; 1'——M+/)1(: Zi=cu.
\/CZ+\‘2 \/C=+VS

u est la longueur de la génératrice comptée a partir de la ligne de striction.

a, b, c, sontdonnésen fonction d’un paramétre de telle sorte que : a* + b* + ¢* =11,
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Il est possible d’attribuer anx équations précédentes la forme :

X:—iﬁ_ﬁ—a———_-}—ua; Y:———S_E—%l——f)._—%—ub; Z=uc
Vda® + db* Vda* + db*
1} suffit de remarquer que : .
da b N db . da 2+ db 2_(.2_{_ .
Tz = vy o= e vay <T> <i> =+

On vérifiera aisément que ces surfaces ont bien une ligne de striction circulaire.
Sur les équations précédentes I'on apercoit immédiatement que si une génératriee (G)
décrit une surface (L) dont la ligne de siriction est un cercle de cenire O, la droite
syméirique de (G) par rapport ¢ O décril une surface admetlant la méme ligne e
striction. _

Nous remarquons aussi que les cosinus (a, b, ¢), (@, b, —c) déterminent deux
surfaces ayant la méme ligne de striction (G). Cela prouve que la surface symélrique
de (2) par rapport au plan du cercle (C) admet ce méme cercle pour ligne de striction.

La relation (1) permettra d’étendre cette derniére propriété A toules les surfaces

a ligne de striction plane.

7. Surfaces a cone directeur de révolution. — Prenons oz pour axe du cone.
Dans la condition (4) « doil étre constant. Cela entraine :

w' =o, el par suite : y' cos¢ —x'sing =o.

Le long de la ligne de striction I'on a :
¥

lgd=".

€

La génératrice (G) est conlenue dans le plan projetant la tangente & la ligne de
slriction sur le plan xoy . A

Si nous désignons par § laxe du cbne directeur de révolution nous pouvons
énoncer cette propriété sous la forme suivante :

La ligne de striction et & délerminent un cylindre. La génératrice (G) de la sur-
Jace (X) reste tangente a ce cylihdre et fuit un angle constant avec la génerairice 3.

Réciproquement, si une tangente 4 un cylindre fait un angle constant avec la
génératrice 3, elle engendre une surface réglée () & cone directeur de révolution

et admettant la courbe de contact pour ligne de striction.

Pie

Dans le cas des surfaces a plan directeur 'angle conslant est égal & —.
. 2
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8. Surfaces réglées réciproques. — On sait que la ligne de striction est le lien
du pied de la perpendiculaire commune & deux génératrices infiniment voisines.
Cette perpendiculaire commune est dirigée suivant la génémtricé (&, ., v) du cone
supplémentaire du cone directeur.

Nous savons que :

da  di db.  dy de dy

ds — dz’ de ~ dz’ ds — d=z’

La condition (1) qui peut s’écrire :

S‘ d(l
2 s °
entraine :
d
V — = 0.
—-J l[':

Cela prouve que la perpendiculaire commune ¢ deux généralrices infinimenl voisines
engendre une surface réglée (X') ayanl la méme ligne de striction que ().

On peul anssi établir cette propriété en parlant de I'équation (3). Cetle équation
étant vérifice pour une courbe (C) et une génératrice (G), I'est encore quand on
laisse & ¢ la méme valeur et que 'on augmente 0 d'une quantilé constante w.
Autrement dit, toute droite du plan tangent MTG — formé par la génératrice MG
et la tangenle MT & la ligne de striction — qui fail un angle constant avec MG
engendre une surface ayant méme ligne de striction. Cel énoncé subsiste dans le cas

. Ny
précédemment étudié (w = ——) .
2

Le nom de surfaces réglées réciproques se justifie aisément. Les surfaces (X)
et (') sont tangentes le long de la ligne de striction. En effet, les relations :

YSd'x' = o; Yad = o; Ya'h=o,
montrent que ces surfaces admettent la méme normale (da', V', ¢') le long de la

courbe (C). Les deux plans centraux sont donc confondus; les plans asymptotes
sont perpendiculaires.

9. Relations entre les paramétres de distribution. — Pour la surface (Z) :

K:sino.i{.
de
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Pour la surface (X') :

. ds
K' =cost.—.
dx

De ces équalions on déduit :

2 C 2 2 e 2 [\7 .( (lT
@) ds* = K'ds +Kzl?: ?:ng'E‘

., dr . \ s !
La quantité T repré:ente la courbure géodésique de la courbe (I'). Remar-
G
quons, pour le démonlrer, que (X, u, v) sont les coefficients du tableau :

a [ ¢

da db  de |
ds ds ds

Désignons par I, m, n, les cosinus directeurs de la normale principale et par ¢
le rayon de courbure de (I"). On peul écrire, sous forme symbolique :

T b ¢
(dn, dp., dv) = — ds.
¢ m n
De cette relation on déduit :
. sin®« . d= sin o
rd7t = — . ds* ou : — .
¢ : ds ¢

x désigne 'angle fait par la génératrice du cone directeur avec la normale prin-
cipale de la courbe (I'). Il est aisé de se rendre compte que les signes sont corrects
dans la derniére équation.

Réciproquement, la courbe (A) décrite par le point de coordonnées ), w, v, a

L ds . .
pour courbure géodésique T Les courbes décrites par les points (@, b,¢), (b 0 v)
ont des courbures géodésiques inverses.
A cette propriété, des cones supplémentaires, on peut en ratlacher une autre trés

curieuse. On sait(*) que :
cos a

O

Par suite :

——=—1lga.

(*) E. VEssiot. Legons de géomélrie supérieure, page 115.
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De méme pour la courbe (1) :

ds
d=

Par conséquent :

Considérons, 'un des angles aigus fails par la généralrice du cone directeur avec
la normale principale de (I"), et I'angle aigu correspondant sur la courbe (A). Ces
deux angles sont complémenlaires. Les deux normales principales sont paralléles.

Enfin, en lerminant, nous signalerons une propriété de toule surface (X,) engen-
drée par une droite contenue dans le plan tangent TMG el qui fait un angle constant
w avec MG. Pour cette surface :

a,=acosw + isinw; b, =Dbcosw + wsinw; ¢,=ccosw + vsinw,;

1

J,=Aicosw—asinw; v, = ®CoSw — b sin w; v, ==vcosw—csinw.

Ces équations donnent en définitive :

de; = (cosw .ds + sinw . d1)*; d=; = (sinw.ds —cosw.dr)*.

En ajoutant membre & membre nous trouvons :

(8) do} + dt} = ds* + d7*,

et, en vertu des premiéres formules du paragraphe ¢ :

sin®( +w)  cos’(0 +w)  sin*0 + cos® 0
K2 K S K™

1

(9)

sin® 0 cos*h

- A
< 4+ X alaméme

valeur pour les surfaces langentes le long de leur ligne de slriction commune.

C’est 1a relation que nous voulions établir. L'expression

40. Surfaces réglées telles que K' = AK; (A = constanle). — Donnons-nous
a, b, ¢, K en fonction d’'un paramétre. Nous savons que :

%= acosl—isino; b =10bcosh—usino; v =ccosH—vsinf

et que :

K =sin¥. ds .

G
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De ces équations nous déduisons :

(10) drx=XK(acolgh —i)ds; dy=K(bcotgh—u)ds; dz=K(rcolgth—v)ds.

Les surfaces cherchées doivent satisfaire a la condition :
d= i
lgh. — = —.

Les équations de la ligne de striction sont donc :

x:fK(Aad:~—‘Adq); y:/K(.\btlr-———y.dc); z:fk(:\cdr—wlc).

Celles des surfaces cherchées sonl. :

(11) X:au%—/K(Aadr——kda); Y:buﬁ—/K(Abll:——lec);

7= ('u+fK(A('dr— vds).

Lo
Les formules (11) donnent loules les surfaces répondant a la question.

14. Quelques conséquences de 1’équation (3). — 1° L’équation considérce esl :

coS 5

i ds—=—o.

do +

Lorsque V'angle § reste constant la génératrice est contenue dans le plan rec-
tifiant de la ligne de striction (cos « = o) ou hien celle ligne de striction est une

droite (—f)\— = o) .

Nous pouvons encore dire que si une droite est conlenue dans le plan rectifiant
d'une courbe (C) el fait un angle constant avec la tangente, elle engendre une sur-
Jace (X) admettant la courbe (C) pour ligne de striction.

La binormale est dans ce cas. Nous avouns :

a=2xzcos0 + 2"sin6; = fBcost 4 8"sinb; ¢ =vycosl + v"sinf;
cos sinf cos b sin § cos sin 6
da = ’< ——)ds; db — '< >ds; dc_..v’< _— .
“TROTTT TR R T )b
Par suile :

ds cos fi sin® (")

ds R T

(*) Le signe est correct, & condition que I'on prenne sur la normale principale un sens

Fac. des Sc., 3° série, t. XXIII. 35



272 E. ANGLADE.

L’expression du parametre de distribution devient :

cosh sin 0
12 K =sin6: + — ).
(13) (= + )
Pour la surface des binormales :
K=T.

Le paramétre de distribution ne peut étre constanl, en méme temps que 6, que
si lon a:

cos 0 + sin 6 tant
— = conslante.
R T X

La ligne de siriction est alors une courbe de Berlrand, ou une courbe & lorsion
conslanle si 0 = — .
2 .
I1 sera facile de montrer que, pour les surfaces lelles que 0 = constante, la rela-
tion (g) devient :

sin®0 cos®0 [

I
(13) T TRt

2° La génératrice étant placée dans le plan osculateur de (C), cetle courbe sera
la ligne de striction si :

d.
(14) (’:_f"ﬁi'

La ligne de slriction est alors une asymptotique.

412. Détermination d’'une surface réglée, connaissant K, colgh, a, b, ¢, en fonc-
tion d'un méme paramétre. — Les équations (10) nous donnent :

(15) X:uu—{—fl{(acolgﬂ——)\)dc; \':Im%—f}{(hcotgf)——y)da;

7= r-u+/K(ccolg0—v)dr;.

Les éléments donnés définissenl donc parfaitement la surface réglée.

positif qui soit le méme que celui que I'on & choisi sur la tangenie a la courbe (T'). (Ces
deux droites sont parallcles).
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13. Surfaces réglées a paramétre de distribution constant. — Si K est constant,

les équations (15) deviennent :
(16) X=au-+ Kf(a cotlgh —1)yds; Y=0bu+ Kf(b colgbh—u)ds;

Z=cu+ K/(ccotg&-—~;)dc.

Les formules (16) donnent loutes les surfaces & paramétre de distribution constant.

14. Equat.ions des courbes de Bertrand. — K et 0 élant conslants, la ligne de
striction est une courbe de Bertrand. Ces courbes ont donc pour équalions :

(17) m:K/(acotgﬂ-—)\)dc; ‘y:K'/(bcotg-’)—-‘u)dc;
Z:K/(i‘COLg()——v)llG

ou: (")’ ' | - v

(17 bis) . .’L‘:m/ndc—ll/ldc; y:l)l/bdc—ll/}kllc;
::m/ulc-n/vdq;

m et n sont deux constantes.

15. Courbes a torsion constante. — Pour § = — les équations (17) deviennent,
2

en remarquant que K =T :

(18) m——T/.)\dc; y:—T/‘y.d'x; z:—Tf‘/(lG.

a

Ce sont les équations des courbes & torsion constanle. Mais, on sait que :

(*) G. DarBoux. Théorie générale des surfuces, tome I, pages Go et 63.
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Les équations que nous avons obtenues prennen! la forme : (*)

(18 his) ;U:'I.‘f(rdb—«/ult;); y:'l'./‘.((u/w—cda); z:'lff(bdu——adb).

416. Applications des équations (15). — 1° Surfuces réglées & plan directeur :
Soit oy ce plan. Dans ces conditions :

a == Cos 5; h = sing; ==} ==yp =0, v=1I.
Les formules (15) deviennent :

(19) X:ucosa+/4Kcolg0.msa.da; Y:.usins—}—/l&cotgﬂ.sinc.dc;

z:—fkda.

Si K colg 6 est une quantité constante il exisle un cylindre circulaire directeur
d’axe oz. La ligne de siriction esl lracée sur ce cylindre. En prenant pour K cotg 6
et pour K des expressions convenables les quadratures (19) s'expliciteront.

a” Surfaces réglées & direcirice recliligne : Pour que oz soit cette directrice, il
faut que :

ou, en différentiant :

. .y da dm
I\(a COlg6 — /\) = anl—G— -+ (L—(—l-';—
db dm

fh— —m— 4 b—,
Kbecotgh—p)y=m 0 +b -

Nous pouvons mainlenant calculer m et colg 0 en supposant connues les fone-
"tions : K, «, b, ¢. On trouve :
¢

v

K de ot h {
= —, — ) —_ ——, e—
m=Ta TR s

Kk de

v de

Les équations (15) deviennenl :

’ : K de K e K
(20)' X:(l<1¢+k,%_>; Y:I)<u+_\___“ \: Z:('<II+~.(L>—f~.dG.
v (g v v

ds ) ds v

{1) G. DagBoux. Théorie générale des surfaces, tome I, pages 6o et 63.
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.Pour avoir celles de cés surfaces qui ont un plan directeur, il suffit de remplacer
a, b, ¢, par les valeurs suivantes :

a=pcoss+ p'sine; b=gqcossd¢'sins; ¢=rcoss+ r'sing.

(p. g, ), (P, ¢, r) disignent les cosinus directeurs de deux droites rectangu-
laires du plan.
" Les formules précédentes se transforment aisémenl quand on suppose constant
le paramétre de distribution.
3" Surfaces dont la ligne de slriction cst une asymptotique : Nous verrons plus loin

que l'on a, pour de lelles surfaces :

de’ '

colg O =

-

Les équations (15) prennent la nouvelle forme : (*)
X:au—k/‘K(adr—}\dc); Y_—:bu+fK(bdr — udo);
Z=cu+ / K{rdr —vds).

Les relalions (7) s’écrivent :

K =K'; ds* = K*(ds* 4 d~*).

(*) En tenant compte des formules :

4 =20080 4 o'sinb; bH=10cosh + B'sinb; ¢ =ycosh+ y'sind,

in 0
ainsi que de : dil = — %, on trouve la relation : do = Sl?

metre de distribution est égal au rayon de torsion de la ligne de striclion, lorsque celle-ci
est en méme temps asymptotique. ’

. ds, qui prouve que le para-

cos 0
T
nous I'avons dit, cette derniére relation se présentera naturellement par la suite.
La torsion de la ligne de striction est constante en méme temps que le paramétre de
distribution. Les équations :

=Tf((zd'r—)\dc); y:Tf(bd‘c—}de); z:'l‘f(cdt—vdc),

sont donc celles des courbes a torsion constante. Elles ont une forme différente de celle que
nous avons déja donnée.

Pour la surface réciproque : dt = . ds, et, apres division : Z—; = cotg 0. Comme
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Deux surfaces réciproques qui ont pour ligne de slriclion une asymptotique com-
mune, ont le méme paramélre de distribulion.

La formule (6) peut se mettre sous une forme (ui ne fait intervenir que la cour-
bure géodésique de (1) :

"
S
al-q

~——

K
i

€

S
S

I -
\ \/ - <d6> y
Lorsque le parameétre de distribution est constanl, les coordonnées d’un point de

la ligne de striction se présentent comme la différence entre les coordonnées corres-
pondantes des courbes a forsion constante :
=K f cdr.

(3]

w—Kfad:; y:l\/bdr;
;L'—‘K/ldc; y:ngxdc; _ ::Kfvdc. .

Les courbes ainsi rapprochées jouissenl de propriétés curieuses. Leurs langenles

»

sont perpendiculaires; leurs normales principales sont paralléles; leurs binormales
N A
sont aussi perpendiculaires. ‘

Déformation des surfaces réglées.

La déformation des surfaces gauches a é1é ¢tudiée(*) d'une maniére trés compléte.
11 est tout de méme intéressant d’obtenir quelques-uns des résultats en partant tou-
jours du méme point de vue.

Nous nous limiterons au cas ol la surface se déforme en laissant rectilignes ses
génératrices.
17. Forme du «S*. — Soit :

X=ux +au; Y=y+ bu; Z=z+4+cu.

Le carré de I'élément linéaire est de la forme :

e s /\ﬂ dx } T 1[6(\1 da d.l‘> 2<(16>2:| .-
dS ._du +2\‘,_Ja£>rlu.d.s+|‘1f2u—(—i; Dbyt +u I -ds.

() G. DarBoux. Théorie générale des surfaces, tome I, page 293 et suivantes.
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Or
.l L
= cosh:
L aqs = cosh;
et, d’aprés (1) :
\1 da dr

dds T ds T
La forme quadratique précédente prend donc la forme :

: N A% .
(21) (,lS’:du’+zcoso.du.(ls+':l —{—11‘(—;75—_-) ds*;

ou, en inlroduisant le paramétre de distribution :

B w*sin®h .
(21 bis) rlS’:du’—{—zcosO.tlu.ds+LI +——F—]ds‘
418. Conséquences. — Si une surface () se déforme en laissant reclilignes ses

génératrices, clle engendre une surface (5,). (C) occupe la position (C,).
Le dS* de (X) est donné par la formule (21). Avec les courbes coordonnées cor-
respondantes, celui de (,) est :

2 2 . dG" N\ daa dwa 2 d64>2 =
dS} =du +2cos(11.du.ds+[1 +2u.m—< —J;‘-.—a?>+u (Es'— ]ds .

Les deux formes quadratiques doivent étre identiques. Par conséquent :
1° o8 § == cos 0, . Ce résultat devait étre prévu. Dans une déformation les courbes
correspondantes se coupent sous le méme angle.

da, dx . - . L.
° %l—‘ . d—‘ == 0. Lacourbe (C,) vérifie la condition (1). La ligne de striction
5, ds
se conserve au cours de la déformation.
. do de , . . . .. .
3 i -+ -t-is—‘ . Lorsque la généralrice glisse sur la ligne de siriction, les points

(@, b, ¢), (a,, b, ¢,), décrivent des arcs égaux sur les courbes (I') et (I').

4° Les égalilés précédentes prouvent que les paramétres de distribution sont égans
ou opposés.

Dans une déformation continue ces quantités sont forcément égales. Pour que
deux surfaces gauches (X) et (X,) rapportées & leur ligne de striction soient super-
posables par déformation conlinue, il faut que les quantités 0, 6,, K et K, exprimées
en fonction de s vérifient les égalités :
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19. Autres conséquences. — 1° Si 0 el K sont conslants, la ligne de slriction
est une courbe de Bertrand. Dans une déformation conlinue 0 et K se conservent.

La courbe (C) reste une courbe de Bertrand qui vérifie la méme relation :

(22) sin n cos 0 sin 0
22 L3 - 7
I R K

On peul méme ajouter que cetle déformation donne loutes les courbes caracté-
risées par (22).

2” \ chaque courbe de Bertrand (C) on peut faire correspondre oo' hélices cir-
culaires vérifiant la méme relation. Soit (IT) I'une de ces hélices et soil aussi (¥) la
surface engendrée par une droile du plan rectifiant, glissant le long de (H) et faisant
Pangle 0 avec la tangente. La déformation de 1'hélicoide (¥) transformera 1’hélice
en courbe de Bertrand. £n particulier on pourra obtenir la courbe (C).

3° Le pas de I'hélice choisie peut élre nul. La surface (X) se réduil & hyper-
boloide de révolution i une nappe. Toule surface pour laquelle 0 el K sont conslants
est applicable sur un hyperboloide de révolution a une nappe.

° Si 0= —, K {tant loujours supposé constant, la ligne de striclion est une

=

v |2

courbe a lorsion constante. Dans une déformation continue la torsion reste la méme.

3 L’hélice circulaire est une courbe A torsion constante. Par suite, si 'on déforme
la surface de la vis a filet carré, on obtient des surfaces admeltant chacune pour ligne
de striction une courbe 4 torsion constante.

Toule surface @ paramétre de distribution constant, telle que 0 = 1, est appli-
2

cable sur la surface de la vis a filel carré.
Dans ce cas, le carré de I'élément linéaire prend une forme plus simple :

LIRY

. , \ uw y
dS = du* + ; 1+ T ( ds®,
ou :
. ) s e . / s
AN = du* 40 + T (i (v:—)
\ | /

C'est le dS* d'une surface applicable @ la fois sur I'alysséide et sur Ihélicoide
gauche a plan directeur.

20. Surfaces gauches applicables sur une surface donnée (X) avec correspon-
dance des génératrices. — En vertu de ce que nous avons dit & la fin du paragraphe 18,
il faut chercher toutes les surfaces (X,) lelles que : '

H, =10, Kk, =K.

Il sera possible-de passer de (X) & (X,) par une déformation continue.
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Plus généralement, en posant :

©

6, = =0, h, =¢K; (¢! ==+

H

=),

on obtiendra des surfaces ayanl le méme élément linéaire que (X).
On calcule les éléments § et K relatifs a la surface (). On se donne ensuite les
cosinus a, b, ¢, detellesorteque : «* + b* + ¢* — 1. Lesformules (15) délerminent

les coordonnées ('un point de la surface (X,). On trouve :

(23) X:au+s’fK(sacol,gf)——7\)113; Y:Izzz+s'/l{(st()l,g'0—‘u)dc;
Z=cu+ ....

11 faut remarquer que les équations (23) définissent plusieurs surfaces isomélriques
dont les génératrices correspondantes sont paralléles.

Lignes asymptotiques des surfaces réglées.

On sait que cette question dépend, en général, d'une équation de Riccati. De
nombreux cas particuliers ont été traités. Signalons surlout le résultat de M. Emile
Picard qui raméne A une seule quadrature la recherche des asympiotiques de toute
surface réglée dont les génératrices appartiennent & un complexe linéaire (Traité
d’Analyse, 1. 1, seconde édition, 19071, p. 440).

Diverses formules ont été données, dans le méme ordre 'idées, par L. Raffy
(Applications géométriques de I' Analyse, 1897, p. 156).

M. A. Bubl en revenant, dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées
(9° Série, T. VIII, 1929, p. 45)," sur les Théses de Doctorat de Paul Appell et de
M. Emile Picard, & l'occasion du Jubilé scientifique de ces deux illustres géométres,
est aussi revenu, trés naturellement, au méme sujet.

24. Equation des lignes asymptotiques. — 1° forme : Dans ce qui suit, nous
q

poserons :

,_rla; b’:—’&; (:':dC; w':(luc; . L i
(20) das deo da des ’
24

da' dr'
(lvll — ([7 : R p— : C” . ; ;YI — T : L L Z” —

Dans ces conditions,

a a « a
.
5 P ’ du ! \ 4 ! ( L] '
(25) alax +le i +u |ld|+|x +ulad | =o,
! '/G I ) 1t " \ ]
i @ x a'|)

Fac. des Se., 3° série, t. XXIII. 36
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est Iéquation des lignes asymploliques différentes des génératrices rectilignes. Celte
forme ne fait pas inlervenir la ligne de striction.

2" forme : Supposons, comme au paragraphe 12, que la surface est définie par son
cone direcleur, ainsi que par les valeurs de K et de 6.

Remplagons dans I'équation (25) w«, y, z, par leurs valeurs déduites dfe (15). Nous
ohtenons :

_du / = dk L dt
9 2 00 — — ) — —_— U — =
P R coted dq) YT e
ou :
. du W+ K d= dlog k .
. p = —_— — — g0.
(26) 2 ds K do tu ds Kcotg?

22. Lignes asymptotiques des surfaces a plan directeur. — Pour ces surfaces :
dr = o. L’équation différentielle (26) se réduit & :
du dlog k

—=u————— kcolgh.
2 s “ ds =

" Elle admet la solution :

2u+\/K/\/K.colg0.dc:o. )

La recherche des lignes asymploliques ne dépend que d’une quadralture.
En choisissant convenablement k et 0 la quadrature peut s’expliciter.
1" Posons, par exemple :

K=-————; colgh=—mcoss; (m = constante),
cos’ s
La surface a pour équations :
X = ucoss + ms; Y = usins — mlog (coss); Z=1tgs.
Enfin, la relation :
m . .
au + .(s 4+ A) =o0: (A = conslante arbitraire),
© coss '

définit les lignes asymptotiques.
2° Si:

. m

K=—5s" cotgh = — —.

G
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on obtient :

3
. . . . g
X=ucoss + m(ssine + coss); Y =—=using+ m(sine—scoss); Z:f,g-,

et, pour les lignes asymplotiques :

20 + mo(c + A) =o.

3* Les relations :

, m
K = —cos’q; cotg f = — ,
) [} 2
. cos’ o

entrainent :

. . . . I sin 2¢
X=ucose 4 msing; Y —using—mcosag; Z=-{c+ .
2 2
[ e
an 4+ meose.| log tg~+z + A | =o0.
2

Cette derniére surface est telle que : K cotg 6 = m. Elle admet un cylindre

circulaire directeur; la ligne de striction est tracée sur ce cylindre.

Les exemples pourraient étre multipliés.

23. Cas out la surface a plan directeur admet un paramétre de distribution
constant. — La solution de I'équation différentielle devient :

2u+K/c0tg0.d«,—:o.

Elle est de la forme :

-u=/f(s)+ A (A = constante arbitraire).

Les lignes asymplotiques déterminent des segments égaux sur les générairices.
Réciproquement, pour que cette propriété soit vérifiée, il faut que :
u=f(s) + A,

soit une solution de I'équation (26). Cela ne peut se produire que si les coefficients

de u® et de u sonl nuls. Ces deux conditions :

dlogk _  dr _
ds 7 ds

expriment que la surface est a plan directeur et admet un paramétre de distribution
constant.
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Les hélicoides font partic de ces surfaces. On les trouverail en posant :

colg 6 = constanle.

On peul encore donner de trés nombreux exemples de surfaces pour lesquelles
toutes les quadratures s’explicitent.
Par exemple, Si: cotg 6 = 4, on Llrouve :

X=ucoss+ hk(ssins 4 coss); Y =usinsc+ K(sins—scoss); Z=—Kag,
et, pour les lignes asymptoliques :

. a
2w+ K— 4+ A =o.
2

24. Lignes asymptotiques des surfaces a directrice rectiligne. — Les équa-
tions (20) peuvenl s’¢erire :

m

(27) X=a(u+m); Y=bu+m); 7Z=c(u+m ——f

de,

en posant :

L’équalion différentielle (25) devient, en supposant que o est pris pour paramétre :
mv du mv/ (3. m' mc RN
2-—,-d—6—+—(—_7—<m+ >+u;mzl\a —V 'CT—— pe —*—ILZ)\G—O.

(
La directrice rectiligne u = — m, est une solution de cette équation.
Le changement de variable :

mc"”
CV

transforme I'équation précédente en équation linéaire.

\

4 "
. m  mc X -
m Z‘Aa”—{— v(—,-———,—-> % = Z/\a".
¢ ¢

Avant de pousser plus loin les Lransformations, nous remarquerons que :

mv dp
? ¢ ds

+p

i}:)~’«l"= '(ha" + wb") e — cOa" +pb")—v(a'a" 4+ b'd") _ ba'—ab"

v v v v
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Dans ces conditions I'équation prend la forme définitive :

Elle admet la solution :

'y dv
(28) | zp+\/— /———-—————:0.
m_J. v\/mc’v

Cette formule établie en prenant ¢ pour paramétre est applicable dans tous les
de

cas en remplagant ¢' par

G
La recherche des lignes asymptoliques d’une surface a directrice rectiligne ne dépend
que d’une quadrature.

25. Conséquences. — Aucune quadrature ne subsiste dans le cas des conoides
droits ou obliques, car dv = 0. Les lignes asymptotiques sont alors définies par :

ra

p=A \/m ’

ou par :

p=—: (A = constante arbitraire).

VK

On obtiendra ces surfaces en remplacant a, b, ¢, par les valeurs :

a==pcosc + p'sing; b= ¢qcoss + ¢'sins; ¢ =rcoss + r'sing,

que nous avons déja signalées au paragraphe 16. 11 sera aisé de prouver que la qua-
drature qui intervient dans (27) disparait lorsque la surface admet un paramétre de
distribution constant. Il en sera ainsi pour m = n¢’, n étant une constante. Par
exemple, pour n =1, on trouve :

X = (pcosc + p'sine) (& + ' cos ¢ — rsins),
Y = (gcoscs + ¢'sine) (u + r'cos ¢ — rsinq),

Z = (rcoss+ r'sing) (u + r'cosc—rsins)—g¢.

Enfin, la formule :

u=rsineg—r'coss + A,

détermine les lignes asymptotiques.
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Remarque : On peut trouver bien d’autres surfaces & directrice rectiligne pour
lesquelles aucune quadrature ne subsiste. Par exemple, en posant :

-
m:,_;'_’

Ia formule (28) donne :
p—&—r_"gA\/;— i{=o.

Le cone direcleur est arbitraire. On peut le choisir de révolulion. Dans ce cas
x, y, z ont des expressions faciles & déterminer.

26. Surfaces a directrice rectiligne et a paramétre de distribution constant. —

K de
Comme m —= — -l, la formule (28) prend la forme :

v ds
, dv /, de
2]\p+vfc—,v__o, &(/_llf;')‘

On pourrait aussi donner des exemples de telles surfaces pour lesquelles les qua-
dratures s’explicitent.

27. Surfaces dont la ligne de striction est une asymptotique. — u = o est une
solution de I’équation (26). Le terme indépendant de u disparait. L’équation de Riccati
se transforme en équation de Bernouilli intégrable par deux quadratures.

. d
Pour ces surfaces : — = cotg 0.
ds

Le cone directeur d'une surface, dont la ligne de striction (C) est une asymplotique,
découpe sur la sphéré de rayon un une courbe (I") qui a pour courbure géodésique la
colangente de l'angle fail par la génératrice (G) avec la courbe (C). )

L’équation différentielle des lignes asymplotiques :

du u dr dlogk

:Z-J;:—K_d_c ds '’

admel l'intégrale :

d=
2 \/K u —==o0.
(29) + VK

La recherche de ces lignes ne dépend que d’une quadrature.
Lorsque la ligne de striction est rectiligne 6 est constant (§ 11).
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La formule (29) devient, en posanl : dv = cotg 0. ds,

ds

2\/K+uc0t“0 —= —=o0.
. =] \/K

\ e . . ds .
Le parameétre de distribution <l\:sln U] P esl conslant en méme temps
G

ds -
que ——. La surface est alors hélicoidale.
G

Les lignes asymptotiques sont définies par I'équation :

2K + ucotgh(s + A) =o.

Si 0 ==, la quantilé d= est nulle el (29) prend la forme :

w[:l

u:A\/[—\'-.

28. Surfaces a paramétre de distribution constant dont la ligne de striction

est une asymptotique. — L’équation différentielle peut s’écrire :

du u®

QF—K

Elle admet la solution :
u(=+ )+ 2Kk =o. )

Le calcul de ~ exige une quadrature.

29. Lignes asymptotiques de la surface des binormales d’une courbe a torsion

™

constante. — Pour cette surface : K=1T;  6§= ",
2
L’équation (26) devient :
du
T—=u"+ 1"
7 w41
Elle est vérifiée par :
/ T A
u="TItg t_ .

T

Le probléme ne dépend encore que d’'une quadrature qui sert au calcul de




