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SUR LES SINGULARITES

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE
Par M. J. XANTHAKIS

—
Pl

Dans deux Mémoires précédents('), j’ai étudié des équations différentielles du

type :

d;
‘”ud_y:“y+”f(”>+x?(w)y, b= 13;
x
dy w=2,3
"—-: Y ! ’ N
k- ay + xf(x) kx'y, y—1, 3
Jc“iiz-:a + xf(x) + ky* =13,3
don Yy , =2, 9;

en cherchant les conditions suffisantes pour que les intégrales des équations précé-
dentes soient holomorphes au voisinage de zéro, et s’annulent pour & = o.

Ainsi, j'ai trouvé pour les équations ci-dessus, qu’il suffit que le coefficient =
soit 1) racine commune de deux ou plusieurs fonctions complétement définies, et 2)
que le méme coefficient soit un point régulier de deux ou plusieurs fonctions aussi
complétement définies. Le nombre de ces fonctions croit avec p..

Nous allons chercher & présent les conditions suffisantes pour que les intégrales
des équations () :

d,
(1) P(w)%:ay—%—mf(w), «==o0

(*) Contribution a la théorie des singularités des équations différentielles du premier ordre.
These, Athénes.
Sur la théorie des anomalies des équations différentielles du premier ordre. Praktika de
I’Académie d’Athénes, 5, 1930, p. 53. '
(*) Dans le cas ou a = 1, k = 2, b = o, on a I'équation :
dy

o 2L =y + 2/ ()

qui a été étudiée par Briot et Bouquet (Journal de I'Ecole Polytechnique, cahier XXX VI, 1856).
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P(x) = x(ax* + b), k=1,23,...

soient holomorphes au voisinage de zéro et s’annulent pour x =o.
Supposons d’abord que k = 1, et soit
f@)y=c,+cx+ca’+ ... +c,a"+ ...
le développement en série de Taylor de la fonction f(x) laquelle est supposée holo-
morphe au voisinage du point & = o. Si
(2) y:gix+g|x’+"'+gnxn+"'

est la série qui satisfait formellement a1'équation (1), on trouve facilement en appli-
quant la méthode des coefficients indéterminés, gue

n
n—i
a Ql 1
_ n—1 n—1
9= (_ I) nm, 2‘ (—— l) m, ¢, a—t
n=1

ou
" e
— o « o o©
m=]] [b—z]:[b~7].[b—;:l l:b—;].
n=1
D’ou, on a, en posant |m,| =M,,
la|*™ 1
i < ————
3) 9l < T 2 M lew s

Considérons maintenant la série :
o0

n

) MM, e, |2
n—

qui a, comme rapport d'un terme au précédent,

lc
le

n n |

M, el x:‘ e
M?l—i Icn—ll

n IL—*AI

et, étant douné qu’a partir d’une certaine valeur de n on a

—lcl <L, L = constante
|c1l—‘l|
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il résulte que,

.| <L, L' = constante

o4
b— —
n

.|v

A parlir d’une certaine valeur de n. Donc, la série (4) converge absolument et
représente une fonction F(x) holomorphe dans un cercle de rayon R=Fo.
Mais on sait que le rayon du cercle de convergence de la fonction :

Fe)= Y, M, [e,] ="
n=1
est la limite supérieure de la suite :
1 I - 1
W el Vel
3

D’autre part(*)

M, = H [b—%]<[|b{ + ||]"

Donc :

1 1

I
s > * "y
I\/Nlncn\ Ibl + Ial !\/Cnl

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n. Ainsi on conclut que :

T T

RET R

ot & est le plus petit nombre entier et positif qui satisfait & I'inégalité

h> Vel

n::|,2,3.....

Si nous supposons maintenant que :

T I 1

— e —
la| = h 6] + 2]

(*) On suppose que |b| > |a].

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXIV. 2h
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s T I . . , . . .
c’est-a-dire que —'a—l represente un point régulier de la fonction F(x), et si nous

appelons F, [IIT]] la somme de n premiers termes de la série (4) pour x = ll—l,
a

nous aurons, en vertu de (3),

ol s T ) < T )

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n.
D’ou, on a

<ty )

n—=rm1,a,3,

Donc, on conclut que la série (2) qui satisfait formellement & I'équation (1) (k=1),
converge absolument dans un cercle de rayon r, 2= o.
De la relation (5) on conclut aussi que :

6] — la|
la

v

o3

parce que la limite supérieure de la suite ;
I

ot lal ‘\/ lall \/T<I—I—>l

est égale a I'unité, d’aprés I'’hypothése que la fonction F(x) est holomorphe pour
I

=m—.

. De ce qui précéde, il résulte que-:

)

1. « Si les coefficients a, b, «, salisfont aux inégalités
6] > |«
la] >[16] + |«[]. A

Uéquation différentielle (1) admet une intégrale holomorphe dans un cercle ayant
un rayon
6] — |«

qui s’annule pour x =o0. »
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1a. Soit k& = 2, c’est-a-dire

P(x) = x(ax® + b)

les coefficients g¢;(i = 1, 2, 3...) sont donnés par les formules suivantes :

n
n—t

a O\ 1
n—1 n—1
Jon = (— I) * 2‘ (— I) My o Cons« —a=>
an.m,, a
n=r

n

3 1

Z (—1)y'm,_,c,,. =

n—o

a

g’n+‘ - (_ I) (2n + I) msn-«l—(

Si nous posons |m,,|=M,,, ona

an’

n
. l 1
Igznl é 2nM Z Msn—! * 'C!n—il . Ialn-—x ’
an

I n—1

. n—ix
0) )
|a|" I
< M ¢, | —=.
|gﬁn-—1| == (2n + I) Mzn 2 an—14 :nl Ial’ll
n=—o
Considérons maintenant les séries
o0 o0
@) MM, e tat, Y M, e, | 2
an—1 an ? an 2101
n==1 R—0
dont les rapports sont respectivement :
Mﬁ’ﬂ"‘i I sn—‘Hl w — lb x . |C‘B}l‘ x’
Mgn—a | zn—zl 2n—1 [Cm—il
MS?L . lclll+l| w —_ |b__ & s ICQM"’I' a:
Mzn—-z Icln—‘!l gn |027l“4 I
et, étant donné que
|4} _
<L L = constante
[cln—i'
et, par conséquent :
(‘au < L’, lc!n+4| < L’,

I clll—!l l aMm—1 l
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on a
‘b . ¢4 l ) ()‘!,, <L ]b—i |C,"4.,' < I
2N —1 Icen—-e| ' ! an IC-zn—;l :

a partir d’'une certaine valeur de n. On en conclut que les séries (7) sont ébsolu-
ment convergentes dans deux cercles y,, y, ayant des rayons différents de zéro, et
représentent respectivement deux fonctions F(x) et F'(x) holomorphes dans ces
cercles, Appelons R, et R, les rayons des cercles Y. et y,. R, et R, sont respective-
ment les limites supérieures des suites :

1 I 1

Ml el T WAL
1 1 !
Mdal™ Wl T W
Mais ‘
n —_—
o4 n
Mm—i = l_[ Lb_ 2n — I]<[|bl + |1l] ’
B a n
"\Iﬁ)l == 11 l:b—.. 2" ]< [If)l + ll|] )
n—i
Donc :
I - 1 I
@®) AT R T E R VA

I 1

1
Y e > ‘n :
IV}1!H (‘i’l“;'l 4 lbl + |‘1| ‘VC'IN“ 1 ;

Ceci pour toutes les valeurs entiéres et positives de n.
Si h est le plus petit nombre entier et positif qui satisfait & la relation :

h>‘\n/a‘, n=rt,2,3, ...

on a:

X

_ 24—
<, Ve, l<h "<nw

Ve,

pour toutes les valeurs entiéres et positives de n. En combinant ces inégalités avec
celles de (8) on a ’
T 1

R,>—. o, R, >
fTRB] + o =

T

TSP
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. I . 1 £ r Y4
Supposons maintenant que le nombre —- satisfasse a l'inégalité :

la|

I 1 1

<o T
lal =R (6] + =

1 . . . . < '
C'est-a-dire, que —- représente un point régulier des fonctions F(x) et F'(x).

" Tal
Appelons Fn<l—;|->, F',,(—I:l—|> la somme des n premiers termes des séries (7)

I . ’ se
pour x = ——. Aprés les inégalités (6) nous aurons :

|al
o (N T (L
|9l < T oM, "K—]El->< (6] —lal" F<lal>,

o () Jaf" ()
an-+14 < l‘" T <—‘———“,,_H F— ).
o < Gy, \Tal ) ST = o] T

I%—’"k‘\/lbl Ial ‘
'”Vg*"“|<W|b|—| 15 ‘ Ui F<ﬁ>|

Ainsi, on conclut que la série

(9)

y= > 9."
n—i1

qui satisfait formellement & I'équation (1) [k = 2] converge absolument dans un
cercle de rayon r, == o.
Des relations (g) il résulte que :

ry2

|b %
a
d’aprés hypothése que les fonctions F(x) et F'(2x) sont holomorphes pour & = l—IT
a
Donc, on a :
II. « Siles coefficients a, b, « satisfont aux inégalités

6] > |«
la] >[16] + |=|] A
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Uéquation différentielle (1) [k = 2] admet une intégrale hotomorphe dans un cercle

ayanl un rayon
bl —
. \/| [— 1]
= a

qui s’annule pour x = o ».

1b. Soit maintenant, k¥ = 3. Dans ce cas les coefficients g;(i =1, 2, ...) sont
donnés par les formules suivantes :

n
n—1

_ n—1 a A n— !
Jsn—e = (— I) (3’1 — Q)M . Z‘ (_ 1) ]"13u~5can~va a1’

3n—2
n=1

n—i

n
— a A et 1
g3/1—4:(_1)n ! 3(* ‘) ’na—v —e =1y
3,1___1 m, i n—4 3n ﬂalll
( ) A
n
a! . .
\— —
[ (_ ) ._—?_)Fn__ : Z (_ ')" ' My s Copy F'
n

n=i

En appliquant la méthode précédente, on arrive au résultat suivant :

III. « Siles coefficients a, b, a satisfont auoc‘inégalités :

6] > [«
la[ >[16] + |17

Uéquation différentielle (1) [k = 3] admet une intégrale holomorphe dans un cercle

ayant un rayon
P —
\/ 6] — ||
a

ry2
qui s’annule pour x = o ».
1c. Dans le cas général ou
P(x) = xz(az* + b)

on est conduit & conclure en se basant sur ce qui précéde que :
« Si les coefficients a, b, a satisfon! aux inégalilés :

1] > ||
Jal > [[b] + [+]] h
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Uéquation (1) admet une intégrale holomorphe dans un cercle ayant un rayon

k
/16 — |«
a

qui s’annule pour = o ». 1l est entendu que % est toujours le plus petit nombre

ry2

“entier et positif qui satisfait & I'inégalité

h>l\/C_n', n—=—u1,2,3,....

2. Nous allons examiner maintenant I'équation :

. d
(1) P(2) 2= = ay + af(@) + kay

P(x) = x(ax + b),

et ou «, k sont des constantes. Si

(2) y=gx+gx+ ... +9,2" + ...

I3

est la série qui satisfait formellement & I’équation (1'), on trouve que :

n
n—

a qn—l mﬂ—l 1
= . c
gn n m,. E q”—‘ n—1 an—l
n=1
ou les ¢;(i=1,12,3, ...) sont les coefficients du développement en série de Taylor

de la fonction f(x), qui est supposée holomorphe au voisinage du point & = o, et

Sk
9, = H I:Fa‘—'l:l,
mn:H[b_%],

En posant :

|qu| - Qn’ l’nnl == Mn
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on a

i |u-—1

3" lg.l <

Q'ﬂ_l \ ‘L\]"“l 1
X e

Nous allons montrer que la série (2') converge absolument dans un cercle ayant
un rayon différent de zéro, quand les coefficients a, b, « et k satisfont certaines
conditions. Pour cela, considérons la série :

M
() e + X leal 2"

n=1

qui converge absolument dans un cercle y ayant un rayon R == 0. En effet, le rap-
port de la série (4') est :

]“n an| |Cu| p n l{"nl
M, Q, e

n—1 ~n

et d’aprés I’hypothése que la fonction f(x) est holomorphe dans le voisinage de zéro,

on voit que :
=
’l I(‘III
. <L, L=c*
/‘7 |Cll~‘1]
na

A partir d’'une certaine vale;ur de n.

Soit donc F(x) la fonction que représente la série (4'), et qui, par conséquent,
est holomorphe dans le cercle v.

Considérons la suite :

I I
“1 ’ J— ——’—'—\1__—— ’
*mn}¢ ¢w4
Q Q, "

dont la limite supérieure est le rayon R du cercle .

1
M,
Q"

Si nous supposons que |b] > |«| et |a| >|k| nous voyons que :

-

1“n< [|b| + ‘3'[]”’

JeT] -4

l{ —_—
a

I
a

1.

I
na

Q,l::li[['n——
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Donc :
k

a I

SRR

I —

| n
pour toutes les valeurs entiéres et posilives de n. Ainsi, on conclut que :

] — |—

o] + [of " A

R

v

ot h est le plus petit nombre entier et positif qui satisfait a 'inégalité :
> We,l, n=1,23....

Soit maintenant que :

k|
‘__

' I a
lal = A 16] + [of
ou
|la] > [16] + |a]] 2 + |k|
. ! , . . . .
c’est-a-dire que le nombre —- représente un point régulier de la fonction F (x).

|al

Si nous appelons ‘F”<—I—> la somme de n premiers termes de la série (4') pour

lal

I " ‘s
x = ——, nous aurons en vertu de 'inégalité (3')

fa]
lalll— _ n— ‘
9.l < Qs < laf*~
n T <V =

n—1

D’ou :

(5/) n//— |a| + IICI ) "
I\/gul<———jb|_! l

ot + ()|

Donc, la série (2') qui satisfait formellement & I'équation (1) converge absolu-
ment dans un cercle ayant un rayon r == o. De l'inégalité (5') il résulte que le
rayon r est :

6] — [o]
lal + 1k|
Fac. des Sc., 3° série, t. XXIV, 26

r

v



202 J. XANTHAKIS.

Ainsi on a le résultat suivant :

« Si les coefficients a, b, a, k satisfont aux inégalités :
k b
al=r<l
a x
lal — [%| > [[=] + [6]] 2

Uéquation différentielle (1') admet une intégrale holomorphe dans un cercle ayant
un rayon

|6 — |«

la] + |k

r

v

qui s’annule pour x = o ».



