BERTRAND GAMBIER
Congruences de cercles ; points focaux

Annales de la faculté des sciences de Toulouse 3¢ série, tome 25 (1933), p. 69-114
<http://www.numdam.org/item?id=AFST_1933_3_25_ 69 0>

© Université Paul Sabatier, 1933, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales de la faculté des sciences de Toulouse »
(http://picard.ups-tlse.fr/~annales/) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisa-
tion (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AFST_1933_3_25__69_0
http://picard.ups-tlse.fr/~annales/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CONGRUENCES DE CERCLES; POINTS FOCAUX

Par M. Berrnano GAMBIER.

1. — INTRODUCTION.

Dans les premiéres pages du tome 1I de la Théorie des Surfaces, Darboux donne
quelques indications rapides sur le probléme général de la distribution des points
focaux dans une congruence de courbes algébriques. Je me propose de faire ici
I'étude compléte pour une congruence de cercles,-en me bornant au cas de cercles
réels (accidentellement imaginaires, mais représentés par deux équations a coeffi-
cients réels). Chaque cercle de la congruence porte siww points focaux, dont deux
sont les points a linfini du cercle. En général ces deux points focaux a I'infini sont
simples : il peat arriver que Uun des points focaux a distance finie aille rejoindre
l'un des points & rinfini (auquel cas, un autre point focal, imaginaire conjugué du
précédent, va aussi a V'infini) et il ne reste plus que deux points focaux a distance
finie ; la condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soil ainsi est que la con-
gruence des axes des cercles soit isolrope; on peut méme oblenir cerlaines congruences
de cercles ot chaque point focat a Uinfini est triple, de sorte qu'il ne reste plus de
foyer a distance finie; M. Vincensini, aprés échange de vues entre nous, s’est
chargé du cas ou il ne reste & distance finie que deux (ou zéro) foyers; c’est I'objet
du Mémoire qu'il fait imprimer dans ces Annales 4 la suite de celui-ci. Je me borne
donc ici au cas ou la congruence des axes des cercles est non isotrope et ou, par
suite, il y a effectivement quatre foyers & distance finie. La question a résoudre est
de savoir si les points focaux sont chacun d’ordre un ou supérieur & un, la somme
des ordres étant égale & quatre; chaque point focal, simple ou noun, résulte de
I'intersection du cercle qui lui a donné naissance avec un cercle infiniment voisin
convenablement choisi : il s’agit de savoir si ces deux cercles se coupent en un point
unique, ou en deux points (qui sont alors tous deux foyers), points qui peuvent dail-
leurs étre distincts ou non. 11 faut bien se garder de croire que si un foyer est
double, a titre de foyer, il est double dans l'intersection du cercle, qui lui donne
naissance, et du cercle infiniment voisin correspondant : tragons, sur une surface
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70 B. GAMBIER.

S arbitraire, oo* courbes y; en un point M d’une courbe y coupons S par un plan
contenant la tangente en M & vy, mais distinct du plan osculateur et tragons le
cercle G osculateur & la section : sur chaque cercle G le point M est double comme
foyer, mais simple comme point commun & G et au cercle relatif au point infini-
ment voisin M’ de M sur v; sile plan choisi est osculateur & y, cette fois M est
double comme point commun aux deux cercles. On a des résultats analogues pour
les foyers triples ou quadruples. D’autre part nous verrons qu'un foyer S du cercle
général C d’'une congruence quelconque détermine un cercle C, infiniment voisin

de G et un seul coupant G en f. Les divers cas & étudier sont donc représentés
dans le tableau schématique

flf?-/‘fl f& fl‘f;f3 A/.l f!f;f&fl
c, Cc,C, ¢, CC c, ¢

So S0 L So o S ) So , Lo S So Lo o Ty So fo S
c, C, G, C, C, C,C c, CC c, ¢ c, C C

So o Li Je So s o/, So i S L. So i i T,
N~—
C,CC,C, c, C C, CC c, G

fo Lo S ) S i S ) So SO S
,C,C, C, ¢, ¢C| |cc ¢

P PR P P B I P PR A
c, C, C, C, c, G

Pour le cas n° 2, il a deux foyers simples, un foyer double : la premiére des
cinq hypothéses signifie que le foyer double f, donne lieu au cercle infiniment
voisin G, qui ne recoupe G qu’en l'unique point f,, tandis que pour la seconde
hypothése C, est tangent & G en f, (c'est ce qui a été expliqué & I'instant par voie
géométrique intuitive); méme explication pour les différents autres schémas.
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Gréice 4 une aide précieuse que MM. Drach et Finikoff m’ont apportée, j’ai pu
exposer complétement la recherche des congruences de cercles osculateurs aux
lignes de courbure (d’'un systéme) de deux surfaces différentes ou, ce qui revient
au méme, la recherche des congruences rectilignes telles que les courbes de contact
sur les deux nappes focales soient géodésiques (paragraphe 12 de ce Mémoire). J'en
exprime ma reconnaissance & MM. Drach et Finikoff.

2. — Rappel de résultats classiques.

Il n’est peut étre pas inutile de rappeler quelques résultats classiques : considé-
rons une famille o' de cercles définis par les deux équations

) (—z)+@—y)+(E—z)—d=0;
ux—x,)+vly—y)+wz—z)—p=o,

ou x,,y,, 2,9, U, v, w, w sont huit fonctions d’'un paramétre ¢. On peut

1

déplacer le centre x,, y,, z, de la sphére ¥ sur I’axe du cerele C, en changeant
1 1 1

convenablement ¢ et w. Pour que le cercle C rencontre le cercle infiniment voisin,

les équations (1) doivent étre compatibles avec les deux suivantes :

2) (x —ax)de, 4+ (y —y,)dy,+ (z—z2)dz, + ¢do = 0,
(x—x)du+ (y—y)dv + (z —z,) dw — udx, —vdy, —wdz, —dp. = o.

Or les trois derniéres équations de ce systéme correspondent chacune i un
plan : si donc ces trois plans n'ont qu’'un point commun les deux cercles n’ont
qu'un point commun possible; si les trois plans ont une droite commune, il y a
deux points communs possibles ; dans ce dernier cas, on a

u v w
(3) du dv dw |=o0
dx, dy, dz,

et laxe du cercle engendre une développable : la condition est nécessaire, mais non
suffisante : si elle est remplie, il y a deux ou zéro point commun aux deux cercles
(mais jamais un seul). En tous cas si I’axe engendre une développable, nous pou—
vons mettre le point (a,, y,, z,) centre de la sphére, au point ou I'axe touche
I’aréte de rebroussement ; on peut écrire

dx dy

. __ dy, dz,
(4) u—_(lt_’ U—-(ﬁ—y 10—7
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et alors, la condition nécessaire et suffisante pour obtenir deux points est

d .
p=—0 7”3, de sorte que le cercle est représenté par deux équations

\ nBY
(5) ¥ =o, TR

Le cercle engendre une surface enveloppe de sphéres ; il touche U'aréte de rebrous-
sement de cetle surface enveloppe aux deux points définis par les trois équations

s

X b
(6) E——O, —at—zo, —D—TZO

et ces deux points se confondent en un seul si le cercle est le cercle osculateur d'une
courbe gauche I".

D’autre part pour les congruences trés spéciales de courbes représentées par des
équations

)F
(7) F(x,y,2z,u,v) =0, @ rnuwv)=o,
- d

les points focaux s’obtiennent en adjoignant & ces deux équations les deux sui-
vantes :
oF dF OF 3F

®) u du + D) dv=o, Wdu + dudv

dv=o.

La premiére équation (8) se réduit, en vertu de (7), & dv = o0; le facteur

w
dv = o donne le systéme
F 3*F
= —_— =0 dv =o.
©) F=o, w0 u? ’
. A dF T
de points ou la courbe F(zx, y, z, u, v,) = o, = (x, y, z, u, v,) = o touche l'aréte

de rebroussement I, de la surface enveloppe de la surface mobile F(x, y, z, u, v,)=0;
le lieu de I', quand v, varie est la surface focale relative & cette premiére série de
foyers : la courbe (u, v,) de la congruence admet donc une série de foyers tous

. oF
situés sur la courbe infiniment voisine (u+ du, v,). Le second facteur T = o

donne le systéme

oF »¥F _O°F
(10) F=o, ~— =0, ~- =0, a’u:dv:—< : )

ww Tk
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qui donne les points ot la surface mobile & deux paraméires F = o touche son enve-
loppe; il n’y a aucune raison pour que la valeur du quotient du : dv relative a chaque
Joyer de cette série soit la méme que pour un autre foyer : donc, en général, il y aura
autant de courbes infiniment voisines distinctes que de foyers distincts.

Pour la congruence de cercles ¥ =o, Il = o0, ou X et [I sont une sphére et un
plan nous pouvons supposer que les cercles ne sont pas tous de rayon nul, sinon
nous aurions en réalité a étudier deux congruences rectilignes de rayons isotropes;
chaque point focal donne lien & un cercle infiniment voisin unique bien déterminé, car
le rapport du : dv est donné par les denx équations

compatibles par suite du choix du foyer; les quatre dérivées partielles

’

X D> Q11 I
u’ W’ du hD)

ne sont pas nulles ensemble, sinon le foyer se trouverait & la fois sur '’enveloppe de
3 et sur celle de II; le plan Il serait toujours tangent & = et le cercle aurait son
rayon nul, ce que nous écartons.

Enfin nous nons rappellerons que l'ordre d’un foyer (nombre de foyers venus se
confondre en un seul) est égal a l'ordre de contact de la courbe variable avec la surface
Jocale (avec régle un peu plus compliquée si la surface est dégénérée en courbe).

3. — Etude du cas ou les quatre foyers sont distincts.
Le cas
So i Si
Cl C! CS Cb

est le cas normal, obtenu sans précaution; il n’a donc rien de particulidrement
intéressant.
Etudions donc le cas
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Quand le cercle initial G est suivi par C,, lequel est suivi par le cercle infini-
ment voisin correspondant et ainsi de suite, 'axe du cercle C engendre une déve-
loppable; nous pouvons supposer que v = constante donne ces développables
d’axes ou ces familles de cercles consécutifs bi-sécants et les équations du cercle C
sont

N

AP
I 2(x,y,2,u,v) =o0, L—w, ,2Z,U,0) =0
Yy % Y

T=@—a) +0—r)+E—2)—0;

%,,Y,,2,,p, sont quatre fonctions arbitraires de u et v; mnous avons expliqué
que f, et f, donnent

1

(2) 3= u — 0 =0, dv—=—o

[

tandis que f,, f, correspondent au systéme

3 g% _ 3% LS
3) =W == o

dv=o.

du v

Les valeurs de du : dv relatives & f, ou f, sont en général distinctes et le seul
cas qui nous reste a étudier est :

et ce cas est obtenu précisément en s’arrangeant pour que ces deux valeurs de
du : dv deviennent égales : on peut supposer que la seconde variable u est celle qui
reste constante quand on suit la série des cercles consécutifs relatifs & ces nouveaux
foyers, de sorte que les points focaux f,, f, correspondent au systéme

(4) Y=

— —— =0, du:o,

les trois derniéres équations (4) doivent représenter trois plans ayant une droite
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commune : on voit aussitdt que x,, y,, z, et o, doivent étre solutions d’une méme
équation de Laplace
6 20 20

—b— =0

v ou v

(5) 80) =

et 'on a ainsi retrouvé les résultats que Darboux a exposés au tome II de la 7héorie
des Surfaces (p. 314-345 et, en particulier, p. 323). Pour trouver les coordonnées de

Jf, ou f,, on peut(*) poser

o,

(6) x-—x,=lbu

&, .
m—+nz, Yy—y,=... zZ—z =...
v

ou &, v, { sontles mineurs de la matrice

o, 2y, 2z,
u u u
X, 2y, 2z,

v ) v

X 0%

En substituant dans les équations % = o, = S —° ona aisément,
c
x,\* e, dx, \*
en appelant E =S -—‘),F:S—‘—‘ etG:S(—‘),l 6 i
PP ( 3 % o % es equations

CE + m*G + almF + n*(EG — F*) = ¢?,
°p,
) lE+mF+p,m=o,
=o.

d
IF4+mG+o

o0,
' v

Les deux derniéres fournissent !, m; on a la combinaison évidente

Jdo d
8 Y(EG — F*) — o S0 o 2
©)) n’( )—lp, ey, =0
qui fournit n*
. o [t—A4(%)]

(9) S e

(*) Ce calcul est valable méme pour le cas précédent.
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ou A est le paramétre différentiel bien connu

0\ 20 26 20\*
5(5) —P w6
A(6) = — .

Avec la notation §(8) employée plus haut on trouve aisément le résultat utile
pour la suite

do, dp
0= 8(s) = p, 6(p) + - L —F.

4. — Ftude des transformations de Laplace relatives au cas

Nous venons d’étudier ce cas en rompant la symétrie qui existe entre les varia-
bles u, v; le cercle variable a été défini par les équations

Y —=o, ! —o.

(x,, y,» z,) est I'un des points focaux de I'axe du cercle, correspondant aux déve-
loppables v = const de la congruence des axes; l’équation de Laplace obtenue,
E(6) = o, montre que la seconde famille de développables correspond & u constant;
x,, ¥,, 2, désignant les coordonnées du second point focal de U'axe, le méme cercle
aurail pu élre obtenu par les équations

(2) T, =o, ket RPN

de fagon & rétablir la symélrie en u et v; on a posé

. 2 2 N2 52
1 26, = p, — &, Ya z,

et 'on constate sans peine que la transformation de Laplace appliquée & Uéquation
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E(0) = o remplace les solutions x,, y,, z,, s, par x,, Yy

Je?

z,, o, (‘). Faisons une
figure représentant le cercle C, son axe tangent en m,(x,,y,, z,) & laréte de
rebroussement (v,), en m(x,, y,, z,) 4 l'aréte de rebroussement (u,) et les points
focaux M,, M',, u,, ¢/, (en changeant légérement les notations, pour mieux

suivre le raisonnement) (fig. 1). Les points M,, M',, correspondent aux équations

1

_dy, oy e 2%, _ 28
('M,, M'i) T u - wk - ou r v - u -
dv = o, dv = o,

%
&,
M1
’ 4’
[J'l M1 .
Fic. 1.
tandis que (p,, w',) correspondent aux équations
hP P hD
,—_’= ”—_-—.0, 24=‘ ‘=_DE‘=O’
(T R v ou du )
du=o, du=o.
(*) On a
1, . 100\ 1 do,\?
d’ou I’on conclut sans peine
g, = ¢ 139,
S Ty

F. des Sc., 3° série, t. XXV, 10
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La droile M,M', est paralléle & la binormale de la courbe m,(v,) ou a la normale
de la surface focale liew de m,. Quand on effectue la transformation de Laplace en
passant de la surface focale lieu de m, & celle lien de m,, il est tout indiqué de

3| "

D) X
remplacer le cercle | X,, bl par le cercle { X, “Z2) et ainsi de suite; le cercle
7 du 27

(s <

X 0% . ..
<ZR, ‘ ’) a en commun avec le cercle (E,, (\ ’), qui n’est aulre que le cercle ini-

u v
tial, les deux poinls focaux (M,, M'); nous avons ainsi une seule série illimitée
dans les deux sens de sphéres découlant les unes des autres par P'opération de
Laplace appliquée aux quatre solutions (x,, y,, z,, 29,)

L2, %, 5, 5.LF, ...

1

Chaque sphére donne deux cercles dont chacun appartient ¢ l'une ou l'autre des

o

. . hp2f . hD)
sphéres conligiies ; le cercle <2a, ‘\ ‘) est le méme que le cercle (E’, S ! ) , nous
Al ou
, d%,° . X,
lappellerons (Z,, 3,); le cercle { 3,, S ) est le méme que le cercle | T, = ),
d [

nous l'appellerons (Z,, X,); de sorte que nous avons notre suite de cercles

(3,2, (5L, (B,5)....

Sur les quatre points focaux de chaque cercle, deux appartiennent au suivant, les
deux auires au précédent (les roles d'un couple s'échangeant en passant de l'un a
l'autre cercle qui le contiennent).

Le point u d'inlersection des deux droites (M,M')) et (u, ') décrit la surface

. . D>
enveloppe du plan de ces deux droiles; ce plan a en effet pour ¢quation \_ul =o0 et
. ¢

le point ot il touche son enveloppe est défini par le systéme

% >*E hip>
(3) t —=o, “t—o, L=
du u ou v
, , . AT, 0, . ,
Or nous avons constaté que les deux équations TR o, =;- = © qui repré-
<
.. L 23, *y, ,
sentent w, ', sont équivalentes aux deux équations = = o; d’autre
e du dudv
. . OE, rE . . -
part les deux équations Y =0, 55 =0 représentent M, M, : cela justifie
¢ ¢

la proposition.

Nous allons montrer que les deux tangentes M, M', et w, p/, a la surface lieu du
point u. sont conjuguées; en nous déplagant sur la courbe v = const. qui passe en
i, les paramétres dx, dy, dz de la tangente & cette courbe et la différentielle du
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satisfont aux équations obtenues en différentiant le systéme équivalent & (3), &
savoir
P 8, s,

r [ I—
3" =o, 3o O e °

26 6 AL ..
En désignant par d,0 I'expression —dx + —dy + —dz, on a ainsi, v res-
' dx dy oz

¢

tant constant,

hD3) DR AP PR AR A
) N4t du= e Ldu=o, d,(=* Ldu=
(@) d’( du >+ o’ du=o, d‘< v >+ D) du=o, ‘( u’ >+ w =

»3, ) ,
—o0 = o il reste

u’ T dud

et puisque en 1 on a

Cela prouve que la directiou cherchée est celle de la tangente & la courbe

2, 4%, o qui est ' ; d’autre part I'intersection du plan 22,
- — 0, — w, ) —_ =0
) % q Pty P P Sa
R - . \ Rp>
avec le plan infiniment voisin (u 4 du, v) est fournie par le systéme S *=o,
u
ry, , . . - .
S = aui correspond a M, M’, : la proposition est donc établie.
Ce dernier résultat peut encore étre obtenu de la fagon suivante : la droite
' . . ; . 23, 2Z, C o
(», ') est représentée par les équations = e % la droite infiniment
¢ a

voisine (u + du, v) donne lieu pour son intersection avec p, ', -au systéme com-
patible

qui donne le point p; de méme la droite consécutive & p, p', correspondant i
(u, v + dv) fournit le foyer défini par les équations compatibles

AD NS AN R
_——— = —_ le)
du v dudv n*

on obtient ainsi le second foyer v de u,u’, et cette génération de w et v prouve que

10771
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le réseau (u, v) est conjugué sur chacune des surfaces lieu de # ou v; la compa-
raison des équations fournissant p. ou v

~
r4 .

) .y, ¥ 2B, Yy, 3,
= — — == 0 ou —_— = —_— = —— =0
® du ) u’ u R n?
“ v 2 1
v) b Z‘ == D T == () z;l =0
u v v

prouve que la {ransformation de Laplace suivie dans le sens

X, 23,2

1 2 3
lransforme en méme temps les cercles
(Eq’ xz)’ (E-‘g’ Xl)

et aussi les surfaces enveloppes des plans de ces cercles. Sur chaque cercle un couple
(M, M') ou (u,u',) joue respectivement le réle de l'un ou Uautre foyer sur une con-
gruence recliligne, chaque sphére X, ou X, jouant le réle de l'un ou lautre plan
Jocal. Nous avons ainsi complété les résultats de Darboux, qui n’avait pas songé a

la suite illimitée de sphéres; il avait simplement signalé que les plans focaux de la
. 0 D> .
., soni respectivement L\—‘ =o et ‘\ * = o0 sans signaler que l'un des
du A

points focaux de cette corde est le point .

corde u, '

On constate aisément que si le point m, décrit une courbe, au lieu d’une surface,
dx, dy, 9z,

90 i
, , el —= sonl nulles de sorte que le cercle C est représenté par les
o T W AL

0% : - D
~—=o0 tandis que sur les deux équations X, =o, —2=o0

u : )

la derniére devient illusoire : il y a oo' cercles C situés sur une méme sphére ¥,

ou u = constante.

équations X, =o,

Connaissant la surface m, et un réseau conjugué tracé sur elle, il suffit de trouver
une quatriéme solution de I'équation de Laplace ponctuelle relative & ce réseau pour
en déduire la surface p.. Inversement, connaissant la surface w et un réseau con-
jugué sur elle, pour obtenir une congruence de cercles associée, on doit d’abord
construire une congruence rectiligne formée de droites paralléles aux normales de
w et dont les développables correspondent au réseau conjugué sur la surface .. Ce
probléme revient a trouver une solution de 1'équation de Laplace adjointe & I'équa-
tion de Laplace tangentielle relative au réseau conjugué tracé sur p. (voir Brancar,
Legons de Géométrie différentielle, t. 1, 3¢ édition, p. 483-485). Nous reviendrons
plus bas sur ce point, en nous préoccupant du parallélisme de Peterson; nous
voyons aussi l'intérét de rapporter la congruence des axes & ses développables et &
son image sphérique. '
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’

Nous avons remarqué que les cordes M, M', et w,u', sont respectivement per-
pendiculaires aux plans focaux de I'axe m m,: donc pour que le réseau (u, v) soit -
réseau de courbure pour la surface p., il faut et suffit que la congruence des axes
des cercles G soit une congruence de normales(*). On remarquera d’ailleurs que si
celte propriété a lieu pour la congruence (Z,, %,), elle n’a pas lieu pour les autres
cercles. Si S est une surface normale aux axes (m,m,), les surfaces S et n sont
paralléles, au sens de Peterson, suivant leur réseau de courbure.

Ajoutons encore quelques résultats que nous confronterons avec ceux de Dar-
boux, relatifs au cas spécial oil, en outre des conditions déja écrites, on a

d do . .
F=f P o0 par suite o

= est lui aussi solution de l'équation de Laplace qui
au

\ 2
admet déja pour solutions x,, vy,, z,, ¢,. [Nous supposons <LTPui> == E pour
¢

écarter le cas de cercles tous de rayon nul]. Nous savons que, dans ce cas, le cercle
normal I' & la sphére ¥, aux points p,, u/, engendre une congruence cyclique,
c’est-a-dire une nouvelle congruence de cercles ol chaque cercle I : 1°) est ren-
conlré en deux points par deux cercles infiniment voisins, ce qui est le cas étudié ici
pour la congruence C, 2°) est orthogonal a =o' surfaces L dont les lignes de cour-
bure se correspondent entre elles en méme temps qu’au réseau u, v conjugué tracé
sur les surfaces m,, m,: ces o' surfaces appartiennent & un systéme triple ortho-
gonal.

Le point p, engendre une des surfaces L, annoncée; on constate sans peine, en
X
C

dérivant en v les équations X, = o, \—u‘ = o, vérifiées par le point g, que
[

dx dy 2z dx X dx

_— our le point p, vérifient les équations S(x—x, ) — —o0, S — 2t —

w w P P s 1 ( J w T v du

de sorte que la tangente principale de L, relative & 1, et & u = const, est précisé-
ment la tangente en y, au cercle C; le point ¢ ou la tangente en m, a la courbe u,
de la surface (m,) coupe le plan du cercle C a pour coordonnées

X, 2y, 2z,
) " v hJ) J
1 —5 —0, — z,—
? 1 1 D P, ’ yl P; 3 P; ) 1 Aol D pl
L) D) w

et I'on constate que ce point est sur la tangente en p, au cercle C; ceci revient en
effet & écrire en .

Dk

o, 2y, .0z,
;e dy |z, v v w
— sl llT,—x—p Yo—y—¢ tg,—z—p
av Dl) Dv 1 DE Y ap’ yi y D ?’F‘ 1 1 ‘\Pl
AL AL L)

(*) Cela signifie que la courbe (v,) est géodésique sur le lieu du point m, et que la
courbe (u,) est géodésique sur.la surface lieu de m,.
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. . . . oL M dw
et il suffit de tenir compte des équations S(x — ac,)‘— =0, S— =po pour
v W du

le vérifier; or, dans le cas étudié ici, ¢ est l'un des points focaux de la droite d'in-

lersection des plans tangenis en u., et p', @ ¥,, Vautre point focal étant sur 'axe du
cercle G (tangent & la courbe v, de la surface m,) et sur la tangente principale
(v =rconst) de la surface ., (résultats donnés par Darboux).

On remarquera ici que ces résullats ne s'appliquent pas aux sphéres ¥, et I,
contigués a X, dans la suile de Laplace; la quantité ¢, n’est pas solution de 1'équa-
tion de Laplace relative & la surface m, (du moins en général). D’ailleurs, si cela

arrive, ¢, n’est pas la solution déduite de o,, comme le montre la formule

. LY L [ oo\
o ——<‘o‘ B bu> B _<_£>:I'

1

5. — Cas du point focal double et de deux points focaux simples.

Nous avons & traiter d’abord les deux cas

qui ont été signalés dans lintroduction. Sur une surface S quelconque on trace
oo’ courbes y arbitrairement; au point M de S on méne un plan déterminé par la
tangente & la courbe y qui passe en M et l'on trace le cercle C osculateur en M d la
section plane ainsi obtenue sur S; si le plan ne coincide pas avec le plan osculateur
de v, on a le premier des deux cas en question; si le plan est osculateur on a le
second cas; cest évident géométriquement, car les surfaces cerclées obtenues en
associant des cercles C consécutifs sécants donnent une famille de oo' cercles C
doués d'une enveloppe : dans le premier cas le cercle G étant simplement tangent
a T, le point de contact de C et vy est simple dans l'intersection de G et du cercle
consécutif C, bien qu’il compte pour deux foyers réunis en un seul; dans le second
cas, le cercle C et le cercle infiniment voisin sont tangents en M.

On peut s’en assurer par un exemple simple : prenons comme surface S le

. :

cylindre % + % — 1 = o0, comme courbes v les sections horizontales de S; si on
considére la section plane obtenue par le plan z — v =o0 et le point M(acosg,
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b sin o, v) les cercles osculateurs aux sections planes menées par la tangente sont,
d’aprés le théoréme de Meusnier, sur la sphére d’équation

ac®

(1) @+y +(z—v)— xcos’y + 2Tc-ysinaq; — (2b* —a*)—3c*sin*9g = o

qui a pour cercle diamétral le cercle de courbure de I'ellipse principale; nous pre-
nons pour cercle C la section de cette sphére par le plan

Z2—0

l

(2) —z—coscp—{—%sin;?——[— =o

ou [ est une constante. Les points focaux s’obtiennent en annulant le Jacobien

Gc’coscpsinr?(%cosgo-{—%sin@—l> 2(v—2)
® =o.

__Sln@_l__cos{? —
a v

b

x
En remplagant z — v par l(;cos o+ % sin g — 1> dans ce Jacobien, on

trouve le facteur " cos g + %sm ¢ — 1=o0, qui entraine la condition z—v=o0;

on trouve donc bien deux foyers confondus avec M; I'autre facteur
3c*cospsing + l”(—%sinqz +%—COS:P> =o

ne s’annule pas en M et conduit aux deux autres foyers.
Le cercle infiniment voisin qui passe en M conduit aux deux équations

6c®cos 9 sin g (—Z—COS:P + %sin:p— 1)d:p +2(v—2)dv=o,
(4)

% Ging + L AL
( Esm.p%—bcosg)d?—*— ] =o0

dont la premiére se réduit a une identité pour M et dont la seconde donne dv =o;
I'intersection de C avec le cercle (¢ +'dq‘, v) conduit & associer aux équations (1),
(2) les nouvelles équations déduites de (4) en faisant dv —=o

x Yy .

—a-(:OSq; -{—Zsmcp— 1 —=o,
®)

x . y
— —SsIn ¢ + =-cos o =o.
a ' b '
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Or ces deux équations représentent la paralléle & Oz issue de M, qui coupe G
uniquement en M d’ordre 1 dans l'intersection. Au contraire si le cercle C est pré-
cisément le cercle osculateur de Dellipse principale, M compte pour deux dans
Iintersection de G et du cercle voisin (pour ce cas particulier, les deux autres
foyers se trouvent renvoyés a 'infini, par suite de 1'exemple particulier adopté ou
les cercles passent tous par deux points fixes du cercle de I'infini; chacun de ces
points compte pour deux foyers) (*).

6. — Traitons maintenant les deux autres cas suivants
prévus dans l'introduction.

D’abord

f\./f. Si S,
c, ¢ C,

1

Le cercle C est donné par deux équations

{ : : :
EgE(m_‘w;)a—}—(y_yl) +(Z——Zi) —f =0,
(6)
103, o, , oz, e
T @ Em) Sty S =) e g =0

ou x, y,, z,, o, sont quatre fonclions de u et v; f

i 1

et f, sont fournis par les

)T, 3 )
équations X, = ‘\u‘ = _\.u—’i =0, dv=o0; les deux autres foyers sont fournis par
¢ (% .
les équations
)T, DF, T, s,
7 = — = =0 dv =0
(@) =, u R ’ u’ * uw

(*) En réalité 'exemple qui vient d’étre traité est un cas particulier du type suivant :
les deux foyers simples donnent lieu au méme cercle infiniment voisin. La seconde équa-
2

2

tion (4), en remplagant (— % sin ¢ + %cos cp) par cos ¢ sin ¢ donne en effet une

seule valeur du rapport ; on a ldv—3c*cosesinpdo =0 ou alv—c*sin®¢ —=constante.

dv
rry
Mais le résultat important est de déterminer I'ordre de multiplicité du foyer double
comme point d’intersection de deux cercles consécutifs.
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I1 est bien connu que le systéme (7) conduit a calculer le déterminant

d¢ dp
-~ ~ 2 — .___’ —_—r 1
L —x, Y—1uv. T—2z e 2y Y el )
da D d do
d d e [N N ~
i A o ¥=|—gt E F o= (EG—F)[1—A(,)]
u u du du
e, Ay, 0z, . dg, P G
v Qv v HRNT))

ou A(p,) signifie le paramétre différentiel déji signalé; les deux points focaux f,
f. se confondent donc en un seul f,, f, si i=o0, Cest-a-dire si les courbes
o, = const. fracées sur la surface (x,,y,, z,) soni géodésiquement paralléles, ¢, dési-
gnant Uarc des géodésiques orthogonales. Les sphéres X, ne sont aulres que les
sphéres principales (d'un systéme) de la surface focale S engendrées par le foyer
double [,; la surface liew du centre w(x,, y,, z,) est la développée 1 correspondante
de S; sur D on lrace une série de courbes quelconques (v = constante) el le cercle
C est le cercle limile de la sphére ¥, quand son centre décril une courbe v. Les expli-
cations qui précédent suffisent, géomélriguement, pour obtenir la congruence : en
tous cas, il est clair que 'on doit choisir comme courbes v = const des courbes
antres que les géodésiques, enveloppes, sur la surface D, des normales de la sur-
face S; mais, pour éludier, analytiquement, la congruence il y a lieu de choisir a
bon escient le paramétre u qui n’a pas encore été fixé : en d’autres termes, les
développements analytiques qui précédent laissent la facnlté de poser v, = v,
u, = f(u, v) ou f est une fonction arbitraire. Il y a donc intérét & opérer ce change-
ment de variables de fagon que le paramétre u, soil celui qui individualise les géodé-
siques enveloppes des normales de S; supposons ce changement effectué et suppri-
mons, pour u,, l'indice 1. On aura donc-simplement

oo, _ F e
W TG w Ve

dr+dy} b dz = <—§= du+1/G dv> + E—G;}—‘qu’,
G

et la sphére a pour équation X, =(x —z) +(y—y " +(z—z:) —:> =0, le
, , AD>
cercle est représenté par ¥, = o, T’:o. Nous pouvons représenter (fig. 2) la

[§

surface S, un point F de 8, la ligne de courbure (u == constante) issue de F le
long de laquelle la sphére X, reste osculatrice & S; figurons le cenlre » de 3, et
la courbe développée décrite par w quand F décrit la ligne de courbure en jeu :
c’est la géodésique u = const. issue de w sur D; les trajectoires orthogonales de
ces géodésiques sont les courbes o, = constante de D. Le cercle C est tangent en
F a4 laligne de courbure issue de F, et osculateur A la surface S; si en w on méne
la courbe v == constante qui passe sur D, le plan du cercle C est le plan mené

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXV, I
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par F perpendiculairement sur la tangente a la courbe v; l’enveloppe du cercle C
quand on suit ceux qui se coupent successivement en F (qui est le foyer double
f,» f,) estlaligne de courbure u=constante issue de F. (Si les courbes v = const.

w(x,.Y,.2,)

Fic. 2.

se confondaient avec les courbes u = const. de D, le plan du cercle serait le plan
tangent en F & S et le cercle G aurait son rayon nul, cas que nous écartons systé-
matiquement.) Le point f, ou F a pour coordonnées

P TR e 9, p. 02,

2 A A
! \/abv’ 4 \/Ebv’ ! \/gbv

0T, ¥, %
duw - dw dudv
de sorte que les équations (7) entrainent du=o et ceci justifie & nouveau la fagon

dont nous avons choisi le paramétre u.

et I’on vérifie sans peine que ce point donne les relations %, —

7. — Ces résultats géométriques bien compris, le cas suivant
fl f2 f3 f8
~_— S~——
Ci C3

s'obtient sans peine par voie géométrique; il suffit évidemment que nous tracions les
cercles osculateurs des lignes de courbure d’'une famille de la surface S; I'axe du
cercle osculateur en F & la ligne de courbure passe par o d’aprés le théoréme de

Meusnier, il est perpendiculaire au plan osculateur de la ligne de courbure de S et
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est tangent & la surface D; on peut remarquer que si F décrit la ligne de courbure
v choisie, le point » décrit une géodésique de D, développée de la ligne de courbure
de S; les deux plans normaux consécutifs & cette ligne de courbure sont tangents &
D et ont pour intersection I’axe du cercle de courbure dont nous parlons, axe qui
est donc la tangente conjuguée de la tangente «F a D; donc il est natarel de
prendre comme variable u le paramétre fixant les lignes de courbure de S dans la
famille adoptée; les courbes u — constante sont géodésiques sur D et les courbes
v = const sont précisément, d’aprés ce qui précéde, les conjuguées sur D des courbes
u, puisu’elles sont tangentes aux axes des cercles C : nous avons retrouvé le
résultat obtenu déja quand les quatre foyers étaient distincts et répartis par couples °
sur deux cercles infiniment voisins de C.
11 est intéressant de voir les résultats analytiques correspondants : on a quatre
fonctions inconnues z,,y,, z,, 5, de (u,v); nous retrouvons d’abord toutes les rela-

Jo

S S
tions du cas Lrailé précédemment | ~— S auxquelles on ajoute I'équation
C C

1 3

A(g,) =1 qui résnlte de la réunion de [,,/, en un seul foyer [,. Cela donne le
systéme nécessaire et suffisant

N Qe o
—— A —— L —o,
ALY u Al
,
2
N y__ _ ‘\yq Y, —o0
M ov du ) ’
2z AV )
¢ < \v4
(E) AL Bt —o,
du v A7} ALY

-~
=~
IS
-/
e
o
=
~
<

.
\
: o, 2 1o \?
| G(a—”) R —-‘OL+E<\9’> — EG —F*.

o w

ok, i,

e e s 2 :
L’élimination de A, B et le remplacement de E, F, G par S <—x—‘> , §S— 1,
u u dv

e, \* ,
S (a—v‘ donnent trois équations & 4 inconnues x,,y,, z,, p,; les considérations géo-
/

. . . . . . 20, \
métriques nous ont permis de découvrir que ces équations entrainent <l> =G,

W
dp, do
T; —\I_v‘— = F. Ce serait assez malaisé & découvrir analytiquement : si on emploie
¢
1 : rel )Pa ‘\ol D’Pl . s
es notations p, q,r, s, t de Monge pour désigner Yttt N - On déduit,
u A o
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par dérivations, de la derniére équation (E)

~ \F . NVl

4 s . 3 N N < G . N s hH

2(6p—bq)r+z(Eq—l‘/))s+ﬁvq'——2-D—l;pq v p‘———\—u-(EG—l‘):o,
) . ) . 3 oF G,

2(Gp ——Pq)s+2(bq—bp)t+3;—q'—207pq T p_—E(E(J—F_):O.

Si Gp—Fq, Eq — Fp sont toutes deux non nulles, on a donc, s étant connu
par la quatriéme (E), les valeurs de r, s, ¢; en dérivant en u, puis v, la quatriéme

équation (E) une fois, puis deux fois la cinquiéme, on a 5 équations entre les dérivées
3 3 3 3

FMe o e, Yo, O
b dww T dwnt T W

en nombre égal & 4 : 'élimination des dérivées d’ordre 3

se fait aisément l:cette élimination se fait aisément en dérivant la premiére équa-

'S, \3

. . . ¢ S , .

tion (1) en », ce qui introduit ——, — =7, dérivées obtenues en dérivant en u et
Jufdv - duov

-0

L]

en v, la quatriéme équation (E):I; on a ainsi une équation ne contenant que les

dérivées d'ordre 2, qui s’éliminent elles-mémes en remplagant r,s,{ par leurs
valeurs déja obtenues : en joignant cette équation a la derniére équation (E), on a
deux équations en p, ¢ et le systéme ainsi obtenu doit, d’aprés ce que nous avons
obtenu par voie directe, soit conduire & une impossibilité soit conduire & 'une ou
Tautre des hypolhéses Gp — Fg = o, Eg — Fp = o. L’hypothése Gp — Fg = o est
celle que nous avons utilisée, car avec la derniere équation (E) elle donne ¢* =G,
pg = F. La relation E¢ — Fp = o conduit 4 un cercle de rayon nul, cas que nous
écartons systémaiiquement. Nous avons ainsi confirmé les résultats obtenus par
Darboux sur les enveloppes de sphéres & deux paramétres et les lignes principales de
celle enveloppe, méme dans le cas particulier ot les deux points de contact de la sphére
avec son enveloppe sont confondus, la sphére ayant son centre sur la développée de
Uenveloppe. Ici non seulement x,,y,,2,,:°—x°—y’  —z' mais encore ¢, sont
solutions de la méme équation de Laplace; toutefois, au point de vue des systémes
cycliques, il n’y a rien & tirer, car il faudrait construire le cercle normal & la sphére
aux points ou elle touche son enveloppe : ici ce cercle est de rayon nul et se décom-
pose. ' ‘

Soo S Lo S
Si 'on compare maintenant les résultats de ce cas | ~— ~—"1 & ceux du
C, C,
VA .
cas | ~—— "~ | traité au n° 4, nous voyons que la figure 1 doit étre repro-

C, c

3
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duite avec cette modification que les foyers (w,, 1',), qui jouent le role de f, et f,,
sont confondus en un seul, que nous avons ici appelé F; ce point F est ici le point
focal, autre que p., de cette corde p, u',, qui est devenue, dans la figure 2, la tan-
gente A la ligne de courbure u = constante de la surface S; nous nous rappelons
aussi que la corde o F est tangente & la courbe u = const. de la surface lieu de o.

D’une fagon générale, si 'on se reporte & la figure 1 (sans supposer que p, soit
solution de I'équation de Laplace vérifiée par x,,y,, z,, 5,), la tangente & la courbe u,
décrite par le point m, sur la surface focale de 'axe du cercle ne rencontre pas en

général la corde p,u',; car u,u', a pour équations

{ o, dy, oz, dp
X —X,) < —y)<—+((2—2 6 L=
2
xx, dy, 2z, dp,
(w_xa)_gzr+(y_ya) Y +("_Zl) ) +I’4 o =0

et la tangente en m, & la courbe u, a pour équations

@) : e, 2y, 2

4 1

v v A\

Si » est la valeur commune des rapports (3), la condition de rencontre se traduit

par deux équations en A

do do
G +¢,—=0o0 AF +¢, —=0o0
thg, ' T4
e . de, dp, . e 1rs
ou, éliminant », G P F\— — 0. Si on suppose, de plus, que p, vérifie I'équa-
du v

tion de Laplace, nous avons vu que le point ot la tangente en m, & la courbe u,
perce le plan de C est pole de w,p’, pa rrapport & G; si donc cette tangente coupe

1 » !
w, B, cest que w.p,
0 o,

20 _ /G _F
hY) _\/_G’ du ”"\/5‘

Nous avons vu aussi au paragraphe 4 la chaine de cercles obtenue par la trans-

est langente & C et nous retrouvons le cas actuel avec

formation de Laplace appliquée indéfiniment dans I'un ou I'autre sens : le cercle G
étudié est le cercle mené par (M,, M')) [ou f,, f,] dans le plan perpendiculaire & la
tangente 4 la courbe v = const. de la surface (m,) ou & la tangente & la courbe
u = conslante de la surface (m,); le cercle antérieur est celui qui est mené par (u.,p.',)
ou (f,,f,) ala tangente & la courbe u = comstante de la surface (m,); ici puisque
i, ', sont confondus avec l'unique point F, on trouve le cercle de rayon nul
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obtenu en coupant la sphére 2, de centre m, et rayon m,F, par son plan tangent
en F; donc, si en étudiant une seule congruence de cercles, il est naturel d’éliminer
les cercles de rayon nul, nous devons au contraire les accepter dans une chaine de
Laplace; I'apparition d’un tel cercle (dont le centre est au point de contact de son
plan avec la surface enveloppe du plan) ne géne pas pour continuer la suite. On peut
méme définir & priori la suite par une congruence de tels cercles : on adopte une
famille u = constante de lignes de courbure sur la surface S lieu du centre F du
cercle et enveloppe du plan du cercle; la seconde surface focale de la congruence des
tangentes aux lignes de courbure u = const. donne sur la tangente le second foyer,
appelé p. au numéro 4 de ce Mémoire, puis la tangente conjuguée M, M',; le point m,
décrit la développée de S relative aux arétes de rebroussement des normales & S
le long des lignes u = const.; sur cette développée on méne la tangente en m, & la
ligne v = const.; la sphére de centre m, et rayon mF est ensuite coupée par le
plan issu de MM, perpendiculairement & la tangente qui vient d’étre indiquée et
nous avons reconstitué la figure; si en F on adopte au contraire la ligne de courbure
v = const., cela revient A parcourir la suite de Laplace dans 'autre sens : nous avons
ainsi, dans la suite de cercles, une famille de cercles osculateurs aux lignes de courbure
d'un systtme de la surface S, puis une famille de cercles de rayon nul (tangenies
isolropes de la surface S) puis les cercles osculaleurs de la seconde famille de lignes
de courbure de S .

fo Sy S
~
c, ¢ C,

1

8. — Le dernier cas prévu i priori dans le cas d'un foyer double,

peut sembler paradoxal au premier abord; nous allons l’obtenir trés simplement
par voie purement géométrique. Daprés ce qui a été déja expliqué, le cercle G,
par un choix convenable des paramétres, est représenté par les deux équations

33,

¥ =o, =o0
© ou

de facon A étre coupé par le cercle infiniment voisin (u + du, v) en deux points
distincts f, et f,; quand u et v varient ensuite librement, le point f, décrit une

1

nappe focale S,, f, une autre nappe S,. Sile cercle G est osculateur & S,, le foyer

f, compte pour deux unités et par suite est I'un des deux foyers nouveaux donnés
, - « X 3, e d .
par ensemble des équations ¥, =0, —/F=0, —% = o; f, est donc aussi l'un
< ¢
des deux points f,, f, o X, touche son enveloppe & deux paramétres, enveloppe
constituée d’aprés ces résultats par S, et une certaine surface S, lieu de f,. Partons

donc d'une surface S, arbitraire : en chaque point f, de S, construisons une sphére
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I, délerminée langenle & S, en f,; il suffit de prendre le centre m, sur la normale
en f, d’aprés une loi continue, mais arbitraire, en fonction de f,. La sphére 3,
coupe 8, suivant une courbe gauche admettant en f, deux branches tangéntes aux
rayons communs des deux indicatrices de Dupin ; soit ", 'une de ces deux branches;
coupons X, par le plan conlenant la tangente a T, en f, et la normale abaissée de f,
sur le plan tangent a la surface lieu de m, (normale qui va passer au second point
limite f, de X,) : le cercle C ainsi obtenu est, d’aprés le théoréme de Meusnier, oscu-
lateur a la section plane de S, par son plan; il a donc trois points communs avec S,
réunis en f, de sorte que f, comple pour deux foyers réunis de ce cercle C; Paxe de
G est dans le plan médiateur de f, f,, plan tangent & la surface (m,) : les courbes de
(m,) constamment tangentes a cette direction du plan tangent fournissent les courbes
v == const, lelles que les cercles G conséculifs soienl représentés par les équations
03X,
ou
abaissant de f,, qui est I'un, la perpendiculaire au plan osculateur de la courbe v,
de (m,): cetle remarque conduira a examiner si la courbe v, ne peut étre asymplo-
tiqgue de (m,), auquel cas le foyer f, se confond lui aussi avec Sor st (m,)) est un
plan, la circonstance se produit automatiquement : nous reviendrons sur ce cas
spécial.

‘Zl(u, v,) =0,

(a,v,) =o0; les deux foyers correspondants s’obtiennent en

Il est bon de donner un exemple simple ; on prendra par exemple la surface (m,)
arbitraire et on supposera le rayon de %, constant, de sorte que S“ est une surface
paralléle & (m,); les deux points limites sont de part et d’autres de m, sur la nor-
male en m, & la surface (m,); les courbes v, de (m,) ne sont Jjamais asympto-
tiques sur (m,). Aucune difficulté pour vérifier les résultats énoncés ; une surface

2 2

(m,) simple telle que le cylindre elliptique % + % — 1 = o0 pourra étre utilisée;

je développerai plus loin les calculs en prenant le cylindre de révolution
x* +y*—1=o0 qui donne cette particularité complémentaire que f, se confond
lui-méme avec f,.

9. — Jusqu’ici nous n’avons pas parlé du cas ol une ou plusieurs nappes focales
dégénérent en courbes, les foyers étant simples ou non. 11 est facile de voir que 'on
peut se donner arbitrairement quatre courbes focales T',, I',, T',, I',. Choisissons
en effet, arbitrairement. un point f, sur I', et un point J: sur I',; un plan quel-
conque mené par /, f, perce I', en f, et I', en f, et le quadrilatére S LSS, en
général n’est pas inscriptible dans un cercle : en exprimant cette propriété, on a une
équation qui fixe l'orientation du plan et le cercle C. De méme on peut se donner
arbitrairement quatre surfaces focales S,, S,, S;, S,; si nous les coupons par un

plan quelconque, les sections planes correspondantes n’admettent pas en général de
~ cercle tangent 4 elles quatre; pour qu’un tel cercle existe, il suffit d’'une relation qui
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donne donc oo® plans et dans chacun d’eux un cercle. On peut faire des remarques
analogues pour la donnée de i courbes focales différentes et de (4 — i) surfaces
focales. Des considérations analogues s’appliquent au cas de foyers multiples :
donnons-nous par exemple une surface S, lieu du foyer double f,, deux surfaces
focales S, et S, lieu des foyers simples f, et f, : si nous coupons S, par un plan
quelconque, la section plane correspondante admet oo' cercles osculateurs, dont
I'un est tangent & S, mais, en général, non tangent a S : une condition imposée
au plan donne la congruence demandée. De méme on peut donner une surface S,
lieu d’un foyer triple f, et une surface S, lien du foyer simple f, : la section plane
générale de S, admet un cercle surosculateur en général non tangent & S, : une
condition suffit pour élablir le contact, donc obtenir la congruence. De méme pour
tous les cas que l'on peut imaginer : mais si la méthode est précieuse pour rassurer
a priori le chercheur sur la possibilité de telle distribution de foyers, elle ne nous"
renseigne pas sur l'ordre de ces foyers a titre de point d'intersection de deux cercles
voisins. '

10. — Cas de deux foyers doubles.
Nous aurons en général le cas

Soo o So L
c, ¢, c C|

1 2 2

La résolution a priori de ce cas peut s’obtenir comme au numéro précédent.
Tachons d’arriver aux constructions les plus précises.

Supposons d’abord que f, et f, engendrent deux courbes focales T, et T',: on
doit donner non seulement I', mais en chaque point f, de I', indiquer encore le
plan P,, tangent & I',, contenant les tangentes aux divers cercles G qui passeront
en f,, de sorte que f, soit foyer double; de méme en chaque point f, de I, on
indique un plan P, tangent & T'j; choisissons f, sur T, el f, sur T, arbitraire-
ment; les plans P,, P, correspondants se coupent suivant une droite D et le plan
meédiateur de f, f, perce D en «; il existe manifestement un cercle C tangent en f,
A of, eten f, & of,; c’estle cercle général de notre congruence.

Supposons maintenant que [, engendre une courbe focale T',, pendant que f,
engendre une surface focale S,. Au point f, on a donné a priori, comme plus haut,
le plan tangent & [, correspondant a f,; si on prend f, d’abord au hasard sur S,,
on construit comme plus haut le cercle unique tangent en f, & P, eten f, 4 S : le

plan tangent en f, & S, joue le role de P ; en général, le cercle obtenu n’est pas
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osculateur & S, : cette condition livre sur S, une simple infinité de points f, que
Yon peut associer & f, et nous avons ainsi notre congruence.

Si f, el f, engendrent chacune une surface, S, ou S,, le méme procédé permet
de construire le cercle tangent en f, 4 S, et en f, &4 S,; si f, et f, sont fixés, en
général le cercle n'est osculateur ni & S, ni & S : cette double condition donne
deux relations liant les paramétres curvilignes (u,, v,) de f, sur S, et (u,, v)) de
S, de S, dqsofte que, en général, le point f, pourra se déplacer librement sur S,
les deux conditions obtenues faisant correspondre & f, un certain nombre de points
de 8,. Cette méthode entraine des calculs compliqués méme si les surfaces adop-
tées sont simples. Nous pouvons indiquer quelques exemples de simplification
(relative).

Supposons que 8, et S, soient symétriques par rapport & un plan I1: f, et f,
étant deux points homologues dans cette symétrie, prenons 'intersection N avec II
de la normale en f, & S,; la sphére de centre N et rayon Nf, coupe S, suivant une
courbe ayant un point double en f,; adoptons la tangente f, T & l'une des deux
branches; coupons la sphére par le plan f,Tf, : nous avons un cercle qui répond
aux conditions; cela a été expliqué au paragraphe huit et nous voyons quici il y a
deux foyers doubles f,, f, el un cercle unique infiniment voisin de C, recoupant G

en f, et f,: c’est un exemple du cas

Cette méthode appliqﬁée par exemple aux deux paraboloides xy + z=o0,
xy — z =0 permet d’associer & un point de 'un successivement ses symétriques
par rapport aux trois plans de coordonnées : il peut y avoir d’autres correspon-
dances et 'on voit que, méme ce cas simple donne lieu & des calculs compliqués,
en dehors des correspondances par symétrie.

I1 est intéressant de revenir sur le cas

Les considérations géométriques directes du numéro huit nous l'ont déja an-
noncé comme cas spécial de !

So s N4
S ~
C C, C

F. des Sc., 3¢ série, t. XXV, 12
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et c’est ainsi que nous avons reconnu que 'axe du cercle G esl tangente asympto-

tique sur la surface lieu du centre m, de la sphére Z,, le cercle C étant représenté

, . hp . . 1
par les équations ¥, = o, \_‘ —=o0. Nous aurions pu aussi considérer ce cas
u

comme spécialisation du cas

En obligeant les deux nappes de la surface focale des axes & se confondre, on
arrive encore & cette conclusion que les courbes (v,) de la surface des centres des
sphéres X sont des asymptotiques : le lecteur se reportera au paragraphe 4 et 4 la
figure 1. En tous cas écrivons les équations de C

Yy =@—x)+ G —y) 4 (e—2z)—p =0,
(1)

10X,
2 du

ll

X, dy, 2z, de, .
@—m) S+ =) S+ G —2) o+ o g =o.

Les pbints f, et f, sont donnés par le systéme

D) AED)
(2) 3 = L= —L —o, dv=o0.

Les deux autres points focaux sont donnés par le systéme

A D> PR hE

¢ C o

(3) Y=l = l:0, ;dll,+ Ldv =o.
! u L du dudv

Pour retrouver les points f,, f, il est donc nécessaire et suffisant que les
trois plans

([‘) “=o0, - ~=o, . L =0

aient une droite commune, ce qui entraine que x., y,, z, et s (avec

— 2 2 2 s H ' A I .
a5, = p* — x,’ — y,> —z*) soient solutions d'une méme équation

* 0 Q0

u v

= 0.
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Ce résultat monlre que les courbes v — constante sont asymptotiques sur la sur-
Jace lieu de (x,, y,, z,) et que o, s’obtient ensuite en prenant une nouvelle solution de
Uéquation (5), de sorte que tous nos résultats géométriques se trouvent confirmés,
et en méme temps complétés par un moyen régulier de réaliser ce cas. On peut
remarquer 'identité

a 2 D 2
8(«.)5948(9‘”(32) _E, [E:S()‘Z‘> ]

. r . \o T~ > . -
On doit écarter la solution ‘\;L; = \/ E qui donnerait un cercle C de rayon nul
¢

. . dg, dp
on aurait d’ailleurs —* Z5t —F, §()=o0).
u '

11. — Nous devons maintenant étudier le cas
So o S L . L So s S
~ , - particularisation du cas ~—
C, C, C, C, G, C,

traité au paragraphe 6. Nous particularisons les paramétres u, v comme dans ce

paragraphe, auquel le lecteur voudra bien se reporter. Nous avons pour définir le
cercle G les équations

L =@ —2)+ -y +He—2z)— =o.

(1)
LD I N Y, Jz, de,
P N A U S L
On a de plus
(2) de’ 4 dy’ 4+ dz? = d:* + Cduw®
ce qui avec les notations usuelles donne
de, \? do, do oG —I* L ?
(3) G:(”>, Pt o — EG— = _\_5_\
\ v o e G o/

Nous devons maintenant exprimer que les trois équations

QX AR
4 I —o. — =0 —t =0
@) ! du’
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définissent deux

points confondus.
auxiliaire

Nous introduisons, selon I'usage, l'inconnue

;C - (VI;I y - yl Z - Z{
de, oY, oz,
5= du u u
P, Py, 3z,
owu? Q' AT
dont le carré est
. R <«‘P. Y,
c, — & - B 2
du o N7
. do Qo
s . de, E 13 E
o 2 du
/e, \* e, 1 0K Y\
B — — g, - — S .
\ ou o 2 du u’

Les deux points f, et f, se confondent en un seul si 3 est nul; on a ains
I'équation

F* X, \* 1/ EN? F K d ¥ F*
2 —_—— S L) — — — | —= —— K
b [(E G> <Du’> <Du/]+9’\/G du [P' o (\/G>+ G . ]
F* d F :
) E*‘,—h_<—=> =0

qu’il est avantageux de mettre sous la forme

) p[([‘———fl—-)és(%>__<) . T%_i’_

=~

u/g 4

F*\ oEF 2 F > ( F>
—_— —_— —E{E——] =—o.
+<E G>‘c‘ \/G du 10g<\/EG G °

Nous avons ainsi entre les inconnues x,, y,, z,, p, trois équations, & savoir (5)

et les deux premiéres équations (3). On peut remarquer que l'équation (5) se réduit
4 umne identité si EG — F* est nul, ce qui donnerait une surface (x,, y,, z,) réduite

4 une courbe, solution a écarter; on peut d’ailleurs remplacer (5) par 1'équation

ra\? U S AN TN EF
(5') P{’[S(—\w;> ——-(\—-—:) —~< i L > ]+?—-—_—
du du \/G

F
W &) |+ e (e ;g—g)
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qui ne présente plus I'inconvénient d’introduire cette solution étrangére; en résol
vant cette équation en o, et remplagant p, par cette valeur dans les équations

¢, \? dp, ¢
— (L& O TR Y
G (bv)' du

nous obtenons deux équations assez compliquées définissant x,, y,, z, au moyen
de u, v; nous sommes assurés d’avoir des solutions du probléme; le paragraphe
suivant, qui introduit une équation de plus, confirme I'existence de solutions. Nous
obtenons les oo® sphéres principales d’une certaine surface S, dont chacune porte un
cercle C tangent & la ligne de courbure correspondante de S et d’autre part oscula-
teur & lune des courbes d'une famille simplement infinie tracée sur une autre surface
S,. La surface S est le lieu du foyer f, et la surface S, est le lieu du foyer f,. .

12. — Congruence de cercles osculateurs aux lignes de courbure d'un systéme
de deux surfaces différentes.

Abordons maintenant le cas

‘fa f; fz fz
S— S~—

c C

— . - n .
qui est’une particularisation descas déja envisagés

So s L4 S s S S So Sy S L
~——" ~ S——— ~—— ~——

> ’

C, C C c, c, ¢Cc¢C

3 4

L’avant-dernier de ces deux cas a été traité au paragraphe 7. Nous savons,
d’aprés ce paragraphe, que 1’on a le cercle G par les deux équations

2%,

™) =0,

= 0.
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Les lignes (u, v) forment sur la surface (®,, ¥,, z,) un réseau conjugué, les
lignes u = const étant géodésiques; on a de plus

do \*
(2) <a};> =G.

3) B th

Les cercles C sont les cercles osculateurs des lignes de courbure u = const de
la surface développante de la surface (z,, y,, z,) relative au systéme géodésique
u = const et & la fonction o,. Nous devons adjoindre I'équation

@ Q[S/D’x,>2 (3 F /2 \/ ] sEF 2 (1 F )
¢ — ““‘—— - og
i \Mf N \/G K\u \/G u \/EG
—E <F——(—>:o
AN )

qui exprime que les foyers définis par les équations ¥, = Tu_‘ =3z —° sont

confondus ; les équations (2), (3), (4) sont celles du paragraphe précédent; I'équa-
tion

. o, o, dFx,
®) =o0
u v v

s’est ajoutée pour exprimer que le cercle C est coupé par le cercle infiniment voisin
(u, v 4 dv) en deux points confondus avec f, et non simplement en I'unique point

]

J.- Nous avons ainsi quatre équations aux dérivées partielles & quatre fonctions

inconnues x,, y,, z,, 5,. Si nous nous reportons aux résultats du paragraphe 4, i la
. , , Lo S
figure 1, | etaussi aux résultats du paragraphe 7 relatif au cas | ~— ~—— ,
c c

1 3

nous voyons que les lignes u=const de la surface (x,, y,, z,) et les lignes
v = const de la surface (x,, y,. z,) sonl géodésiques : cest la propriété caractéris-
tique pour les deux nappes focales de la congruence des axes des cercles C; les
deux cordes M,M', et . ', dela figure 1, appelées ici (f,f,) et (f,f,) sont tangentes
au cercle C en f, et f,; en f, le cercle C est osculateur & la ligne de courbure
u = const de la surface focale lieu de f,; en f, le cercle C est osculateur & la ligne
de courbure v = const de la surface fucale lieu de f,;

; la sphére de centre m, et
rayon m,f, conlenant C est sphére principale pour la surface lieu de f,; la sphére
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de centre m, et contenant C est sphére principale pour la surface lieu de f,. Dans la
suite de cercles due a la transformation de Laplace, conformément aux résultats du
paragraphe 7, le cercle C est encadré par deux cercles de rayon nul : avant, oar le
cercle de rayon nul f, situé sur la sphére de cenire m ; aprés, par le cercle de rayon
nul de centre f, situé sur la sphére de centre m,.

Si cette méthode conduit moins élégamment au résultat que celle qui va suivre,
elle a I'avantage de montrer que pour un couple (x,, y,, z,), (x,, y,, z,) de deux
surfaces connu, la fonction ¢, s’obtient sans quadrature : en effet I’équation (4)
donne p, par une équation explicite, algébrique et de degré 2; on a méme g,
rationnellement; en effet en adjoignant & I'équation (4), écrite pour abréger,

¢f+ Mg, + N=o

les équations dérivées en u ou v, on a

F M oN
2(e, + M) —= + 2 ls’+i——:o,
\/G du u
- M N
2(;'—}—M)\/G-+—2 S s, +—=0
v ! I

On remarquera encore que ¢, est solution de I'équation de Laplace vérifiée par
X, ¥, 2, 06,(30, =p"—x’—y*—2"); ¢ est aussi solution de l'équation de
Laplace vérifiée par wx,,v,, z,, 5,25 =
‘o ;. 126,
précédente en écrivant 0, =0, — —

B o

correspondantes; il y a inversion du réle des variables u, v en passant de S, & S

et —x— vy, — 2% transformée de la

, mais g, et ¢, ne sont pas deux solutions
.-

Ce Mémoire a été remis & la direction des Annales de Toulouse le 15 mars 1933 ;
j'avais signalé en mars 1933, par écrit & MM. Cartan, Finikoff et Vincensini, orale-
ment & M. Drach, U'intérét que présentent les congruences rectilignes dont les déve-
loppables touchent les surfaces focales suivant des géodésiques (u = constante sur
l'une des focales, v = constante sur 'autre), & I'opposé des congruences de nor-
males qui donnent sur les focales des géodésiques comme arétes de rebroussement.
M. Finikoff m’a envoyé, dans une lettre recue le 3o mars 1933, les calculs qui sui-
vent (donnant le systéme E); je les avais envoyés, comme supplément & mon tra-
vail, le 15 avril 1933, [en y ajoutant les systémes E’, E" plus commodes pour la
discussion], puis indiquant, toujours d’aprés M. Finikoff, un cas d’intégrabilité par
équations différentielles (e —=g¢g; e, g, f fonctions de u + v); j'ignorais, en rédi-
geant ce complément, que M. Drach avait donné le 10 avril aux Comptes Rendus
une Note (C. R., 196, 1o avril 1933, p. 1057) ot il donnait les résultats obtenus par
M. Finikoff et moi-méme sur ce probléme précis, et bien d’autres encore; un
échange de vues entre M. Drach et moi a eu comme conclusion deux Notes publiées
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I'une par M. Drach, l'autre par moi, au numéro du 1 mai 1933 des C. R. Jai donc
de nouveau rédigé la fin de ce paragraphe et résumé dans ce qui suit (écrit A la date
du 14 mai 1933) les résultats des deux Notes de M. Drach; je renvoie le lecteur aux
Notes indiquées.

La méthode qui suit s’applique chaque fois que les quatre points focaux don-
nent lieu a deux cercles infiniment voisins, contenant chacun deux des foyers; elle
fait intervenir la congruence rectiligne des axes des cercles et la représentation
sphérique de cette congruence, d’aprés Guichard (voir par exemple, Biaxcui, Géomé-
trie différentielle, t. 1, 3° édition, chapitre X, pages 483 et suivantes); les résultats
du paragraphe 4 ont déja mis en évidence la fagon naturelle dont s’introduit cette
méthode, puisque, d'une part, la congruence rectiligne m, m, joue un réle impor-
tant et que, d’autre parl,' le point y commun aux deux cordes u, u', et M, M’
engendre une surface dont la normale est paralléle & m,m,, rapportéea un réseau
conjugué correspondant aux développables de la congruence m,m_; on voit aussitot
que le parallélisme, au sens de Peterson, doit jouer un rdle important.

Soit donc

(6) de’ = edu’ 4+ a2fdudv + gdv*
la représentation sphérique des développables rapportée & ses congruences (ou la
représentation sphérique de la surface lieu du pdle de f, f, relativement au cercle C,

surface rapportée au réseau conjugué correspondant aux développables). Nous
appelons 2¢ le segment focal et désignons par a, 6 les symboles de Christoffel

relatifs 4 1'élément sphérique (6); on sait que ces symboles a, b peuvent étre
définis par les équations

I de ’ g
) S5y =aet+ b/, —5y, =+ by

Sur la premiére nappe focale (lieu de m,) les lignes u = const sont géodésiques
ce qui donne

G )F G _ .
®) o 2wt ew =
or on a
(28 1Y F:—[;ap(bp-ﬁ-be\, G=4g"(a"+9g).
(9) E=h{5,+5% ), w o/ ‘
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L’équation (8) est

dp do . da
a9($+b9>§203—v_(a +9)+¢ <2a—3—0—+

A

J
v . . ( /da dp dp > 3o b 3;)
(10) _29(a+g)3<&7‘°+aav><au+bp +a‘°<3u3v+bu"+bav

2 2 alo e 2 N «
—¢(a +9)329‘D‘E(a +9) +¢ <20T—+T

Mais on sait que o satisfait & I'équation

( % dp pr+ 3a+bb
) S T '%u W <au S

“l)p=o

de sorte que, dans (10), on peut remplacer

do da . .
—la =+ 5 ¢ + fo ], ce qui donne le résultat
u

u
20 g da . . o da

(12) u a‘Tv——QgE—zag—zgg—kablo—(\;-—g o ]

+ (a® + g)| 2afp — D_g) =o0

g PP
dg .
En remplagant 2af — s, PO (— 2bg), on obtient
dp /] da . .

(13) <Du+b‘o>|:a7v—_293v—-—ng(a +g)]_o.

Le premier facteur donnerait E = F = o, de sorte que la nappe (x,,y,, 2,)

dégénérerait en courbe (nous retrouvons par cette voie le résultat obtenu plus haut,
) 3
car I'équation (4) avait été obtenue aprés suppression du facteur E — -§> . Nous

devons donc conserver uniquement le second facteur; ['équation obtenue

g da . -
(14) asg-—a E-—ng(a +g9)=o0
ne fait intervenir que l’élément sphérique de U'image des développables, ce qui montre
que le parallélisme de Peterson doit entrer en jeu. La condition symétrique pour
Yautre nappe (lignes v — const. géodésiques) est de méme, par échange de u et v,

ab
2 —a2e— —2e(b®+e)=o.

(1%) . b ou u

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXV, 13
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Finalement, nous avons pour les cinq fonctions inconnues e, Sy 9, a, b les
deux équations (7) qui servent a définir a, b en fonction de e, f, g, les deux
équations (14), (15) qui signifient que les courbes u = const de la premiére nappe
(m,) et v = const de la seconde nappe (m,) sont géodésiques et la cinquiéme équa-
tion non encore écrite qui exprime que la courbure de la forme do® est égale a
l'unité. Rassemblons ces équations en posant f— \/;g; cos w, de sorte que » dési-
gne l'angle des plans focaux :

de g

E_n(ae-l—bf), E_z(af+bg),

g da . _ de b . .
(E) aav——zga—)———zg(a +g9) =o, bﬁ—zeg—ae(l) +e)=o,

: g N r —
__Dbu;)v +—a—a;<b \/%sinw) +$(a\/§sinw> +\/egsinw=o,

Il est naturel de poser e =a*, g = f*, f=aBcosw. On a ainsi

da of
=aa+ bfcosw, —axcosw + bR,
AL u
28 da dn b
' e S P’ LA b— — g (b 5 ___
®) Jad gl @ =o, b2ty =o,

o 0 / bk . d [aa .
S (h.d & smw>+; —smm\+apsmm:o.
M\ « w\ B /

Cette forme suggére de poser
8 o
L= 4 — =1t ,
(16) a tg ‘P ’ b g qj

de sorte que ’on a aussitdt

- 2 L%
\/g:pzﬁ, \/e_tx_-bu, a=coto W = cot S
(17) R
2 34‘ : 2 bd{ a{P <D“l’;> dﬁ
dc=<m> du +2$l—-$cos<odudu+ s v,

On a entre ¢, ¢, o trois équations nécessaires et suffisantes obtenues en gar-
No N

-—_, ——, et
dudv’ '’

dant les deux premiéres équations (E'), qui donnent maintenant
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yy R

dudv’ dudv

la derniére équation ot 'on remplace par ces valeurs. On a ainsi le

systéme E’

[ Do de
' L= ——fcot cot v cos v !

dudv AD) bug b+ v @4

iy do Y

(E") \‘uSv =3 ——{cotg +COt,PCOSO),,
(8
ARES) d9 dw 0 do do Y .
_— b Z _cotw |cosw +———[2cotocotlcosw —1]sinw=o0.

) w a0t Ty S v u L2 Coty cot ]

On y ajoute I’équation (11) en o

dp do do dp
(8) ud v+—5—u_—ﬁcoul+ v

\ oy AL Y g ] B
+[M—(cotftv>+ ( ot u>+ S 5o S5 o=o.

Jindique maintenant les résultats a, b, ¢, d dus & M. Drach.

3

Le systéme (E") est rapporté &
meétres u, v ne sont pas essentiels, que la substitution (u, v; U, V) ou UetV

ses caractéristiques; on remarque que les para-

sont fonctions arbitraires de u, v respectivement ne change pas la forme du sys-
téme ; de la sorte 'intégrale (¢, ¢, ») du systéme E" dépend de six fonctions arbi-

traires d’une variable, dont deux sont U, V.

a. — Si donc deux des trois fonctions g, ¥, o sont indépendantes, il peut y
avoir intérét A les prendre comme paramétres indépendants nouveaux, au lieu de
u, v: on obtiendrait ainsi trois équations définissant u, v, o en fonction de ¢ et
¢; lélimination de u, v fournirait soit une équation d’ordre 4 en o soit un sys-
téme de plusieurs équations d’ordre au moins 4 en o (compatibles avec une solu-
tion dépendant de quatre fonctions arbitraires d’une variable); ensuite on aurait

u, v comme intégrales premiéres d’'une équation

R(g,¥,0)dV —aS(g, 4, w)dgdd +T(s, 4, 0)dg* =o.

b. -— Si au contraire v, { sont liés par une relation ¢ = {¢(¢), désignons par
' et " les dérivées de la fonction {(v) par rapport & ¢ : les deux premiéres équa-
tions (E") donnent

"

cos o { Y cot g —coty | = cot ¢ — ¢’ cot ¢ ——%
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de sorte que, en général, « est lui aussi fonction de ; (¢ désignant une fonction
provisoirement indéterminée de ¢, on a
3*Q
v

= { Q" (coswcot g + cot Y) + Q" } 9,9,

et par suite, en déterminant Q(y) par I'équation Q" 4 Q"Y' (coswcoty + cotd)=o,
ona Q=U 4 V ou plus simplement Q = u + v : on peut donc supposer ¢, 4,
fonctions de u +v; on obtient alors trois équations différentielles ordinaires pour
déterminer ¢, ¢, v en fonction de t=u 4 v.

c. — Si l'on suppose cosy = kcoso ot k est une constante quelconque, les
deux premiéres équations (E") se réduisent & une seule; dans ce cas o, ¢ sont
donnés en u, v par deux équations aux dérivées partielles en u, v; si on suppose,
en outre, » lui-méme fonction de ¢, o et ¢ peuvent étre supposés fonctions de
t=u + v et l'on obtient deux équations différentielles pour déterminer et ¢ en ¢
(celles qui ont été signalées au paragraphe b ot l'on fait cosy = kcosg). On voit
aisément que le cas spécial &© — +-1 se raméne par changement de notations &
k=1, 4 =4 et on a deux équations aux dérivées partielles pour calculer 3 et o
en u,v.

d. — Pour avoir une congruence recliligne des axes qui soit de Ribaucour, on doit

. da b
avoir — — —.
u v

(Réppelons qu'une congruence rectiligne de Ribaucour s’obtient
en prenant un couple de surfaces S, S se correspondant avec orthogonalité des é1é-
ments linéaires homologues; par chaque point M de S on méne le rayon paralléle
4 la normale au point homologue M de S; les développables de la congruence cor-
respondent aux asymptoticiues de S et coupent la surface moyenne suivant un réseau
conjugué & invariants égaux : cette derniére propriété, d’aprés Guichard. est carac-
téristique; il suffit méme que le réseau découpé sur la surface moyenne par les
développables d’'une congruence soit conjugué, pour qu’il soit & invariants égaux
et que la congruence soit de Ribaucour). Ici on a

h N
—_ — in ¢ =1 i
a=— logsin g, b 5 108 sin ¢

et la condition devient

sin ¢

uw 8 siny

o,
ce qui permet de supposer [grice a la substitution (u, v; U, V)],
sind = ¢"""sing ou  singy =¢“sinyg ou sin ¢ = ksing,

en désignant par & une constante.
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Les deux premiéres hypothéses s’éliminent aisément; si 'on prend la derniére
hypothése, le cas olt k = -1 peut, sans restreindre, étre ramené & k=1, ¢ =4
et I'on retrouve un cas particulier de (c). Si k*==1, ¢ est fonction de ¢, w aussi :
on retrouve un cas particulier de (b), mais alors sin{ = ksin ¢ est incompatible
avec les trois équations qui déterminent ¢, }, » en fonctionde { =u +v.

Voici encore quelques remarques dues & M. Drach; o est l'angle des lignes de
coordonnées u, v sur la sphére; Y (u,,v,) — b (u,,v,) est larc compris sur la courbe
sphérique v, entre les points (u,, u,); de méme ¢ mesure un arc porté sur la courbe
sphérique u = constante. Mais l'interprétation de ¢ ou ¢ est encore plus géo-
métrique sur les nappes focales de la congruence rectiligne; I'angle V des lignes de

coordonnées sur la surface (m,) a pour cosinus 'expression ———=; or on a vu que
' EG :

‘\P Df": b>2 ‘2 Bs_ 62 DP b>2 :
£ ) (@40 = 165 (S + ¢

F:——Aap(———l—bp>, EG:l6‘G’<D

cos’y

On peut donc prendre cos V= cos ¢, en choisissant convenablement le signe
de \/E, donc 4 est langle des lignes coordonnées sur la surface (m,) et  l'angle
analogue sur la surface (m,).

Jindique maintenant rapidement comment j’ai obtenu une intégrale premiére
du systéme différentiel d’ordre 4 qui donne ¢, w en fonction de u 4+ v =1 en sup-
posant ¢ =1 et ¢, » fonctions de ¢. On a, dans ces hypothéses, & intégrer le sys-
téme

"—="(1 4+ cosw)cot o,
(10) 3? $"*( w) cot ¢

0"+ 20'¢' cotgcosw + ¢ (2cot* 9 cosw — 1)sinw =o.

Le ds* de la sphére est
(20) de® = o"*[du’ + dv* 4+ 2dudv cos w],

= " I:(du + dv)* cos® % + (du — dv)* sin® ﬂ] .
2
Les accents désignent une dérivation en £. On voit que si ’on pose

1

(21) @'cos%dt::du,, duo — dv = d), q;’sin-uizU
2

Iélément ds* prend la forme classique

(22) de®* =du’+ U} d)

ou U, est fonction du seul argament u,. Les courbes ). = constante sont donc des
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grands cercles pivotant autour d’un diamétre fixe de la sphére, et si 'on écarte le cas
singulier o ce diamétre serait isotrope (les surfaces obtenues seraient alors imagi-
naires), on peut prendre U, = A sin (u, —h) ol A, h sont constants; on peut

donner a A telle valeur numérique que I'on veut; car la quadrature du, = ¢' cos 2 at
2

introduit une constante arbitraire nouvelle ne portant que sur u, et n’intervenant
pas dans les constantes relatives aux fonctions w,s de t. En écrivant donc
U, = A sin u,, nous avons exprimé que la courbure du ds* est 'unité, donc tenu
compte de la seconde équation (19) qui disparait. On a ainsi le systéme donnant u,9. 0

\ ¢" = ¢"(1 + cos w) col 5 = 24" cos® = cots,
23 {
( ) ' (0} dlll p . W .
¢ COS — =—= —2, o' sin—=Asinu,.
' 2 dl ' 2
On en déduit
du, \*? %) Asinu, -
ot = =L A*sin*u,, lg—=——="
' ( di > +Asin, €5 <du‘>

La dérivation de I'’équation qui donne ¢"” donne aussitot

d*u

1

dr
du \* .

En dérivant I'équation (25), remplagant cot ¢ et o' par les valeurs déduites de

+ A’sinu, cos u,

(29) coty =

O] r
(25) et (24) on a une équation d’ordre 3 donnant u, en ¢; ¢, tg - sont donnés

explicitement en ¢ par (25) et (24). L’équation résolvante annoncée ne contient pas ¢
explicitement, de sorte qu’elle se raméne & une équation d’ordre 2, liant par exemple

du du \ ..
u, et —dt—‘-, dounnant —-zl—t—‘ = P(u,, C,,C,,A) ou C,,C, sont des constantes, suivie
d’une quadrature donnant

du,
‘—wa,,C,,G.,A)'
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On peut remarquer ici que la substitution (u, v; hu, Av) ou A est une

A . . .
constante arbitraire remplace ¢ par #{ et A par ~» en raison de I’équation

do sin %: (Adt)sinu,, de sorte que I'on peut donner & A une valeur fixe, telle que

I'unité, sans restreindre.
On peut remarquer & l'avance que w, v sont des fonctions de ¢ de la forme

spéciale

CPE?D\tJ;—p.,C‘,CJ, o =o[At+wr,C,GC,]

ol %, u, C,, C, sont des constantes arbitraires; il existe donc une relation
R[¢, », C,, C,] = 0; donc o, considéré comme fonction de ¢ satisfait & une

équation différentielle du second ordre, (équivalente A I'équation du second ordre

o . . du, . . .
que j’ai signalée entre u, et a et on doit obtenir ensuite ¢ par une quadrature;

c’est la méthode que signale M. Drach dans sa seconde note; on a en effet

dw - do do d*» Lo (d:g>2 dw dch

dr T ds dt’ dr — dg \dt') " dg ar

et la seconde équation (19) devient, en tenant compte de la premiére

* d
(26) %—{—ﬁ(l + 3 cos w)cotg 4 (2cot®pcosw— 1) COSw = 0.

Si on a suivi cette marche et obtenu w(g), on a en dérivant la derniére
équation (23) en ¢ '

Acosu (d—cosm>—[z<ﬁ>zcos’2cotw:|sm—+ L dy @ do do
e s) =L Car) et e

ds
de sorte qu’en divisant le tout par —d—? cos %, on obtient
1do7] de
Acosu, = | sin t —
|:1 uucocp—{-gdCP a’

(27)
A sin u, = sin— —d?
! 2 dt

On a donc par élévation au carré et addition

(28) Adl =do \/sm —+|:smwcotcp+ (3w>:|
?
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On a retrouvé ce fait que A¢ s’obtient par une quadrature, une fois intégrée
I'équation différentielle d’ordre 2; les constantes seules essentielles ici sont C, et C,.

M. Drach a montré comment ¢, ¥, w étant fonctions de ¢ =u 4 v on doit
opérer pour intégrer le systéme différentiel d’ordre 6 qui généralise celui d’ordre 4
obtenu pour y = ¢; on détermine d’abord w, '} en fonction de ¢ par un systéme
différentiel d’ordre 4 [obtenu en éliminant %¢ 4 w entre les équations

(‘? = ?O‘t + P~1 Cﬂcﬂ’ Ca’ CA)’ "‘P = "1’()\t + P"’ CU Ca’ Ca’ CA)’
0=o00l+u,C,C,,C,Cl.

Théoriquemen!, deux quadratures seraient nécessaires pour oblenir ensuite ¢;

la remarque que j’avais faite et que M. Drach a reprise conduit & une intégrale pre-
adt s
miére qui donne explicitement e et il reste une quadrature a faire.

11 est intéressant de montrer que les surfaces obtenues pour o, ¢, o fonctions
de u + v (ainsi que ) sont hélicoidales. Cela résulte aussitot de ce fait que pour
®,, ¥, z, coordonnées de m,, on a, en appelant X, Y, Z les coordonnées du point
correspondant de la sphére

o, do dx . X
— = ! bs )X, L —= —92a:X 4+ 290
(29) 2 2<<\u+ ‘ 2 PR

et analogues pour y,, z,; les cosinus X, Y, Z vérifient les équations

»*X X b X
= {{ —— —_—
Juv u Al

(30) —/X

de sorte que D, D', D" coefficients de Gauss pour la surface (m,) dépendent, comme
E, F, G uniquement de (u + v). Mais alors la correspondance (¢, v; u+ X, v—24)
ot A est une constante arbitraire ne change pas E, F, G, D, D', D’, donc réalise un
déplacement de la surface, la faisant glisser sur elle-méme; elle est donc ou révo-
lutive ou hélicoidale; pour départager, il suffit de remarquer que les lignes
u + v = const, le long desquelles la courbure totale reste constante, ne vérifient pas
I'équation différentielle des lignes de courbure; les surfaces sont donc hélicoidales.

Il serait curieux de décider si les cercles déduits de cette recherche, osculateurs
aux lignes de courbure de deux surfaces différentes dans un systéme, peuvent ou
non rester orthogonaux & une famille de surfaces. On sait que cette question fait
aussi intervenir la représentation sphérique des développables de la congruence des

axes; la congruence de ces axes doit étre cyclique; elle 'est en général une fois et

da b i .
£ —= = — 2ab, condition qui ne peut

A 1 . P
’ oo' fois que si on a
elle ne peut l'étre q ™ 0

tre réalisée dans le probléme actuel.
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o

. s = ' . ’ b Y K b4
On remarquera aussi que o ici ne peut devenir égal 4 — d'une fagon perma-
2

nente, de sorte que la congruence des axes des cercles n’est pas normale : autrement
dit les surfaces focales ne sont pas surfaces de Voss.

13. — Etude du cas d'un foyer triple.

Prenons d’abord le cas

Pour obtenir un cercle ayant quatre points communs avec une surface S, il suffit
de construire une sphére langente & S en un point M, puis de la couper par le plan
osculateur & l'une des branches d’infersection de S el de la sphére issues de M; on
sait qu’'a une direction arbitraire du plan tangent correspond une seule sphére don- .
nant cette direction comme tangente au point double. On pourra donc prendre une
‘surface S arbitraire comme lieu du foyer triple f,; on trace sur S une famille
arbitraire de courbes y & un paramétre; & chaque tangente d’une de ces courbes v
on fait correspondre la sphére indiquée a I'instant et la section circulaire qui s’en
déduit. Rien de plus a ajouter.

Nous voulons maintenant avoir les cas plus spéciaux : d’abord

A
G C, C

t 1 2

-~

L fo

C’est un cas particulier du cas ~—
C C,

1

traité au paragraphe 8, cas

]

3

ou f, vient lui-méme se confondre avec f, (on tiendra compte du changement de
notation naturel : si f, est venu se confondre avec f,, il n'y a plus de raison de
garder U'indice 3). Il parait assez difficile de donner la régle générale pour obtenir
ce cas; mais on peut en découvrir trés simplement un exemple : la sphére en jeu est

F. des Sc., 3° série, t. XXV. h
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de rayon constant et son centre décrit le cylindre «*+ y*=—=1; unous écrivons aus-

sitot les équations du cercle avec deux paramétres v et ¢; b est une constante.

(1) §(wﬂcos'f')’+(y~sin@>”+(z-—v)’=(r +07),

( xsing —ycoso —b(z—v)=o0.
Pour obtenir les points focaux on écrit les équations

) ;(wsincp—ycos<p)dcp——(z-—v)dv—_~o,

(xcoso + ysing)dy + bdv=o0.

La comparaison de la derniére équation (1) et de la premiére équation (2)
prouve qu'il faut choisir entre les deux hypothéses

1°) bde —dv o, xsing —ycose =o, z—v=o,
2°) bdy —dv=o.

Prenons la premiére : elle donpe deux points focaux

3 S [—b*cos o, — b*sin g, v], dv=bdy,
© f.l(2 +b)cosye, (2+ b)sing, v], (2 4+ b)dy +bdv=0o.
la relation entre dv et do étant obtenue par la derniére équation (2).

La seconde hypothése entraine x cos ¢ +y sin ¢ + b°=o0, x sin ¢ —y cos ¢
—b(z—v) = o; on en déduit aisément les valeurs de x et y en z et en substi-
tuant dans 1'équation de la sphére on trouve (z —v)* = o0 et on retrouve deux fois
le foyer f,. On remarquera qu’en posant

9 =u, v=0bu+w

les équations du cercle G s’écrivent bien

S DE!
¥ =—=o, —=o0.

u

Ici le succes de la méthode tient A ce que la sphére ¥, et le cylindre a® 4 y* = b*
admettent tous deux le rayon aboutissant en f, comme axe de symétrie, de sorte
que les plans osculateurs aux deux branches de I'intersection en f, contiennent cet
axe, qui est la normale commune, c’est-a-dire la droite f,f, : cette droite f,f, jointe
i la tangente en f, donne le plan adopté au paragraphe 8, plan qui dans ce para-
graphe 8 n’a pas besoin d’étre le plan osculateur.
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I1 ne reste plus 4 traiter que le cas

Q>

o~
=~

O
b

qui est le seul restant, car nous avons remarqué qu'un foyer ne donne qu’un cercle
infiniment voisin; ce cas ne peut se présenter : nous pouvons le voir en remarquant
qu’ici la sphére =, a deux points limites confondus : elle est osculatrice & la sur-
face S; la tangente indiquée au début de ce paragraphe est une tangente principale;
le plan osculateur & employer est le plan tangent & S et il coupe la sphére suivant
un cercle de rayon nul, que nous rejetons.

14. — Etude du foyer quadruple.

On sait qu’en chaque point d’une surface il y a dix cercles ayant avec la surface
cinq points communs confondus; donc prenant une surface S arbitraire et suivant
par continuité un de ces dix cercles nous obtenons la congruence cherchée, qui cor-
respond au cas

1 1 1 Cl
Le seul cas spécial & envisager est
So o S
S~ — SN——
Cl Cl
o , , , o LS L
mais il est impossible : c’est un cas particulier du type ~— dont
C, C

1 1 1

nous avons démontré I'impossibilité (ici on suppose de plus que f, et f, viennent se
confondre).
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15. — Inversion. Application aux géodésiques.
L'inversion, de puissance égale & I'unité, ayant l'origine pour pole transforme
la sphére d’équation
(S) x! +y2 +z“—2.1:1.’1:~—2y‘y—zziz +x|2+y4%+ Zlg_-PQZO

i

en la nouvelle sphére

. . o 20,X 2 222
JJ“-{—}"-FZ'#,,' z‘~a Y !ylyz 2 2 2‘ ) r3
A A +°| T &x, +y1 +Z|—\G, Ly +y4 +z1~|°1
1
2 . =0
‘E|_+~v42+215 __.:'12
ayant pour centre X,, Y, Z, et pour rayon R,
X, = = Y, = A 7, = Z
Ny 2 a__*_zz_‘,z’ 1‘—J,z_+_vzv7g_,\a’ ‘l‘wz+ z_'_,z_
L, +.y| 1 V1 ‘1 Yo t+2, 71 1 Y, el p

R=—
x1~+y1 +—‘7’1_“91-

on constate aussitot que

dao® +dy? +dz’—do}
(xf + ylg_ + Zl% - F|2>s

(2) AN+ dY} + dL}—dR? =

>

I
) 2 2 2
&Z, +y1 +21 — P

X‘g—f—Y‘Q%—Z’Q—P\!:

égalité que I'on peut mettre sous forme plus symétrique

AN} +dY? +dZ —dR}  dx}+dy +dz’—dp;

() RT

o4

D’aulre part il est clair que toute congruence de cercles est transformée par une
opération du groupe conforme de l'espace a 3 dimensions en une congruence offrant
les mémes particularités; ceci explique une pénétration des propriétés métriques et
anallagmatiques : les congruences les plus intéressantes sont celles ot chaque cercle
est représenté par deux équations

s
(3) s—o, — =0
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o

ou s est une sphére dépendant des deux parameétres u, v; nous avons eu a étudier
alors la surface focale des axes de ces cercles, lieu des arétes de rebroussement des
développables v = constante, surface que nous avons supposé étre le lieu du point
x,, ¥,, 2,; cette surface, aprés U'inversion de poéle O, est remplacée par une autre
qui ne lui correspond pas par l'inversion, mais qui lui est liée par les formules (1).
Siw,,y,,z e x’+y"+z"—¢" sont solutions d’une équation de la forme

v

%6 Q6 26
: +A—+B—=0
v u v

()

il en est de méme pour X,, Y,, Z,, X+ Y." + Z7—R*; méme remarque s’il s’agit

1

d’une équalion de la forme

: 26 6 20
5 et A~ LB —o.
©) w Tttt w°

Si (indépendamment de la propriélé qui précéde), les courbes o, — c* sont géodé-
siquement paralltles sur la surface (x,,y,, z,), lexpression o, étant la longueur d’arc
porté sur les géodésiques ortho gonales, les courbes R, = c* sont géodésiquement
paralléles sur la surface (X,, Y,, Z,). Ces propriétés se vérifient aussitét par calcul
direct, mais elles résultent aussitdt de la transformation par inversion des con-
‘gruences des divers types dus aux cercles d’équations (3).

Cette remarque est intéressante quand on connait une surface possédant un
Saisceau de géodésiques fermdes, ayant donc toutes la méme longueur a; on peut sup-
poser que g = o donne une ftrajectoire orthogonale déterminée; p = a donne la
méme trajectoire et les formules (1), pourvu que I'on prenne au préalable la pré-
caution de déplacer la surface S(x,.y,, z,) de facon & ce qu’elle n’ait aucun point
commun avec la sphére #* + y* + z*—«’ =0, donnent une nouvelle surface S,
ayant une famille de géodésiques, cette fois non fermées. Si on supposé que S soit
une de ces surfaces ayant leurs oo® géodésiques fermées, prenons toutes les géodé-
siques issues d'un point A déterminé, géodésiques qui viennent repasser en A au
bout d'un parcours de longueur a; ¢ = o donne le point A, o = a donne dé nou-

veau A; nosformuleslivrent une surface S, surlaquelle on connait o' géodésiques
. x z
de méme longueur a partant du point —; —, y"u e o
’ &£, + Yo T2, %+, + Z, X, + yo2 + Zo2
. . X ; 4
et aboutissant au point —; — - — i‘Y“ — ~, = -~ - -
:710'—{-(\'0—{—20*(1 o +Y, 5 —a ) fy 42—
Telles sont les propriétés un peu inatlendues qui relient ’étude des congruences
de cercles aux lignes géodésiques des surfaces. .

[

En terminant rappelons certaines congruences remarquables, telles que les
congruences paratacliques ol les surfaces focales se réduisent 4 deux droites iso-
tropes conjuguées, chaque foyer étant double.
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16. — Parallélisme de Peterson.

Chaque fois que lout cercle de la congruence est cosphérique & deux cercles infi-
niment voisins, les développements du paragraphe 4 sappliquent et il est alors
évident que la surface focale (zx,, y,, z,) et la solution :* —x*—y’ —z} ou 20,
peuvent étre transformées par le parallélisme de Peterson, ce qui transforme aussi
par parallélisme la seconde nappe (z,, y,, z,) et les surfaces focales des congruences
(M, M), (u,',). Cest encore plus évident si on applique tout de suite la méthode
de Guichard pour représenter les congruences rectilignes rapportées 4 leurs déve-
loppables.

17. — Congruences cycliques.

Si eo” cercles sont orthogonaux 4 o' surfaces, ils forment une congruence dite
cycligue ; chaque cercle d’une telle congruence est coupé par deux cercles infiniment
voisins en deux points; réciproquement si des cercles sont normaux i deux surfaces
et si chasun d’eux est renconiré en deux points par un des cercles infiniment voi-
sins, tous ces cercles sont orthogonaux & uane famille de surfaces(*). Darboux donne
toutes ces propriétés, au tome II de la Théorie des Surfaces, au chapitre déji signalé
p- 314-345. Les surfaces trajectoires orthogonales appartiennent 4 un systéme triple
et leurs lignes de courbure se correspondent.

Dans les congruences que nous avons signalées, il est assez difficile, pour les cas
spéciaux, d’indiquer si la congruence obtenue est ou non cyclique. En tous cas le
probléme revient & trouver six solutions d’une équation de Laplace liées par une
relation quadratique, ce qui explique pourquoi deux surfaces applicables et leur
systéme conjugué commun conduisent a un systéme cyclique.

(*) 11 faut, pour appliquer cette proposition, prendre la précaution suivante : les deux
surfaces en jeu ne doivent pas constiluer deux portions d’une méme sphére (ou d'un méme plan,
ce qui, par inversion, est équivalent). Si on considére deux cercles orthogonaux & un méme
plan, ou bien ils ne se coupent pas, ou bien ils se coupent en deux points. Si donc nous
prenons une congruence de cercles orthogonaux 4 un méme plan, chacun est rencontré en
deux points par I'un ou l'autre de deux cercles infiniment voisins et, pourtant, la
congruence, en général, n’est pas cyclique. D’ailleurs la démonstration fait intervenir la
sphére orthogonale au cercle variable aux points on il est orthogonal aux deux surfaces, et
cette sphére doit 8tre variable pour que la démonstration soit valable,




