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MOUVEMENTS DES FLUIDES EN COUCHES MINCES

SUR DES SURFACES COURBES

Par M. Constantin WORONETZ

PREFACE

La théorie générale des mouvements plans des fluides peut étre facilement éten-
due aux cas des mouvements sur des surfaces courbes, I'épaisseur de la couche fluide
étant supposée uniforme et trés petite, par rapport au rayon de courbure de la sur-
face. Les premiers essais de développement d’une telle théorie, au point de vue des
applications électro-magnétiques, ont été faits par Boltzmann (27) et Kirchhoff (28).

Nous donnons, dans le premier Chapitre de cet ouvrage, un exposé général de
cette théorie, en suivant, dans ses lignes principales, le cours de M. H. Villat, pro-
fessé 4 la Sorbonne en 1932.

On sait quel role important joue la théorie des variables complexes dans I'étude
des mouvements plans des fluides. Les travaux de Beltrami (3) permettent d’élendre
cette théorie au cas du mouvement sur des surfaces courbes. Nous appliquons les
formules établies par Beltrami, pour utiliser quelques analogies évidentes entre les
deux mouvements. Ces analogies permettent de ramener chaque probléme du mou-
vement sur des surfaces courbes au probléme correspondant du mouvement plan.

11 suffit de réduire I'élément linéaire de la surface a la forme

ds® = (du’ + dv?),

d’envisager deux fonctions complexes Z — u + v et z —= x + iy sur la surface et
dans le plan, et d’effectuer la représentation conforme de la surface sur le plan, en
posant Z — z. Considérons deux mouvements : un sur la surface courbe, I'autre
dans le plan z. La fonction X (u, v) devient une fonction connue de a et de y. Les
lignes de courant et les lignes équipotentielles, si elles existent, conservent les
mémes équations dans les deux mouvements. Quant aux vitesses, elles seront dans
le rapport 1 : A.
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Il est évident que, si le coefficient A est constant, les deux mouvements ne diffé-
rent guére. Ce cas correspond au mouvement sur des surfaces développables et peut
élre étudié par les méthodes habituelles.

Dans le cas général ) est une fonction connue de u et de v, ou de x et de y.
11 y a deux problémes & distinguer. Si les conditions aux limites ne contiennent pas
des restrictions relatives a la vitesse, il suffit de résoudre le probléme correspondant
dans le plan et passer au probléme sur la surface courbe par un simple changement
des variables x et y en u et v.

Dans le cas contraire. il est nécessaire de changer les données du probléme plan,
de telle sorte, qu’apreés le passage au probléme sur la surface courbe, les conditions
aux limites soient satisfaites.

Dans les Chapitres Il et Il nous étudions un mouvement discontinu sur la sur-
face d’un cylindre circulaire. Le sillage est formé, dans le premier de ces Chapitres,
par un domaine d’eau morte, limité par des lignes de glissement aux vitesses cons-
tantes. Dans le second Chapitre, ce sillage présente une zone tourbillonnaire, analo-
gue a celle de la théorie d’Oseen.

Ces problémes ne sont pas seulement une application de la théorie exposée anté-
rieurement, mais onl un sens beaucoup plus large. Ils permettent d’éclaircir
quelques singularités, qui apparaissent dans I'étude du mouvement discontinu d’une
masse fluide indéfinie. Les difficultés que rencontrent les théories de la résistance
des fluides, ayant recours & des sillages indéfinis, sont bien connues. Les deux hypo-
theses : de I'existence des sillages indéfinis et de la permanence du mouvement, sont
difficilement compatibles et conduisent souvent a des contradictions. Nous n’analy-
sons pas ici ces théories en détail et renvoyons, & ce sujet, & notre Mémoire, paru
en 1932 (5).

M. D. Riabouchinsky (12) a indiqué qu’on pourrait échapper & ces difficultés en
admettant que le courant forme un circuit fermé. On peut supposer, par exemple,

qu’un solide se trouve dans un volume fluide, ayant la forme d’un tore. En augmen-
tant indéfiniment les dimensions du tore, on passe & un mouvement de fluide indé-
fini autour d’un solide.

Nous développons cette idée de Riabouchinsky dans un cas particulier ou les
obstacles se réduisent aux deux segments de droites, paralléles & la génératrice du
cylindre, et symétriques par rapport a une de ses paralléles. Nous distinguons ici
deux problémes différents : celui des sillages extérieurs ouverts et celui des sillages
intérieurs fermés.

Ces problémes peuvent étre résolus complétement en fonctions elliptiques. Fn
variant les paramétres, on peut choisir arbitrairement la longueur des segments et
leur distance mutuelle. On passe facilement au probléme plan en augmentant indé-
finiment le rayon du cylindre. Les valeurs limites des paramétres correspondent aux
positions limites de deux segments.
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Deux cas ont un intérét particulier : celui ou la distance mutuelle de deux seg-
ments devient nulle et celui ol elle est égale & axr. Ces deux cas limites sont les
seuls ou les deux segments se confondent et le mounvement se produit autour d’un
seul segment. On ne retrouve pas ainsi les formules classiques de Kirchhoff et
d’Oseen, mais on obtient deux mouvements trivials : celui d'un courant contournant
un segment de droite et celui ou le sillage est limité par denx cercles paralléles sur
la surface du cylindre.

Il en résulte que les problémes, étudiés par Kirchhoff et par Oseen supposent
implicitement un deuxidéme obstacle, symétrique au premier, sur lequel se referment
les lignes de glissement. Cet obstacle, restant dans notre probléme sur la surface de
cylindre & une distance finie, s’éloigne & l'infini dans le cas du mouvement plan,
quand le rayon du cylindre croit indéfiniment.

Le dernier Chapitre de cet ouvrage est consacré aux recherches des sillages sur
des surfaces courbes non développables. Les conditions aux limites de probléme plan
correspondant sont distinctes de celles du probléme plan classique. Les vitesses le
long des lignes, correspondant, sur le plan, aux lignes de glissement sur la surface,
ne sont plus constantes, mais proportionnelles a X (x, ).

On est amené, ainsi, & la recherche d’une frontiére d’aprés les données qu’elle
porte. C’est un probléme, formulé par Riabouchinsky (21), inverse & ceux de
Dirichlet et de Neumann. Nous n’envisageons pas ce probléme dans toute sa généra-
lité, mais appliquons une méthode, développée par Signorini (23) et Demtchenko (24),
permettant I'étude de quelques types particuliers de ce probléme.

Introduisons un demi-plan supérieur { = ¢’ 4 i#". La méthode mentionnée est
applicable dans le cas ot la vitesse sur la frontiére cherchée est une fonction connue
de la variable ¢'. Ce n’est pas le cas dans notre probléme, car on connait A comme
fonction de « et de y, mais non de ¢ et de t’. Cette difficulté peut éire surmontée,
si A est une fonction connue, peu différente d’une valeur constante, que 'on peut
toujours réduire & I'unité. Ce cas correspond au mouvement sur une surface courbe,
voisine d'une surface développable. .

Nous donnons une méthode générale, permettant de trouver de proche en proche
les solutions approchées de ce probléme. Nous poussons les calculs jusqu'au bout
dans un exemple, ol la surface courbe est une surface de révolution, voisine d’un
cylindre circulaire.

Nous indiquons, ensuite, que la méme méthode peut étre appliquée dans I’étude
des variations des lignes de glissement, dues 4 des déformations des obstacles
immergés. Nous trouvons, par cette méthode, les équations approchées des lignes de
glissement dans un cas particulier, ot 'obstacle présente un arc du cercle, dont le
rayon est trés grand.




CHAPITRE 1

Sur les analogies entre les mouvements plans des fluides
et les mouvements sur des surfaces courbes.

§ 1. 1. Généralités.

Considérons un courant fluide d’épaisseur uniforme, trés petite, glissant sur la
surface d'un corps de forme quelconque. Les coordonnées rectangulaires , y, 2
d’un point de la surface étant des fonctions des deux variables u et v, on obtient

Pexpression d'un arc de courbe tracée sur la surface sous la forme

ds* = Edu’ 4 2Fdadv + Gdv",

avec
o N + N AN A
4 = T
\d du K )’
F Docba;+3y &y+)z 02
TTow w0 du w w’

G dx 2+ 2 Y+<Dz>“’

T ( R > v, w,)

Si les coordonnées curvilignes u et v sont rectangulaires, F est égal & o et
ds = Edu* + Gdv*.

Désignons par q la vitesse, par u' et v’ les dérivées de u et de v par rapport
au temps £, et par u, v les pI‘OJeCtIOHS de la vitesse sur les directions v == C* et

# = Ct. On a évidemment
l—l:\/Eu', l_)::\/av',

et le tourbillon 2Q aura l'expression

1
iu

— [ VER - e |
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Les équations du mouvement peuvent étre mises sous la forme

EE—: 2£l;~‘l—_—a—<<l‘+—cz—-—£>,
o VE @ s ¢

R - ( q_°"_£>
vW:-—‘z.(.lll—'j\/E Y I+ 9 ¢ ;

ou — m<® désigne le potentiel de la force extérieure, ¢ la densité superficielle du
fluide et p la pression. Si la densité n'est pas constante il faut remplacer

.B_ par /__‘.ig__
3 ¢

L’équation

N

<

(1) :

(Vo) == (VEW =0

Lo
cl’

4]

caractérise le mouvement irrotationnel. En introduisant le potentiel de vites-
ses ¢ (u, v), on peut mettre les projections u et v de la vitesse sous la forme

(2) PRSI PRSI i
\/E u \/G hJj

0%

Il est facile de généraliser d’une fagon analogue 1'équation de continuité. En
appliquant les mémes raisonnements, que dans le cas du mouvement plan du fluide,
on obtient cette équation sous la forme

= 2 = - N ==
3) VEG £+ — (eV6a) + —(VET) =o.

Si la densité o est conslante, I'équation (3) devient

N

6]

(V6 )+ (VE ) =o.

u

Dans ce cas les projections u et v de la vitesse peuvent étre mises sous la
forme

(4) 0= v =
VG’

ou ¥ (u, v) est la fonction de courant.
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Les deux fonctions ¢ et W satisfont aux équations

R AR
\/EE u EDu) 3;( G W ’
1 [a< Eow‘+3 Edw\T __
\/Eé \I7) Ebu) E,’( GDU)]—O

que l'on obtient en portant les expressions (2) et (4) dans les équations (3') et (1).
Ces équations présentent une généralisation de I'équation de Laplace.

§ 1. 2. Coordonnées isothermes.

Toutes les fois que 1'élément linéaire d'une surface peut étre ramené a la forme
(5) ds* = N (du* + dv*);

ot 1% est une fonction de u et de v, on dit que les courbes u = G* et v =C'*
forment un réseau isotherme ou isométrique. La premiére dénomination est emprun-
tée A la théorie de la chaleur et la seconde, due a Bonnet, s’explique par le fait, que
la surface est divisée en carrés infiniment petits par les courbes # = C* et v = C*.

La démonstration de ce théoréme classique est évidente, ainsi que la démonstra-
tion (1) du théoréme inverse : tous les systémes de coordonnées curvilignes rectan-
gulaires, qui divisent la surface en carrés infiniment petits, donnent a I'élément
linéaire de la surface la forme (5).

L’introduction des coordonnées isothermes permet de résoudre le probléme de la
représentation conforme d’une surface quelconque sur le plan. Ce fait a une grande
importance pour nous, car il donne la possibilité de réduire chaque probléme du
mouvement sur une surface courbe & un probléme correspondant du mouvement
plan. On connait de beaux travaux sur les diverses méthodes de représentation des
surfaces sur le plan; il suffit de noter, par exemple, ceux de Lagrange, d’Euler et de
Gauss, se rapportant a la théorie des cartes géographiques.

L’élément linéaire du plan ayant la forme

ds? =dx* + dy

on voit qu’il est impossible d’effectuer la représentation d'une surface quelconque
sur le plan en conservant les longueurs des arcs, sauf dans le cas ou la surface est
applicable sur le plan. Dans ce cas I'élément linéaire de la surface peut étre ramené
4 la forme

ds* = du® 4 dv*.
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!

Dans le cas général, on s’est borné & établir un mode de représentation ou
les éléments infiniment petits, qui se correspondent sur les deux surfaces, sont sem-
blables. Si I'on applique les coordonnées isothermes, on aura entre les éléments
linéaires de deux surfaces la relation

ds® = Rds3,

d’ol, en considérant sur I'une d’elles une région assez petite pour que l'on puisse
négliger la variation de %, on verra que les lignes correspondantes, tracées sur les
deux surfaces, seront dans un rapport constant. Par conséquent, deux triangles cor-
respondants infiniment petits seront semblables et les angles se conserveront quand
on passera d'une surface a 'autre.

Il en résulte que, pour effectuer la représentation d’une surface quelconque sur
le plan en conservant la similitude des éléments infiniment petits, il suffit de rame-
ner I'élément linéaire de la surface ala forme

ds* == 3 (du* + dv*),

c’est-a-dire il suffit de trouver un systéme de coordonnées isothermes sur la surface.

La recherche des systémes orthogonaux et isothermes sur une surface réelle est
un probléme bien connu (2). 11 suffit d’intégrer complétement ’équation ds* = o,
que 'on peut écrire sous la forme

= s ) )

avec
H*=EG — F*.
Soit
S, v) =a, S, v) =8

les intégrales de cette équation. En posant
a=u, + iv,, p=u,—iv,,

on obtient I’élément linéaire de la surface sous la forme cherchée.

On voit, donc, qu’il existe sur chaque surface une infinité de systémes orthogo-
naux et isothermes. Notons, que la connaissance d'un seul systéme u, et v,
entraine celle de tous les autres, donnés par les formules :

u' + iv' = F,(a, + iv,), v —iv'=F,(a, —iv),
ou

u +iv=F(a,—iv), u—iv'=F (u, +iv,).
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§ 1. 21. Exemple.

Appliquons la théorie précédente & une classe de surfaces, dont nous nous occu-
perons dans la plupart de questions traitées plus loin. Considérons les surfaces de
révolution, données, dans les coordonnées sphériques r, 6, « par I'équation

F=r(w).

L’élément linéaire d’une telle surface a la forme

o I

ds® — r*sin® m( ikl dw® + (102> .

r*sin® o
En posant
’,2 ,,vi
(6) Il:l{/l——j——tl<-), v = ko,
rsin o
on obtient

ds’ = W (du* + dv?),

ou le coefficient

rsino
h = —
k
devient une fonction de u seulement. Ce coefficient peut étre constant seulement

dans le cas d’un cylindre circulaire ol

rsinem = G*,

On voit que dans le cas des surfaces de révolution ce sont les méridiens et les
paralléles qui forment un réseau isotherme et 'on peut représenter une telle surface
sur le plan en faisant correspondre aux points u, v de la surface, déterminés par
les formules (6), les points «, y du plan. On oblient ainsi une projection nommeée
projection de Mercator, ol les méridiens, faisant des angles égaux, seront représen-
tés par des droites paralléles équidistantes, et les paralléles par des droites perpen-

diculaires aux précédentes.
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§ 1. 3. Applications des coordonnées isothermes a 1'étude des mouvements fluides
sur des surfaces.

Les formules, que nous avons données au début de ce Chapitre, peuvent étre
simplifiées essentiellement par 'emploi des coordonnées isothermes. En supposant
Pélément linéaire de la surface donné sous la forme

ds* = 3 (da* + dv?),

on obtient pour les projections de la vitesse sur les directions u et v les expressions

dv
dt’

- du -
(7) u:)\Tﬁ-, v=A

et pour le tourbillon la formule
' 1 J - ) -
(8) 2&2:?[3—; ()\v)~w()\n):|.

L’équation de continuité aura la forme

d d - d -
(9) 7\’%+35(qu)+—(?7\”)=0
et, dans le cas de » = C*, donne

Al

Doy -
(9" —‘\E(Ku)—l-sa()\v):o.

En introduisant le potentiel des vitesses o et la fonction de courant W, on

2

obtiendra, que ces fonctions satisfassent 4 des équations identiques i celle de

1 /'y + Pa
— i —i. V=0
A\ et dy? ’

1 1w *y
F(Bx’ + Dy’>—o’

Laplace

et que les composantes u et v de la vitesse puissent étre exprimées par les

formules
- T Qo [nR
U= — L= = y
A du A v
(10)
~ I Jg L
Ve=m— =
Ao 2o

L’équation W = C* présente évidemment I'équation de lignes de courant.

Fac, des Sc., 3° série, t. XXVI. 2
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§ 1. 4. Variable complexe sur une surface quelconque.

- On sait quel role important joue la théorie des variables complexes, établie par
Cauchy, dans I'étude des mouvements plans des fluides. Il serait donc utile de pou-

voir appliquer cette théorie & I'analyse des mouvements fluides sur des surfaces
' quelconques. La premiére généralisation de la théorie fondamentale des variables
complexes sur une surface quelconque est due a Beltrami (3) et a été approfondie
par Klein (4). Nous nous bornerons ici, pour simplifier les raisonnements, & donner
les résultats obtenus & I'aide de cette théorie, dans le cas ou I'élément linéaire de la
surface est ramené & un sysiéme de coordonnées isothermes.

On obtient les deux fonctions conjuguées

s

LZ=ux+ iy, =x—1iy
danps le plan, comme solution compléte de I'équation
ds* =dx* +dy'=o
et 'élément linéaire ds peut 8tre mis sous la forme
ds* = dzd7.
Par analogie, si l’élément linéaire de la surface quelconque a la forme
ds* = 3(du* + dv°)
on obtient les deux fonctions conjuguées
zZ=u-+ v, Z=—u—iv
comme solution compléte de I'équation ds* ==o0 et l'on a
ds* =)*dz dz.

On voit, donc, que dés que la surface est rapportée & un systéme isotherme, la
définition d’une fonction complexe sur cette surface devient identique & celle que
I'on prend, pour point de départ, dans la représentation de la variable complexe
sur le plan. Autrement dit, dés que 'on connait une représentation conforme de la
surface sur le plan, les fonctions complexes du point de la surface sont identiques
aux fonctions complexes du point correspondant dans le plan. Inversement, la
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connaissance d’une fonction complexe sur une surface permet d’effectuer la repré-
sentation conforme de cette surface sur le plan. Si l'on connait deux fonctions
complexes sur deux surfaces différentes, on réalisera une représentation conforme
des surfaces I'une sur l'autre.

Considéroans une fonction f(z) = ¢ 4 i{W¥ de variable complexe z = u + iv.

Pour que cette fonction soit analytique il suffit que deux équations

do QW
(an) w - w’
11

¢ o o

w o )’

identiques A celles de Cauchy, soient satisfaites. Les fonctions ¢ et W sont des
fonctions harmoniques, car elles satisfont, évidemment, & I’équation de Laplace
Ag==o0, AV —=o.

Supposons que o (u, v) soit le potentiel et ¥ (u, v) la fonction de courant
d’'un mouvement fluide sur une surface et appelons potentiel complexe la fonc-
tion f=¢ 4 {¥. En raison des formules (10) on voit que les conditions (11) sont
satisfaites et que le potentiel complexe présente une fonction analytique de variable

complexe z = u + iv.
Appelons vitesse complexe la fonction

w=u—Iiv,

ou u el v désignent les projections de la vitesse ¢ sur les directions u et v.
L’équation de continuité

—-(*AB)_—;;(xE)zo

montrent que la fonction w, dans le cas du mouvement d’'un fluide sur une surface
quelconque, n’est plus une fonction analytique de la variable z, mais la fonc-
tion 7w est analytique.
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. . df . N AT s
Calculons maintenant la fonction s fonction qui joue un role si important dans

I'étude des mouvements plans. On a évidemment

Y df
du = dz du’

d’ol il §’ensuit

df ¢ ¥

0
dz u u

’

= (?L— l;)) = w = \qe"

ou 6 désigne I'angle que fait la vitesse g avec la direction u. 1l est évident que la
fonction
df

Q = log =

est aussi une fonction analytique et est donnée par la formule

Q:logﬂ:log xq) —ib.
dz 1

§ 1. 5. Sur les analogies entre les mouvements plans des fluides
et les mouvements sur une surface quelconque.

La théorie générale, que mous venons d’exposer, donne la possibilité d’étudier
les mouvements des fluides sur une surface quelconque par des méthodes analogues
& celles que l'on applique & I'étude des mouvements plans des fluides. L’épaisseur
du courant fluide étant uniforme el trés petite, la composante de la vitesse, normale

QW Qg

3 un élément 3s, est égale a < ou \‘ , ou 3n est un élément normal a 3s.
oS on

Les lignes équipotentielles ¢ = C'* et les lignes de courant W = C' divisent la sur-
face en carrés infiniment petits, car, en désignant par 3s, et 3s, les éléments d'une
ligne de courant et d’une ligne équipotentielle, on a ’

QW du
ds, 28,
et par conséquent 3s, = 8s,. si I'on prend 3¢ égal & 3W. On peut donc représen-

ter conformément la surface considérée sur le plan et étudier le mouvement ainsi
obtenu. Chaque probléme du mouvement d’un fluide sur une surface quelconque
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sera ainsi amené au probléme correspondant du mouvement plan du fluide. Pour la
sphére, par exemple, on peut appliquer, parmi une infinité d’autres méthodes, la
projection stéréographique ou celle de Mercator.

Supposons que I'élément linéaire de la surface est donné sous la forme

ds* = 1*(du® + dv?),

% étant une fonction de u et de v, ue contenant pas les différentiels du et dv.
Nous avons vu, dans le § 1. 2, que I'élément linéaire de chaque surface réelle peut
&tre ramené i cette forme. En faisant correspondre au point u, v, de la surface, le
point x, y du plan, on effectuera la représentation conforme de la surface sur le
plan. Chaque ligne tracée sur la surface se transformera en une ligne correspondante
dans le plan et I'étude du mouvement autour d’un obstacle quelconque placé sur la
surface se raménera & I'étude du mouvement autour d’un obstacle correspondant
dans le plan. Si I'on connait les fonctions % (x, y) et W(x, ¥) représentanl un tel
mouvement plan, on obtiendra les fonctions 3 (u, v) el W(un, v) représentant le
mouvement correspondant sur la surface en remplacant x ety par uelv.
L’élément linéaire du plan ayant la forme

ds* = dx* +dy’

on voit que les longueurs des arcs, de deux courbes correspondantes, sur la surface
et sur le plan, seront dans le rapport A : 1. Quant aux vitesses, elles seront dans le
rapport inverse 1 : A, car les fonctions ¢ et W sont les mémes dans les deux cas
et les composantes u et v de la vitesse sur la surface sont données par les formules

- [N QW

= - - ———
A odu P

- N 1 QW

I
| =
I

A Ao

Les énergies cinétiques des masses fluides se trouvant sur les portions corres-
pondantes de deux surfaces sont les mémes. Il est sous-entendu que la densité
‘et I'épaisseur ne changent pas. Il en est de méme pour la circulation

W
CL= —ds
L n
sur une courbe fermée L.

11 est manifeste que les raisonnements précédents sapphquenl indifféremment
que le mouvement soit irrotationnel ou non.
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On voit, qu’au point de vue purement géométrique, les deux mouvements, sur le
plan et sur une surface quelconque, ne différent pas et que I'on passe, d’'un mouve-
ment 4 l'autre, par un simple changement de variables. Les lignes de courant et les
lignes équipotentielles conservent les mémes équations et, s’il n’y a pas de conditions
pour les vitesses, tout probléme résolu sur le plan donne la solution du probléme
correspondant sur la surface.

Mais si la vitesse du mouvement étudié sur la surface est soumise & des condi-
tions quelconques, ces conditions ne se conservent plus dans le mouvement plan
correspondant, mais se modifient, et cette modification dépend de la forme de la
surface considérée. Les valeurs absolues des vitesses, de deux mouvements corres-
pondants, étant dans le rapport 1 : A, nous verrons plus loin que ce fait crée des
difficultés presque insurmontables dans ’analyse du mouvement discontinu sur une
surface courbe.

Dans le cas ou le coefficient % est constant, c’est-a-dire ot I'élément linéaire de
la surface peut étre ramené & la forme

ds* = du* + dv,

qui caractérise les surfaces développables, ces difficultés disparaissent, et I'on peut
analyser le mouvement discontinu, sur une telle surface, ‘par les méthodes
habituelles.

Dans les deux chapilres suivants nous étudierons un mouvement semblable sur
la surface d'un cylindre circulaire, en considérant un courant fluide contournant
deux segments de droites, paralléles & la génératrice du cylindre.




CHAPITRE 1I (5)

Mouvement discontinu des fluides sur la surface d’un cylindre
circulaire. Probléeme de Helmholtz.

§ 2. 1. Sur les difficultés qui apparaissent dans 'analyse du mouvement
d’une masse fluide indéfinie.

Le probléme que nous analyserons dans ce chapitre et dans le chapitre suivant
n’est pas seulement une application de la théorie exposée dans les chapitres précé-
dents, mais a un sensvbe‘aucoup plus large. Ce probléme permet d’éclaircir quel-
ques singulérités qui apparaissent dans 'étude du mouvemenl discontinu d’une
masse fluide indéfinie.

Pour échapper au paradoxe de d’Alembert, les théories de la résistance des
fluides admettent souvent qu’'un sillage indéfini se forme derriére un solide con-
tourné par un courant fluide uniforme. La fagon dont ces théories introduisent et
traitent le mouyement a I'infini demande quelques précisions. En effet, nous pou-
vons concevoir une masse fluide indéfinie seulement comme limite d’'une masse
bien déterminée, dont les dimensions tendent vers I'infini. De ce point de vue, les
hypothéses d’existence des sillages indéfinis et de la permanence du mouvement
sont difficilement compatibles et conduisent souvent & des contradictions.

Selon la théorie de Helmholtz-Kirchhoff, ces sillages présentent des zones d’eau
morte derriére I'obstacle. La résultante des pressions sur le corps, étant une force
de résistance, s’oppose au mouvement du solide. Mais M. Emile Picard (6) et
M. Henri Villat (7). en traitant des questions différentes, ont remarqué qu’on peut
considérer des sillages se formant aussi bien & I'amont qu’a I'aval du corps et,
comme I'a indiqué M. D. Riabouchinsky (8), il suffit dans certains cas pour obtenir
ces derniers de changer le signe des vitesses relatives. La pression, conservant son
signe, devient alors une force propulsive et produit indéfiniment du travail.

Dans la théorie d’Oseen, on suppose que ce sillage présente une zone tourbillon-
naire. Nous n’envisagerons pas cette théorie dans tous les détails, mais remarque-
rons seulement qu’elle nous conduit & une discontinuité des pressions, ce qui est
physiquement impossible. N. Zeilon a démontré que, pour le mouvement autour
d’un cylindre, la vitesse du courant tourbillonnaire peut étre choisie de telle ma-
niére que cette discontinuité n’apparaisse que trés loin du solide et qu’au voisinage
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du corps, derriére lui, la pression reste constante. A notre point de vue cette
correction n'est pas suffisante, puisqu’il est impossible de donner au mouvement
des propriétés singuliéres arbitraires, méme si elles apparaissent  'infini. Un tel
mouvement ne peut étre analysé cue de proche en proche en augmentant le
domaine considéré. .

Cette méme remarque peut étre appliquée aussi a la discussion Ncether-Oseen (9).
En analysant, suivant la théorie d’Oseen, le mouvement d’un cylindre circulaire
Neether démontre qu’il n’existe de solution de ce probléme que si deux conditions
complémentaires sont satisfaites. Pour expliquer ces résultats C. Oseen suppose que
le potentiel 3, restant régulier dans lout le domaine fini, est donné a I'infini par
Pexpression

Alogr+ Barclg —% + foncl. reg.,

A et B étant deux conslantes, qui servent a satisfaire aux conditions de Ncether. En
analysant le mouvement dans un domaine fini et en augmentant ensuite de proche
en proche ce domaine, on trouve qu’il est difficile d’accepter cette correction.

M. Witoszynski (40), en indiquant que la théorie des profils de Joukovski donne
une énergie cinétique indéfinie, introduit un potentiel complexe multiforme, ayant,
pour un profil circulaire, la forme

) W(Z)zﬂu(z+ﬁ:—> +i/;ual;’__\/“fi

\/: —{—\/(lci"‘

La théorie de Witoszynsky est soumise aux mémes difficultés, car on tire de

I'équation (1), que I'énergie cinétique devient infiniment grande quand la couche
de discontinuité s’étend a I'infini (11).

§ 2. 2. Mouvement fluide dans le cas ou le courant forme un circuit ferme.

Aux Congrés de Mécanique appliguée de Ziirich en 1926 et de Stockholm en 1930,
M. D. Riabouchinsky (12) a indiqué qu’on pourrait échapper a ces difficultés des
théories de la résistance des fluides en admettant que le courant forme un circuit
fermé. Le mouvement reste évidemmenl permanent si I'on suppose, par exemple,
qu’un solide se trouve dans un volume fluide ayant la forme d’un tore. En augmen-
tant indéfiniment les dimensions du tore, on passe & un mouvement de fluide indé-
fini autour d’un solide. En prolongeant les sillages derriére le solide dans le tore il
est iogique de supposer que nous obtiendrons pour un tore infiniment grand le cas’
trivial, ou les sillages sont limités par la surface d’'un cylindre, ayant pour base le

contour du .corps.
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Pour oblenir le cas de Helmholtz-Kirchhoff il suffit de supposer dans le tore
encore un obstacle, symétrique au premier et lié avec Ini par des lignes de glisse-
ment. Si Pangle polaire x qui caractérise la position mutuelle des deux obstacles
ne varie pas quand les dimensions du tore augmentent indéfiniment, le second
obstacle s'éloigne A Vinfini et les surfaces de glissement prennent la forme de celles
de Kirchhoff, se refermant sur le deuxiéme obstacle. e

Dans les paragraphes qui suivent j’examine le cas d'un conrant dé epalsxmn

“uniforme, infiniment petite, circulant autour ’un cylindre et contournant deux
obstacles symétriques par rapport a I'une des génératrices du cylindre. Il est évident
que Yon peut généraliser le probléme en distribuant symétriquement sur la surface
du cylindre n paires d’obstacles au lieu d’une seule paire. Si n est un nombre
fractionnaire le probléme n’est possible que sous la condition d’existence d’un poten-
tiel complexe non régulier. Nous excluons ce cas comme non compatible avec les
propriétés physiques du mouvement. Les formules de Beltrami, que nous avons
élablies dans le chapitre précédent, nous permettent d’étudier directement lé mou-
vemenl sur la développée plane du cylindre, car le coefficient % est constant. En
raison du principe de symétrie de Schwarz, pour résoudre le probléme général Ede n
paires d’obstacles, il suffit d’étudier le mouvement autour d’une seule paire. Selon 1a
fagon doni on coupe la surface du cylindre le long de deux génératrices, les sillages
nous apparaissent comme des domaines intérieurs fermés ou extérieurs ouverts.
Pour passer aun probléme plan il suffit d’effectuer un passage ala limite, en augmen-

tant indéfiniment le rayon du cylindre.

§ 2.3. Fonctions [, Q, d— et z.

af

Prenons comme obstacles deux segments de droites paralléles aux génératrices
du cylindre, leurs longueurs étant 21 et la distance mutuelle 2/. Dans le cas des sil-
lages ouvertslareprésentation conforme des plans Q = — log q +itet f=og4+iW
(fig. 1) sur le plan auxiliaive . ¢ nons donne

df . Ac
dt \/Cz — ’
de) . Bel

dt o (a’——t’ \/(b’——t’)(c’-t’) >

d’ou 'on déduit

[
(2) S = Acarc. sin —,

Fac, des Sc., 3¢ série, t. XXVI. v ) 3
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'(3) U= \/ﬁ_’ ; lOg [\/(cﬂ - (lg) (tg - b:) + \/(bz - a?) (tz i c:)J
—a’)(c"— ¢ d

—log\/t—a | +C.

A, B et C étant trois constantes arbitraires.

‘Dans le cas des sillages fermés on obtient des formules presque identiques, que
nous établirons plus loin. En désignant par ¢, et ¢, les vitesses du courant a 'infini
et sur les lignes de glissement nous déterminons les constantes B et C en satis-

faisant aux conditions que pour le point B't= —b, Q = — log ¢ — i;: et pour le
point Bt=1=5, Q = — log g+ i
2

L’expression (3) prend alors la forme

2 _ 1 (@ —a)(—b) + V(O —a) (=)

I
([I) - ele = = = . —
q a q, V(e — b)) (P —a*)
s N MR ! . dZ 1 .
d’ott, en remarquant que pour le point J = oo, YT = :]—, on obtient le rapport

des vitesses sur les lignes de glissement et & Vinfini

i . \/(‘.2___0'2_*_\/5%———__(12

qo \/Ca__bz

Les formules (2) et (4) nous donnent, aprés I'intégration, z en fonction de 2.

Introduisons les paramétres :

a ¢—b a’
) 2 . Je? — , Lt — 2 I2 2
By kK= e g R it =1 — kK, =1 —

el faisons le changement des variables
p ek
1+ B

En désignant par F (u, k), E (a, k) et 11 (u, k°, k) les intégrales elliptiques de
Legendre de premiére, deuxiéme el troisiéme espéce (43)

Fu k)= [ du
’ K Vi —u) (1 — )

(1 —k*u®) du

\/(1 —u’) (1 — k) ’
du

(g, kﬁ,h«)_/
, o (14 ku N(n—u)(r—k*u*)

E(a, k) =




20 C. WORONETZ.

et par K, E, K' et E' les intégrales complétes et les intégrales complétes complé-
mentaires :

K=FG,k, E=E(uk, K=F(u.K), E=Eu,#k),

on obtient

Ack, et

(6) 7= Ifq mu ke L)+~[Il(u K2 k) — F (u, )
/l" - ’72 )
+ﬁarc.sin-\/—— .]_l_ll‘_us
Vi+ ke Vi+ ke )

§ 2.4. Détermination des parameétres. Equations des lignes de glissement.

En remarquant que pour le point A (z=d) u est égal & 1 et pour le point

B(z=d+il) u estégal & 72— et que
l(%k) =K + iK',

! .2 .\. — W2 S ) S
n(l—{',lH,L/ = lJ(I,/\i,-/l) t l[

L /c')],
.

B o= 4+
arc. sin L/i——‘ =4 log__tl_l'*___'_
\/L.ﬁ + ]‘.12 2 \//l.‘z + ,‘,;z

on obtienl pour d el / les expressions

11<[,A1,/‘>+

_ ;)
UGk K]+ -

3 )
k, e 4k ke K K k2
(8) = Ac [l\’ ]+€ I[(l,—l—’/—z,/f)—l—-———log +\_/i l.
— .

1+ /ff \/| + k2 \//{2 + K

z
'I

En désignant par L Tordonnée maxima de la ligne de glissement et par D
I'abscisse correspondante, on a pour le point C (z =D+ iL) u égal & Iinfini,
d’ot, & cause des formules

F(oo, k) = iK',
kY / k"

. S U , ,
(9) Il(oo,/c‘;’,/.-):H(l,/.';,/f)—l\+II(I,E,L)%—L_lxwl-ﬂ?ll\l,—-l_*_—k:,

‘)]
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on déduit

or ek, [+ h I -
(10) D—d="r_g=25" L-—,——*n< /—,/./)—1\‘.

n q.k

Ack 5 Vie+ k2 (o \/[+A)

1

qu'\/1+hf Vo

L—-{l=

Les formules (7), (8) et (10) donnenl trois relations entre les trois paramétres

Ac, k et k,. Le probléme est ainsi complétement déterminé.

Le long des lignes de glissement la vitesse g est constante el égale & ¢,. On

déduit facilement des formules (4) que

—a = T ey T

e
Cos™ ) = — — . — =
= —a® o —u

En introduisant la nouvelle variable

dans la formule (6) on calcule que
Fu, k) =K+ iK' —F(,, k).

o . - i, /1: I{’! K N
ll(u Itl,lt)—ll(l Im /L)“I"lLl\ —mll([,—l-}—kz,k)‘l

1 k3 k'™ 1+ kS
——=F@,, F 5
1+kfr(" )+( + B+ K “< I 4-/;’;”’)’
ku = I o
arc. <ml-/—l—+———:—+ilog 7%-}*\/1 +{“
Vit ke 2 Vi 12

Vi + k2 (' + V0 + k21 — K sin®6,)

(b + V1 + 1)V + ) — 120+ kY sin®o,

+ ¢ log

et 'on a la formule (6) sous la forme

Ack, IS 4 1+ kS
/_d - (3 . ‘_‘: 1 ‘, . A
+ild = 3 H_kiLnU, e )—ro. /)1

)
1

4 K loa \//l + I (h + Vi1 4k \/I——l. smf;) (
\/l + k2 ° (/f + \/1 + /"1) \/(/." + k) — K*(1 + k%) sin®0, \
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La séparation des parties réeiles et imaginaires ne présente pas de difficulté et
Ton obtient les équations paramétriques des lignes de glissement (14) :

w—d Mk ,_,;+/1 \
T L”( GRS AR ]‘)l

y—I1 MK log VE + 12 (1 3/ + 121 — I sin®o,)
! \/[ + k2 (\/h + \/1 + ,’1) Ve + 12y — 2 (1 + k%) sin’h,

(11)

avec M défini par Pexpression

Sy k* k' 15 o
SO a1 11( — /f'>+ log KA VLK,
M FEA Vit ke NCEE

Par F (0, k), E@®,, k), 1106, k" k) nous désignons comme d’habitnde, le
résultat de remplacement de la variable u par sinf, dans les intégrales elliptiques
de Legendre F (u, k), E (u, k) et 11 (u, k%, k).

§ 2.5. Cas limite du mouvement plan.

Pour passer au mouvement plan autour de deux segments de droites paralléles il
suffit d'effectuer un passage a la limite en augmentant indéfiniment le rayon r du
cylindre et en posant n—=1. L’équalion (10) montre que dans ce cas le paramé-
tre ¢ tend aussi vers 'infini et le plan f se confond avec le plan ¢, f— Af. Kn
désignant par 9. = Aa et ¢, = Ab les valeurs de f correSpondaﬁtes aux points A
et B sur le plan f, nous obtenons pour ce cas limite

(12) Jo = I~ k,=o, 4, = q,, u:l-, lim (ck)=a.
o A
En raison des formules
lim 1, k) = F(L,Q,
ky —> 0 Ta
e ¥ .
(13) Wim - (U, k. ) — F(a, k) ]__E<—j——, .f>—1« / ,Ic>,
ky—> o0 lt Ya Ya

ke
lim lfll(l,—————-——z, /f'> = F,
ky —> o [ /1‘
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les expressions (4). (6). (7) et (8) prennent la forme :

dz. 1 V= +iVei—ei

’

ar  q, Vi —a
(14) =2k <—/-, I{) + k' arc. sin L ,
qo "?" 'Jl).\_
/ o
\d:—'—(l‘j%—/n'—),
2
(15) 9 / /
?lz:“(k' E'+-‘—1m‘*‘,>
\ . Ie
E+ kK —
d +
7 k' 14+ L

Pour transformer les équations des lignes de glissement dans le cas du mouve-
ment plan remarquons que l'intégrale elliptique de troisiéme espéce

R
b, — Kk =
(0 =1 e )

1

se réduit pour k, =o a 11(9,, — 1, k) el peut étre exprimé par les intégrales ellip-
tiques des deux premiéres espéces. En raison de la formule récurrente (15) on
obtient

k*IL(0,, — 1, k) = k™F (6, k) — E(0,, k) + tang 6,\/1 — k*sin*0,,

et les équations des lignes de glissement prennent la forme :

x—d

= M, [tang b, \/1 — k*sin®*0, — E(9,, k)] )

(16)

V—l == Mok" lOg \/l ;-I{’Sin’0| + I{’
! (1 + ¥) Cos b,

ot ‘M, désigne I'expression

L nr[-l—k'
M, = N Bl T,

et ou I'angle 6, — ; — 6 esl déterminé par la formule

3
_._3‘,:

Cos*y — f, -
— 9%
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Le paramétre k variant entre o et 1, les valeurs correspondantes - du. rap-
d . . :
port T varient entre o et oo. Le tableau ci-dessous donne quelques valeurs de ce

rapport pour les valeurs différentes de k — sin « :

d d

T * T
o 50°........ 2.99
0.69 6o ........ 3.98
1.00 0% ... ... 7.50
1.36 8o, . ...... 26.20
1.84 90° .. ...... oo

La figure 2 représente les lignes de glissement dans le cas ot le paramétre k

est égal & 0,866 et le rapport correspondant —7— égal a 3,98.

4

Fig. @

§ 2. 6. Dégénérescence des lignes de glissement.

Il est du plus grand intérét d’analyser le mouvement correspondaiit aux valeurs
d .
limites du paramétre k. Pour k= o le rapport 7 et aussi o el nous aurons deux

cas distincts : 1° la distance mutuelle de deux segments de droites est 0, leurs lon-
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gueurs reslant finies, et 2° la distance d restant finie, la longueur ! devient infini-
g d
ment grande. Si le paramétre £ est égal & 1 le rapport " devient infini et nous

aurons les deux cas inverses : 1° la distance d croit indéfiniment, la longueur [ res-
tant finie, et 2° la distance d de deux segments de droites restant finie, leurs lon-

gueurs devient o.

§ 2.61. Cas I : le paramétre k et la distance d de deux segments sont nuls.

Puisqu’on peut écrire

T T o S VA U
arc. sin— =tlog\ — + \ /5 — k| + ——ilogk,
Da s Up 2

PKf") = (R — W) + b“T >+;l—f\/(fz—<p§)(j"——?§k’),

la formule (14) prend la forme

B L P . -
'—ll————lF(\/ >+———-\/(f — ws) (J* — <h?)

+ ik log‘\T \/—~I) > + /c’—;i-—ilog(l + A")] .

En considérant / comme fini, on obtient pour &k =o

il =2 are.sin B2 L g (,_j_)
L \nc in f—}—%\/f : +2+”0°u .

° In

Mais les formules (15) montrent que pour k= o0 [ ne reste fini que si gs = o.
Pour ¢s = o la formule précédente prend la forme

. " - o v
:ll—*—»i, €L = -, Y:1+—',
q, - 9, 9,

ce qui montre que dans ce cas limite les deux plans se rapprochent indéfiniment et
les lignes de courant sont paralléles a 'axe des x. Le long des lignes de glissement
y =1 langle 6 est égal & o, car d’aprés la formule (17) ona cosf =1 pour
P2 = ¢s =0

Fac, des Sc., 3¢ série, .t. XXVI. 4
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§$ 2. 62. Gas II : le paramétre k est égal a 0, la distance mutuelle
de deux segments restant finie.

On constate facilement que dans ce cas ¢, = 0, 9s >0 et, la largeur des plans
étant infiniment grande, les lignes de glissemenl sont rejetées a I'infini mais restent
déterminées sous la forme :

x—d i
—d-~ = ';'(l(‘lllz‘." 6‘ —_— 05),
y=1Ul+y,
e L log sech,,
d L

, étanl donné par la formule

langle 6 = T o
2
£23

sinf —= —,
S

Ces lignes de glissemenl soul représentces sur la figure 3.

o~ 4

Fig. 3

§ 2. 63. CasIII : le paramétre k est égal a 1, la distance d croit indéfiniment.

11 s’ensuit des formules (12) el (15) que dans ce cas ¢ el ¢a lendent tous les
deux vers I'infini, mais leur différence s — o. = ¢, reste finie. Les deux plans con-
servant leur longueurgfinie, sont rejetés a I'infini et les lignes de glissement le sont
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aussi. Pour les analyser il faut attribuer & z des valeurs plus grandes que g, et
A « des valeurs plus grandes que d. Si I'on pose f= 4.+ f, et x=d+x, on
constale que 'angle 6 reste fini pour g, el 7 indéfiniment grands, car on peut

écrire

LY —./‘5_‘?‘;’;* 1 q(-fa—?o)(fl—2q“+?o) _./‘1—?0
Cos*0 = lim Lf——’ — ?i‘lh_’m_ llmL T F a0 :L‘_Nn A

Yy —» 0
Les seconds membres des ¢quations (16) deviennent indéterminés car

E(9,,1) = sin0,, N _=E_ =-=.

Pour lever cette indétermination il faut prendre les dérivées du numérateur et du
dénominateur par rapport & k et poser k= 1. En raison des formules (16)

d . - | S : ,
LR, 8] = — - [F O, 1) —E@, k),

dK' I dE"  k

(K —F — 2 (K —F
dk /f/f”( K K, dk k"™ (K E)

on obtient les équations des lignes de glissement

L2 l:l-m f, sec 6 —}-100'tan0'<7r 0‘)]
I =+4 angy, s 8 g\% > s

4
=T (sec 6, — 1),

qui coincident évidemment avec celles de Kirchhoff obtenues pour un seul plan.

§ 2. 64. Cas IV : le paramétre k est égal a 1, la distance d reste finie.

Dans ce cas

l=o, Y= 9s >0, Cos 0 =1

et la formule (14) nous donne immédialement

Les lignes de courant sont paralléles i I'axe des x et les lignes de glissement se
confondent avec cet axe.
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§ 2.7. Cas des sillages intérieurs fermeés.

Dans le cas des sillages intérieurs fermés, la représentation conforme des

plans Q = —logq 4 i6 et f=1o +iW (fig.4) sur le plan auxiliaire ¢ donne
df A
W =
dQ B

dt b — ) \/(1‘ — '
d’ot I'on déduil
4
S = Acarcsin =

. d o i
(17) -l—e'(’:i—,: ‘o )\/u { ll\/[) v
q af g, aVb —

En conservant les désignations du § 2. 3 on obtient aprés l'intégration

14

; (u, i, k) + %[H(u, k2 k) — F(w. k)]

1

_Ack,

Z

©

1 I‘Jz /17' {i ']f-’ e ,! ]
+l.|:“<l,~—_..____2.’/ld>_Kv+ lOg\/l +t‘—+ ,\/1+fll,] ,
b : I 4 ki + K

la constante d’intégration étant déterminée d’aprés les conditions suivantes : pour
le point O (=0, u=o0) la partie réelle de z devient o et pour le point
C (t =rc, u= o) la partie imaginaire de z s’annule.

Pour obtenir ‘les relations nécessaires entre les paramétres introduits nous

remarquons que pour les points A (z=d + i), B(z=4d) et C(z=D= —%r—)

I . . .
les valeurs correspondantes de u sonl 1, — et . L'application des formules du

I3
§ 2. 4. donne :
Ack, | . I . )
d = 7 2n([,/,i,/,,wff;_,[u(.,/h,l.)#lq\,
: k' K NN
[ — Ack, 11<1,_—_—2,/g>—1‘;’+ log‘/ il I
q, t+ K VNS v+ k2

= Ack g 1 4+ 152,' . ) k* 7 S 7
18 D— = ! = L ll([,/ﬁ';,k —1\+ Il(l,—;,l\') e T
(9 n q, | K L ) K koI + k2 2
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Le rapport des vitesses sur les lignes de glissement el a I'infini aura 'expression

4, b+\/b’-—n’ . /s:'—{—\/l + k3

T T Ve

el I'ordonnée maxima L des lignes de glissement sera donnée par la formule

Ack! \/I + k* (\/l\ —+ I\ —+ I )
L—1= log _
\//1 + /1 \//@ —+ /n + k' k

Le long des lignes de glissement la vitesse esl constante et égale & ¢,. On déduit
facilement de la formule (17) que
at—1r 1 —u

b
Cos’) = — — = —,
a bt 1 — k*a?

d’ou, en considérant le domaine des x positifs et en introduisant 'angle 6, par la
formule 0, = ‘; -+ 6, on obtient les équations paramétriques des lignes de glisse-

ment sous la forme :

d_. k? +It
,i —Fe I
0~ 280) o]

<19)} ,

y— K log \/ —_— [/c'/c, V(K + k) (1 — K sin®0,)] ,
\/k‘“’ 1k Kk 4+ VI 4 12) V(4 k) — (6 + k2) sin® s,

I \// + k4 Kk,
k, \/Ic’ + 1:4 o8 k \/1 + k2

Mﬂzﬂ(" +/,w’t\— K’

§ 2. 8. Probleme de D. Riabouchinsky.

Pour passer au mouvement plan autour de deux segments de droites paralléles,
réunies par des lignes de glissement, probléme analysé en lous ses détails par
D. Riabouchinsky (17), il suffit d’effectuer un passage & la limite en augmentant
indéfiniment le rayon r du cylindre et en posant n = 1. L’équation (18) montre
que dans ce cas le paramétre ¢ tend aussi vers l'infini et k, vers zéro. En appliquant

les formules (13) et en remarquant que

’

. . . a

lim ch,=u«, lim u«=—, lim k=—,
¢ —>» 0 C —» o0 a C —» 0 b
ky—> 0

Vi + B+ ko — i —\/.

lim — =

ky—>o0 ,f’ I \/I + I]v-i u?

k*u?
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on oblient

g Aa
T q /l'=

E(u, k) — k6@, k) + (B — KK+ 6+ k)],

d:i%m—wm,

2:w—m“mw+wL
q’/u
h
L_— Aa
q, v+ K

Pour transformer les équations (19) des lignes de glissement remarquons que
Iexpression de I'angle 6 reste non changée pour ¢ = oo el que le rapport des

1+ I{'
- -
On obtient ainsi les équations des lignes de glissement identiques & celles trou-
vées par D. Riabouchinsky :

vitesses 4. prend la forme
0

[ in, cos 6
t-—l—_l_ - \]u E(Ou ,’f) - /i" F(O‘ y /v) —_ /1“2 ~—-—————SlIl ! cos ! ]
1 — k*sin®6,
(20)
/v oy e LoV s,
— M, = y
\ \/1 — k*sin® 9,

N[a_, — K — K’ + JRE

En supposant que la longueur ! reste finie, on obtient pour les valeurs limites
k' =o0 et k =1 du paramétre & les cas limites du mouvement, qui correspondent
a une distance d nulle ou infinie. Il est facile de démontrer, comme I’a fait
D. Riabouchinsky, que, dans le premier cas, les seconds membres des équations (20)
sont nuls et, dans le second cas, ces équations dégénérent en celles de Kirchhof.




CHAPITRE [

Probléme d’'Oseen.

Selon la théorie d’Oseen les sillages entre les obstacles présentent une zone tour-
billonnaire et les vitesses aux parois ont la direction du courant & 1'infini. 11 n’existe
pas dans ce cas de lignes de courant sur lesquelles la vitesse soit constante, et, selon
la théorie exposée dans le chapitre I, un tel probléme, résolu dans le plan, reste
valable pour chaque autre surface. Il suffit de remplacer les coordonnées x et y du

plan par les coordonnées isothermes u et v de la surface; bien entendu que les
vitesses seront dans le rapport 1 : X.

dz
$ 3. 1. i —_ .
§ 3. 1. Fonctions f, ar et z

Considérons de nouveau un courant fluide uniforme d'épaisseur infiniment
petite, contournant deux segments de droites sur la surface d’un cylindre, paralléles

J 9 J J
5 |
B ; B E
| |

D LAl D o ¢ B8 i B CD
0 ,

(z ! [

P A LA Pf

0

J O ¢ BAO0AB C

—oo -d -C_ -6-a ab c d oo
0 J
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A sa génératrice. Les plans z=1x + iy, f= ¢ + i’} -et le plan auxiliaire { 'sont
reproduits par les figures 5 et 6, dont la premiére correspond au cas des sillages
intérieurs fermés et la seconde au cas des sillages extérieurs ouverts.

N l J J i J

| !
: :

B | B !
; B A AB
| 0

A L Al D o g  l__ 0
0
(

c oc
cC D J
Fig 6

La représentation conforme du plan z sur le plan ¢ donne dans les deux cas la
méme expression
“ dz AdL*—0%)

U Ve ==y -

et pour le plan f on obtient dans le premier cas

a Bd(b* — &)

@@ =@ =y —r)

et dans le second
d Bd(b* — 1*)
dt — VB —1t)(¢ — ) (@ — 1)

d7

Pour la fonction — — leie on obtient

a q

d: I A b—

—_— = —f == —. ,

(l‘/. ([ B \/(b! . l!) (C, _ li)

dz I A b —

—_~ = —e = —E . s

a g Vi@ —r) —o)

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 5
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d’ou l'on tire, en considérant le point t =0 . 6 =0, ¢ =4q,,

T A
9, B
En faisant le changement des variables
e a2
I+ /|i’ u.
et en introduisant les parametres
l{,:_ti'd’—c” s a I;“:f- da—0n
(.: d‘:_az’ 1 d:_an’ 2 b:‘ds‘__az'
E?® =1 — K, kS =1—k3, " =1 — kK,

on obtienl aprés l'intégration

., Abdk, | . . Wl
(1) A_——ac ?ll(u k2 k I:[ll(u /ai,/‘)*-l(u,lu)]),
Bbdk
(2) f= p : gll(u k3, /1)+ A* [ll(u k2, k )—F(u,lf:)]%,
- Bbdk,

() f

(e, X B /L[/ZL)_( ))
ok, ?”("*“'k::'k,ﬂ“/:i ke 57, ks

ol nous avons conservé pour les intégrales elliptiques les désignations du § 2. 3.

§ 3. 2. Détermination des parameétres.

Il est facile de déterminer le paramétre k,; aux points A(f=a, u=1) et

Ct=c, u= 7[_-) les valeurs de z sont égales. En raison des formules et des rela-

tions :

B /\'2 /{'! -
) = 1R )+ 0| K= s (1, — = 1) |
lI(L,/ /> (i, k2 )41[1\ HL/{ju(l e >_l
l(—’- 1.>:I( + iK'
on obtient 1’équation

R e >
"_ 1 2 — k,( —
K—=TTF “(" L °
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d’ou 'on tire

(3) 11’2 frend 2

2 I{IZ ,
(=)

En remplacant k, dans la formule (1) par son expression (3) on obtient

b dk e
(" 7= AGTdk, S 11<,,-—-———3—-,Lﬂ\ F(u, k)
k N ( ]A11 /
acll{ 1, ———, k
1+ k2
+L%ﬂwmmﬁﬁm_w¢m$

d’on, en considérant le point A(z=d, t=a, u=1), on obtient pour la dis-
tance d de deux segments I'expression

Ab*dk k”
(4) d= i = S”('ﬁ——‘,‘—z,’i’)k’
ac [I(l _L_ I]") ( 1 Tl.'.,
’ 1 + /112 ’
1+ k2

+

- K[n(“k;ky—K]y

1

Pour déterminer la longueur [ il suffit de remarquer que pour le point B z est

I .
R En raison des formules :

égal A d +il et u A ,
I k!
(—,k ) =K F(—=, K
P(h, > K+wF<k”L>,

I (%’ ki,k> =101, k2, &)
s I k! '
. l" 2 S RO - ¢’
+‘L (/"> S ”<k" 1+lrf”‘>]

Ia longueur ! sera donnée par I’expression

\0tdk, - KON K
X ') Lﬂ&u——TII?A>F<F3A>

mﬂ](u—— Lk
1+ A7
l]" k”
K "
H<k” ,+k?A>].

(5) | =
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Pour obtenir la relation entre le rayon r du cylindre et les paramétres intro-
nr

duits, nous considérons le point D(z =—, t = d, u= o) et nous obtenons a
n }

Paide des formules -(9) du paragraphe 2. 4

: ABdk 0k e
(6) T g ALY LN ek
n ) ll /(' /., _ /l',! hi
| ac (I, - LT I[f y N > )

! k™ ,
(o= ) |

Les équations (3), (4), (3) et (6), donnant quatre relations entre les paramétres
Ab?

ac

, k, k, et k,, rendent le probléme complétement déterminé.

§ 3.3. Cas limite du mouvement plan.

Pour passer au probléme du mouvement plan autour de deux segments de droi-
les paralléles il suffit de poser n =1 et d’effectuer un passage & la limite en aug-
mentant indéfiniment le rayon r du cylindre. On déduit de I'équation (6) que les
paramétres d et r tendent simultanément vers I'infini et dans le cas limile nous
avons

k'—’:-(-l‘, It":O, . /f,:-il—,
c * b
(7 - o
l=au, lim(dk,) =a.
by

En raison des formules (13) du § 2.5 les expressions (1), (2), (2') et (3) pren-
nent la forme :

(8) Z= f[%- LE'F(u, k) + K'Eu. k) — K F (. k)],

(9) f: A(I‘)[)E(u, /'.:)'

- Aq c| I oy ‘/ N . N\~
! e B 4' " N —_ PREN Y _— — "F l}' _— y
@) F=| mr () s (ke D) = K () |

/{2 = k* .
(IO) 2 EV

Pour déterminer la distance d et la longueur [ des segments des droites nous
rappelons que

E'K 4+ K'E—KK'=

4

w | A
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et que la formule récurrente (19)

e u\/l —ut

l:!

k’ I l (u” - /‘.’ﬂ ’ =Fk (‘“7 /l.,) —k

1 —k

donne dans notre cas

k' K, (K (K'—E) (E'— kK |
d ”(A"_._Jr—/.?”‘>k,=o'“ P‘(/.-"A>—\/ KE

car
. . K
/.'2 =k —IT, .

On obtient ainsi

{ Ac =

(11) ? ' -
Ac | ke [k, -

= o t k') — + "—EY(E — K|,

l x| | b(k,,k> l\l\ 2 ) \/r,\/(l\ EY (E I\)J

\

Kl
‘—Z—LE'I(,,', k" —h'h<,,, ">+ F\/(R’—E')(la'—lfk')],

Le paramétre k variantde o & 1, k, varie entre les mémes limites o et 1 etles

l RPN .
valeurs correspondantes du rapport Vi de I'infini & o. Le tableau ci-dessous donne

l
les valeurs de k, et de 5 pour quelques valeurs du paramétre. k = sina :
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§ 3. 4. Valeurs limites du paramétre k.

Il est du plus grand intérét d’analyser le mouvement pour les valeurs limites du
paramétre k. En supposant que la longueur [ reste finie nous pouvons distinguer
trois cas différents : 1° k=0, d=o0; 22 k=1,d=o0; 3 k=1, l=o0.

§ 3.41. Cas I: le paramétre k et la distance d sont nuls.
Dans ce cas nous avons

" K=E

, K':oo, E'=1.

I
S

I est facile de voir que

et a I'aide de la relation de Legendre

KE+EK—KK=—
2

on obtient facilement que
lim K =o.

k—»o

Les expressions (7) et (11) monlrenl que les paramélres a, b et k sont o,

l . o c ' S
mais ¢ == 0 car — reste fini et —% = — — — devient indéfinimentl grand.
Ac k b E
Les formules (8), (9) et (9') pour z, f el f deviennent indélermindes car
t t C e agn < .
u=_=—r devient indéfiniment grand pour &k = 0. En prenant les dérivées du
a ck

numérateur et du dénominateur de Uexpression (8) par rapporl & £ & laide des
formules : (20)

dR'
—_— kl\'—~F'
di: '*K >
dE' k
— = —(K'— K",
du k"( )
d 1 kooay—a
—F V) = k — ‘/ ,,Ii —_—— ——
TR ) = = B k) + o B k) — o Vi
] 1
Vo —w)a — k)
_d_ E(u, k) = W [F(u, k)y—E(u, k) + — u(r — ) ,]
_ Vi—a) (i — k)
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on obtient aprés quelques simplifications

AcE u(n —ka)
= m .
k V(i —u) (1 =k, _
u=o0
En posant
¢
= ck

on passe a la limite en faisant &k = o et 'on obtient
=\ \/t’— ct.

Une transformation analogue peut étre effectuée sans difficultés pour obtenir la
fonction }' dans le cas limite considéré. On obtient ainsi

f=aq,VE—c

il en résulte que

=

y =

<

by

= ‘-c
=

S

Quant & la fonction f il est évident que le plan f se confond A la limite avec le
plan auxiliaire ¢, et nous aurons

S=Aq,.

En remarquant que la longueur [ des segments est dans ce cas égale & Ac, on

obtient
| o — T .
= — P—c = —_— .
T \/ \/(ﬁ,

Ces cas limites de mouvement correspondent aux seuls cas possibles de mouve-
ment autour d'un seul obstacle.

§ 3. 4. Cas II : le paramétre k est égal a 1 et ladistance d croit indéfiniment.

Dans ce cas nous avons

k=1, k, =1, K'—*E'—-E.
2
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Il résulte des formules (7) que
= o0, b= oo, ¢ = oo,
mais les différences
c—a=nm, c—b=n

’

bh—a=m-—n
restent finies. Calculons le rapport

k7 K' K —¥K
i s
, . K —FE . . ) . \ oo
L’expression T devient indéterminée pour k' = o, mais aprés la diffé-
rentiation du numérateur et du dénominateur par rapport & k' A l'aide des for-
mules (20)
dK’ i
=L (B — K
dk' L=k ( ),
dE' 1
— = — (E'— K"),
dk' K ( )
on ohtient pour k'=o

NI .
lim ———

K —»o Kk*E'

el

l,l'l
lim 2% — -
Ko k" 2

D’autre part

k' c(m—n) (20 —m—n)
e

m(2¢—m)(c—n)

ce que donne pour ¢

o0

2

. A m—n
lim 2 —_—

Ko k"

m
Il résulte de ces deux formules que

m = an.
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Il est évident que dans Vintervalle fini le mouvement est donné par les
formules

Z:At, f—-_— ‘\q‘,[, j-::\qnt’

mais nos formules nous permettent d’analyser aussi le mouvement prés des plans
rejetés A Pinfini. Si 'on pose

z,=z—d, L, =1t—a

ou z, et t, restent finis quand k tend vers 1, et si on fait le changement de
variables

1
_
1 — k"

w =

on obtient pour z,, en raison des formules suivantes :
F(a, ) =K + iF(u,, ),

Blu, k)= £+ [Fw,, ) — B(u,, k) + 1" ”_\/‘1]

i — k" u?
I’expression
ek [ EF(u,, k") —KE(@,, K i —u
2 == i ]c(’ [ (u, )IJ2 (u,, k) R u, Vi u,].
' \/l — k"l

Pour passer a la limite nous remarquons que

. . S . l
lim ¢k = am, lim o} = -,
k' —» o k' —» o m
¢ —>» o0
I — -
: AU A JN KK NAY ‘- 2
Jim o [EF () — R, K9] = — o, Vi—u?,

et nous obtenons

t, /t
z, = An \/—‘(—’——2),
n\n

On transforme facilement la fonction f par un procédé analogue. En remar-
quant que pour le point A

Ja=AqbE(1, k),
on voit que s, tend vers Uinfini quand %, tend vers 1 et & vers infini. En posant

So=S—/x

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 6
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ou f, reste fini quand f, tend vers infini, et en faisant le changement de variables

{

0= T
11— li',: u,!

on obtient pour f, I'expression

o= i'\(lob/{-’:lk (u,, k) I“; E(u,. k), + :;\/[ — uz] '
b2 1 —k2u;

En remarquant que

llm l)/l';2 == 2n, llnl uf e —-—'—,
Ab—»oo K —o n
‘Y —> 0

lim -[,— [F(a,, k) — E(u,, k)| = ! (arc sin u, — u, \/l —ul),
K> o K7 : * 2 : *

nous passons a la limile en posant k' = o et nous obtenons

tl tl N n 3 E
f_Aqon[\/7<;—1> + (arc sin \/z]

Pour transformer la fonction f nous remarquons que pour le point B

- Ag,e [, k , k ) k
LE F(:,T) +KE<1,7{—>—KF<1, kﬂ

Fo= = :

En posan! f =/ — J,. ou /. resle fini quand f, tend avec ¢ & l'infini, et en

faisant le changement de variables

ku = ~ e >

ce que 'on peut écrire, en lenant comple de la formule (10),

I}

- K® I
fizlA’Jo(<‘_F> —F<113,\/1——7€

1

2

I <u \/ il > K <u \/ l ) .
B - ) _
3 k2 5 k2 u\1—ul
> + 2 ~ 2/ + 3 \/ ’
1
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Pour passer & la limite nous remarquons que

. K . t
lim c(x——z = an, Iim u)=-*—1,
¢ —» o0 If2 k'—> o n

k

R

PR

. o 2
lim 5 = —(mc sinu, —u, Vi— uz)
k v 2
—— j — —
ke /1'2

et nous obtenons

- /1 L, S ,
= \qw[\/\\;——:) <71-——-2)—L.HC sm\/” 1].

Si l'on tient compte de la position du point zéro sur les plans z,, f,, S, et t,,

on reconnait facilement, que les formules obtenues dans ce cas limite coincident

avec celles d’Oseen trouvées pour un seul plan.

§3.43. Gas III : La longueur I des segments est égale a 0.

Dans le cas ot le paramétre k est égal 1 et la distance d de deux segments de
droites reste finie nous aurons /=o0, a = b=, k,=1 et le mouvement est
donné par les formules

/ =

= L = s yYy=-—-

9 9, 9o

$ 3. 5. Résumeé.

En résumant les résultals obtenus dans les deux derniers chapitres on voit qu’on
peut passer d'une facon continue du cas, ot la distance mutuelle de denx segments
de droites sur un cylindre est égale & o, au cas, o cette distance est égaled 2xr. Ces
deux cas limites sont les seuls ot les deux segments se confondent et ot le mouve-
ment devient un mouvement autour d’'un seul segment. On voit par les formules
obtenues que les solutions de ces deux cas sont triviales. Si la distance mutuelle de
deux segments est égale & o le mouvement est le mouvement bien connu d’un fluide
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1

contournant un segment de droite. Si cette distance est égale & a=r, les lignes
limitant le sillage décrivent deux cercles paralléles sur la surface du cylindre. Ce
dernier cas est particuliérement intéressant, car on sait que les lignes de courant
doivent étre, en général, tangentes aux sommets des obstacles considérés.

Les problémes étudiés par Kirchhoft et par Oseen ne correspondent pas au
probléme du mouvement autour d’un seul obstacle, mais supposent implicitement
un deuxiéme obstacle, symétrique au premier, sur lequel se referment les lignes
limitant le sillage. Cel obstacle, restant dans notre probléme sur la surface du
cylindre & une dislance finie, s’éloigne a 1'infini dans le cas de mouvement plan,
quand le rayon du cylindre croit indéfiniment. Remarquons encore que nos formules
générales permettent d’analyser aussi le mouvement autour des obstacles rejetés
a linfini. L’interprétation du mouvement, ainsi présentée sur la surface du cylindre,
échappe évidemment aux difficultés et conlradictions des théories analysées dans
le § 2. 1 du chapilre précédent.




CHAPITRE 1V

Probléme des sillages sur des surfaces courbes.

$ 4. 1. Mouvement discontinu sur des surfaces courbes et mouvement plan
correspondant.

Supposons U'élément lincaire d'une surface quelconque S donné dans les coor-

données isolthermes u el v sous la forme

ds* =31 (du* 4 dv®),
» étant une fonclion connue de u et de v. Pour représenter conformément la sur-
face S sur le plan il suffit d’envisager deux fonctions complexes Z —=u + iv el
z=x + iy sur la surface S et dans le plan el de poser Z — z. On rameéne ainsi
Panalyse d'un mouvement quelconque sur la surface courbe 4 Panalyse du mouve-
ment plan correspondant. Nous avons démontré, dans le Chapitre I, que, si l'on
trouve les fonctions o¢(x, y) et W(x,y) du mouvement plan, on obtient les fonc-
tions cherchées ¢(u, v) et W(u, v) par un simple changement des variables x et y
en u el v. Dans ce cas les lignes de courant et les lignes équipotentielles conserve-
ront les mémes équalions, mais les vilesses ne serount plus les mémes dans les deux
mouvementls; elles seront dans le rapport 1: A.
L’équation de Bernouilli conservant la mém forme

I E— L oe
p—;q —po—'2qn

dans le cas du mouvement sur une surface courbe, on voit qu’en principe rien ne
s'oppose & la possibilité d'un mouvement avec des sillages sur une surface quel-
conque. Mais la méthode générale, indiquée plus haut, ne peut plus étre appliquée
&-la recherche d’un tel mouvement, car la vitesse, qui restait constante le long des
lignes de glissement dans le mouvement plan, serait multipliée par % et devien-
drait ainsi une fonction de u et de v.

Pour échapper & ces difficultés changeons un peu les données du probléme plan.
Supposons que deux ou plusieurs corps se trouvent placés dans un courant fluide
uniforme a I'infini et que le long des lignes de glissement, qui réunissent ces corps,
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la vitesse n’est plus constante mais proportionnelle & % (x, y). 1l est manifeste qu'un
tel mouvement ne correspond plus & une zone d'eau morte derriére les obstacles
considérés; cette zone doit étre nécessairement tourbillonnaire. Nous ne nous arré-
terons.pas sur les propriétés d’un tel mouvement, car il joue un réle secondaire
dans notre probléme. C’est un mouvement fictif, qui sert seulement a I’étude du
mouvement réel sur une surface courbe.

Il est évident que si 'on trouve les fonctions z(x, y) et W(x, v), solutions du
probléme ainsi posé, on obtiendra les fonclions <(u, v) et ¥(u, v) du mouvement
correspondant sur la surface en remplacant simplement x et y par u et v. Les
vitesses de deux mouvements étant en rapport 1 : A on aura la vitesse constante le
long des lignes de glissement réunissani les obstacles sur la surface conrbe.

s 4. 2. Probléme mixte-inverse.

Nous sommes conduils ainsi au probléme suivant. Deux ou plusieurs obstacles,
dont les formes sont connues, sont immergés dans un courant fluide uniforme a
Pinfini. On connait 1° la fonction W sur les parties des obstacles qui restent en
contact avec le liquide en mouvement (¥ resle constant sur ces pariies des obsta-

. ) dw . .
cles), 2° les fonctions ¥ et T == ¢ sur les lignes de glissemeni [ W est cons-

. Jdw . . - .
tant sur ces lignes et e est proportionnel & %, fonction connue de = et de y ).
n

Le probléme consiste en la détermination des lignes de glissement d’aprés ces con-
ditions. C’est 1a un probléme inverse & ceux de Dirichlet el de Neumann. II a été
formulé récemment par Riabouchinsky (21).

Introduisons la fonction

— = —log g + 10,

ol f=14 + iV estle potentiel complexe, ¢ la vitesse et & 'angle que fait la vitesse
avec l'axe des . On connait la partie réelle de celle fonction sur les lignes de glis-
sement et sa parlie imaginaire sur les autres parties de la frontiere. Une fois ()

connue, on obtient la fonclion z par une simple intégration

::/e”df.

On est amené ainsi au probléme mixle direct. Pour traiter ce probléme nous sui-
vrons la méthode qui fut indiquée par Volterra (22) et développée par Signorini (23)
et Demlchenko (24).
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La méthode Signorini-Demtchenko est la suivanie. On multiplie la fonction Q
par une fonction auxiliaire analytique T, qui prend des valeurs réelles sur les
lignes de glissement et des valeurs imaginaires pures sur les autres parties de la
frontiére. La partie réelle du produit Q7T étant égale 8 — Tlog. ¢ sur les lignes de
glissement et 6T sur les autres parties de la frontiére, le probléme mixte direct se
trouve réduit au probléme de Dirichlet pour le domaine Q. Nous ne nous arréte-
rons pas sur les conditions nécessaires et suffisantes d’existence de la solution et
renvoyons pour ce sujet au Mémoire de Demtchenko, Problémes mixtes harmoniques
en Hydrodynamique des fluides parfuils, cilé plus haut (24).

La formule générale, donnant la fonction holomorphe F(f) dans le demi-plan
supérieur t = {' 4 it" d’aprés les valeurs F'(f) de sa partie réelle sur l'axe réel,
peut étre mise sous la forme

H oo WP T
(1) F(z,»:if LI

- - [ b

On obtient cette formule en se servant de la formule donnant la fonction holo-
morphe & Vintérieur du cercle unitaire |r| =1 d'aprés les valeurs F'(¢) de la
partie réelle sur le cercle [voir Villat (25)].

. i ar sp it .,
F(r)=— _3—7'_/ ¥ (s)l—j———’—e—;;ds -+ .

1 —re

Il suffit d’uliliser la formule

qui effectue la représentation conforme du domaine circulaire sur le demi-plan
supérieur f.

On peut aussi obtenir la formule (1) en appliquant le théoréme de Cauchy &
I'aire limitée par le demi-cercle de rayon R et en augmentant ensuite infiniment le
rayon R.

Il est facile de construire la fonction auxiliaire T(¢), analylique, s’annulant a
Iinfini, prenant sur les lignes de glissement les valeurs réelles et sur les autres
parties de la frontiére les valeurs imaginaires pures. Désignons par «, el
Bs{o =1, 2,3, ... n) les extrémités des segments o, qui correspondent sur 'axe
réel I aux lignes de glissement. La fonction

) — v

n

[ ve=wa=s)

s=1
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ot P({) esl un polynome & coefficients réels dont le degré est plus petit que n,

satisfait bien a toutes ces conditions.
En appliquant la formule (1) au produit Q(¢) T({) on obtient

L +°°c(t)l(t)d/’
“) = Iu) =7

)

c(l'y = —1logq(l"

sur les segments «, et
ety =10(l)

sur les autres parties de 'axe t'.

$ 4. 3. L'équation intégro-différentielle du probléme.

Désignons par g,x(x, y) les vitesses sur les lignes de glissement et soit Q (¢) la

fonction — log g + i dans le cas on les vitesses sur les lignes de glissement res-

tent constantes et égales & ¢,. Il est manifeste que la fonction Q(f), résolvant le

probléme considéré, peut étre mise sous la forme

‘s log ). T(1")
Q) =Q, / — .
(2) (l) I([) AP ., [/ (

=1

En remarquant que

dz
Q) = log £ 7

et que la fonction f= ¢ 4 (¥ peut étre déterminée par la méthode de Schwartz-
Christoffel el conserve la méme forme quelle que soit la vitesse sur les lignes de

glissemenl, on oblient I'équalion intégro-différentielle, résolvant le probléme, sous
la forme

1 s log o T
e »‘j (1)+—— \‘ / —‘”l—l,”dt'.

dl 08 () =

Celle équation ne peut étre résolue par des méthodes habituelles, car 1a fonction
., qui intervient sous le signe de l'intégrale, est connue comme fonction de x et
de y mais non de t' el {". L’analyse d'une telle équation présenle beaucoup de diffi-
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cultés et nous nous bornerons, dans ce qui suit, a I’élude des cas ot la fonction A
est voisine de 'unité, ce qui correspond au mouvement sur des surfaces peu dis-

tinctes d’une surface développable.

§ 4. 4. Solutions approximatives dans le cas ou la surface courbe différe peu
d'une surface développable.

Les difficultés indiquées plus haut peuvent &tre surmontées dans le cas ou le
mouvement fluide se produit sur une surface S peu distincte d’une surface déve-
loppable. En effel, le coefficient A\ qui intervient dans I'expression de I'élément

linéaire d’une telle surface

ds® =1 (du* 4 dv)
a, dans ce cas, une valeur voisine de 'unité et peut étre mis sous la forme
=1 + 5;‘4’

ou 7, est une fonction connue de u et de v et < est une constante de valeur trés
petite dont nous négligeons les carrés et les puissances plus hautes. Effectuons la
représentation conforme de la surface S sur le plan z = + iy et introduisons le
demi-plan auxiliaire (=1{'+it’: 1, devient une fonction connue de = et de y.
Aux lignes de glissement sur la surface S correspondent d’une part dans le plan !
les segments w,(s =1, 2, 3, ... n) sur l'axe réel ' et d’autre part, dans le plan z.
les lignes le long desquelles les vitesses sont

Goh = q-(1 + 22,

¢-(c =1, 2,3, ... n) étant des constantes.

La représentation conforme du plan f= g + {¥ sur le demi-plan ¢ ne présente
aucune difficulté car A n’intervient pas dans les formules. Quant & la fonction
Q(?), la formule (2) nous donne

n

T O\ ‘s log (1 4 <) T(l")
3 Q= Q. () ———— / 5 1 '
3) =20——55 2 /. =0 ar,

ot €,(¢) est-une fonction bien déterminée de ¢ qui correspond & la fonction ©
dans le cas ou les vitesses le long des lignes de glissement restent constantes et

égales & ¢.. En remarquant que

log (1 + ¢),) = ek, — ¢

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. : 7
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el en se contentant d’'une approximation de premier ordre par rapporl & ¢, on
raméne 1’équation (3) i la forme

(3) Q) = Q) + Q1.

ou Q (t) désigne I'expression

n
. i1 N s (e, )T
(4 O)=———N o .
(4) (== T =i Ji, 7

7=

Le second terme de I'expression (3'), ayant ¢ comme facteur, est de premier
ordre par rapport au terme ( (f) et reste pour le moment inconnu, car 'on ne
connait pas %, en fonction de ¢

La fonction z, déterminée par la formule

df lf
P 0 Y —_ Qo4 L
fe 0 di /e i dt

peut étre mise sous la forme suivante :
(D) = Zo + SZU

car la méme approximation qu'auparavant nous donne

La fonction

peut étre calculée directement et coincide évidemment avec celle déterminant le
mouvement principal, ol les vitesses restent constantes le long des lignes de glisse-
ment. La fonction

af
. I O e
(6) z, /--,e i di

reste inconnue, mais étant multipliée par < rend le second terme de l’expression (5)
trés petit par rapport au premier.
Si I'on sépare les parties réelles et imaginaires de I'équation (5), on obtient

r=&, +x,,

y:yo_*'_syl’
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ou z, y,, &,, y, sont des fonctions de ¢’ et {". La fonction %,(x, y) peul donc étre

mise sous la forme

D.l

N < . A AP )
e, y)=n(z, +x,, v, +2y,) =1(x,,y,) + 5("”; S +, \—v‘> + ...
o <

Il suffit de ne garder que le premier membre de ce développement, car dans
I'expression (3') de Q la fonction %, est multipliée elle-méme par <.

On arrive donc au résultat suivant.

La déformation des lignes de glissement, due au fail que les vitesses le long de
ces lignes, restant voisines des valeurs constantes ¢,, deviennent fonctions connues

de x et de y de la forme

qolt + i, (2, 7)],

peut étre calculée, avec une approximation de premier ordre par rapport a c, en
remplagant x et y dans I'expression de ), par des valeurs x, et y,, qui correspon-
dent au mouvement principal, ou les vitesses le long des lignes de glissement

restent constantes.
11 résulte de ce qui précéde que, dés que l'on connait les équations paramé-

triques des lignes de glissement
xr, = x,(l")

o =Y, (1)

dans le cas du mouvement sur une surface développable, la fonction X (x, v), qui
caractérise une surface voisine quelconque, devient, avec une approximation suffi-
sante, une fonction connue de . D’aprés les formules (4) et (6) on calcule les
fonctions Q, et ensuite z, = x, 4 iy,. Les équations paramétriques des lignes de
glissement sur la surface considérée auront la forme

u=ux=ux,(l")+ x,(t),

r=y =y, ')+ =y, ).

11 est manifeste que la méthode exposée peut étre facilement généralisée en ce
qui concerne 'ordre de I'approximation par rapport a . En effet, soit

log k=i, + "%, + % + ...

le développement de log i suivant les puissances croissanles de =. Il est évident
que les fonctions € et z peuvent étre ramenées a la forme

QU =Q,(t) + Q) + Q) + ...

z()=z,() + =z, () + <2,(O) + ...
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Connaissant €, et z, on calcule &, et ensuile Q, ct z,; connaissant ces der-
niéres fonctions, on détermine 1, el ensuite (), et z,; et ainsi de suite. On obtient
douc les équations paramétriques des lignes de glissement sous la forme suivante :

r=ua,(l)+ cx, (') + S, () + ...
y=y,)+ey, )+ .+

Dans I'exemple qui suit, nous ne nous arréterons que sur le calcul des deux pre-
miers termes de ces séries.

§ 4. 5. Exemple. Surface de révolution voisine d'un cylindre circulaire.

Effectuons une application de la méthode exposée dans le paragraphe précédent.
Arrétons-nous sur le cas des surfaces de révolution et considérons une surface voi-
sine d'un cylindre circulaire. Son équation peut étre mise, dans les coordonnées
cylindriques r, ®, » sous la forme '

Ir = Pl + g R)\l((i)).

En se contentant d’approximation de premier ordre par rapporl au nombre  on

obtient
ds* = »(du® 4 dv*)
avec
R:;_‘:.Jraxl(m), u=R0O,
(7)

deo
U:fTﬁ:m—{—a—s/l,(m)dw}—....

Résolvons I'équation déterminant w; on trouve « en fonction de v el de ¢ sous
la forme
o =1v—a + ¢ (fonct. de v) + ....

La fonction A, devient aussi une fonction de v et de =, mais il suffit de prendre’
dans le développement

AP
»[v—a + <(fonct. de v)]:)\l(v—a)+e< ‘> + ...

de

le premier terme seulement, car dans l'expression de A la fonction %, n’intervient

que multipliée par <. On obtient ainsi

A=1+:er(v—a).
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Supposons, pour fixer les idées, que les obstacles sur la surface considérée se
réduisent 4 deux arcs égaux, symétriques par rapport & une des paralléles et placés’

3

le long de deux méridiens différents. Soit
(O]
r = <R langh®* —
(8) 7 R + angh® —

I'équation de la surface et

ds* =) (du* + dv?)

I’expression de son élément linéaire. D’aprés les formules (7) on obtient

)\:1+stangh’<i+x>, u=R0O,
m
(9)

/ I
V=w—am + ¢ Km tangh — — w ).
m

La forme de cette surface est reproduite sur la figure n-
Pour w = o0 on a r =R et quand o tend vers I'infini r tend
vers R + <R.

Le mouvement plan correspondant se produira autour de
deux segments de droites paralléles, orthogonaux au courant
et liés par des lignes de glissement. Pour que la vitesse soit
constante le long des lignes de glissement sur la surface '(8),

1

elle doit étre proportionnelle & % dans le mouvement plan.

En raison des formules (g) la fonction },, introduite dans le
paragraphe 5. 4, a dans ce cas la forme

y
), = langh® (— + a).
m

La méthode générale, exposée dans ce paragraphe, peut
donc étre appliquée.

§ 4. 51. Fonctions Q , 2, et f,.

En se contentant d’une approximation de premier ordre par rapport & ¢ on peut
mettre les fonctions Q et z sous la forme

Q=0 +:Q,,

&

= z,tez.

La forme des fonctions Q (?) et z,(¢) est la méme que dans le cas du mouve-
‘meut principal, aux vitesses constantes sur les lignes de glissement.
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Nous avons résolu ce probléme dans le Chapitre I1I et nous reproduisons ici
quelques formules principales du paragraphe 3. 7, en changeant un peu les nota-
tions.

1 b\/a’~f~il\/b*—a2

Q, = log—.

q, a \/bswf ,

. .
Jo,=A.arc.sin—,
c

Ak
gzjﬁémm@m+#ﬂmwﬁm—www
+LPKH—_——;N)—w+ mgV +“fﬁil ”]%
vk e VI + ke kv + k2 )
. a ct-—b° . a’ R ck?u®
= =, ky = — g e
b* ¢*—a ¢ —a’ S

La distance 2d, entre les segments, leur longueur 2/, et la longueur
2D, = 22R, qui correspond & la circonférence limitant la section normale du

cylindre et qui sert & déterminer le coefficient de la proportionnalité —

, sont
données par les formules suivantes :
Ak . 2
dy =25 002, G, 1y — K
q. | I )
lﬂ:ﬂ[[](,,—_lf_?,/,-'>—l('+ log Vi +ﬁ£‘"f],
q, L le A/ 4 k2 kvt + k2
AVE k3 K K :
Do:KR: \ ) I+2‘1 II(I,’i?,I{)’—I\—f—II(I,-T,Iw')———‘:_—l .
q, K I k, \//‘.z + k2 2

Le probléme est ainsi complétement déterminé.

$ 4. 52. Fonctions Q, et z,.

Appliquons, pour déterminer les fonctions Q, et z,, les formules (4) et (6)
déduites dans le paragraphe 5. 4.
Prenons dans I'expression (10) de %, pour les coefficients m et » des valeurs
spéciales :
\ A

q, Vi R ‘
8 2 2 e _
1—L¥Liilw—u<”_7_ﬁﬁﬂ.

- I’ ) /_

m —=
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Le probléme ne manquera pas de généralité dans ce cas, car « est une constante
d’intégration et m ne caractérise que les dimensions de la partie du plan z occupée
par le fluide en mouvement.

Pour trouver la fonction (, remarquons d’abord que la fonction T(f) a, dans
notre cas, la forme

Vl‘ (t) f— _ 1

\/a’—[’ .

La fonction

. was
7, (¥) = tangh (m + oz)

est une fonction connue de ¢ et {", car, comme nous l'avons démontré dans le
paragraphe 5. 4, il suffit de remplacer y par y,, partie imaginaire de la fonction

connue :. Le long des lignes de glissement /" est égal & o et y, a la forme
suivante :

All /1"’ /{' 2 /.“-’ . — ke
Y :-—'[II<|,*———I___,,k'>——K'+ log\/k + 1‘*"'.\/' h U].
tEm ke, VK + k2 kv + k20

Il est facile de calculer que sur ces lignes

b — 1"

CI —_— tli

; ar
»,(y,) = tangh (E- + a> =
et la fonction Q, prend la forme

. ~+ 2__ 2 ’
Ql:_‘_\/a,_t,/ a bg t,z . -
T —a ¢t —1 ([———t')\/(lz—-tm

En effectuant I'intégration on obtient

b'—r . =¥ l\/a’—t2

T T T2 D ——— 2 2
c*—1 C\/c’——a’ ¢t —1

I

Cette formule montre que Q, reste réel sur toute la frontiére sauf sur les lignes
de glissement, ou

—a<t’<a.

Dans cet intervalle la partie imaginaire de Q, s’annule pour {'=o et {' = + q,
c’est-a-dire pour les extrémités des segments et pour le maximum de 1'ordonnée.

Dans ces points, I'angle de la vitesse reste donc le méme que dans le mouvement
principal.
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La fonction Q, ne devient pas infinie pour ¢ = 4+ ¢, car, en tenant compte du

-signe de la racine \/ a*— 1", on trouve facilement

lim O — _ O —a) 4+ V(e - )
b ' 26 (¢ — @) :

Pour déterminer la fonction z, appliquons la formule approximative (6)

df
o :fef?oQ »j—dl.
' Cdt

La fonction f gardant la méme forme qu’auparavant, on trouve

. A (Ve —r—ityh —a)|eVe —a@ — ) + i@ — 1) tVa —r
q,ac \/c’ —a f

eV nE—p

Introduisons la variable « et intégrons. Aprés avoir déterminé les constantes
on obtient

A

T
(‘ll) Zl:—'(j:.F?E

§ [a, 11, k2, 1) — a,Eu, k) — a,F (e, 1)

2 .2 . R ‘.! 2 )
+i[a,\/_1T"’u""+a_‘ log \/I' 0 +/"\/I i + us‘lg

_ I \/l + e
avec les valeurs suivantes des coefficients «,, a, ... a, :

a, = /;(. R R 4 R — k),

a, =L (r—FK),

a:s fo —/—[/.f 0+— (/{z —_ lrf + /.'ilff> (l —_ /x"/]] ,
4, = ——e [ — (I ) (1 — i)
\//f2 + /1:
/ k"™ \ 5 .
— L [h? -2 — [ , — —, o — 1 | DU K.
a, /1[/1+l (I I)]ll\\l l+k: / I_*_/.,r Yy

Il ne reste qu’a déterminer les paramétres introduits.

dt.
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§ 4. 53. Détermination des paramétres. Lignes de glissement.

Le nombre des paramétres restant le méme qu’auparavant, le probléme est com-

. . , . A
plétement déterminé. Pour établir les relations déterminant F, k, et —, il fau-

drait désigner la distance entre les segments par d =d, + =d,, leur longueur par
=1+ ¢l etladistance D par D =D, + <D,.
On obtient facilement que

A 1

—_ A K2, ) — a,E— K],
d=— el k) — 4k —a K]
: K B4 kb B
[‘:__\_,TL_a[uzll"+a‘log\/ Ll r i +11p,],
q, K+ kF] /1\/1 + ki ‘
A
_—— K2 k) — i ——
b=y +/1 [”(' ) k+”< /2’/> 1

En désignant I'ordonnée maxima des lignes de glissement par L=L, + <L, on
calcule :

A 1 \//t /i' —'— /1
_ ——, — lov “_‘ “+ «a
L, g Tk <“= +oalox k >

Les équations des lignes de glissement étant de la forme

x=x,(l") + x ('),
Yy = Y,() + <y,).

on obtient en séparant les parties réelles et imaginaires de la formule (r1)

AT
=24 %) 2 k) — I
x i T [(v 4+ FD I (u, k7, F)—F(a, k)

1 . )
—_— /v'_ /1' — Y V) — N N
Ek’+/{f la 11, k5, k) —a,E(u, k) aal‘(u,l)]s,

kN & VE + B+ kT —ka
r, —— /\ ‘_/l"\ + h
\//1" +/f1 ' /1 \/l +If'1u
. /)'= 2 ¥ _— fﬂ *
— e ! (a,\/l—/. w* + a, log v +lf‘+___/‘\/l hu +a,)].
\ I \/l - /1:' u* :
Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVI. 8
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Pour passer au mouvement correspondant sur la surface (8),

r=~R+ aRtaugh’-(f—.
_ m

il suftit de remplacer « et ¥ par u et v et de se servir des formules (g).

§ 4. 6. Autres applications de la méthode exposée.

La méthode exposée dans les paragraphes précédents peut étre appliquée aussi a
quelques problémes qui ne nous semblent pas sans intérét. Un de ces problémes,
que nous examinerons briévement ici, consiste en la détermination des variations
des lignes de glissement dues a de petites déformations des corps immergés.

On sait que I'étude du mouvement discontinu autour des corps obliques présente
de grandes difficultés et c’est seulement dans le cas des obstacles polygonaux que le
probléme peut étre résolu complélement. Supposons que la langente le long des
parties de la frontiere, qui restent en contact avec le liquide en mouvement, fait
avec I'axe réel l'angle 6, qui est une fonction de x et de y voisine d’une valeur
constante 6.

0= 10, +<0,(2,3).

Les raisonnements du paragraphe 5. 4 peuvent étre appliqués aussi bien dans le
cas considéré.

11 est manifeste que la fonction Q(f) peut étre partagée en deux parties, Q,
et ¢Q

dont la premiére est bien déterminée et coincide avec celle trouvée dans le cas ou
I'angle 6 est constant et égal a 0, .
On trouve pour la fonction z I'expression

d’ou il s’ensuit que la fonction 6,(, y) peut étre développée en série de la forme

20, 20,
Ol(x’ y) - Oi(wo’ yo) =+ E("L‘q_\_‘,; + A dy ) toee

On en déduit facilement qu’'en se contentant d'une approximation de premier
ordre par rapport & ¢, il suffit de considérer & la place de la fonction 6,(x, y) la
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fonction 4,(x,, y,)- Cette fonction est connue, car x, et y, coincident avec les solu-
tions du probléme relatif aux obstacles polygonaux.
On détermine ainsi la fonction Q, et ensuite z, en se servant de la formule

z :/6’""09 il'idl.
1 ! l”

identique a celle du paragraphe 4. 4.

approximative

§ 4. 7. Déformation d'un plan orthogonal au courant. Variations des lignes
de glissement.

Considérons un segment de droite, de longueur [, orthogonal & la vilesse du
courant a I'infini. C’est le probléme bien connu de Kirchhoff (26).

En raison de la symétrie, nous nous bornerons & I'étude du mouvement dans le
domaine des y positifs. Le plan f se confond dans ce cas avec le plan ¢ et, en
désignant par 2, la valeur du potentiel sur I'extrémité A du segment OA on

obtient

(12) = t—;% L2 JLA + {—A(] —:/—;—> 4+ arcsin \/{:jl’

Le long de segment OA l'angle 6 est égal a z. Supposons que ce segment se
2

déforme infiniment peu et que la forme de I'arc ainsi obtenu soit déterminée par

I'équation

(13) T =zi(Y).

11 est évident que I'on peut exprimer I'angle 0 que fait la tangente A cet arc avec

I'axe des x par la formule

6_—_2_.___ ,
2 dy

ou nous avons négligé les carrés el les puissances plus haules de <.
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Soit, par exemple, OA I'arc d’un cercle dont le rayon R est assez grand pour
que l'on puisse négliger R™. Les formules (13) et (14) donnent dans ce cas

Y = Y

€Xr =, )= — — ¢

2 2 m

’

ou m a la dimension d'une longueur et :— est un nombre trés pelil sans

R
dimension.
Posons

Q) =Q(f) +:Q,0/).

La fonction T(f) étant de la forme

I
_—
VS — o

on trouve pour la fonction Q, 'expression suivante :

dw-
u:_W—,ﬂf‘———L‘ -
=M o (f—w)V3

Remplagons y par y, tiré de la formule (12)

9 (2N ¢
1——— + arc sin — 1,
¢ 94 Pa

et intégrons de o A .. En posant pour abréger

()=

G

RS
>

on obtient pour la fonction Q, I'expression suivante :

Q=1 2?;} [\/c—l+ (\/6~—1—")——6\/'S ——lloﬁf\/+ ‘b(r)‘l

7 G —1I

ou ®(s) désigne l'intégrale

1 2 dJ
<I‘(s):f arc cotg Ve l . i




MOUVEMENT DES FLUIDES EN COUCHES MINCES. 61

qui correspond aux lignes de glissement, el peul étre calculée par développement
en série, La fonction Q, est donc purement imaginaire sur les lignes de glissement,
ce qui correspond & la condition de vitesse constante sur ces lignes.

Appliquons pour trouver la fonction z,, la formule approximative

7, = f e O df .

En séparant les parties réelles el imaginaires, on obtient les déformations des
lignes de glissement sous la forme suivante

[3

J;‘:é?:fn/[n(c—\/c’——l)——\/q’——y«{—c\/c""wllog»\%;_._—j_:"1+‘l)(c): da,
b . . " . 5+ -
y‘:qj::m/[o:'—l+7:(c——|—c\/f:'-—|>—c(c ——l)log\/du———ll———\/c'—vlfl'('c):ldc.

Ces intégrales peuvent étre aussi calculées par développemenl en séries el les
équations des lignes de glissement déformées auront la forme

£:$0+5.1", y:yu+sya'
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