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METHODE SPECIALE 1’INTEGRATION
DES SYSTEMES COMPLETS D’EQUATIONS LINFAIRES

AUX DERIVEES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE, A UNE FONCTION INCONNUE

Par M. G. PFEIFFER (Kiew).

L’idée du présent Mémoire fut publiée en 1926(*). Dés lors, nous avons fail
beaucoup de recherches dans ce domaine et nos pensées ont pris un large essor. Un
rdle particulier provient de travaux s'étendant sur les années 1923-1933 (*).

Prenons un systéme complet d’équations linéaires et homogénes

'\4 (:) :pl + I); p:n— 1 + b; pm#r'e + t + [)/11 pm»-—u =0,
xg (Z) = p~.~ + bf pm 1 + b: pnl—"v:‘. + Tt + [)z pm‘n — 0’

X:n(:) - pm + b:“pmv 1 + bg'pm-%-s + A + b:'pm n == 0’

ou, en abrégé :

n
\.(2) 0z b 2z
(7 = : ) ——— =0
(2 T )
(2) N
g=1
v=1, 2, m

Les conditions pour que le systéme (1), (2) soit complet :
X, (B = X, (B)),
3) Ny ==a, 2, ..., m, L=,

sont satisfaites.
Ajoutons aux relations (1) I'égalité :

(‘/‘) ,)mJ M rapm - + 1“:;pm~. E] + T + Uupuri—n ’

(*) G. PreirFER, Mélhode spéciale d’intégration des systémes d’équations linéaires aux deri-
vées partielles du premier ordre (Bull. de I’Acad. des Sc. de I'Ukraine, t.1I, f. [, pp. 56--6. 1926).
(*) Voir la fin du Mémoire.
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sont des fonctions de x,, x,,...,x, ; alors les relations (1), (4) donnent le
systéme :

Y, (@) =p, + (b, + R e V)P, =0,
Y.@=p, + 0 +60)p, ...+ B+ 020)p, , =o,
6)
Y@ =p, + O+ 610, 4+ D4 D0 )p, = 0.
Y@ =p, ,—0p,,—...—0v,p, ,=oO.

Supposons les fonctions (5) telles que les équations du ‘systéme (6) soient en
involution, c’est-a-dire que les conditions :

Y, (0 + btv) =Y (b + biv,)

[/
7 Ayuw==1,2,...,m, ==,
h=2,35,..., u;
Y, + b)) = —Y (v,
8 vy=1,2,...,m,

h==2.3,...,n

soient remplies.
Gréce A ce que :

Y.(.)=X(.)—bY(...),

v=1,2,...,m,

(9)

les égalités (7) prennent la forme :

Y, (08) + 0, Yy (62) + b5 Y (0,) = Y, (6}) + v, Y, (69 + b Y, (v,),
X, (08) — BRY (B) + , X, (b) — v, B Y (62) + bX,, (0,) — b25: Y (v,)

(o) = X, (6}) — b2 (6}) + 0,X, (6 — v, b2 Y (b)) + B, (v,) — BB Y (v,),
BIX (0,) 4 Y(B) + 0, Y (B1)] = BE[X, (0,) + Y (B) + v, ¥ (b))

De méme les égalités (8) prennent la forme :
Y(bh + biv,) + Yo (0,) = Y (by) + 0Y (0,) +0,Y (8)) + \, (v,) — b1 Y (v))
=X, (v) +Y(p + v, Y(b) =o,
Y(b5 4+ bv,) +Y,(0) =Y (OR) + 65Y (v,) + 0, Y0 + X, (v,) — b5 Y (v))
=X, () +Yp+v,Y0")=o.

(11)
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On voit que les relations (7) sont des conséquences des relations (8).

Le systéme (6) est un systéme jacobien, si la derniére des équations (6) est en
involution avec les m antécédentes.

En vertu de tout ceci, les fonctions (5) doivent étre la solution du systéme

d’équations linéaires, en général, non homogénes, aux dérivées partielles du premier

ordre :
N, () == —Y(h) — v N (b)),
X, () = = V() —v N (b)),
(12)
\,(v)==—Y (b'?") v, Y ",
c=2,3,...,n,

avec n — 1, fonctions ().

Le systéme (12) appartient au Lype des systémes jacobiens généralisés & plu-
sieurs fonctions inconnues, qui ont été étudiés par M. N. Saltykow (*). Son intégra-.
tion est équivalente a l'intégration du systéme d’équations linéaires, homogénes
aux dérivées partielles du premier ordre d’une fonction inconnue :

(J)-%Jer ————~E[Y(bz> +0,Y ()] %:o,

2
g=1 =1
f n
. N S 2 ‘ 2 2 ‘f .
ap  AD=mo TN v,,H,,'"E YOOI 5 =0
g=1 =2
d N
7,,,(f)_. o ,,——24 YD+, - =o.
g=1 s=1 )

Avec les conditions (3) le systéme (13) est jacobien. Pour s’en convaincre, pre-
nons deux équations (13) quelconques :

n

(=N 00— N W S,
: o,
(14) o
20 = N0 - N =,

=2

(*) N. Sairykow, Etude, sur les intégrales d’un systéme, des équations différentielles aux déri-
vées parlielles de plusieurs fonctions inconnues (Journ. de Math. pures et appliquées, 1897,
t. I, s. 5, pp. 423-428); Recherches sur la théorie des équations aux dérivées partielles du
premier ordre d’une fonction inconnue (Kharkow, 1903, pp. 68-76).

Fac. des Sc.. 3¢ série, t. XX VIII. 28
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. . _ W, Wiy b
o N (B NNy M .,,_\‘ v - Y . 1
5) M= Y (b)) + 0 Y (b)) = |+ —= Mg >+v,,<\ Oy — )

On voit immédiatement, qu’en vertu de (3) :

Z,(b)) = Z,(bY),
(16) Lhk=1,2,...,m, ik,

v=212,3,...,n,

attendu que :

(17 Z,(b5) = X, (b)), 2,65 = X,(6%).

Aux identités :

Z,(M) = Z,(Mb,
(18) i, h=1,2,...,m, iFk.

v:2,3,...,ll

nous parvenons de la maniére suivante.
Gréice aux liaisons :

n .
M
H—x. (MH— W : .
(19) Z,(MY) = X,(M) — Y [Y(55) + v, Y (b%)] o
et :
WM b, W
—(\:’:2—<t\xnz+efvv me+?>’ Z::{:Vy
(30) _ ‘ ,
IM! ! N -
b, QL mg +o Nt +Y (b)), e =y,
ona:
A, o [ 208 W\ vy
(1) 2,(M) =X, M)+ E A (b'e) + [‘?Y( )l i . dm, —Y(6,)Y (b)) — o,

2==12
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ou :

(22) w =", Y(bf)Y(b:)

est une expression symétrique par rapport aux indices i, k.

Puisque :
b ! [ bi W\ ey, W \
. VTN G kv S by ) i
(3) XM= <\_7c—>+ E by} (\ o.rz:mv,> T [\ (b:c,i/ v }J by \w‘"@m ./
k/ g=1 q _ g:‘. 90
el :
\bi \b‘ i
\X(b)_Y< >+Eb <—> V\(b’
m-g m tg
g=1
(24)
. N b \
YX, (b)) = \ (————-’—\—Fybklk d Z\(b
\‘\ -7;/{ / m-‘r/ m g
g=1 g=1
on a :
. ’ 2b 2 ;
(25) X M) = — My ) S 3 Y (0F
m-+-f) m-q
=1 g=1

ou, en vue de (3), @ est symétrique par rapport aux indices i, & :

(26) S = YX, (b)) + 0, YX, (b)) = YX, (%) 4+ v, X, (b").
11 suit :
\[)i ( )i ‘ /)i
7 M opk . _ k o V) Ry 1
Z,(M) = & =Y (b)) 5 — 0. N () 5 Z Y (b o, \ Y (b5 v
(27) ! b " \bi

_\_[\(b*)+v\<b)] ++v M (b")—}—v\(/))]——;—\(b)\(/;)-—u

L=2 L=2

= —=Y(BHY ) — e YUHY () —Y Y (b)) — .

L’expression (27) est symétrique par rapport aux indices i, k; de la suit que
les identités sont exactes.

Ainsi, d’aprés les conditions (3), le systéme (13) est jacobien; ses intégrales
indépendantes seront désignées par :

(28) f /N“'leu'
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l’intégrale générale du systéme (12) sera :

‘l)f (l./;, Sor oo os ‘/;") == 0,
DS for i f) =
(39) . ‘(~'/2 ‘/3 jcu)

(l)n(t.f-:' -/:é’ st ./;n) == 0,
D(@,, d,, ... D)

l

{30) o
ba,v,....,0) "
$,, d,, ..., b, étant des fonctious arbitraires.

Sous les conditions (3) le systéme (12) posséde toujours une solution.

En intégrant le systéme (1), nous conviendrons de chercher, généralement,
I'intégrale compléte :

(3[) 3:(}(%‘ “I":' D ?n’ Ct’cz’ ’(.//rq)’
b L]
DI\/J > v \,

(32) - i Cin/ :lF:O,
Dic.ec,, ..... y o)

ot o, 9,...., ¢, sont les intégrales i.ndépendantes du systéme (1); en particulier,
I'intégrale compléte la plus simple(*) :

(33) =0 o €., .o+ CaPu + Coyn

Puisque le nombre des intégrales indépendantes du systéme (6), dans le cas ot
les fonctions (5) sont les solutions du systéme (r2), est moindre, d’une unité, que
le nombre des intégrales indépendantes du systéme (1), c'est pourquoi, en inté-
grant le systéme (1), on n’a pas besoin de chercher I'intégrale générale (29) du
systéme (12); il suffit de prendre une solution particuliére, qui contient une seule
constante arbitraire, soit ~ ’

(X}

g oy " ~r ==
vz — Vs ('Ll’ "LE’ ’ mone »1) - Ua_» !
v, =Y (k6 x F) =
P 3 ERE ? w--n? (XS 3
(34) '
U" == ’TJ” (‘1’1 ’ ‘Uﬁ' H ‘Lm n? Yl) — UH

(*) G. PrerevEr, Sur les intégrales complétes des équations linéaires el des systémes d'équa-
tions linéaires aux dérivées partielles du premier ordre d’une fonction inconnue (Ann. de
Toulouse, s. 3, t, XXIif, p. 162, 1930).
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La substitution de la solution (34) au systéme (6) donne un systéme jacobien :

Z| (Z) - pg + (b;. + b: us)pmr‘—'.' + v + (bl‘l + b: un)pm—: n =0,

Zm (Z) - pm '%" (b;" + b;” us)pm» L] + Tt + (b:ln + b;” ”n)pm-“n =0,

Zm~‘ I(Z) =Pups WPy ™ - — Py, = O N

.

(3%)

avec le paramétre v,. ,

En appliquant, au systéme (35), les mémes raisonnements et ainsi de suite,
nous parviendrons, aprés la répétition, faite n — 1 fois, a des opérations du méme
caractére, au systéme jacobien : .

“‘(Z‘, - p1 + slp”l"”, =0,
(B6)

dont les coefficients contiennent (n — 1) constantes arbitraires vy,, v,, ..., v,_,-

L’'intégration du systéme (36) est équivalente & I'intégration d’une équation aux
différentielles totales complétement intégrable :

(37) dwm-«\-n = S‘d.’L" + S:d‘l:z + e + sm+n—ldmmr%~u—| °
Si I’on désigne son intégrale par :
(38) WLy, Tyy ooy Tops Yor Yar v o9 Yues) = cODSL.,

l’intégfale compléte du’ systéme (1) est: .

(39) z= Yuw + Yn«H :

Le systéme (36), pour lequel sont remplies les conditions :

H,. (s, ) =H L(S‘,") y
(40) (Su '

Ayuwz=1, 9, .. (mbn—1), rFEu,

peul étre intégré de la maniére suivante.
Eun ajoutant. aux relations (40), la relation :

([l'l) pm—%n:_‘P’
ou v est fonction des variables indépendantes, nous obtiendrons les équations :

(['2) pq == 315{4, p., = S8,%. R pm+u__g - sm,A n—1P> p,,H_” —_ — 9.
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La fonction 3 sera déterminée de maniére que les conditions :

2(s;9) dy
—i T,

(43) g\xm_' n Dwi

i=1,2,...(m+n—1),

soient satisfaites.

Grice a ce que les relations :

2sig) _ A(sut)
(!Ill) &‘-’EE‘ - X, ’

rop=1,2,...(m+n—ri), e,

v

sont des conséquences des conditions (40) el (43), la fonction v =,%,, Ol o, est

une solution du systéme (43), présente un multiplicateur intégrant de I'équa-
tion (37) :

dz =, o,(s,de, 4 s,de, + ... 45, do,
(4%)

T =~ A
~ 7 B R

- ’l"cm—%w) =T dw ’

Le systéme (43), ce qui est la méme chose :

R s,
— T ; el R
([|6) ‘\xi ')‘EnH—n L“I’m--s-u,
i=1,2,...(m+n—r), § = log .

est, en vertu des conditions (40), un systéme complet d’équations linéaires avec des
seconds membres ('); il a toujours la solution o,.

Il arrive fréquemment que les solutions (34) du systéme (12) se trouvent faci-
lement par conjecture. Quand le systéme (12) est homogeéne, sa solution :

(47) v, = const., v, = const., RN v, == const.

méne & un nombre infini de solutions (34).

Nous avons parlé de I'intégration des systémes jacobiens. Tous nos raisonne-
ments et la méthode indiquée d’intégration sont applicables aux systtmes complets
d’équations linéaires avec seconds membres et aux systémes complets d’équations

linéaires non homogénes.

(*) E. Goursat, Legons sur Uintégration des équalions aux dérivées p-rtielles du premier
ordre (Paris, 1921, pp. 89-94).
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Exemple. — Considérons le systéme jacobien :

o, £y
’\Kk:):p:;+—d_;-p2+1)c:()’

. £, — &,
(@) N,@=p, + L;w“—‘;‘[), +p,=o0,

o £y x,

‘\s(z):[)s+a_ pg——;[)l:o‘

Ajoutons aux équations (z,) la condition :

(u’) P, — }“/’Utpl + WL Pg=—0.

Les égalités (2,), (2,) donnent le systéme :

\’:«(z) - I):} + }\‘Cspl —{— (l - \U'J;S‘)ps =0,
Y5(Z> =Di— )‘('”2 - ws)pl + [‘ + .u'(m: - "L.s)]pa =0,
() (

Ys(:) =P + \./“,I:s - %)pa —uwr,p,=o0,

Y (Z) =p,— -/‘xcpx T L P = 0.

La derniére équation (x,) esl en involution avec les trois premiéres aux con-

ditions :
z Y (1) +xY,(») =o, (¢, —x)Y () —xY, () = o,
he, . . ;s
@) z. + e, + 2 Y(O) + 2 Y, (1) =o,

wsY(P‘) + '/L.LY‘u(r“') =0, (wg - m;)Y(P') - x.Y‘(!‘-) =0,
v, + e Y (1) + xY,(w) = o.

Les relations :

du L
(2,) — — =dx,, — = x, + consl.
2 2
permettent de prendre :
1
(@) : b=
J"!
la relation :
o dx
(G,) ”—.’— + 2 3 — o]
A X
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donne :

. ¢
(aa) A = E .

Ayant substitué (x,), (z,) & (z,). nous obtenons le systéme jacobien

X14<:) - P;, + ”‘f— [)‘ = 0,
X J) = ¢ N e .
) ‘(.,) - p‘ - E('L‘Q 7— "“5)[)« ha Tpm =0,
CIy o Ly
s _ == 0,
2 !p! J.'n p‘

p
\.(2) = [
+(2) p,+\x5 .

5

()

- cx, &, .
A\ (@) =p,— @ Pt pe=o00).

En ajoutant la condition :
P+ xmp, =0

(,0)
aux équations («,), nous viendrons au systéme

Y, (z2) =p,—c=p, = o,
\‘“‘(2) =D, + ['ce + C(.’lfg — -”(;5)7’:] _g.L = 0,
\7:

- T, cx,
\‘(Z):lh—l'?‘*—(—-w_—«x‘/ [).i T O,

(2,)
y x,
‘,(Z) :pz + ._l‘_(l + cr‘)l)r. = 0.
Y (2)=p, +x,mzp, = o(*).

La derniére équation («,) est en involution avec les qualre premiéres anx con-
ditions :
Y (=) +x.Y,(x) = o, cle,—r)Y(=) — Y (=) = o,
— J}l>\(7) +xY, (%) =o,

cx X (z) =

(2,,) :(WM“(C’:‘

D’aprés la relation :
d= de,
prrar

(,9)

(*) Les symboles X (...) en (x,) sont différents des symboles X (...) en (x,).
(**) Les symboles Y(...) en (2,,) sont différents des symboles Y(...) en (2,).
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nous prenons :

((l“) i :m

La substitution de («,,) & («,) donne le syst¢éme jacobien :

¢
p3 f-’l)‘ ___071)5207
" Ju,—c Y
b, Jr,—c¢ Pe=0
-/)xs—wi —
(2,5) P T P
o
pe ./:7:5 c ps ’
x,
p+———p =0,

! Je,—c¢

dont l'intégration est équivalente a l'intégration de I'équation aux différentielles
totales :

(2,,)  (fo,—c)de, = x dx, + fuc,dec, — cdic, + (fic,— c)dc, — (fx,— x,)dx,.

L’intégrale de I'équation (x,,) est :

x,(fe,—¢) = x,x, + fe,x,— c(x, + x,) + const.,

(2,,) .

S(@ e, —x,x,) — c(x,— x, —x,) — 2,2, = consl.
ou :
(1‘.) "\4('1:6&.5 - wzmb) + Az(ms - 'l‘:l - xl\) + '1:1 ‘Ta + A:t =o.

Les intégrales indépendantes du systdme («,) sont :
(am) ¥ =L, —x,x,, Yy = Ly — L, — X, Yy =L,
L’expression :

(alu) = C)(‘Tcxn - xzwh) + Cz(ms — X, '770) + C::xfr.-s + CA

est I'intégrale compléte du systéme («,).

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XX VIII. 29
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L]

Les coefficients du systéme jacobien (35) dépendent du paramétre v,.
Si nous I'écrivons en la forme :

Xl (Z) :pl +b:pm+1 + s + blllp"l—' = 0,
X?. (Z> :pz + bf pde + te + bl2l prrH—n =0,

Xm(z) - pm + b:."p'm—ﬂ + ¢ + brpnh! n = o,

\(Z) == p1n~11 - us pm—‘r! T T un pm—%—n =0,

(48)

nous obtiendrons un sysiéme des systémes complels successifs(*), dans lequel seule-
ment la derniére équation contient le paramétre v,.

Pour le systéme (48) sont réalisées les conditions :

LY, (20— X, N, (2) = o,

4
(49) i, h=1,2,...,m. i3k

X, Y@) =YX, (2) = —Y() Y(z2) =, Y(2),

X, Y(z) —YX =—-YbOYR) = Y2,
o) X Y(2)— VX, () = —Y(b) Y (2) = , Y (2)

XY () =YX, ()= —Y(6])Y(2) = p,Y(2).
ou :

n, = —Y(b)).
(31) .
i=1,2,...,m.

Nous serons convaincu de la justesse des relations (50), en vertu des identités

N,() + YD) = —u Y,
(52) 4 ? ?
il=1,2,...,m, c=2,3,...,n.
En effet :
X.Y(2) —YX,(2) = —Y(b))p,, ., — Z [X,(«,) =Y ()] Py,
(53) , - ,
= YO Prss— D, UyPy, | = —Y(B)Y(2),
{=1,2,....m.

(') G. PFEW¥FER, La généralisation de la méthode de Jacobi de Pintégration des systemes
complels d’équations linéaires et homogénes; généralisalion des recherches correspondantes de
Clebsch (Acta math., B. 61, p. 215, 1933).
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Désignons les intégrales indépendantes du systéme (1) :

(54) X,(z) =o, X,(z) =0, R \,(#z)=o
par:
(55) Pir Pos o000 Yy ?:LEAL

et admettons que : ,

(56) Y(¢) ZE o:

alors la transformation infinitésimale :

Y (2)
Y(9)

CY)) 7(2) =

est l'opérateur (*) du systéme (54), c’est-d-dire I'opérateur qui permute les inté-
grales du systéme (54) :
Z(C_D‘) = “, k?l ’ ?2’ """" ’ :A:‘ll"l 4 :P’ Yc) ’

Z(?’) = (l)!((P‘ I y Cuis o, Ya) s

(B8)

Z((l"n—-a) = mn-:(q’ﬂ ?l’ Tt ?u—a ’ "?’ .‘,‘ ’
Z(yp,)=1.

(*) G. PrEIFFER, La généralisation de la méthode de Jacobi, etc. (Acta math., B. 61,
pPp. 211-215.
En substituant ¢ dans les connexions (49), (50), nous recevrons les identités :

X, Y(o)=up,Y(p),
X, Y(o) =, Y(9),

XnY(9) = umnY(9),

ce qui est la méme chose :

X, (logo)=—uy,,
X, (logo) =—u, ,
Xm (log 0) = — um,
g = I
Y(o)

L.e systéeme :
\4(Z>:O' \’(2):0, ) '\m(z)z()* Z(Z):D‘Y(Z):O

(Voir suite de la note page suivante.)
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Les intégrales (55) ne contiennent pas le paramétre v,, mais l'opérateur (57) le
contient.

En cherchant la fonction :

Yoo " Yu—a® 7 u)

(59) (¢

'

de maniére qu'elle soit I'intégrale du systéme (48) :

(6o) X, (z2)=o, \,(@>=o, ces X,.{z)=o0, Z(z) = o,

autrement dit, en intégrant I'équation :

Q6 h A 26
(6!) — o, + o, 4.+ ©, =0
\EA dy 0y do
! i v — ]
et le systéme :
. do dy dyp
(bﬂ) [ S .::”.:_&:d?,
l')( ("e - (-)"

—1

nous trouvons que les intégrales indépendantes du systéme (48) :

(63) b, oL

ont la forme :

".'Jx - 64 (?i YT ’ :‘?n——l ’ :?n ’ .2’1) ’
S, — o

(6[}) Yo — 65(?1 LA * Y- ?n ’ ‘(1) ’
Yn—1 — 6“_‘((‘04 ) Tn—t ’f’n’ |’|)

est jacobien ; outre le caractere (49), il posséde le caractere :
X,%(z) — ZX,(2) = o,
j=1,2,...,m,
qui meéne aux identités :
X;Z(g) =o,

j=1,2,...,m, i=r1,2,...(n—1).
Les expressions :
_ Y(9)
(t)"‘ Y(?) ’
i=1,2,...(n—1)

sont les intégrales du systéme (54) et, par suite, la transformation infinitésimale (57) est
son opérateur.
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Exemple. — Les intégrales indépendantes («,,) du systéme (,) sont connues :

(pi) DT AL, XL, b, = Ly — Ly — XLy, ) ¥y =TT

] [ et 2

En écrivant le systéme (z,) sous la forme :

N2 = p+ g bp =0,

4

(‘/E-z —— ms)

3

‘\A(z):pAw pz+p5=0’

®)

X, (z) =p, 4

3

Ly x,

. piv‘- —pi =0,

Y(* — (:m‘ + X, .
") ’—la wzpa ',L,Hps‘_"o

-et tenant compte de ce que :

X
Y e L
®) @, o,

nous trouvons, laissant de coté le multiplicateur constant — ¢, que la transforma-
tion infinitésimale :

x c
I(z) — 5 p
(&) @ =P PP

4

-est l'opérateur du systéme (z,) :

Z(s,)=o0,
(165) Z(‘.".) =1,
Z(s,) = —c
L'intégration de 1’équation :
AL L] AL}
. . 09‘5‘*—1\5, -_Cba =0
et du systéme :
dz, dy, dy
(ﬁq) — = — = LE: ’
o I —c

(nss) '4/1: P = Lx, — XX, "Li: ;3+c:,7’:a:‘x,-é-c(we——x“—x‘).
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Ayant les intégrales indépendantes (4,) du systéme (#,), nous récrirons de nou-
veau le systéme («,,) en forme :

c
\ == —_ =
a(z) p:z + ‘1’.5 pa o,

) . c . X,
XL(:) :p‘_?(ws—‘ws)pq =+ ?ps: 9,

5 5

4 X, ()=p, + (B BN, E,
(A 9) , 5(,z) ps + \ .’L" w,-; )pl ..1;5 ps 9,

5

. cx, x,
xz(z) :pz—?po +;ps =0,

3

X
Y(z2) = —2 _p =o.
(ZI p1+fxl_cp‘ O

En tenant compte de :

S
(.Bw) 4 Y('\L:) — m ﬁ: o,

on trouve, laissant de coté le multiplicateur constant f, que la transformation:

infinitésimale :
fx, —c¢ 1
7() =L © —
(®.) @) e
est 'opérateur du systéme (o) :
VYAQ) ) =i,
(%.,) &,
) Z(y,) =/
L’intégration de I'équation :
Al AL}
RREAR v, "
(Bia)
dl
dy, = 2,
s |
donne l'intégrale du systéme (z,,) :
(ﬁu) fa = f(wcws - wgwA) - C(-’E. — &, — ZC‘) T,

qui méne immédiatement a U'intégrale compléte (x,) du systéme (z,).
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La méthode spéciale d’intégration des systémes complets d’équations linéaires
aux dérivées partielles du premier ordre a sans doute un joint avec la méthode de
Jacobi-Mayer (*) et sa généralisation (*). C’est pourquoi nous appliquons la méthode
de Jacobi-Mayer et sa généralisation a I'intégration du systéme (1) :

F‘ = ‘L(z) :pi + b:prmH + st + bflpm—&—u =0,

[=1,2,...,m,

(65)

non sans quelques variantes. En ajoutant au systéme (65) la relation :

(66) ./.:f(wﬂ ""wm’ wm»‘——l’ ""‘L‘mm—n’ pm—H’ tt pnl4—n):a’

exigeons que les équations (63), (66) fournissent un systéme complet. Pour cela, il
est nécessaire que les parenthéses de Poisson :

n n

N a. Y N o

- — — b’ —_— 4 —

(67) (Ko, /) N + Z 1, ; E Z x,, . ; Prn Mo ©
j=1

J=1 \h=1

L= 1,9, ..., M,

soient nulles en vertu des relations (65), (66). Puisque les relations (67) ne con-
tiennent ni p, ni a, elles doivent étre nulles identiquement.

Le systéme (67) est jacobien(’). Il posséde an intégrales indépendantes qui
peuvent étre linéaires en p,_.;, peuvent ne pas les contenir, mais peuvent aussi étre
non linéaires en p, .. La derniére circonstance est évidente, une fonction des inté-
grales étant aussi une intégrale. La marche ultérieure des raisonnements est claire.

Exemple. — Intégrons le systéme (a,) :

X
p,+="p,+p,=o,
mi

r,— Ly
) Py ———p, tp, =0,

4

(*) Ed. Goursar, Legons sur Uinlégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre (Paris, 1921, pp. 266-293).

A. Forsyru, Theory of differential equations (Cambridge, 1906, vol.V, pp. 117-131).

(*) G. PrEIFFER, La généralisation de la méthode de Jacobi-Mayer de Uintégration des équa-
lions non linéaires et des systémes d'équations non linéaires aux dérivées partielles du premier
ordre d’une fonction inconnue (Acta math., B. 61, pp. 239-261, 1933).

() Ed, Goursat, Legons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
ordre (Paris, 1921, pp. 274-275).



298 G. PFEIFFER.

En ajoutant I'égalité :

(Y!) ./.(wﬁ’mz""’xﬂ7 pl‘p-;’pe):n')

exigeons que les équations (v,), (v,) fournissent un systéme complet :

; . of x, NA hYa
MW=t Y T
) df —x 2 )/ oo
W Y=g EsRd YV RV
avc‘ x, o, &, x, op,
YA J YA J J
Z(f):iﬁ_fi_f_i_“_‘/_ IL_/__&_'/‘__()

M, - ox, dx, X, dx,  x dx, x, p,

Les intégrales de la premiére équation du systéme jacobien (y,) sont :

(Yu) ?3:'1747 ?b:'rl’ ?5__'7;:.' ?5:p,v ?7‘:1)57 '7"5:]);;
et :
(Ys) 9, =L, — X,x,, Y, = L, — X, .

¢,, ¢, étant les intégrales du systéme :
x, dx
(Yc) ' dw:« = be t= (lmc *
Attendu que :
Y(9,) =%, Ye) =1,  Y(g)=1, Y (g) =1z,
(1,) v 4
Y(o,) = V() =Y () =Y (s,) = 0,
les intégrales communes aux deux premiéres équations (y,) sont :
Ys) "ALA - )‘?3’ ';‘5 = ?a‘ '.'Jr, == :.;u‘ 'LT = 7,
et :
(79) '?“4 T Y Y ':Jg = YT Y '?“:: =

Y,, 4,, b, étant les intégrales de I’équation :

VBV VR
(v.) YO) =g, ~— +— -~ + L =0,
‘\'&4 D:.De ‘\?1 i VY
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ou, ce qui est la méme chose, du systéme :
ds 9.do
T —— g —— AT
(Yu) . d‘fg - (’17’5 - N .
s bl
Yu que : /
K7
X 7 7 — 3
\‘((‘?4) = %, L(?q) -_—=
(1))

et, par conséquent :

‘ i) Y
) =—=, Z(h) =1, Z(y) =
(Yas) "P"

L(y)="70) =12(y.) =

les intégrales communes aux trois équations du systéme (y,) sont

o — f‘. = Yy = AL, — XX,
(“‘) 1 — > ’ T‘?
fs = Y= % ¥ =T, — X, — X, fo = ¥s— T
7s
et :
U o
/{1:';“"!’5_?3‘95:'7“‘«:”5' '/1_._621_5:124
(4.0 Vs s Ly
15
K L — e . 5
/3_‘1’7+f3‘s—'f:x+ ; =p, + p.,
T4 Z,
Lo Lo 7. €tant les intégrales de U'équation
b, 26 L] Lo 20 0
v ) 7)) = — 4 — 4 | Ts — —o0
R B N TN DA Pt
ou, ce qui est la méme chose, du systéme
o Wb hdd  dy,
R _'}L‘ g3 ‘7,46 I """7"5
On peut prendre I'égalité (y,) en diverses formes
p P x
(' 2 =aq Y =a ’ e} b
{43) x, ’ , P + = P, a,

linéaires aux dérivées et aussi non linéaires.

Fac. des Sc., 3* série, t. XXVIII.
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Profitant de la premiére relation (y,,), nous passons du systéme (y,) au sys-
téme :

pP,— dL, =0,
P, +pa + ar, = o,
() p,+p,—a(x,—x,)=o,

xl -
ps——x—p,-{—ams:o.
5

En ajoutant I'égalité :
(Yn) f(ma’wz"""l’.a! P.,P‘):by

exigeons que le systéme (v,,), (+,,) soit complet :

X, ()= \\i —0, X(f)= %“L \‘i o
(a0 o o .
Y(f)=3‘\;/‘—+%:o, Z(f)=:i¢”;_:%+%§)[’__,a;l{‘:0.
Les intégrales des deux premiéres équations (y,,)(*) sonl :
() B=a.  wm=a,  n=o. e=p.  s=p
et :
(Yas) 9, =X, — X,

¢, étant l'intégrale de I'équation :

(Yu) dws p— dacs .
Puisque :
Y(e) =1, Y(e,) =1,
(Yse)

Y(s,) =Y(¢,) =Y(o,) =Y(¢,) =0,

les intégrales communes aux trois premiéres équations (y,,) sont :

(Yse) L, =1,. Y, =9, Y= 9, b= 9,
et :
(‘A’l'l) ';l == ":li - :?3:

(*) Les 9, ¢, 7 nouveaux ne sont pas les mémes que les précédents.



SYSTEMES COMPLETS D’EQUATIONS LINEAIRES.

Y, est I'intégrale de I'équation :

26 L]

28 ——+ =0,
Cr) 29, Jg,

ou, ce qui est la méme chose, de I’équalion :

(729) . d:p’ — d:?:x .
Dés que :
Q?’ 7 s o
=T = Z(y,) == i(0,) — —
(Yao) Z (?’) :‘D‘ ' Z ((P‘) " (?5) ?‘ ’ / ( ‘) a,

et, par conséquent :

"Ps "Jn -
Z = — =, Z's:’ Zv‘-——._.__’ ZJJS——-__ s
(Y:u) (\P’) “Pa (‘}/) ] (‘P) ! 3 (‘ ) .
Z('\ba =o0,

les intégrales communes aux quatre équations du systéme (y,,) sont :

. —_— ), —— sy e, — JE— —
(Yn) fa = Y1 T Yy = Xy Z, &z,
et :
\ Y, Oy
=) = , — » — Ys __ U5
/u_".l's‘fs_‘.g:“fn_"rrﬂs' fo — v -
(Yss) v 74
/2:'Ls+(l‘}’1:’7’s+a?" :pa+a"‘.5’

Y4 fa» % €tant les intégrales de I'équation :

b, M 0w, A0 2
(1) =T T

>

I

|
—
-&

w

ou, ce qui est la méme chose, du systéme :

o YAy, At dy,
£l — ¢ T3 ) -

Profitant de I'égalité (v,,) en la forme :

(Yu) p,+ar, = b,

231
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nous passons du systéme (v,)) au systéme :
p,—ax, = o,
p,+b=o,
p,—ax,+b=o0,
(vs)

w!

p,—-—p +ax,=o,
ml

P + aws——h\: 0.
En ajoutant la relation :
(‘1’3:; ’ f(.'ﬂ”.'l;!,...,ms, px):c’

exigeons que le systéme (v,,), (v,,) “oil complel :

R df : M
X‘(‘/)Z—S";T:U, \2(‘/')::—0—:'11:——_-—0’
Graw) '
: Q . J X
N

i39/

Les intégrales du systéme (v,,) sont :

(Ym) g X, X, , v, = &—

1

l

Profitant de la relation (v,,) sous la forme :
() p, = cx,,
nous parvenons au systéme :

p, = C¢x,, p., = ax

p3:>_b‘

e

(Vae)

.
X)) =L =o,

Y

=o0.
Ly (\pl

p, = ax,—b,

p, = cx, —ax,, p,=—ax,+b.

\insi on trouve que I'intégrale compléte du systéme (y,) est :

(Ye) Z

Son intégrale générale est :

(Yo 7= b(w,n, — .o, L —IL =L,

ott @ est fonclion arbitraire des arguments.

a(e,a, — xr) + blag —w,— o) 4 crw 4 d.

JCI{L':;) )



SYSTEMES COMPLETS D EQUATIONS LINEAIRES. 233
En intégrant le systéme (65) d’aprés la méthode de Jacobi-Mayer et sa générali-
sation, admettons la supposition que la relation (66) est linéaire en dérivées
pm-: [ pm-'r:' crce pm.—‘—n (‘)’ alOl‘S
(68) 1/.: l’(z) - aqpm{ 1 + a2p171+z + ce + anpm-'r-n =a.

Les coefficients :
(69) a,4a,, ..., a,

sont des fonctions des variables indépendantes; alors

n

of E da,
Dx,. - ‘\m.’ pnn—h’

(]
(70) =
l=1,2,...,m;
n
f E da, .,
— m-h? — %
(7 I ) ‘\wm - A Dme i apml;
=1
J=1,2,...,n.

Ayant substitué (70), (71) dans (67), nous trouverons :

n

- n
da, /.. da b}
—t 4 b —Lt - _qa, =0,
Z ‘\‘/L‘i ZJ 4 an'_ ; 7y Puin

M

(72)

- i metj
i=1,2,...,m,
ou, ce qui est la méme chose,
n
(73) Y K@) =Y)Ip,., =o,
= l=1,2,...,m.
Attendu que les dérivées p, ., p,., ..., p,., dans le systéme (67) sont d;:s

variables indépendantes, essayons de satisfaire les systdmes (72), (73), en apprétant
les coefficients (69) de telle maniére que soient remplies les égalités du systéme :
X, (@) =Y(;),
A\, (a,) =Y(b}),
oy
X, (@) =Y(by),

h:l,z,...,ll.

(*) On peut aussi faire une telle supposition au cas ou le systeme a intégrer est un
systéme complet d'équations linéaires avec des seconds membres ou un systéme complet
d’équations non homogenes.
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Le systéme (74) est le systéme jacobien généralisé, dont Uintégration est équi-
valente a I'intégration du systéme d’équations linéaires homogénes :

\f+\\ of + \w 2b; )U

]
o 2T, = @, | o,
(79) " ; n ;
NS RY) ', o\
R a E R DI el b ratad
: I, o, gocm+j da,
J =1 J=1
=1, 2, , m,

(76) | ol

Montrons que d’aprés les conditions (3)

X, (b)) = X, (),

(77) i h=1,2,...,m, ik,
v—=1, 12, , 1,
B bbf b 26! (ot b \‘ bk
9 S=ae Y _ My
(7 ) ( ) /. ox ~h ( ) ‘fL‘ - h ‘\xmv‘h ’
h=1 Je==1
desquelles sortent les identités :
N A e
- Mb) = ——Xi(b).
g g
(79) Lk==1,2,....m, e
v=1, 2, , 1, g =1, 1, L1,
27 o / LR} [N
¥b; NI '/ My, 26
X, (b)) = +- \b* + - )
kN h . N
m-g Dmk‘\xm g I“ A mp- h"xm ‘y o mog S o
t=
(80)
2 N b* N
X, (bY) = +Z ), :
bwnw I ! \"C \‘Cm " \‘1")” h‘mm g ‘\‘I"m _(/ b"‘m I

le systéme (75)-(76) est jacobien. Pour s’en convaincre, prenons deux équations

(76), n’importe lesquelles :
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Z.(f) = X, j>+zv<b Y

h=

(81)

Z,(f) = X,() + LY(b o=

h=1

D’aprés les relations (3)-(77) nous voyons immédiatement que :

Z,(b) = Z,b)),

(82) iL,k=1,2,...,m, ik,
v—1, 2, ,

parce que :

(83) Z, (b)) = X, (b)), Z,(b%) = X,(b}).

Aux identités :
Z,Y(b) =Z,Y (b)),
(84) i,k=n1,2,...,m, ik,

nous parviendrous de la maniére suivante.

Dés que :
Z,Y (b)) = \Y(bl)+2Y(b)—\(b)’
h=1
N V(b))
TR \ v L= -
Y(bv)_Zaa"‘K, (\(l, _BJ,‘ ‘,,’ Y(b)—‘Za
g=1 ’ l " g=t
n bk b
. h
E Y(b/z) E e 4 \a; 0T, .
h=1 "
n i (¥) n i
. awi O b . 2b;
X Y(bf _ a X < " >:t a/ v bk ¢,
* ) ; v ‘\xmm// ! ‘\mk0$m-¥y + E " axm“thxm"Lg ,
g=1 g=1 h=1
L N " Y bk db!
ZYOb) = Y a | —— b V S
' ( ‘) y§l g[ ka ;\wmf»!/ +h§ < ' Dwm*hbxm_}g + bxm*g bxm+h >] ’

(*) On doit avoir égard a ce que, dans les équalions (81),
bles indépendantes.

a,, a,, ..., a, sont des varia-
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nous avons, par (78), l'égalité ;

0 .
. X, (b))
(85) ZYG) = Y a,—
g=1 m--q
el I'égalité analogue :
, W)
(86) ZY () = ) a,~—=

m--q
g:]

De 14 on voit qu'avec les conditions (77) les identités (84) sont justes.
Ainsi, aux conditions (3)-(77) le systéme (75)-(76) est jacobien ; le systéme (74)

a toujours une solution.

Attendu que, dans la relation (68), entre la constante arbitraire a, il suffit de
prendre pour les coefficients (69), en intégrant le systéme (1)-(65), par la méthode-
exposée, la solution particuliére du systéme (74), ne contenant pas de constantes

arbitraires.
Exemple. — Intégrons le systeme (a,)-(y,) :
o x,
\(@)=p, F z P +p, =0,
. (c, — x,)
(84) xb(z,):ph_ P. -+ D,

T,

) x, x,
N@=p+P—

D=

En ajoutant 1'égalité :

(3.)

=0,

0.

Y(Z’) =ap, + a,p, =+ wp, = a,

exigeons que les équations (3,). (3,), fournissent un systéme complet.

Les coefficients :

(CH) 4. a

17 e e

doivent étre les solutions du systéme (74), qui d’apres :

x
3 ___ 3 -3
b:=o, b’__ac"
(x,—
o __ PR . Bl
@) b, =o, h=—"7"
. x . x
b= ——, 1)2:——‘,
! x r

3
by 1,
L —
l’e =1,
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et
Y(b") =o. Y(b%) = o, Y (b*) = o.
@) Y(h) = o, Y(bt) = — ; _ Y(b4) =o.
V(0 = — 2, Yo = 2, Y(b) = o("),
JL'“ IIJ‘
a I'aspect :
X,(a,)=o, X,(a,) = o, X,(a)=o0,
@,) X, (1) = o, \,(a) = — j ) X,(a)=o0,
a a
\ = — —, X = -t X.(a)=o0.
)=~ (a) = (a)=o

4

Le sysléme (3)) posséde la solution particuliére évidente & deux constantes arbi-

lraives X, w :

@) a, = —, a, = -, a =o,

qui permet d’écrire deux solulions particuliéres tout & fail simples, ne contenant
pas de constantes arbitraires :

(3,) a,=o, a, = —, a,=o,

(3,) a, = —, a, —=o, a —=—o.

Aux solutions (3,), (3,), correspondent les égalités (3,) :

(3,0) p,=ax,, p, = ax,,

identiques aux deux premiéres (y,,).

Profitant de la premiére relation (3,,), nous passerons du systéme («,)-(y,)-(3,)
au systéme (y,,) et ainsi de suite.

Si nous voulons trouver l'intégrale générale du systéme (3,), ou un plus grand

(*) Les indices inférieurs des coefficients b et les indices des coefficienls a sont les
mémes que les indices des dérivées correspondantes p.

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVIII, 31
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nombre de solutions particuliéres que I'on peat remarquer immédiatement, nous
serons obligé d’intégrer le systéme (76) :

d x, )
—_ < 3 3
;(,f):—f+—“—'— — =0,
o, x, M, o,
- o YR o oa,
(34) Y (/)= e —_ = o,
o, o . a,
70/ y L% xR a, f + a, f
A = = 4 = = - L - 1 2 =0
' e, x, dx, x, dx, L, da, r, du,
Les intégrales de la premiére équation (3,,) sont :
Gu) =z, g =2, g=n. g=a, =4, 3 =q
et
(am) P = LT, P = Xy — Xy,
%,. =z, ¢tant les intégrales du systéme :
x,dic
O oy 4 2 _— o
(8,,) d, = T dx, .
Attendu que :
RN Y(?c)::{'s' \('f'e):l‘ \(:‘?‘):l’ \(?7>:A,‘,7'
(015) 7
V() =VY(s,) =Y(g,) =Y (g, =0
les intégrales communes aux deux premiéres équations (3,,) sont :
(am) le T Py ’Jr. T s Eu = % '7_’:'."-
et
(an) '!4| = "?1_—"?2"?5’ "J:’: "?A—“:’i’ "l."a: L%
Y., b, . b, étant les intégrales de 'équation :

20 g, 20

3..) Y(0) = o, —=o0
Cu O =, T T T o,
ou, ce qui est la méme chose, du systéme :
dy )
(8,) (1 =do, = dy, = =2 i
19/ Ve ) .,
Y — %
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Vu que
Z(?J: .2” Z("?'«): _%’
by
(.0 Z(z) =1, Z(g,) = — ==, Z(g,) =1,
?s Y
Z(3,) = L(9,) = L(y,) =0
el, par conséquent,
. . . b ] 4
Lz =14, A0 =—2 A= ) =
(031‘ T3 1!Jn

Z(V) = Z(b) = Z(¥,) = o,

les intégrales communes aux trois équations du systéme (3,) sont :

I

I
I

7.4 K} v ?2 5 67
(ae-:\) ./z:q/a: ':‘—?2:'—(.’156—3)3-—%‘ ’
Y,s:"!’1:?§:au
et
Sa = '!“:‘ - "'Js'bw TE O, T Yy = 4, T a,x,,
(ae:\) /.‘l - '.'Jllnbs - 33?5 = xlws’
Zs:'!"s'#s— DY = a,x,, L

Lor 79> 75 Ctant les intégrales de I'équation :

W Y, 0 P 0
1,0, TN,

(394)

ou, ce qui est la méme chose, du systéme :

dy,  v.dy b, dY
3 s ___ s 8 — J) — Lt .
Co) 5, oy, T

Il west pas difficile de voir que les coefficients (3,) peuvent affecter les équa-

tions qui contiennent trois constantes arbitraires %, w, v ;

54s) a,x, =h, a,x, — a,x, =y, a,=nv.

En substituant leurs expressions :

Fae. des Sc., 3¢ série, t. XXVIII. 31.
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dans la relation (3)) :

2

- A w4 v, -
(3,) ;;:P, +--jr—'l’.+vpg =a,

il est commode de prendre la connexion (3,) dans une des formes trés simples :

~ N p ) X
(b“) ;—_l:a, —E’-:u_ ps-{-””pe::a;
xr, .l‘ .L‘

ces formes sont identiques aux formes (y,,).

Enfin, faisons la supposition que I'égalité (66) est linéaire par rapporl aux déri-
vées P, ..+ ..., Dy, et necontient pas la constante arbitraire a. En admettant que
a = o, réduisons I'équation (66) en a, et introduisons, pour les coefficients, de
nouvelles significations —v,, —v, ..., —v,. Alors

(87) ‘ f = Y(Z) = Pt T VePiie VP o VP = o,

ou, ce qui est la méme chose,

N
(88) pm#i—z‘vhpm*h:o
h=
[ J
Donc
n
2 2, »
(89) Dmi ‘\,’;i m-h
h=12
il=1,2,...,Mm;
n
of . Z v, p
- mh?
(90) bmmf‘rj h:g(\mm =i

<
<

N i’
(9[) ‘\pm—! 1 Py, o

Ayant substitué (89), (9o), (91) dans (67), nous trouvons les relations :

n n n n
LUh i \1 «(' \1 \1 Lbh \1 Db;‘
h +Z‘b p n Lz v; pm»h+ L d pm h:O’
(()ﬂ) "lr d j ‘_J \ .y m e ad l.fm ; e ‘\'1?",.,
* h=1 j=1 j=1 h=1 h=1



SYSTEMES COMPLETS D' KQUATIONS LINEAIRES. 2h1

Gréce A la relation (87) :

n n

bt 2 2bi
g AL _ A <O, U
(93) L N p/n—' h T L <vh y% o + ) )pm‘h’
¢ 'r"m—‘ i Clopaj S
h=1 h=12
- n . T oon . .
b, b, b}
““n \1 oY Y
(94) - T pln+h - - i <vlt + pm+h N
h ‘\wm—Ll i ‘\xm**i axm+4
=1 h=12

et les relations (92) deviennent :

n n n
8 . i i X i
y Dl’/l+vl’i Dvh o \\ v (v ‘\bi + Jb,, +(» Ml,l +- Dbh p —0
= Ld M. i N i — h N 2 ) h 2 dar m-h T 2
(QJ) 1 Rhed ) Sl Sl g m-i-y e
=2 J=1 J=2
=1, 2, . m
ou, ce qui est la méme chose,
.
n
o o i _
(96) E (X;() + 0, YO +YOIp,, = o.
‘ h=12
{i=1,2,...,m.

Les dérivées p, . Py.osr - > Pmen SONL indépendantes, c’est pourquoi nous
essaierons de satisfaire aux systémes (9b), (96) en écrivant les coefficients

v,, Uy, ..., v, de telle maniére que soient remplies les égalités du systéme :
X, ()= —n,Y() —=Y(b),
'\-e (I‘/l) - UIIY(bf) _\(l)li) ’

(97)
‘Xm (U/l) - —_1’,‘ \ (h:") - \ ([’Zl) ’

h=12,3,...,n.

Le systtme (g7) n’est pas autre chose que le systéme (r2) de la méthode spé-
ciale d’intégralion des systtmes complets d’équations linéaires et homogénes aux
dérivées partielles du premier ordre & une fonction inconnue. Il représente le sys-
téme jacobien généralisé. L'existence de sa solution est démontrée par nous.

Travaux de M. G. Pfeiffer (1923-1933) liés au sujet.

Méthode spéciale d’intégration des équaltions aux dérivées partielles du premier ordre
(Comptes rendus de I’Acad. des Sc. de Paris, t. 176, pp. 62-64, 1923).

Sur une méthode spéciale d’intégration des équations et des systémes d'équations non
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linéaires aux dérivées partielles du premier ordre (Bull. de I'Acad. des Sc. de
I'Ukraine, T. I, F. 1., pp. 41-59, 1923).

Sur la permutation des solutions d'une équation linéaire aux dérivées partielles du
premier ordre (Bull. des Sc. math., s. 2, L. LI, octobre 1928).

Quelques additions au probléme de M. A. Buhl (Atti del Congr. Tntern. dei Mathem.;
Bologna, 1928, t. VI, pp. 49-53).

Théorémes expliquanl une série de questions dans le probléme de la permautalion des
solutions (['une équation linéaire aux dérivées parlielles du premier ordre
(Comptes rendus de I'Acad. des Sc. de I'U. R. 8. S., 1929, fasc. 8, pp. 177-182).

Sur les opéraleurs d un systéme complel d’équalions linéaires et homogénes aux déri-
vées partielles du premier ordre & une fonclion inconnue (Comples rendus de
I'Acad. des Sc. de Paris, t. 190, pp. 9og-g11, 1930),

Sur les intégrales complétes des équalions linéaires el des systémes déqualions
linéaires aux dérivées parlielles du premier ordre d’une fonction inconnue (Ann.

de Toulouse, s. 3, t. XXII, pp. 147-169, 1930).
Construction de l'opérateur général permulant les intégrales d’une équation linéaire et

homogéne aux dérivées partielles du premier ordre (Comptes rendus de I'Acad.
des Sc. de Paris, t. 192, pp. 660-662, 1931).

Sar la permulation des inlégrales d une équation lindaire et homogéne aux dérivées
partielles du premier ordre (Ann. de Toulouse, s. 3, t. XXIII, pp. 139-181, 1931).

La généralisation des méthodes de Jacobi pour Uintégration des syslémes complets
d'équations linéaires el de Jacobi-Mayer pour Uintégration des systémes complets
d’équations non linéaires (Verhandl. des Intern. Math. Kongresses Ziirich, B. 11,
Ss. 82-83, 1932). . '

La généralisation de la méthode de Jacobi pour I'intégralion des systémes complets
d'équations linéaires el homogénes; généralisation des recherches correspondantes
de Clebsch (Acta math., B. 61, pp. 203-238. 1933).




