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PROPRIETES CARACTERISTIOUES DE COURBES GAUCHES

Par M. Pierre BOOS.

INTRODUCTION

Les différents éléments d’une figure, formée par un arc de courbe et la corde qui
le sous-tend, sont des fonctions d’un paramétre qui fixe la position de la figure et
d’un paramétre qui en fixe la grandeur; nous cherchons les conditions nécessaires
et suffisantes pour que ces fonctions aient certaines formes particuliéres et nous en
déduisons des propriétés caractéristiques de courbes admettant un groupe continu
de transformations en elles-mémes (*).

"Dans un premier chapitre, nous envisageons une courbe gauche d’un espace
euclidien ou non-euclidien de courbure constante K (la corde qui sous-tend I'arc
est une géodésique de I'espace). Les paramétres dont dépend la figure sont I'abscisse
curviligne s de l'origine M de I'arc et 1a longueur / de cet arc ou bien I'angle « que
forment la corde et 'arc & I'origine de celui-ci. Nous déterminons les courbes, que
nous appelons courbes (P), telles que l'angle « ne dépende que de I (et non de s), et
les courbes (P') lelles que la longueur 1 soil égale au produit d’une fonction de s par
une fonction de o; les courbes (P) ont une courbure et une torsion constantes, ce
sont les hélices circulaires de I'espace envisagé; les courbes (P') n'existent que dans
Pespace euclidien et sont les hélices coniques.

Dans un deuxiéme chapitre, nous étudions les fonctions de s et de « (ou de s
et /) qui donnent la longueur L de la corde, le rapport r de L & I, I'angle g formé
par la corde et I'arc & I'extrémité M, de celui-ci, I'aire .}y balayée par une géodésique
de I'espace qui passe par M et dont un point décrit I'arc MM,, I’angle v sous lequel
on voit de M I'arc opposé & MM, et nous démontrons que : Si l'une des fonctions
I, L, %, 8, v est une fonction impaire de « (ou de 1) ou bien si la fonction r est une
Jonction paire de la méme variable, la courbe est nécessairement une courbe P). — Si
lune des fonctions L ou Mo (et I par définition) ne dépend que de a, la courbe est

(*) Cf. Comples rendus, 194, 1932, p. 1623 et 2271; 203, 1936, p. 197.
Fac. des Sc., 3° série, t. XX VIIL. 9
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une courbe (P); si l'une de ces mémes fonctions est égale au produit d'une fonction de
s par une fonction de «, la courbe est une courbe (P'). — Si l'une des fonctions
r, 6, y nedépend que de «, la courbe est une courbe (P) ou (P').

La démonstration est obtenue par 1'établissement de développements limités;
mais il faut quelquefois déterminer des termes d’ordre élevé et il est alors intéres-
sant de chercher la méthode qui permet le calcul le moins compliqué; en particulier
il faut remarquer que l'utilisation des coordonnées de Weierstrass permet souvent
d’obtenir le résultat bien plus simplement que la méthode de calcul qui semble
directe dans le cas de l'espace euclidien (nous avons pourtant effectué certains
calculs directs a titre de vérification).

Remarquons que s’il n’existe pas de courbes (P’) dans un espace de courbure K,

non nulle, du moins les courbes qui ont pour équations intrinséques :
he=—(s—s)"", ot = 3K+ uo’,

(¢ courbure, =t torsion; i, 1 constantes) sont telles que la différence entre les fonc-
tions [, L, r, §, vy et une fonction ayant la forme correspondant aux courbes (P')
soit, par rapport a «, d'un ordre plus élevé de deux unités que pour toutes les autres
courbes gauches du méme espace. La fonction [y n’a d’ailleurs sur ces courbes
aucune particularité analogue. ,

En terminant ce chapitre nous cherchons s’il existe des courbes (P) telles que la
longueur de l'arc soit proportionnelle a 1'angle «; cette propriété caractérise les
cercles de l'espace euclidien; dans un espace de courbure K, les courbes qui ont
pour équations intrinséques : 3¢’ = K, v = 3 sont celles pour lesquelles la diffé-
rence entre [ et une fonction linéaire de « est d’ordre le plus élevé, on a alors :

2 23 n
l=—=— o ———a" 4+ ... |.
¢ 2.7

Dans un troisiéme chapitre, nous généralisons cette étude dans le cas des
courbes planes ou gauches en géométrie affine; mais pour obtenir des résultats
intéressants il faut ici se limiter & des éléments invariants par les transformations
affines fondamentales du plan ou de l'espace; aussi devons-nous prendre.comme
paramétres I'abscisse curviligne affine s de I'origine de I'arc et la longueur affine [
de celui-ci et n’envisageons-nous que la fonction L(/, s) qui donne la longueur
affine de ce qu’il est naturel d’appeler la corde de I'arc : & savoir la distance affine
des éléments linéaires de l'origine et de 1'extrémité de celui-ci. Nous disons qu’une
courbe est une courbe (P) si L ne dépend pas de s; et, pour pouvoir définir des
courbes (P'), nous envisageons une propriété caractéristique des courbes (P') en
géométrie euclidienne : le rapport r des longueurs de la corde et de I'arc dépend
seulement du quotient de ! par une fonction de s. Nous obtenons ainsi un résultat
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généralisant les précédents : Les courbes (P) onl une courbure et une torsion affines
constantes; les courbes (P') sont loules les autres courbes W de Klein et Lie; si le
rapport r est une fonction paire de ! la courbe est une courbe (P); donc, ici encore,
les courbes (P) et (P') admettent un groupe continu de transformations en elles-
mémes qui transforment les éléments linéaires en éléments linéaires, conservent les
distances (affines) dans le cas des courbes (P) ou multiplient les distances par un
méme facteur dans le cas des courbes (P'). Remarquons aussi que ce résultat met
en évidence Tintérét de lintroduction des élémenls affines pour I'étude des
courbes W.




ESPACES EUCLIDIEN OU NON-EUCLIDIEN

CHAPITRE PREMIER

Recherche des courbes (P) et (P).

4. — Nous examinons en premier lieu le cas de P'espace euclidien; il est naturel
de définir la courbe gauche (I'), que nous cherchons, par ses équations intrinséques,
et nous désignerons par ¢(s) et t(s) les expressions de la courbure et de la torsion
au point d’abscisse curviligne s.

Nous supposons que les fonctions inconnues o(s) et t(s) admettent autant de
dérivées qu’il est nécessaire au voisinage de la valeur s correspondant a lori-
gine M de l'arc étudié; dans ce cas nous savons que Fon peut trouver un dévelop-
pement limité des coordonnées x, y, z, d’'un point voisin de M, lorsqu’on rapporte
la courbe au triédre de Frenet relatif a ce point M. Il suffit de dériver les formules
de Frenet qui nous donnent les coefficients de ces développements en fonction des
valeurs en M de ¢, = et de leurs dérivées. Nous obtenons ainsi pour représenter les
coordonnées du point M,, extrémité de I'arc MM, ayant M pour origine et ! pour
longueur, les expressions suivantes (dont les coefficients dépendent en général de la
position du point M) :

— AN AT
x =1 6 { 3 F+...,
—'—P-l’+ils+(c"—h3—ot’)l—‘+( "—62"— 30 —3 ‘c'r')i-{—
y—2 6 . h © i A' P DY . P 51
T , A
z = — P —(2drF o) —+ ,

les termes écrits interviennent seuls dans les calculs de ce paragraphe.

L’angle «, sous lequel on voit, de M, I'arc MM,, est I'angle de la droite MM,
avec la tangente en M & la courbe, c’est-a-dire avec I'axe des . Nous avons donc
facilement I'expression de tang «, qui tend vers zéro en méme temps que /; nous en
déduisons le développement de o. Il nous suffit donc d’effectuer des calculs, rela-

1
tivement simples, a4 partir des développements (1), pour obtenir (y*+2°)*x™",

2

puis :

l r A 2 It 2 ! 12 P
@ a=tetgret (o) rarl - B+
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Pour que la courbe posséde la propriété (P), il faut que « soit indépendant
de s quel que soit I, il est donc nécessaire que tous les coefficients du développe-
ment (2) soient indépendants de s; cela exige que la courbure et la torsion soient
des constantes; donc il est nécessaire que la courbe soit une hélice circulaire.

Cette condition nécessaire est suffisante (on peut le vérifier par un calcul élémen-
taire, sans grand intérét). Les hélices circulaires admettent un groupe continu de
transformations en elles-mémes (ce sont des déplacements), et une transformation
de ce groupe permet de transformer la figure, correspondant & une valeur particuliére
de s, en la figure correspondant a une autre valeur quelconque de I’abscisse curvili-
gne de P'origine de I'arc; cette transformation conserve la longueur de U'arc ainsi que
T'angle de la corde et de 'arc & l'origine; nous voyons donc géométriquement que le
déplacement du point M le long d’une courbe (P) n’entraine aucune déformation
de la figure étudiée, par suite / ne dépend que de « et, de méme, tous les éléments
de la figure doivent étre indépendants de s.

Pour qu'une courbe gauche de I'espace euclidien soit une courbe (P'), il faut
que [ soit égal au produit d'une fonction de « par une fonction de s. Nous pouvons
en conclure (car nos hypothéses permettent de calculer une fonction inverse holo-
morphe au voisinage des valeurs « = o, { = 0) que l'angle « ne dépend alors que
du quotient g de la longueur [ par une fonction inconnue ¢(s). Il en résulte que le.
développement (2) doit, dans le cas d’une courbe (P’), pouvoir étre identifié au
développement d'une fonction F(g); autrement dit, les premiers termes de (2) doi-
vent étre de la forme suivante, ol nous désignons par A, B, C ... des constantes :

l r -la
(3 : A B cee,
©) o A e TPee T

donc la fonction ¢ est une fonction linéaire de s (d’aprés les termes en ! et [*)
soit a(s —s,), la courbure est (s —s,)™* et le rapport de la courbure 4 la torsion
st constant : la courbe doit étre une hélice conique.

Cette condition nécessaire est suffisante (on peut le vérifier par le calcul); en effet
une hélice conique est transformée en elle-méme par un groupe continu de transfor-
mations (rotation-homothétie) qui transforment les droites en droites, conservent
les angles et multiplient les distances par un méme facteur.

Soit alors NN, un arc défini par I'abscisse s, fixe du point N et par I'angle «
sous lequel on le voit de N; une transformation du groupe permet de transformer
cet arc en celui qui correspond & une valeur quelconque s et & la méme valeur de
l'angle «, la longueur de I'arc transformé sera le produit de la longueur de NN, (qui
ne dépend que de «) par une fonction de I'abscisse curviligne s de I'origine du
transformé; nous avons donc bien une relation de la forme [ = 4 (s).h(x).
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2. — Lorsque la courbe est tracée dans un espace non-euclidien de courbure
conslante K, nous procédons de la méme maniére que ci-dessus pour définir la
courbe en utilisant un systéme de coordonnées de Weierstrass défini par 1’égalité :

M —=t(A+xe +ye,+ze,

(nous précisons les axes plus loin), M et A désignent des vecteurs d’origine fixe et

d’extrémité M ou A, le vecteur A et les vecteurs unités e,, e,, e, vérifient les
relations :

d’ou résulte la relation suivante entre x, y, z, ¢ :
(4) K@+ y' +2)=1—¢.

Nous déterminons les axes de coordonnées, relatifs & un point particulier de la
courbe (I") étudiée, de la méme maniére que le sont les axes de Frenet : le point A
est situé sur la courbe, les vecteurs e,, e,, e, sont portés respectivement par la tan-
gente, la normale principale et la binormale définies comme dans le cas d'une
courbe de I'espace euclidien. Nous avons donc en dérivant le vecteur M(s), définis-
sant le point M de la courbe dont I'abscisse curviligne non-euclidienne est s, et les
vecteurs unités correspondant :

am de, e, _KM; de

s % R

2

s R T s T

ot R=¢7'(s) et T=1""(s) sont des fonctions inconnues de s donnant les
rayons de courbure et de torsion de la courbe en M.

Ces formules nous permettent de calculer les développements limités, suivant
les puissances de [, des coordonnées x, y, z, ¢ du point de la courbe extrémité
d’un arc ayant pour origine A et pour longueur ! car nous supposons que les fonc-
tions ¢ et t admettent, au voisinage de la valeur s correspondant & A, autant de

dérivées qu’il est nécessaire. Les dérivées successives, par rapporta [, de x,y, 2,
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ont en effet pour valeurs, lorsque ! est nul, les valeurs des projections des dérivées
successives du vecteur M en A et I'on obtient ainsi :

r l r
| a= T E TR gl b e (6 T 2K K =3 — )

8
r r r r - L. .
Y=gt == —K o' — 6% — 3¢t — 3017’ — Ky)
Id S m——lo* ¢ — 6" —K c"—[;s':r — 37" —1dg"”
5 6'(——12*11—%— +2’3"+ T +2K,+K2~+Krrg
() lS l‘ ’ ! s 1
z = —E;L— '(9T+2§T>+?—(——;T —3pu—34T+”T+5T+K"\+...

2 4 5 lﬁ

! 2

Le cosinus de I'angle de deux directions, définies Pune par dx, dy, dz, dt et
lautre par 8x, 3y, 3z, 3¢, est donné par la relation :

ds.Bs.cosV:dm.B:L'+dy.8y+dz.8z+%dt.8t;

or une géodésique passant par l'origine des coordonnées (point o, 0, 0, 1) peut étre
représentée paramétriquement par les équations :
1 : 1

x = (K)_;cosesingbsincp, y= (K)—;cosecosq/sin@, z= (K)_;sinesinq, t=cosg, si K>o;
x=(—K) *cossiny Shg, y=(—K) *costcosd Sh g, z=(—K) *sin0Shg, t=Cho. si K<o:

donc la geode51q11e de I'espace qui joint I'origine au point (a, 6, c, d) a une d1rec-
tion définie a 'origine par :

1 1 1

=a(@+b+¢") 3 dy=0b(a"+ b+ ) 7 Sz=c(@+b+c¢) % t=o

et 'on a 8s = 1. La direction de la tangente a la courbe au point origine de l’arc
étudié est donnée par dr=1; dy =dz =dt = o0; donc I'angle formé par la
géodésique corde (qui joint l'origine au point z, y, z, t) et par la tangente A la
courbe est déterminé par 1'une ou I'autre des relations suivantes et cet angle doit
tendre vers o en méme temps que / :

1
cos<x=_|m_|_1, tgz:(y’+z’)%]a:|_’, cos::z_]x[(l;l) ,

(@*+y" + 2%
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qui se déduisent 'une de lautre par des transformations élémentaires en tenant
compte, pour la derniére, de la relation (4) et dans lesquelles on doit remplacer
x,y, z,t parles développements (5). On en déduit que 'angle « admet un dévelop-
pement limité suivant les puissances de [ et I'on obtient, pour les premiers termes
de ce développement, I'expression suivante ou 3, ¢, o', ... et =, 7', ... désignent les
valeurs prises a 'origine de 1’arc étudié par la courbure, la torsion et leurs dérivées
par rapport a I'abscisse curviligne (nous I'avons calculée a I'aide de la formule don-
nant la tangente de 'angle «) :

2 3

_ ! r,o vy, ot U(y ¢ g b 7 >
(6) “*;P+§P+E<P +Ko—= >+—‘<r — T o etttz Ke

-O,

6! 2

3. — Ce développement (6) doit étre indépendant de s quel que soit ! lorsque
la courbe est une courbe (P), il est donc nécessaire que ces courbes (P) aient leur
courbure et leur torsion constantes et elles sont des hélices circulaires de 1'espace
envisagé. Cette condition nécessaire est suffisante : en effet les coefficients des déve-
loppements (5) dépendent uniquement des valeurs, & 'origine des coordonnées, de
la courbure, de la torsion et de leurs dérivées successives, donc si p et © sont des
constantes, les coefficients de ces développements seront les mémes quelle que soit
la position sur la courbe de l'origine de I'arc; par suite les calculs, que I'on doit
effectuer pour obtenir I'angle « correspondant & des arcs de méme longueur, seront
identiques et la courbe posséde effectivement la propriété (P).

Les courbes & courbure et torsion constantes, sont définies par une équation

différentielle a coefficients constants que l'on déduit simplement des formules
de Frenet :

aM ., . &M
W+(9+T+l\) dsz

+ K*M = o,

et nous pouvons vérifier directement que la condition nécessaire obtenue ci-dessus

est suffisante en calculant ’angle « pour certaines des courbes définies par I'équa-

tion (7). Pour cela nous utilisons la représentation de Poincaré faisant correspondre

4 notre espace non-euclidien le demi-espace (z positif) dans lequel I'é1ément linéaire

dx® + dy* + dz°
s

est défini par do* = et les géodésiques sont des.demi-cercles ortho-
p g q

gonaux au plan horizontal. Parmi les hélices circulaires de 'espace non-euclidien
figurent les courbes dont la représentation dans le demi-espace de Poincaré est une
hélice conique (au sens ordinaire du mot) dont le point asymptote est dans le plan,
z = o, limitant le demi-espace et qui est tracée sur un cylindre & génératrices per-

+£<p(‘)— Pe’ +[;Klo"—p;'ﬂ—gKas—*-?)K”o—gg”r’—29‘:1"———%91'*-29’11’—— i + pr’ ——KFTQ.;_E{,.\
2 q
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X

pendiculaires & ce plan. Les autres courbes vérifiant (7) sont déduites de celles-ci
par une transformation par rayons vecteurs réciproques. Le calcul de 'angle « ne
présente aucune difficulté et I'on vérifie bien qu’il est indépendant de I'abscisse cur-
viligne non-euclidienne de I'origine de I'arc.

Ce résultat est une conséquence de I'existence du groupe des transformations de
I’hélice conique en elle-méme (groupe correspondant & celui des transformations de
I’espace non-euclidien qui transforment en elle-méme I'hélice circulaire dont I'hélice
conique est I'image). Soit (G) une hélice conique représentant, dans le demi-espace
de Poincaré, une courbe définie par I'équation (7). En choisissant convenablement
les axes de coordonnées et l'origine des arcs sur (G), on peut représenter les
coordonnées d’'un point M de cette courbe en fonction de son abscisse curviligne
euclidienne s par les expressions :

x = ks cos g, y = ks sin o, z=as ou 9.= h log bs,

les constantes h, k, a, b, sont liées par la relation a* =1 — k" — h*K".

Vas
My

—

corole

W

z=0

Fie. 1.

La courbe (G) posséde la propriété (P') d’aprés ce que nous avons vu plus
haut (§ 1); donc la longueur euclidienne d'un arc MM, est égale au produit d’une
fonction de I'angle sous lequel on le voit de son origine par la valeur du rayon de
courbure (euclidien) & l'origine. Par conséquent si la longueur d’un arc MM, est
proportionnelle & ’abscisse curviligne s du point M, cet arc est vu de son origine
sous un angle indépendant de s car le choix de I'origine des arcs sur (G) est tel que

Fac. des Sc., 3* série, t. XXVIIIL 10
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le rayon de courbure en M ait pour valeur . Lalongueur non-euclidienne

s
kh\/ 14 h?
du méme arc MM, est une constante quand M décrit la courbe; en effet, si I'on
désigne par A —1 le coefficient de proportionnalité de la longueur euclidienne &

" V'abscisse curviligne de M, la longueur non-euclidienne de I'arc MM, est égale

As (.
a—i = é log A. Donc l'angle sous lequel I'arc MM, est vu (au sens non-

s
euclidien) de son origine doit étre, lui aussi, constant puisque la courbe (G) est
I'image d'une courbe (P) de I'espace non-euclidien.

Ce résultat est une conséquence immédiate de I'existence du groupe des
rotations-homothéties qui transforment (G) en elle-méme. Une transformation (T)
de ce groupe transforme 'arc MM, en un arc M’'M/ dont la longueur euclidienne est
égale au produit, par A —1, de 'abscisse curviligne euclidienne de I'origine M’ du
transformé; (T) transforme la droite MM, en la droite M'M/ et I'angle formé en M
par la corde et I'arc est égal & I'angle formé en M’ par la corde et I’arc; la corde
non-euclidienne de I'arc MM, est le demi-cercle, orthogonal au plan limite du
demi-espace, qui passe par M et M, el ce demi-cercle est transformé en le demi-
cercle analogue passant par M' et M), c’est-a-dire, en la corde non-euclidienne de
I'arc M'M}; comme la transformation (T) comserve les angles nous voyons bien que
la courbe (G) est une courbe (P) si on la considére comme une courbe de l'espace
non-euclidien; nous remarquons également que le triédre formé par la tangente
en M a (G), la droite MM, et la tangente en M au demi-cercle image de la corde
non-euclidienne, reste égal & lui-méme lorsque M décrit la courbe si la longueur
euclidienne de I'arc MM, varie proportionnellement au rayon de courbure (eucli-
dien) en M. '

4. — Il n'exisle aucune courbe (plane ou gauche) de l'espace non-euclidien possé-
dant la propriété (P'). Nous avons vu, en effet, que, dans le cas d’une courbe (P'), le
développement de I'angle « peut étre écrit sous la forme (3) et nous déterminons les
conditions imposées & la courbure et & la torsion de la courbe cherchée en expri-
mant que 'on peut identifier le développement (6) avec une expression (3); les
coefficients de (6) et (3) doivent étre des fonctions de s qui sont identiques.

Le premier terme nous montre immédiatement que la fonction inconnue ¢(s)
figurant dans l'expression de « doit étre proportionnelle a o™ de sorte que le coeffi-
cient d'une puissance quelconque de ! dans (6) doit étre égal au produit d’une
constante par la méme puissance de ¢. D’autre part les deux termes suivants nous
donnent I'équation différentielle & laquele doit satisfaire p et une relation entre la
courbure et la torsion :

!

’

-o

o
v

Q) .

Iy
X, » constantes arbitraires.
o = 3K 4+ u¢’,
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En tenant compte de (8) nous pouvons obtenir I'expression de =<' et des dérivées
de o ce qui donne facilement I'expression des coefficients de ' et de [* dans le
développement (6). Le coefficient de [ est bien égal au produit de ¢* par une cons-
tante. Le coefficient de I° est, en désignant par A une constante dont la valeur ne
nous intéresse pas :

( K¢ .
Af——= (W +p+9)+ Ko+

\

ot
\

I
m—.

N

Si o dépend de s, l'expression ci-dessus est une fonction de s qui doit étre

identique au produit de ¢® par une constante, ce qui exige que <" soit identique &
. ‘/\Z 200 .
un polynéme en p; or des relations (8) nous déduisons " = ﬁg— ce qui ne
o
peut étre identique 4 un polynéme en o que si la courbure K de I’espace est nulle.
Donc les termes écrits du développement (6) exigent que ’espace soit euclidien, que

la torsion soit proportionnelle & la courbure et que celleci soit de la forme

1 .
CMs—s)T
Nous remarquons que les courbes de I’espace non-euclidien qui ont pour équations

nous retrouvons seulement les hélices coniques obtenues au § 1.

intrinséques :

ho=—(s—s,)" ", = 3K 4 p¢*,

sont telles que la différence entre la fonction «(I, s) et une fonction ayant la forme
correspondant aux courbes (P') soit, par rapport & /, d’'un ordre supérieur de deux
unités 4 la méme différence dans le cas de toute autre courbe du méme espace.

5. — Les transformations qui transforment en elles-mémes les courbes (P) et (P')
nous montrent que les fonctions de deux variables qui donnent la valeur d’un élément
de la figure formée par I’arc et sa corde doivent avoir une forme particuliére ; sur une
courbe (P), quelle que soit la variable choisie pour déterminer la grandeur de Iarc
MM,, les éléments de la figure seront toujours indépendants de I’abscisse curviligne
de lorigine de 'arc; sur une courbe (P’) nous voyons que le choix de 'angle en M
comme variable arbitraire est préférable a celui de la longueur ! de I’arc : I'énoncé
de la propriété qui nous a permis de trouver les courbes (P'") est plus simple,
toutes les longueurs attachées & notre figure jouiront de la méme propriété d’étre le
produit d'une fonction de s par une fonction de «, enfin certains éléments (angles,
rapports de deux longueurs) seront indépendants de s si on exprime leurs valeurs
en fonction de « et de s. Ces raisons géométriques nous invitent & remplacer la
variable [ que nous avons utilisée jusqu’ici par la variable «; les développements (5)
étant connus en fonction de [ et s, nous effectuerons certains des calculs en fonction
de ! et nous utiliserons, pour revenir a la variable «, 1'expression de ! en fonction
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de «, expression que nous obtenons simplement en déterminant le développement
limité de la fonction inverse [(«, s) définie par la relation (6). On trouve :

Y 20 4 7 z_{»2 3<89”+1’ 3o 3[(3
= —— - —_———
(9 ¢ 3 ::3 9x F5 ‘53 P( F.i y
" Joo4 N 16zt 80p" 8477 N 30¢' 0" . 8Ko' + 2o >+
R I T PO O P E L Y P T BV

Les développements (g) [ou (6)] nous montrent immédiatement que ! ne peut
étre une fonction impaire de « [ou « une fonction impaire de I] que si les coeffi-
cients des puissances 2 et 4 sont nuls ce qui exige que la courbure et la torsion
soient des constantes et la courbe doit étre une courbe (P). Il suffit d’ailleurs que
la courbe soit une courbe (P) pour qu’il en soit ainsi car, p et © étant des constan-
tes, on voit que les composantes de la dérivée amiéme du vecteur M sont nulles sur
les axes e, et e, de méme que les composantes de la dérivée (am + 1)¥éme sont
nulles sur les axes A et e,. Il en résulte que x et z sont des fonctions impaires de
1, y et t des fonctions paires et par suite la valeur absolue de = n’est pas altérée par
le changement de ! en — I, le premier terme de (6) nous montre alors que « est
une fonction impaire de {. Remarquons que nous avons di choisir le signe de ce
premier coefficient en tenant compte des relations qui nous ont permis de calculer
Pangle.




CHAPITRE 1I

Propriétés caractéristiques des courbes (P) ou (P').

6. — Les formes particuliéres, que possedent les fonctions représentant diffé-
rents éléments de la figure lorsque la courbe est une courbe (P) ou (P'), permettent-
-elles de caractériser ces courbes?

Le premier élément que nous envisageons est la longueur L de la corde qui
sous-tend 'arc; la fonction L(s, «) est indépendante de s sur une courbe (P) et
4gale au produit du rayon de courbure par une fonction de l'angle « sur une
courbe (P').

La longueur L de la corde s'obtient trés simplement en remarquant que le
paramétre o utilisé dans la représentation d’'une géodésique de I'espace (§ 2) est
proportionnel & la longueur sur cette géodésique de sorte que la distance de l'ori-
gine (o0, 0, 0,1) au point (x, y, z, t) est donnée suivant que K est positif ou négatif

par :

S

¢ = cos [(K)* L} ou 1= ch[(—KFL].

Cette formule nous permet de déterminer un développement limité de L par la
méthode des coefficients indéterminés beaucoup plus simplement que nous ne
pourrions le faire dans le cas d’un espace euclidien par I'utilisation de la formule

1
L=(&E+y"+ 2%? et il est aisé de remarquer que le résultat doit étre valable
méme lorsque K est nul.

Le calcul est ici trés simple, L tend vers o en méme temps que [, et nous
-devons choisir le signe de L; il est naturel de prendre le premier coefficient du
développement cherché égal & + 1. On trouve ainsi :

:'2 OC, OC” GV% KG’ O‘ P’T’
: L=1l—0¢———@L i A N ) .
(10) 4! ! + < 8o go 240 + 1920 + 720)

+ls< pe” 0" Koo g 99'5’+ TN L
360 144 2o gbo 720 720 )

d’o 'on déduit, en tenant compte de (9g) :

(10%) L:E-—&—Pcc’+a’<16‘c 2T 28 : QK.\
c

e 3¢ 9 | 95 3¢ 3¢ 3¢)
. 4o" 167’ 80o0®  8¢'tt  20p'¢" | 8Ky ap'
+<x< |5:’+ 45¢¢ 275 15g° + o® * 5o +!;5o“>+'
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Ces développements nous montrent immeédiatement des conditions nécessaires
pour que la fonction L(s, I) ou la fonction L(s, «) soit indépendante de s. Il faut
que la courbure et la torsion soient des constantes, donc que la courbe soit une-
courbe (P) et cela suffit d’aprés ce que nous avons remarqué géoméiriquement.

Pour que la longueur de la corde soit égale au produit d’'une fonction de s par
une fonction de o, il faut que les coefficients de (10') soient égaux aux produits
d’une méme fonction de s par des constantes; donc ¢’ doit étre proportionnel & ¢
(le rayon de courbure est donc une fonction linéaire de I’arc). Les coefficients de-
o et o« exigent simplement que < — 3K soit aussi proportionnel & ¢* [et nous
retrouvons les mémes premiéres conditions que dans la recherche des courbes (P)].
Le terme suivant du développement (10') nous est donc nécessaire. Nous aurons
uliérieurement souvent i faire ces mémes hypotheésas sur la courbure et la torsion
aussi devons-nous compléter les différents développements lorsque o' et t vérifient
(8). On a dans ce cas : '

(11) l:%a—%)\a—+i<3u+é7\a>+%(ﬁ_lﬁ_"_ﬂ )

P 4
. A 4K*® ARG +u +9) '
+¢|:—o—4595+ ]3593 —!‘595]—%...‘

ot nous désignons par A une conslante; dans les calculs analogues nous désigne-
rons par de grandes lettres (autres que K) des constantes dont la valeur n’intervient
pas; nous utiliserons méme, pour ne pas multiplier les notations, la méme lettre
pour représenter des constantes de valeurs différentes intervenant dans un méme
calcul.

Nous pouvons alors calculer le coefficient de «* figurant dans le développement
de L (les quatre premiers coefficients sont effectivement proportionnels 4 1/p), on
obtient :

_A_,__ 4K* LK +p+9) . o
e 45¢° 1354 115;“'

1 N . ‘s
ce qui ne peul élre proportionnel & — que s’il existe une identité de la forme-
P

suivante :
12K — 4K (33 + 2 + 27) — 4K + 1+ 9) e + 2wl = Bo'(3K 4 pp®);

cette identité en s exige, si o n’est pas une constante, que K soit nul. Donc, si L.
est égal au produit d'une fonction de s par une fonction de o, Uespace est euclidien el
la courbe est une courbe (P').

On voit aussi sur les développements (10) et (10') que la fonction L ne peut étre-
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une fonction impaire de I'une des variables ! ou « qu’a la condition que la courbe
soit une courbe (P); on démontre aisément que cela suffit (comme plus hant, § 5).

7. — Le développement (10) nous fournit immédiatement les premiers termes
~du développement du rapport des longueurs de la corde et de I'arc lorsque 'on
prend pour variable la longueur de I'arc; mais, ainsi que nous I'avons remarque,
I'étude de ce rapport sera surtout intéressante en prenant la variable «. Nous
n’avons pas jugé utile d’écrire le développement de ce rapport r suivant les puis-
sances de /; on en déduit :

s f + ‘< I + 160" bo" 2K at®
o | — _— —_
120 1356 45p" T 459 135 p’)
. 2?’" 2_:_:’ 68F73 prS KPV P'P” PV
te ( 450 1350 4od¢t 8ipt T aypt + 5¢° + 27op’>

Si r est une fonction paire de «, nécessairement les coefficients de «® et «* sont
nuls dans (12), par suite ¢’ et <’ sont nuls. Donc la courbe doit étre une courbe (P).
‘Cela suffit puisqu’alors ! et L sont toutes deux des fonctions impaires de «.

Pour que ce rapport r ne dépende que de «, la premiére condition nous est
fournie par le coefficient de «’ qui exige que o' soit proportionnel & e*. Si l'on
choisit le coefficient de proportionnalité nul (¢ est alors une constante), le coefficient
de o' nous montre que t est aussi une constante [la courbe est alors une
courbe (P)].

Si le coefficient de proportionnalité n’est pas nul, le coefficient de «* nous
impose la deuxiéme des conditions (8) et nous retrouvons les mémes courbes que
précédemment. Mais, comme dans les questions précédentes, le coefficient suivant
du développement (12) est conforme & ce que nous désirons, il faut donc calculer le
coefficient de «° dans ce développement de r.

Les termes écrits des développements (5) ne suffisent pas pour effectuer le calcul
et nous devons déterminer le coefficient de I figurant dans le développement de ¢.
On trouve, en dérivant les formules de Frenet, que ce coefficient a pour expression,
lorsque p et < vérifient (8) :

« .
g [Ae + K+ 18K'¢" + Ke'(9 + 8y — 2640 + 6757,

Nous pouvons alors déterminer trés simplement le coefficient de I dans le
-développement de L(s, ), c’est :

2.7! 6.7! 81’

K:z G(~\2 2 I3
Agt— ¢ LK et e
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et en utilisant I'expression (11) nous obtenons le coefficient de «° dans le dévelop-

pement du rapport r(s, ). [On vérifie que les coefficients des puissances de « de

degré inférieur 4 6 sont des constantes!, le coefficient de o est :

|
it

B+ 8K* 8K(\* 4+ u+9) 2t .
3.5.7.4" 3'.5.7.0° 3%.5.7.0"

cette expression ne peut étre une constante, lorsque o et tr ne sont pas eux-mémes.

des constantes, que si la courbure K est nulle. Donc si le rapport des longueurs de
la corde et de l'arc ne dépend que de U'angle sous lequel on voit l'arc de son origine,
la courbe est une courbe (P) ou une courbe (P'); si la courbure de I'espace n’est pas
nulle, les courbes dont les équations intrinséques sont données par (8) jouissent de
la propriété suivante : on pourra trouver une fonction A(x) indépendante de s, telle
que la différence entre le rapport » et la fonction h(«) soit, par rapport & «, d’un
ordre supérieur de deux unités a celui d’une différence analogue pour toute autre
courbe [les courbes (P) exceptées].

8. — Pour calculer I'angle § que forment l'arc et sa corde i I'extrémité de I'arc,
nous pouvons utiliser 'expression établie plus haut pour I'angle i I'origine, car cet
angle P n’est autre que l'angle sous lequel on voit, de son origine, un arc de
longueur — ! dont l'origine a pour abscisse curviligne s 4-/. Donc nous avons
B(s, ) = a(s + 1, — 1) et nous pouvons calculer § en remplacant, dans (6), ! par
— 1 et en développant p et © par la formule de Taylor.

Il est d’ailleurs facile de déterminer directement cet angle 8 et nous aurons
besoin, ultérieurement, de 1'un des calculs intermédiaires que nous donnons ci-
dessous. On déduit trés simplement de la représentation paramétrique des géodé-
siques, la direction au point de coordonnées x, y, z, ¢, de la géodésique qui joint
ce point A l'origine des coordonnées :

K\ 3 K}, s KoNeL o 11—
w=tx<1—t’> 3S, by::ly(l——_.-l—,) oS, oz:lz(l—_—_7> oS, ol:—K( K

ce qui nous montre, en tenant compte de la relation (4), que 'angle § est déterminé
par la relation :

cos B:‘%\<%>_;

Nous avons remarqué d’autre part que I'expression du cosinus de I'angle « est
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|w|<l ; ! > * et nous en déduisons (en tenant compte des signes de x et de (')

que la différence des cosinus des deux angles est égale a :

_/ ! 1 — 8\ "2
cos«—cosﬁ_KJc—i——K—>< K ) .

Nous aurons besoin pour un calcul ultérieur du développement de § suivant les
puissances de [; nous l'obtenons trés facilement par I'un ou l'autre des procédés
indiqués ci-dessus; c’est (moyennant une convention de signe faile pour I'angle 8

opposée i celle faite pour I'angle «) :

¢ Ko o1t

8 24 72

(13) e:%ur%zwr(

d’ot en tenant compte de (9g) :

20 20" 8"
(.;= ) 2 3 v hy
(ll') b a+ 3Pza+1<3‘53 9‘5‘>

+ . ZPm ATT! lJOp'a '69'?” 29, ZKP' + 29'12
0(<5.°‘ ho5¢* 276’ 9¢ h5¢* 5S¢t '5.0‘>

Le développement (14) nous donne les conditions nécessaires (et suffisantes) pour
que 8 soit une fonction impaire de ‘«; il faut en effet que les coefficients de «* et
o' soient nuls, donc que la courbure et la torsion soient des constantes et la courbe
doit étre une courbe (P), dans ce cas B est égal & «.

Les termes connus de ce développement (14) ne suffisent pas pour déterminer
la condition nécessaire et suffisante pour que B soit une fonction de « seulement.
Tous les coefficients de (14) doivent alors étre des constantes, mais les termes écrits
ci-dessus conduisent seulement aux conditions (8) moins restrictives que les con-
ditions connues comme suffisantes [il suffit, en effet, que la courbe soit une courbe

(P)]-

9. — Nous pouvons calculer, & I'aide des termes écrits dans les différents déve-
loppements qui précédent, le coefficient de o« figurant dans (14) lorsqu’on fait les
hypothéses (8) sur_la courbure et la torsion. On obtient ainsi un coefficient qui est
constant et ne nous donne pas la condition prévue. Nous devons donc compléter,
-dans cette méme hypothése (8), les développements qui nous sont utiles pour déter-

Fac. des Sc., 3°* série, t. XXVIII. 11
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miner un nombre assez grand de termes dans le développement de
déduirons du calcul de la différence des cosinus donnée ci-dessus.

Il nous faut pour cela calculer les dérivées du vecteur M de maniére i connaitre

8, que nous

x et U' jusqu'aux termes de degré 8 compris; donc nous devons écrire les projec-
tions sur les quatre axes de la dérivée M®, sur les axes A, e,, e, cellesde M®, sur

les axes A et e, cellesde M™, enfin la projection sur A de la dérivée 9° (dans

1

la question actuelle ou x + X nous intéresse seul, nous pouvions nous dispenser

du calcul de cette derniére projection). On trouve :

! }\pal 5 )\294 g NS 5 ~3 < r 2 & 6 4 2 >
K T+l 3 +El—[—— 10Kh¢® + ¢° (104 % —l'"_[')‘}‘)]—{'ﬁ[‘ 15K et + o* (110X — 10N 4 107
+ 8—[3()1(2 P+ Ke®(— 9760 4 320 1 4 36)) + 20 ¢t 4+ 2’ c'" + Ap'] 4
D’autre part nous avons facilement le développement du deuxiéme facteur figu-
rant dans la différence des cosinus de « et B; ce développement nous sera utile
plus loin, et nous donnons son expression dans le cas général [z et < mne vérifiant
pas nécessairement (8)] :
l” OP Cp” 312 754 PSTZ KPI 7K2>
JRULSIN Ty L (Y S T, Lo T
/L — 2\"3 2 + ( o+go+8.6! 6! 360 = 360
(15) ( i ) — 1
K (£8P 78 pet gt Kp
+1 ( 4L TEE_ PET )
\ 360 144 4.6! 6! 6! 36

Nous avons trés facilement 'expression de la différence des cosinus en fonction
de [ et, sans calculer de nouveaux termes du développement (11), nous en dédui-
sons le développement de cette différence suivant les puissances de « et finalement
on trouve :

o© TT l\

6 K:
B=o+. +63[ M— 4 (1’+ +9)+— 5o

ou les coefficients des termes non écrits de degré inférieur & 6 sont des constantes.
Le coefficient de o°, ci-dessus, ne peut étre indépendant de s que si l'on a une
identité de la forme :

2 4 c /N2 3 at't" — 5)‘97,, 5
— K2 + 22K 0+ 4 9)¢’ + ————— =B,
qui exige que K (ou 1) soit nul; on le voit en remplagant 2t't" — 5Xpt™ par son
expression :

(3K + pg) " (3K — pg) s
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Donc : §’il existe, entre les angles sous lesquels on voit un arc de son origine et de
son extrémité, une relation indépendante de la position de Parc sur la courbe, cette
courbe est nécessairement une courbe (P) (alors les deux angles ont la méme valeur
absolue) ou une courbe (P'). Le calcul nous a moutré que sur les courbes vérifiant
(8) la fonction B(s,«) posséde bien la propriété signalée pour les fonctions étudiées
précédemment : I, L, r.

40. — Nous rapprochons de 1’étude de l'angle § celle de I'angle v sous lequel
on voit du point M Tarc MM, de valeur algébrique —{, en vue de chercher les
courbes telles qu’il existe, entre les angles sous lesquels on voit, du milieu d’un arc,
ses deux moitiés, une relation indépendante de la position de I’arc sur la courbe.

Les courbes (P) jouissent de cette propriété (et méme alors les deux angles ont
méme valeur absolue) ainsi que les courbes (P') puisque, sur ces derniéres, I'angle
« est une fonction F[lp(s)], il en résulte que l'angle v, égal & F[—ls(s)], peut
étre exprimé en fonction de « seulement.

La recherche des premiers termes du développement de I'angte vy ne présente
aucune difficulté. Nous avons, en effet, le développement de v suivant les puissances
de ! en remplagant ! par — ! dans (6); nous en déduisons la somme « + y dans
laquelle nous remplagons [ par le développement (g) pour obtenir :

he' ., 165"
) 2 b 3+1‘

Y=—atohd——a

P 9¢

!‘Pm ?I?” 2.01 809'3 167 AKP,_}_[’F'T’)
TR v T E 2 . & P s 4
15¢ ¢ 45: 270 h5¢ 15 455",

Il est donc nécessaire, pour que 'angle v ne dépende que de «, que ¢ et =*—3K
soient proportionnels & ¢*; nous retrouvons les courbes définies par les équations (8).
Comme plus haut nous allons montrer que K doitétre nul si A ne I'est pas; mais il faut,
ici aussi, calculer les coefficients des deux termes suivants du développement de <.

Nous effectuons le calcul de la maniére suivante : recherche du développement de
cos « jusqu’au terme de degré 7 inclus; ce développement, suivant les puissances de
l, nous donne immédiatement le cosinus de I'angle y ou mieux la différence des
cosinus des deux angles, d’ol nous déduisons le développement de I'angle y suivant
les puissances de a.

Le tableau des dérivées du vecteur M, nous fournit sans nouveaux calculs les
développements de x et de ¢ respectivement jusqu’aux termes de degré (en ) 8 ou
9, nous en déduisons les développements de #* et de :

e K) . 7K*  K¢* 260" — 7\
! Py VL 260" —p
i (A ST 360 lz.z,+ ( 6T " 8.61)

(l—l’) 3 l’:_K)\o3 1 PSS 311\3 l;7K’p Ko —61%* 17 ”
K Tk 360 3. 6' I ( Y —2.8!>+‘ 8‘+A":|

[;7 260" — 2k 17 ' +p’~r'1”
17 I\’)\ 3 K sf T " L 7
R B eTR F( Py +8!>+ 81 +BP]+""
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d’ou, en multipliant par le développement de x :

P net /[ ot Sofu A%t (34 8u— 2809
6 —_ _—l___la_k 14 v ) — 5 5
(16)  cosa : 8 12+ ‘\16.2ﬁ+ 6! |8>+19A 6! '
. K. (9 + 32 + u‘) ot
l(} —_ ¥ L3 Iy 0 66
+ [ 261 R T 8.6!+A‘]
N S N N 6(c* " " 4 %pPe
+1‘L_ ’-YA\ +Kps;\2(/‘ +£"+9)* (\ 8“:_ g T +B§7:|+.;
71 ! !

le développement de la différence des cosinus de nos deux angles s’obtient en don-
nant & ! dans le développement (16) deux valeurs opposées et en retranchant mem-
bre & membre; puis, en ulilisant la formule (11), nous obtenons le développement
de cette différence suivant les puissances de a :

Wi &

. T 8KD. SKA(N 4w+ A4 ane
/\l+"'+a|: 7.45¢* 7.27¢ +10595—315.c‘+cj+'“

Tenant compte des expressions de <" et 1", on en déduit que y ne peut étre
une fonction de = indépendante de s que si K est nul, car le coefficient de «* dans
le développement de v est égal (4 une constante additive prés) & celui de o’ dans le
développement ci-dessus. Donc :

S'il existe, entre les angles sous lesquels on voil du milieu d’un arc ses deux moi-
tiés, une relation indépendante de la position de l'arc sur la courbe, celle-ci est une
courbe (P) ou une courbe (P').

14. — Nous nous proposons d’étudier un dernier élément de la figure construite
4 partir de 'arc MM, de la courbe envisagée : 1'aire balayée par un arc de géodé-
sique dont Porigine est en M et dont I'extrémité décrit 'arc MM, . Cette aire est, en
général, fonction de Uabscisse s du point M et de 'angle sous lequel on voit l'arc

~du point M; on remarque géométriquement que cette aire est indépendante de s sur
les courbes (P) et égale au produit d’'une fonction de s par une fonction de !
lorsque la courbe est une courbe (P’), et nous recherchons si ces propriétés per-
mettent de caractériser les courbes (P) et (P').

La géodésique qui pivote autour de M et dont un point décrit I'arc MM, engen-
dre une surface applicable sur un plan (de I’espace non-euclidien) et il est facile de
trouver la différenticlle de I'aire cherchée en examinant la surface de I'espace eucli-
dien qui correspond & un plan de I’espace non-euclidien. Par exemple si nous sup-
posons K positif, cela revient a étudier, en utilisant un systéme de coordonnées qui

“correspond A celui de Weierstrass que nous avons défini plus haut, l'aire balayée
1

sur une sphére de rayon (K) * par un arc de grand cercle pivotant autour d'un
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.point A et dont I'extrémité décrit un arc AM d'une courbe sphérique passant
par A. On voit que si les coordonnées de M sont x, y, ¢, la différentielle de l'aire
(1 —t)db

K . Nous pourrons faire le calcul si cette différentielle

.cherchée est égale &

Fic. 2.

-est exprimée en fonction de la coordonnée ¢ seule et de la différentielle de I'arc sur
1a courbe décrite par M. Or la relation existant entre d6, ds, df est :
ae
Kds* = (1 — £)d9* + —
I —_—

.donc la différentielle de I'aire [y cherchée est :

w=( ) (50 (5

Pour utiliser les calculs déja effectués, nous remarquons que 1 — KG—m est
I —

le carré du sinus de I'angle 8 sous lequel on voit ’arc de son extrémité et il nous

.est trés facile de déduire le développement de sin 8 suivant les puissances de [ en
tenant compte de (13), d’autre part nous avons donné (15) le développement du
-deuxiéme facteur figurant dans d /b de sorte que le calcul du développement, sui-
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vant les puissances de /, de la différentielle de I'aire cherchée est aisé; nous obte--

nons ainsi les premiers termes du développement de cette aire snivant les puissances
de I :

el oI " o7 ¢* Ko
(17)  b=-—+- +l”<‘——}——‘ + >

12 24 8o 6! 240 120
LK A LA A
240 6.270 6! 160 360 T ’

d’ou I'on déduit, en utilisant le développement (g) :

3 (R ” 2 2
22 20" . 2 he 8¢ 8<* 2K
: 1

3¢ 3o 5¢’ 155° 9c’ 45¢ 5¢*
o Z;Kp’ [969":2 Lt 29! Zl;’/m N 6[;9"0” 112973 N
3 4od¢° 15¢° 45* 45¢° 4557 81¢°

Donc, pour que Vaire Jo(s, «) soit indépendante de s, il faut que o et = soient.
des constantes, donc que la courbe soit une courbe (P). Pour que J» soit égale au
produit d’une fonction de s par une fonction de «, il faut que cette fonction de s
soit égale & ¢7° et tous les coefficients du développement ci-dessus doivent étre pro-
portionnels & p™*, donc ¢’ doit étre proportionnel a ¢* (terme en «'); le coefficient
de o exige que 4* — gK soit proportionnel & o*. Nous n’obtenons donc pas ici les
mémes premiéres conditions que dans lous les problémes précédents, et le coefficient
de «° ne peut étre proportionnel & o* que si K est nul (si bien entendu on suppose-
que ¢ dépend effectivement de s).

I1 nous a semblé utile de vérifier, par d’autres procédés de calcul, les coefficients.
trouvés dans le cas du développement de 'aire. Nous avons pour cela déterminé les
termes indépendants de la courbure K de I'espace dans les coefficients de (17) en
calculant directement le développement dans le cas d’une courbe gauche d'un
espace euclidien et nous avons vérifié les termes contenant K, qui sont tous indé--
pendants de la torsion dans les coefficients nous intéressant, en utilisant des résul--
tats obtenus, par ailleurs, pour une courbe d’une surface de I'espace euclidien (*).

En effet si I’'on rapporte une surface (de courbure constante K) a un systéme de-
coordonnées polaires géodésiques dont l'origine est un point M de la courbe (dont
la courbure géodésique est ), nous pouvons facilement calculer le développement
limité de l'aire comprise sur la surface entre un arc de la courbe (ayant pour ori-
gine M et pour longueur [) et la géodésique corde de cet arc. Les calculs sont trés.
différents de ceux que nous avons résumés plus haut et fournissent une vérification

(*) Voir Annales Ecole Normale (3), LIII, pp. 133 et 134.
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‘intéressante des termes contenant K dans (17). D’autre part, dans le cas d’'un espace
-euclidien la différentielle de I'aire envisagée est :

g[xa + ye + 2 (xx! + yy! + ZZ')’J; dl,

-et I'on vérifie, par des calculs plus longs que ceux faits dans le cas général o K
n’est pas nul, que les termes de (17) qui contiennent la torsion de la courbe sont

.aussi exacts.

12. — Signalons que pour comparer les résultats précédents i ceux de la géo-
métrie affine nous devons utiliser des fonctions et des variables ne faisant inter-
venir que des longueurs. En particulier nous définirons les courbes (P) par la
propriété suivante : La longueur L de la corde ne dépend que de ! et non de s (voir
plus haut, § 6) et les courbes (P') par la propriété suivante : le rapport r des lon-
gueurs L et | ne dépend que du quotient de ! par une fonction de s [celte pro-
priété caractérise bien les courbes (P') trouvées ci-dessus, il suffit pour le voir
d’utiliser le développement (10) qui nous donne Pexpression de r en fonction
de s et 1.

REMARQUES.

13. — Les courbes (P) possédent plusieurs propriétés caractéristiques des cer-
cles et nous nous proposons de déterminer s’il existe, parmi elles, des courbes telles
-que la longueur d’'un arc soit proportionnelle & Uangle sous lequel on le voil de son
origine. Si une courbe posséde cette propriété, tous les coefficients du dévelop-
pement (6) sont nuls excepté le premier; cela exige que p' soit nul et que * soit
égal & 3K; donc dans V'espace euclidien celte propriété caractérise les cercles.

Si I'on suppose ¢ constant et <* égal & 3K, le coefficient de £ est nul mais le
coefficient de I’ ne peut I'étre que si :

3,2 4
22 o7

R N :
_—Kpd+3lﬁﬂp—' —Kptizo ou Kp(K—Sa"’):o,
2 2 9 '

donc, si la courbure de I'espace n’est pas nulle, il est nécessaire que ¢* soit égal

2

a = nous allons vérifier que ces conditions nécessaires ne sont pas suffisantes et

-qu’il n’existe aucune courbe, plane ou gauche, de I'espace non-euclidien possédant la
propriété envisagée.

Pour le montrer nous devous calculer les termes des différents développements
indispensables pour obtenir le terme du 7° degré dans (6). Nous effectuons le calcul
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en utilisant la formule donnant le cosinus de Iangle « et pour éviter des dénomina-
teurs trop élevés nous prenons comme arbitraire (au lieu de la courbure K de-

'espace) la moitié de la courbure de la courbe que nous désignons par a — —P-, la
2

courbure de I'espace est alors 12a* et la torsion de la courbe est T =6a.
Dans ces conditions les dérivées du vecteur M sont :

M = —3.2°a*A +2ae,
M = —4.2%a%, —3.2%a’e,
MY = 12.2° a* A —13.2°d%,
MY — 2b.2'a'e, + 39.2'a‘e,
MY = —-55°a°A + 142.2°a’e,
M" —= T —ar7.2°a%, — 426.2°a’e,
M® =  651.2°a® A — 1495.27a’e,
MY = 2146.2°a’e, + 4485.2°a’e,
M"Y — — 6438.2"a"A + 15601.2%°a’e

et nous obtenons les développements suivants :

2 2 'y 28'41 66 ["57[ 88 23‘9[‘44[ 10 10
l:l—l2aF+52al—Tal+—3Tal—mal+...,
d’ou
1 —18\"z _f 13, 179 . 4669 . 3135117 )
( K ) =1 ('+?“l’+2*.3’al+z‘.33.5al+m“l+"'>"
d’autre part :
8 10 231 2.2146 \
_ — QL gt — op A
x_l<x 3al+3al 53 @ +3"5.7al+ )
donc :
. aglz 1 ‘l‘_ 1 a‘[“ . Z‘ l[|67 asls +
COS @ =1 _T+ >3¢ 2*.3%5 27.3%.5% 7

Pour que = fut proportionnel & I, il faudrait que ce développement coincidat.
avec le développement de cos al. Or le terme de degré 8 rend une telle identifica-.
tion impossible et « n’est pas proportionnel 4 {. On obtient d’ailleurs :

j 1 2*3* "y >
_-a—<1_5"7a .o .

a:al—i——ﬁa’F—}—..., d’ou
175
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14. — Nous avons démontré qu’il n’existe aucune courbe (P’') dans un espace
non-euclidien de courbure K non nulle, plus généralement nous nous proposons de
déterminer s’il y a des courbes telles que la relation entre la longueur ! de l'arc,
Iangle « sous lequel on le voit de son origine et I'abscisse curviligne s de cette

origine puisse s’écrire :
(18) g() = 9(s)- h(2);

les fonctions ¢ et £, nulles pour /=0 et « = o0, sont holomorphes au voisinage
de ces valeurs. Ce que nous savons de « nous montre que si la relation entre /, s
et » ala forme (18), 'angle « (et plus généralement toute fonction holomorphe
de « au voisinage de = — 0) est une fonction holomorphe F du quotient ¢ de la
fonction ¢g(l) par la fonction inconnue . Nous pouvons multiplier F et g par des
constantes (cela revient 4 multiplier ¢ par une constante) et ces deux fonctions

holomorphes peuvent étre développées sous la forme :

g() =1+ Bl + CF + DI +...,
Flg)=q+a,¢+b¢+cq¢+...,

d’oti résulte que « (ou une fonction de «) doit admettre un développement ayant la

forme suivante :

! B a c B4 D C+B  36B
(19) a= +<—+ZQF+<7+23 +é@ﬁ+<—wwgi{;—+ &1 +§QP+.”

3(s) ¢ ¢ ¢ 9

11 T

Les coefficients des mémes puissances de ! dans (6) et (19) doivent étre des
fonctions de s identiques car nous éliminons le cas des courbes (P) et on en déduit
trés simplement que la courbure et la torsion de notre courbe doivent vérifier les

relations suivantes (ou I’on désigne par a, b, ¢, d des constantes) :

1

{ ¢ =ap+b
alors o e=a2p""

(20)
( T=c+4abs + d¢*,
les coefficients (constants) figurant dans les développements de ¢g(!) et F(q) sont
déterminés en fonction de a, b, ¢, d :

b 2
a:i— C:a_+£_i b—-zb’_g'

B=2, , 2
.3 ' 3 12 12 36’ '3 9

Le coefficient de I* dans (19) est alors un polynéme en p dont deux coefficients
seuls ne sont pas encore déterminés. En tenant compte de (20) nous obtenons les
valeurs de 7' et des dérivées de ¢ sous forme de polyndmes en p et le coefficient

Fac. des Sc., 3¢ série, t. XXVIII 12
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de [ figurant dans (6) est lui aussi un polynéme en ¢. Si I'on écarte le cas d’une
courbe (P), les deux coefficients en question sont des fonctions de s qui ne peuvent
étre identiques que si leurs expressions sous forme de polynémes en p sont elles-
mémes identiques. Ceci impose aux constantes a, b, ¢, d deux relations et nous
permet de calculer de nouveaux coefficients de g et de F :

bc a -
Kb—— —o, D=—(a—Tc41 )
37 ° : 60(“ g °t3k)
5 4 a ab 19 1
_ab!__ d _ , 2 —_ .
" 9a —6_—0 c,_———15<66 ——gd 6)’

donc puisque a et b ne sont pas simultanément nuls (cas d'une courbe P) nous
avons trois hypothéses possibles a envisager pour les coefficients de (20) :

b=o, ¢ = 3K, ¢ = 3K,

en remarquant d’ailleurs que nous devons supposer K différent de zéro lorsque
nous envisageons la seconde de ces hypothéses, sinon nous retrouvons les cour-
bes (P') de I'espace euclidien.

Nous devons examiner maintenant si I'une de ces hypothéses suffit pour permet-
tre I'identification des termes de degré 5 figurant dans (6) et (1g). Dans (1g) le
coefficient de I’ est un polyndme en o, sans terme constant, du 5° degré; si nous
remplagons t*, =1’ et les dérivées de o par leurs expressions tirées de (20) dans les
différents termes du coefficient de £ figurant dans (6), nous obtenons un polynéme

en p sans terme constant. Donc — 207t7" —771 01", que I'on peut écrire également

| oy A . . 1 A
—a(t" + 1)+ i ¢t'*, doit étre identique & un polyndmeen p sans terme constant

et il en résulte que * doit étre un polyndme du 4° degré en ;. Cette remarque
nous montre que dans chacune des hypothéses ci-dessus, il faut encore que les
coefficients vérifient de nouvelles conditions qui permettent de simplifier le calcul
- d’identification (surtout dans le cas des deux premiéres hypothéses) et les seules
valeurs possibles des lettres a, b, ¢, d sont telles que :

3
@D b=o, c=o, d=—, alors T = — = a*®;
(1) a=o, ¢ = 3K, d=o, alors = o0;

5
{11  a*d* = 12Kd, ¢c=3K, d=zb’—~, alors ™ =d(as + bo*)’;
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et il faut pouvoir identifier le polyndéme du 5° degréen o, coefficient de I’ dans (19)
(polyndme dont deux coefficients seulement ne sont pas déterminés) avec le coefficient
correspondant de (6). Dans I'hypothése (1) nous exprimons que les termes en ¢*

3

18

ont méme coefficient et I'on obtient la condition nul, ce qui nous raméne soit

A la premiére, soit 4 la seconde hypothése.
Dans I'hypothése (I) ou (1), les coefficients de ¢* seuls donnent une nouvelle

condition, & savoir dans ’hypothése (I) :

%(7;‘ +K>=‘9%7a*—§1<, d'ou 2$a”+198K:0;

dans I'hypothése (11) :

Ké&®
3K+—3—:0, d’on +9=o0.

’
Nous obtenons donc des valeurs déterminées pour tous les coefficients de (20)
2

d’ailleurs irréalisables si 'on se borne aux éléments réels car ;2 dans 1'hypothése (I)
]

hy

et &° dans I’hypothése (II) doivent étre négatifs.

Dans le cas de l’hypothése (II) nous pouvons montrer sans nouveaux calculs que
les conditions trouvées ne suffiseni pas, car les termes suivanls des deux développe-
ments (6) et (19) ne peuvent étre identifiés. Nous avons en effet dans cette hypo-
thése (II) des fonctions particuliéres vérifiant les relations (8) od nous faisons
A =b et n. = 0, et nous avons remarqué qu’une fonction holomorphe quelconque
de o (donc cosa) doit admettre un développement de méme forme que (19) dans
lequel seuls les coefficients de la fonction F correspondante sont modifiés. Il en
résulte que nous devons pouvoir identifier (16), dans lequel nous connaissons le
terme de degré 7, avec un développement tel que (19) ou la fonciion F a pour
expression :

F(g) =1 —%q’ — 2—3qu +A¢+Bg¢+A¢+Bg + ... (A, et B, étant déja déterminés), ‘
q désignant le quotient par 207" de la fonction g(l) dont les premiers termes sont
déterminés : '

g=Il+al +al + ...

L’identification des termes en I* nous donne la valeur de a, (et nous permet de

2

vérifier la condition trouvée plus haut b* = —g). On doit avoir a, = 360 et Iiden-
o
tification des termes en I’ montre que a, est nul et que I'on doit avoir ¢galement
b K 3K*b

~ 336 —;'— , ce qui est impossible si K n’est pas nul.
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Les calculs précédents ne nous suffisent pas pour achever I'étude de la premiére
hypothése. Nous devons déterminer les termes de degré supérieur figurant dans le
développement d'une fonction holomorphe de « et nous choisissons, ici aussi, le
cosinus de cet angle qui doit pouvoir &tre identifié avec une fonction F(g), du pro-

duit par ¢ ‘de la fonction g({) dont le développement commence alors par les ter-
mes :

a
g(l):l+§l’+...—{—gsls-}—gel“-}—

Les résultats établis nous montrent que le développement de cos« débute par
les termes suivants :

& Ladt /K 9ba ../ 2aK  8a’ _
'“rﬁ_lIf_“<ﬁ+<u>_”<5!+ﬁﬂ+“”

de sorte que la fonction F(g) doit avoir un développement de la forme :

.
Flp=1— T +A0+ A7+ ...

Nous déterminons dans le développement de cosa le coefficient de I°; ce coef-
ficient sera un polyndéme en ¢ dont le terme du deuxiéme degré fournit la valeur de
d,, le terme du quatriéme degré doit disparaitre, le terme du sixidme degré nous
donnera la valeur de A,. Comme nous effectuons le calcul sans tenir compte de la
derniére relation trouvée ci-dessus (parce que la valeur de a* ne simplifie guére
les coefficients numériques), nous devons retrouver cette méme relation pour expri-
roer que le termeen ;' disparait. Le coefficient de I ne doit contenir, lui aussi, aucun
terme en ¢*, et le termeen ¢° y est déterminé par la valeur trouvée pour A, car ce
terme doit étre égal & 2A ac®.

Nous donnons ci-dessous quelques-uns des développements intermédiaires qu'il
a fallu établir pour obtenir le développement de cosa. On les déduit de la valeur
des projections des vecteurs dérivées de M (sur les quatre axes pour les dérivées
d’ordre inférieur ou égal & 6, sur A, e, e, pour M™. sur A, e, pour M", sur A
seulement pour M®) :

¢ I R . 5 r 5
l—-l—(l\+ ¢®) — : a, + I\’+g”‘(zI\—7a’)+—gp‘]+m[p’(loaK—1'5a“)+34—ap‘:]

rr . 325 2 63 1750 7 bab .~
ol TG e ( R ) =2 g P e (-5 K fRa) =

l‘ l 2 F 2 lﬁ 2 2 2 4 4 2 3 5 4*
t:"’—?K+EK(KTF)+EK([‘° +6_!KL—K +¢*(17a -gk)—gp:l+6—IK[p (7a ———gKa)—ZapJ

b (2R 2 oS ) 07
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On en déduit que :

/¢ K Pac* [ 14, (17a’—2K) 59‘]
‘+l<_4+ )+ o g 67 T 4.60

6 24 6!

1 _ (78> — 2ak) :l 3, (23 187 ,\ . 635
T) =1 +l’[ er T 6!" 8| 5K e+ (K + 557 T ser e

35aK 1321 .
[“ )t ( 12.8!a>+64.8!a‘°]+"'

' 1 —[*\"2
et par suite cos«, qui est égal & « <-—K— ) * admet pour développement :

S L R ég)_ﬂ %)
"0”"‘—‘8——“2—"”(48+ 61 l'°<5!+6!

J . f 23a 33K 175 T, ./ 23 ggaK> 450
+l|:9("')+?(3.6&.6!+3n.6!)_64.8!p:l+r[f<"')+P(2.8!+ 81 —64.81“9:I+"'

Les conditions imposées par le coefficient de I sont :

a3a’ 33K ' . . .
3.6[;.6!—*—_32.6! =o, ce qui est bien : 23a* + 198K = o,
. _17b
et Ae=—F8r

Alors le terme en ¢* disparait effectivement du coefficient de I', mais il faudrait

. R 350
que le terme en ¢°, du méme coefficient, fat — s Donc l'identification entre
cos . et une fonction de la forme cherchée est impossible, et les seules courbes con-

duisant 4 la relation (18) sont les courbes (P) et (P').




GEOMETRIE AFFINE

CHAPITRE Il

45. — Pour généraliser, avec quelque intérét, I'étude précédente dans le cas de-
la géométrie affine, nous devons n’envisager que des variables et des fonctions repré-
sentant des éléments invariants par les transformations affines fondamentales de
déterminant égal & 1. Aussi nous prenons comme parametres Yabscisse curviligne
affine de 'origine de I'arc étudié et la longueur affine ! de cet arc. Nous définissons.
la longueur affine L de la corde comme étant la distance affine des éléments linéai-
res (point, tangente dans le cas des courbes planes; point, tangente, plan osculateur
dans le cas des courbes gauches), et nous étudions les fonctions L(I, s) et

r{l, s)= I;— Nous dirons qu’une courbe est une courbe (P) si L est indépendant

de s ou qu’elle est une courbe (P') si r dépend seulement du quolient de ! par une
- fonction de s.

Remarquons que ’étude de la géométrie affine plane n’est pas un cas particulier
de la géoméirie de I'espace, aussi devons-nous I'examiner tout d’abord. Nous rappe-
lons (*) les formules fondamentales de la géométrie affine des courbes planes. Si Y'on
désigne par M(s) le vecteur définissant la position du point M de la courbe, ayant
pour abscisse curviligne s, et par k(s) la courbure affine en ce point M, ona:

(21) M. M'] =1, M" 4 k(s).M = o,

ou les dérivées sont prises par rapport & s et ou le symbole [A.B] désigne la valeur
algébrique du déterminant qui donne la grandeur du produit extérieur des deux
vecteurs A et B.

La distance affine de deux éléments linéaires esl égale au double de la racine
cubique réelle de l'aire du triangle construit & partir de ces ¢léments, de sorte que
la longueur (*) de la corde sera le double de la racine cubique de :

_[M".M,—M][M —M.M]
f= 2 [M. M} ’

(*) Voir par exemple : BLascuke, Vorlesungen iber Differenlial geomeirie, Band 1L
(%) Ici, et dans tout ce qui suit, le mot longuenr doit étre entendu au sens affine, méme-
si nous ne le spécifions pas.
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-en désignant par M, le vecteur correspondant & 'extrémité de I'arc quia M pour
-origine et ! pour longueur.

Nous supposons que la courbure k& admet autant de dérivées qu’il est nécessaire
au voisinage de la valeur s correspondant a U'origine de I'arc étudié de sorte que 'on
peut développer M, — M et M, par la formule de Taylor et ainsi obtenir un dévelop-
pement limité, suivant les puissances de !, des différents produits figurant dans
I'expression f. Le calcul de ces facteurs revient & celui des produits suivants obtenus

Arés simplement en dérivant les relations (21) :

(M. M"] = o, M".M"] =k,
(M. M"] = —k, (M. MY =K',
(M. MY = — k', M. M%) = k" — &,
(M. M¥] = k* — 3k", [M". M®] = k" — 4kl
[M'.M"] = 6/k" — 4k", [M". MY = &2,

[M". M®] = akk'.

On obtient ainsi les premiers termes de f (*) :

P I8
J= iy
1920 1920

k'

P+...,

-d’oll nous déduisons le développement limité de la longueur de la corde :

kk'

. . ko .
(22) L:l+wl+.6—Yl+...

46. — Les courbes (P) sont des courbes telles que L ne dépende pas de s quelle
que soit la valeur de /; il est donc nécessaire que tous les coefficients du dévelop-
pement (22) soient indépendants de s pour que la courbe puisse étre une courbe (P)
-et, par suite, la courbure affine & est une constante.

Cette condition nécessaire est suffisante puisque la courbe est alors une conique
-(ellipse ou hyperbole si k& == 0), donc elle posséde un groupe continu de transfor-
mations affines qui la transforment en elle-méme. Ces transformations ont des
déterminants égaux & 1 de sorte que nous pourrons faire coincider un arc quelconque
de la courbe avec le transformé, par 'une d’elles, d'un arc ayant une origine fixe et

(*) Les deux premiers termes de ce développement figurent dans le livre de M. BLASCHKE :
Vorlesungen iiber Differential geometrie, Bd. Il, Kap. 1, § 15; mais la formule (:62) de cet
-ouvrage contient une erreur d’impression.
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la méme longueur que l'arc envisagé; d’autre part ces transformations font se
correspondre les éléments linéaires des différenls arcs transformés et conservent
leurs distances affines; donc les longueurs des cordes de tous les arcs ayant méme
longueur sont bien égales. ‘

Dans le cas particulier ot k est nul, la courbe est une parabole et nous
avons L = [ comme le faisait prévoir la définition des distances affines.

47. — Les courbes (P') sont définies par le fait que le rapport des longueurs de
la corde et de I'arc ne dépend que du quotient de la longueur de l'arc par une
ceriaine fonction «(s) de I'abscisse curviligne de son origine. Par suite nous devons

. . . . L ;
pouvoir identifier le développement du quotient — avec un développement de la

l
forme suivante ou nous désignons par A, B, ... des constantes :
(23) + A d +B d +
1 A mp—r — e

$'(s) y(s)
donc nécessairement :

A B

() = ——, Il = ——.
29°(s) 9'(s)

-

Par suite ¢ est une fonction linéaire de s (comme en géométrie euclidienne); or
nous pouvons changer I'origine des arcs affines sur la courbe et multiplier ¢ parun
facteur constant, donc la courbure k doit étre inversement proportionnelle au carré
de 'abscisse curviligne s . '

Cette condition nécessaire est suffisante; nous Y'établirons géométriquement.
Les courbes dont I'équation intrinséque affine est :

(24) k(s)= %, a constante

sont bien connues, ce sont les courbes W de Klein et Lie définies par le fait qu'il
existe un groupe continu de transformations affines (T), dont les déterminants
peuvent étre différents de 1, qui les transforment en elles-mémes.

Ces courbes possédent effectivement la propriété caractéristique des courbes (P') :
soit N un point fixe de 'une d’elles, une certaine transformation T(s), du groupe,
transforme N en le point M d’abscisse curviligne s; le point M,, extrémité del'arc
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étudié, est le transformé par cette méme transformation d’un certain point N,. Les
longueurs affines des arcs MM, et NN, ont pour rapport la racine cubique du déter-
minant de la transformation T(s). Les éléments linéaires en M et M, sont les
transformés par T(s) des éléments linéairesen N et N, de sorte que le rapport des
longueurs des cordes MM, et NN, est, lui aussi, égal & la racine cubique du déter-
minant de la transformation. Donc le rapport des longueurs de la corde et de
I'arc MM, est égal au rapport des longueurs de la corde et de 'arc NN,, ce dernier
ne dépend que de la longueur de 'arc NN,, puisque le point N est fixe. Or la lon-
gueur de NN, est égale au quotient de la longueur ! de 'arc MM, par la racine
cubique du déterminant de T(s), c’est-a-dire par une certaine fonction de s et I'on

L . .
obtient bien le résultat annoncé : 5 he dépend que du quotient de ! par une fonc-

tion de s.

La forme des courbes W et l'expression des transformations en elles-mémes
qu’elles possédent, dépendent de la valeur du coefficient a qui figure dans I'équa-
tion (24). 11 est facile de vérifier, dans toutes les hypothéses faites sur a

I I 1 y .
<a<—2; a=—2; —2<a<5; a:zl; a>-[;> que le déterminant de la
transformation T(s) qui transforme un point fixe N, arbitrairement choisi sur la

courbe, en le point M d’abscisse curviligne s, est égal au produit de s* par une

certaine constante conformément au résultat établi plus haut sur la valeur de la
fonction ¢ .

Donc les courbes planes (P) ou (P') admettent un groupe continu de transforma
tions en elles-mémes ; ces transformations transforment des droites en droites, conser-
vent les longueurs affines s’il s’agit d’une courbe (P) ou mulliplient les longueurs par
un méme facteur s’il s’agit d’'une courbe (P'). Ces transformations sont tout a fait
analogues aux déplacements (cas des courbes P) ou aux déplacements combinés
avec des homothéties (cas des courbes P') que nous avons rencontrés plus haut en
géométrie euclidienne.

418. — Remarquons aussi que la fonction L(s, /) ne peut étre une fonction
impaire de I, ou la fonction r une fonction paire de la méme variable, que si la
courbe est une courbe (P). Il est en effet nécessaire que le développement (22) ne
contienne que des termes de degré impair; ce qui exige que k' soit nul pour qu’il
en soit ainsi.

Cette condition nécessaire est suffisante, car la propriété envisagée est une con-
séquence de la propriété caractéristique des courbes (P). Soit en effet MM, I'arc
ayant M pour origine et — [/ pour longueur; d’aprés la définition des courbes (P),
tous les arcs ayant — I pour longueur ont une corde égale 4 la corde de MM,, donc

Fac. des Sc., 3¢ série. t. XXVIII 13
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en particulier 'arc M,M. Cette remarque prouve que les cordes de MM, et de MM,
ont méme valeur absolue, ou que L est une fonction impaire de .

19. — Nous procédons de la méme maniére pour étudier une courbe gauche
définie par les expressions k(s) et {(s) de la courbure et de la torsion affines au
point M d’abscisse curviligne affine s sur la courbe. Si 'on appelle M(s) le vecteur
définissant le point M, les deux formules fondamentales sont :

(M', le’ Mm) =1, M(A) —{—/f(s).M” +t(s).M’ =o,

en désignant par (A, B, C) la valeur algébrique du produit mixte des trois vec-
teurs A, B et C.

Fic. 3.

La longueur L de la corde est la distance affine des éléments linéaires de 'ori-
gine M et de 'extrémité M, de l'arc étudié. Cette longueur L est égale & la longueur
de I'arc MM, d’une cubique, & courbure et torsion affines nulles, ayant en M et M
les mémes éléments linéaires que la courbe ; donc L est proportionnelle 4 la racine
sixiéme du volume du tétraédre MABM, construit & partir de ces éléments linéaires.
Le volume J de MABM, est égal au sixi¢me du produit mixte de trois vecteurs con-
venablement choisis et, pour calculer facilement un développement limité de J sui-
vant les puissances de ! en fonction des valeurs en M de k,t et de leurs dérivées,

nous évaluons 6J comme étant la valeur commune des quatre produits mixtes sui-
vants :

(MA, MB, MM,),  (M,B, M,A, M,M).  (AB, AM, AM)),  (BM, BA, BM,);
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or nous avons, en désignant par a, b, ¢, d, e, f certains nombres :

MA — aM' = M, — M + bM + cM’,
MB—=M —M+eM, = SM +dM".

Nous en concluons que 6J est égal & la valeur commune des cing expressions :

ad(M', M", M, — M), —ae(M', M, — M, M), —ec(M,—M, M, M),
—ace(M', M;, M), —ade(M', M", M),

ce qui nous permet d’éliminer les inconnues a, b, ¢, d, e et d’obtenir :

(M, MY, M, — MO (M, M, — M, M) (M, — M, M, M)
- GO, W, M) (B, M, M) '

J

Si nous supposons que la courbure et la torsion affines admettent, au voisinage
de la valeur s, autant de dérivées qu’il est nécessaire, nous pouvons calculer les
développements de Taylor de chacun des vecteurs figurant ci-dessus, et des opéra-
tions simples nous donneront le développement limité cherché. 11 nous fandra pour
I'obtenir calculer les valeurs en M des produits mixtes de vecteurs dérivés de M,
ces produils mixtes se déduisent des relations fondamentales par dérivation, et I’on
trouve, en désignant, pour simplifier, par (pgr) le produit mixte (M®, M9, M™) :

(123) =1, (124) = o,

(13d) = — k, (126) = — 2k’ — 1,

(127) = k* — 3k" — 3¢, (128) = 6kk' + okt — 61" — 41",
(129) = 13kk" + 10k™ 4 7k't 4 8kt + * — k* — 100" — BEW,

(134) =k, (135) = k' +t,

(136) = K" + af' — I, (137) = k" + 31" — 4kk' — akt,
(138) = K™ 4+ 4" — qkk" — 4k — 6kl —B5k't — 0 + 1P,

(145) = k*, (146) == akk' + kt, _

(147) = 3kk" + 3kt — I, (156) = 2k + 3kt + 0* + k* — akt’ — kk",
(234) = — ¢, (235) = — 1/,

(236) =kt —1", (237) =kt' + 3kt + 12 —1",

(245) = — ki, (246) = — 2k't — 1, ’ (B40) =K't — k' +1*;
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le développement des produits mixtes (M, M", M, — M) et (M, M’, M,) ne pré-
sente aucune difficulté. Pour les autres produits figurant dans J on trouve :

4 6

Lol r
(M, M, — M, M) = — + = [9(125) + 5(134)] +%[(126) + (135)]

3

l
+[‘—7Y[IO([27) + 14(136) + 7(145))

9

+ ;W [9(128) + 16(137) + 14(146)]

10

!
+
10

! [35(129) + 75(138) + 90 (147) + 42(156)] +

2 23

M, M, M) = l [5(|23)+2(134)]+ 4([26)—}—5(130)]

+57(5(127) +9(136) + 5(145)]
l

[6(128) + 14(137) + 14(146)]
L
8—[,(129)+20(158)+38(1[; )+ 14(156)] +

: [J ls - l&
(M, — M, M, M) = o+ == (6(125) + 5(:36)] + 3 [10(126) + 16(135) + 5(a36)]

7

+ = [15(127) 4+ 35(136) + 21 (145) + 21(235)]
/.

+; [20(128) + 64(137) + 70(146) + 56(236) + 42(245)]
£ [28(129) + 105(138) 4 162(147) + 84(156)
9! [+ 120(237) + 168(246) + 42(345) ]

[nous avons tenu bompte en écrivant ces produits de la valeur nulle de (124)]. Aprés
remplacement des produits (pgr) par leurs valeurs en fonction de k, ¢ et de leurs
dérivées, nous obtenons facilement le développement de J qui est('):

W e 28 ) 2 ]
Y .y SR VU VTR SR
6L108 6161 T BT6T +<5t WL i A BT BRI ) 2+

(*) Cette formule compléte la formule (200) proposée dans le livre de M. BLAscHKE
(Bd. II, K. 3, § 38); mais les valeurs numériques des coefficients de I'° different lége-
rement.
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Ce volume est proportionnel & la sixi¢me puissance de la longueur L cherchée;
-or d’aprés la définition des distances, on doit avoir L =1 lorsque % et ¢ sont identi-
quement nulles; nous en déduisons le coefficient de proportionnalité et finalement :

6 /{, 7
200+l 7200+l k@_ 10.7! A 5.7! +450.6!

. 0 KL K kk R
(35) L=1+f7"’ u ki | K+ )i

°

20. — Pour qu’une courbe soit une courbe (P) il faut que tous les coefficients
-du développement (25) soient indépendants de s, donc en particulier la courbure et
la torsion doivent étre des constantes.

Cette condition nécessaire est suffisante puisque les courbes ayant une courbure
-et une torsion affines constantes admettent un groupe coantinu de transformations
-affines, dont les déterminants sont égaux & 1, qui les transforment en elles-mémes.
-Ces transformations permettent de faire coincider les éléments linéaires a 'origine
-et & 'extrémité de deux arcs ayant méme longueur affine, ce qui montre bien que les
longueurs des cordes correspondantes sont égales.

21. — Les courbes (P') sont définies par le fait que le rapport 17‘ =rnedépend

-que du quotient de la longueur I par une fonction ¢(s). Donc nous devons pouvoir
identifier, comme précédemment, le développement de r avec un développement
-de la forme (23); cela exige que :

A B
K (s) = —i, k=
)= 7

Si ’A‘ et B, ne sont pas nuls, nous pouvons, en changeant au besoin I'origine sur
la courbe étudiée et en multipliant la fonction inconnue par une constante, conclure
de ces deux premiéres conditions que la fonction ¢ est égale & I'abscisse curviligne
-de l'origine M de I'arc [comme dans toutes les recherches précédentes sur les cour-
bes (P')], et la courbure de la courbe en M est inversement proportionnelle au carré
de I'abscisse curviligne de ce point.

Le terme suivant du développement de r ne permet alors I'identification avec
un développement (23) que si la torsion vérifie une relation de la forme :

B 6

oD, C
s s

dans laquelle C et D désignent des constantes. Cela exige que la torsion soit inver-
:sement proportionnelle au cube de l'abscisse curviligne du point M; donc une
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courbe ne peut posséder la propriété (P') que si ses équations intrinséques affines.
sont de la forme :

IS
pe

k(s)—_—

xl.
P

, l(s):—s—

avec ’hypothése que la courbure n’est pas identiquement nulle.

On reconnait les équations des courbes W, gauches, et 'on vérifie trés simple-
ment que la condition trouvée est suffisante : Les courbes W admettent en effet un
groupe continu de transformations affines qui les transforment en elles-mémes. Ces
transformations transforment les éléments linéaires d'un point N de la courbe en
les éléments linéaires du transformé de N, de sorte que la longueur de la corde
d'un arc MM, transformé de arc NN, sera égale au produit de la longueur de la
corde de NN, par la racine sixiéme du déterminant de la transformation; un raison-
nement analogue & celui du paragraphe 17 montre que le rapport de la corde & I'arc

ne dépend alors que du quotient de la longueur de Yarc par une fonction de I'abs-
cisse curviligne de son origine.

22. — Dans le cas particulier ou les constantes A, et B, sont toutes deux nulles,
la courbure de la courbe est identiquement nulle et les termes en * et £ figurant
dans le développement (25) ont un coefficient nul si bien que nous ne connaissons

. \ . o L
que les deux premiers termes du développement de r (a savoir r=1+41 37 + >

el nous ne pouvons déterminer la forme de la fonction inconnue z car nous n’avons
alors que 'unique relation :

'
=2
dans laquelle A’ est une constante différente de zéro (sinon la courbe serait la
cubique servant & définir la longueur de la corde).

Nous devons donc calculer le coefficient suivant de nos différents développe-
ments dans ’hypothése oti % est nul; mais nous aurons besoin uliérieurement de-
ces mémes coefficients dans Phypothése plus générale ou k est une constante, aussi
donnons-nous immeédiatement les résultats lorsque la courbure est une constante
quelconque.

Le tableau des produits mixtes de dérivées du vecteur M doit étre complété:
comme suit :

(1210) = — 15¢W 4 arkt” + oll' — 3k*t, (139) = 5t — 1 3kt" — 1t + 3k*t,
(148) = 6kt" — 2k°L, (157) = — 3k" + 3U' + I°¢,
(238) = — 1" 4 kt" + 5’ — k*¢, (247) = — 3il' + K*L,

(256) = kt' — t1' — k'L, (346) = — k" + 1l
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D’autre part, les développements des produits mixtes intervenant dans l'expres-
:sion de J doivent étre complétés par les termes suivants :

11

+—l—(-)—'—[[;(1210) 4 10(139) 4+ 15(148) + 12(157)] dans (M, M, - M, M));

9

+ ;' [8(1210) 4 27(139) + 48(148) + 42(157)] dans (M, M, M");

e [36(1210)+160(139)—{—315(148)+288(I57) ]
ns

7 M,—M, M, M,).
10: | + 450(247) + 252(256) + 225(238) 4 210(346)

Ces expressions nous permettent de calculer le terme de degré 17 figurant au
numérateur et celui de degré 11 au dénominateur de J pour obtenir, lorsque k est

Z;/c " I AT T
6[108 l+<5l +4_5k)10'+— +- :I

nous avons donc, dans cette méme hypothése sur & :

-constant :

.k r K N7
@) L= 140 +r( + ET 6'>+l§'—+
Donc si I'on suppose la courbure identiquement nulle, cette courbe pourra étre
une courbe (P') & la condition que l'on ait :

r=— et W =—,

ce qui prouve, en changeant au besoin l'origine sur la courbe étudiée et en multi-
pliant ¢ par une constante, que la torsion en M est inversement proportionnelle au
-cube de I'abscisse curviligne de ce point et que la fonction ¢ est encore égale &
l'abscisse curviligne de M. Nous obtenons donc encore une courbe dont les équa-
tions intrinséques affines sont celles d’'une courbe W, mais ici le paramétre X est
nul; la condition est donc suffisante. ‘

23. — Les développements (25) et (26) noas permetient de déterminer les
~courbes gauches telles que la longueur de la corde soit une fonction impaire de la
longueur de I'arc ou telles que le rapport de ces longueurs soit une fonction paire
de la méme variable. Nous avons déja remarqué que les courbes planes (P) possé- -
dent cette propriété et un raisonnement, analogue  celui du § 18, nous montre que
les courbes gauches (P) la possédent également.
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La condition suffisante qu'une courbe soit une courbe (P) est ici encore néces-
saire; il faut en effet que le développement (25) soit celui d’une fonction impaire de
la variable I, donc les coefficients des puissances paires de [ doivent &tre tous nuls
et en particulier la courbure doit étre une constante. Cela étant démontré, nous
pouvons utiliser le développement (26) dans lequel le coefficient de I* doit éire nul

identiquement, ce qui exige que ' soit nul, donc la courbure et la torsion affines de-
la courbe sont constantes.

24. — Au lieu de déterminer I'arc MM, par sa longueur, il est possible de-
prendre comme variable la longueur L de la corde (la méme remarque s’applique
au cas des courbes d’un espace euclidien ou non-euclidien). 11 est possible de faire:
I'inversion de fonction définie par L = L(s, ) au voisinage de L—o0, =0 et I'on
peut calculer les premiers termes du développement de r en fonction de L et de s.
D’ailleurs ici (en géoméirie affine) les termes, dont nous avons besoin pour obtenir
les conclusions, ont le méme coefficient lorsque 'on prend 1'une ou lautre des.
variables. A .

En résumé : Les courbes lelles que le rapport des longueurs affines d’un arc et de sa
corde (celle-ci définie comme il a é1é précisé plus haut) ne dépende que du quotient
de la longueur de U'arc par une fonction de I'abscisse curviligne de U'origine de celui-ci,
ou bien ne dépende que du quotient de la 'longueur de la corde par une fonclion de
I'abscisse curviligne de lorigine de U'arc, sont les courbes W planes ou gauches.

Si ce rapport est une fonction paire de la longueur de 'arc ou une fonclion paire
de la longuéur de la corde, il est nécessairement indépendant de la position de Uarc sur

la courbe, et les transformations affines qui transforment la courbe W en elle-méme
ont un déterminant égal & 1.

Tl
Remarquons que la relation r:F[——(s—)] entraine que [ est égal au produit
¢

d’une fonction de s par une fonction de r, mais cette derniére n’est pas holomor-
phe au voisinage de r =1 et, malgré 'analogie plus grande de cetie propriété avec
celles de l'espace euclidien, nous croyons [préférable de conserver I'énoncé donné-
plus haut.




