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ANNALES

DE LA

FACULTE DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITE DE TOULOUSE,
POUR LES SCIENCES MATHEMATIQUES ET LES SCIENCES PHYSIQUES.

SUR LES ACTIONS
MAGNETIQUES, ELECTRIQUES, ELECTRODYNAMIQUES. ET FLECTROMAGNETIQUES
DANS LES CORPS RIGIDES OU DEFORMABLES

Par Louis ROY

CHAPITRE PREMIER

Préliminaires.

1. Introduction. — Dans une publication déja lointaine(*), nous avions consacré
un court chapitre & la théorie des actions électrodynamiques et électromagnétiques,
telle que Pierre Duhem I'avait autrefois développée ici-méme(*) d’aprés Helmholtz,
en se limitant aux courants de conduction. Nous I’avions alors étendue aux courants
de polarisation (courants de déplacement de Maxwell), sans nous douter que cette
extension avail été faite vingt-trois ans plus t6t par Duhem lui-méme dans son
enseignement a la Faculté des Sciences de Bordeaux(®). Le corps aimanté considéré

(*) L. Roy, L’Electrodynamique des milieux isotropes en repos d’aprés Helmholtz et Duhem,
Collection Scientia n° 4o, Gauthier-Villars éd., Paris, 1923.

(*) P. Duhem, Les actions électrodynamiques et électromagnétiques, Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, 1 série, t. VII, 18¢3; t. VIII, 18g4.

(*) P. Duhem, Propagation des actions électriques, magnétiques et diélectriques, cours pro-
fessé en 189g-1goo & la Faculté des Sciences de Bordeaux. Nous n’avons eu connaissance de
ce cours qu’en 1936, par un abrégé, réduit aux énoncés et formules, qu’a bien voulu nous
offrir M!'* Héléne Duhem, a qui nous sommes heureux de renouveler ici nos bien sincéres
.remerciments.

Rac. des Sc., 4°* série, t. II. I
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par Duhem, puis par nous-méme, était un aimant permanent rigide, pour lequel
seulement il était possible de calculer avec certitude la variation 3(Jb, B, €) de
Tintensité d’aimantation dans un déplacement virtuel du systéme. En méme temps
que nous tédigions notre opuscule, M. Alfred Liénard préparait un important
mémoire sur ce méme sujet(’). Aprés avoir montré, contrairement i ce que pensait
Duhem, que la notion de potentiel thermodynamique interne, & la condition d’étre
suffisamment élargie, continue de s’appliquer & des systémes parcourus par des cou-
rants, M. Liénard l'utilisait au calcul du travail, avec ou sans déformation, d’'un -
systéme de courants et d’aimanls parfaitement doux, dans 1'hypothése que ces cou-
rants sont uniformes. ]

La difficulté d’étendre la méthode de M. Liénard au cas général de courants quel-
conques nous fit revenir a celle de Duhem. Comment celle-ci pouvait-elle s’étendre
4 des aimants parfaitement doux déformables? Pour ticher de répondre A celte
question, nous elimes I'idée de développer, en méme temps que les termes électro-
dynamiques et électromagnétiques, les termes magnétiques et électriques qui figu-
rent aussi dans U'expression générale du travail des forces intérieures, fournie par le
principe de la conservation de I'énergie et 1’équation des forces vives. On reconnait
alors que, dans le développement des termes d’apparence purement magnélique,
apparaissent certains lermes électromagunétiques qui, par une heureuse coincidence,
sont égaux en valeur absolue et de signes.contraires aux termes génantsen 3(b, B, €)
qu'introduit, dans la partie électromagnétique du travail, la considération d’aimants
parfaitement doux. Les termes en 3(J, &, C) qui subsistent sont donc relatifs aux
seuls aimants permanents, pour lesquels le calcul de ces variations ne présente
aucune difficulté. Dés lors, il n’y avait plus lieu de faire sur ces variations les diver-
ses hypothéses auxquelles M. Liénard avait été conduit.

La partie électrique du travail fait évidemment apparaitre les variations analo-
gues 3(A, B, C) relatives & Vintensité de polarisation des diélectriques parfaitement
doux. Mais ces variations ne sont pas génanles, car elles s’expriment en fonction du
courant de polarisation. Certains termes résiduels font apparaitre des actions élé-
mentaires exercées sur chaque diélectrique par la force électromotrice d’induction,
c’est-a-dire par la partie non électrostatique du champ électrique. L'ensemble de ces
actions constitue d’ailleurs un systéme nul; aussi n’interviennent-elles que pour les
corps déformables. '

Un autre résultat curieux est le suivant : dans les actions magnétiques élémen-
taires qui s’exercent sur un aimant parfaitement doux déformable, il est impossible
de séparer complétement ce qui est purement magnétiqne de ce qui est électro-
magnétique. La séparation compléte n’apparait qu’en calculant la résultante et le

(Y A. Liénard, Equilibre el déformation de sysiémes de conducteurs traversés par des cou-
ranis et de corps magnéliques sans hystérésis, Annales de Physique, g° série,'t. XX, 1923. p. 249.
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moment résultant des forces élémentaires. Il en est de méme des actions électriques
élémehtéires, qui s’exercent sur un diélectrique parfaitement doux déformable et
dans lesquelles se trouve incluse une partie des aclions exercées par la force électro-
motrice d’induction. La séparation compléte ne se fait encore que par le calcul de la
résultante et dn moment résultant.

Les forces magnétiques ou électriques ainsi calculées concernenl un systéme en
mouvement, au sens large de I'Energétique. Sont-elles les mémes que pour un sys-
téme en repos et en équilibre magnétique ou électrique? La réponse est entiérement
affirmative pour les premiéres, incomplétement pour les secondes et la présence des
courants dans 1’état de mouvement explique cette différence.

A coté de I'aimant parfattement doux déformable ou rigide, du diélectrique par-
faitement doux déformable ou rigide et de 'aimant permanent rigide, nous avons
cru devoir considérer aussi le diélectrique permanent rigide. La considération d’un
tel corps parait en effet se justifier par I’hystérésis considérable qui a été récemment
observée par Eguchi sur I'électret (mélange fondu de résine et de cire de Carnauba)
et par Kourtschatov sur le sel de seignette(').

Dans I'expression du travail élémentaire des forces intérieures intervient la
variation des énergies magnétique et électrique du systéme. Le calcul de la variation
de I’énergie d’un corps déformable polarisé a fait I'objet principal d’'un important
mémoire de Duhem (*). Certaines formules sur la déformation des milieux continus
nous ont permis de simplifier notablement 1'analyse de cet illusire savant(®).

2. Equation fondamentale. — Considérons un systéme en mouvement au sens
large de I'Energétique. En méme temps que ce systéme se meut et se déforme, les
paramétres qui définissent son état physique en chaque point, notamment son étal
électrique et magnétique, varient aussi d’'une maniére continue. Imaginons alors
qu’d l'instant ¢, on imprime au systéme une modification virtuelle de durée dt;
parmi ces modifications figure, en particulier, la modification réelle éprouvée par le

(*) Le Magnétisme (Rapports et discussions du sixi¢éme Conseil de I'Institut international
de Physique Solvay), Gauthier-Villars éd., Paris, 1932, p. 386. — 1. V. Kourtschatov, Le
champ moléculaire dans les diélectrigues, Hermann éd., Paris, 1936, p. 45. — Nous devons
ces précieuses indications a 'obligeance de M. Gaston Dupouy, 4 qui nous renouvelons nos
bien vifs remerciments.

(*) P. Duhem, Sur la pression dans les milieux diélectriques ou magnéliques. American
Journal of Mathematics, t. XVII, 1895, p. 117.

(*) Le présent travail a été résumé en quatre Notes insérées aux Comptes rendus de
YAcadémie des Sciences : Actions tolales exercées sur I'aimantation d’un systéme de corps iso-

. tropes, séance du 17 octobre 1938 ; Analogie entre les actions exercées sur les courants et les
actions magnétiques, séance du a4 octore 1938; Sur les actions électriques dans un systéme de
corps isotropes, séance du a novembre 1938; Sur les aclions électrostatiques dans un systéme
de corps isotropes, séance du 7 novembre 1938.
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systéme entre les instants ¢ et ¢+ dl si, comme nous le supposerons, les liaisons
sont indépendantes du temps. D’aprés le principe de la conservation de 1'énergie

1

appliqué A cette modification, on a
86, =—38J+3U 4+ E3Q,

30, désignant le travail élémentaire correspondant des forces extérieures, 3J celui
des forces d’inertie, 83U l'accroissement de l'énergie interne du systéme, 3Q la
quantité de chaleur dégagée, € 1’équivalent mécanique de la chaleur.

D’autre part, I'équation des forces vives appliquée & la méme modification donne

— 8] =180,+30;,

30, désignant le travail élémentaire correspondant des forces intérieures et — 8J
devenant égal a I'accroissement de la force vive dans le cas d'une modification réelle.
En ajoutant membre & membre ces deux égalités, il vient

(1) 36, +3U+G3Q =o,.

équation fondamentale qui nous fera connaitre, en derniére analyse, les forces inté-
rieures du systéme, moyennant le calcul préalable de la variation de I'énergie interne’
et de la quantité de chaleur dégagée. Tel est le point de départ de la méthode de
Duhem que nous allons reprendre.

3. Définition du systéme étudié. — Nous supposerons le systéme rapporté & un
triedre fixe trirectangle Oxyz et constitué. par trois corps distincts continus et iso-’
tropes. Soient @,, T,, J,; §,, S,, S, les volumes et les surfaces terminales de cha-
cun d’eux. Ces corps peuvent n’avoir aucun point commun ou étre en contact par
une portion de leur surface. Par hypothése ils sont électrisés et le siége de courants
de conduction, si, comme nous le supposerons en toute généralité, leur conductibi-
lité n’est pas nulle. En outre, le corps 1 est déformable et parfaitement doux au dou-
ble point de vue magnétique et diélectrique. Les deux autres sont indéformables,
c’est-a-dire sont des solides parfaitement rigides, le corps 2 étant le siége d'une dou-
ble polarisation magnétique et diélectrique invariablement liée & ce corps, qui con-
stitue ainsi un aimant permanent en méme temps qu'un diélectrique permanent
rigide, et le corps 3 étant parfaitement doux au double point de vue magné-
tique et diélectrique. Enfin le milieu dans lequellces trois corps sont plongés est,
par hypothése, parfaitement isolant, non électrisé, non diélectrique et non magné-
tique: ’

Cela posé, la variation de I'intensité de polarisation diélectrique dans les corps 1
et 3 engendre dans ceux-ci des courants de polarisation qui, ajoutés aux courants de



SUR LES ACTIONS . .... ' 5

conduction, donnent le courant total, dont la densité en chaque point (x, y, z) a
pour composantes ’

(2) f=u+v, g=0v+Vv, h=w+w,

(u, v, w) désignant la densité du courant de conduction, (v, v,w) la densité du
courant de polarisation au méme point(*).

4. Energie interne et quantité de chaleur. — L’énergie interne d’un systéme en
repos a pour expression(*)

d9
(3) U:U0+Gll°+f<5-'r7r'?->da+M+W+/<F-_T%>dc5+n,

U, désignant ce que serait I’énergie interne si le systéme était & 1’état neutre, c’est-
a-dire s’il n’était ni électrisé, ni aimanté et s’il n’était le siégé‘ d’aucun courant,
WY Iénergie magnétique du systéme, W son énergie électrostatique(®), F une fonction
donnée de I'intensité d’aimantation J, de Ta densité cubique p et de la température
absolue T en un point de I'élément de volume dG d’un des corps du systéme,
F une fonction donnée de I'intensilé de polarisation diélectrique J, de p etde T au
méme point et les intégrales s’étendant au systéme entier(*). On a d’autre part

) . M =f33d6+/3¢ds,

avec

5 5= —T _
(%) | =0T
e désignant la densité cubique de I'électricité en un point de I’élément de volume d@3;
¢ la densité superficielle de I'électricité en un point de I’élément de surface dS d’une
surface terminale et ® une fonction dépendant de 1’état de la matiére, notamment
de ¢, T, au point considéré.

. (*) Nous faisons donc abstraction ici des courants de convection diis au mouvement du
systéme, parce que ees courants ne deviennent sensibles qu’aux grandes vitesses (de I'ordre
du km:s), trés au-dessous desquelles nous conviendrons de nous tenir.

(®) L. Roy, loc. cit., p. 53. Conformément aux notations de Duhem, nous avions, dans
notre opuscule, désigné par GU I’énergie interne. -

(*) Les fonctions U et W sont respectivement appelées par Duhem potentiel magnétique
et potentiel électrostatique du systéme.

(*) Afin d’abréger les notations, nous ne mettrons généralement pas d’indice au
bas des intégrales étendues au-volume total @ = @, + T, + T, ou A la surface totale
S =3S8,48,+ 8§, du systeme.
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Enfin, le dernier terme I1 de (3), que nous déterminerons plus loin (n° 1g9), est
celui qu’il faut ajouter aux précédents, c’est-d-dire & I'énergie interne du systéme
simplement aimanté et électrisé, pour que I'expression (3) reste valable lorsque le
systéme est, en outre, parcouru par des courants.

Si nous admettons, comme trés vraisemblable, que I’énergie interne d’un systéme
en mouvement, électrisé, aimanté et parcouru par des courants ne dépend pas
explicitement des vitesses, I'expression (3) établie pour un systéme en repos reste
valable pour un systéme en mouvement; la seule différence étant que le courant
total, qui intervient dans la fonction II, aura une expression analytique plus
complexe du fait des nouveaux termes qui s’ajouteront dans I'expression du courant
de polarisation. '

On a d’autre part(*)

6) ®IQ=dt

E 30 T “(J+F)
(e e s 125

(E,, E,, E,) désignant la force électromotrice totale en un point (x,y, z) de I'éié-
ment dG, soit

(V40

( ) |

dx

e étant la constante fondamentale des actions électrostatiques, V le potentiel élec-
trique(*) au point (x,y, 2), (¢,, 9,, 9,) la force électromotrice hydro-électrique »
et (§,, &,, &, la force électromotrice d’induction au méme point.

Dés lors, il résulte des égalités (3) et (6) que I'équation fondamentale (1) devient

8 T, = —6U0~8<‘10’+/9d0>—8M-8<W+/ch5>-—al'l

E, 20 T
—dt u( " T + = >ld®,

T

de sorte qu’il nous faut lout d’abord expliciter les différents lernies du second membre.

(*) L. Roy, loc. cil., p. 32, avec la notation abrégée | | pour désigner, non pas une’
valeur absolue, mais une somme de trois termes analogues a celui gui est écrit, les deux
autres s'en déduisant par permutation tournante de certaines lettres évidentes (ici u, v, w;
x,y,z). Qest ainsi que nous représenterions par |Xdxz| le travail élémentaire de la force
(X,Y, Z). Nous préférons cette notation, dont nous avons fait un constant usage dans tos
publications antérieures, & celle (F, ds) du calcul vectoriel classique, comme se prétant
mieux aux transformations algébriques. Duhem I'avait d’ailleurs employée dans ses Legons
sur UElectricité et le Magnétisme, mais en remplagant chacun des deux traits par un trait
double, afin d’éviter la confusion avec le symbole usuel de la valeur absolue.

(*) Duhem appelle V la fonction potentielle électrique du’systéme.




CHAPITRE 11

Variation de UV + / FdO .

5..Energie magnétique. — Soient ¢ la constante fondamentale des actions

magnétiques; Jo, B, C les composantes de l'intensité d’'aimantation J en un
point (x, y, z) du systéme; 9 le potentiel magnétique en ce point(*); 1’énergie

magnétique du systéme a pour expression
E,

W =— f
2

V=10, +0,+7,,

XU

o dao.

Qb

«. FKcrivons

9); désignant le potentiel magnétique du seul corps i; il vient

¢ N
W=L f|a20F 00 4
2 o
G, +0,+0,
-de sorte qu’en posant
~| . 0,
- o,

et en tenant compte de ce que I, =1, ona
2,0
W=, + Lt L+ a(l, +1,+1,).

Le corps 2 étant un aimant permanent rigide, I

(10) 28U = 51, + 81, + 2 (3L, +51,, +51,)).

est une constante, d’ou

Nous avons donc & calculer la variation de cinq intégrales de la forme (9)-

(*) Duhem appelle U la fonction potentielle magnétique du systéme.
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6. Calcul de 31,. — Ce calcul, de beaucoup le plus compliqué de ce fait que le
corps 1 est déformable, fait 1’objet principal du mémoire précité de Duhem. Nous
allons reprendre I'analyse de cet illustre savant, en lui apporlant toutefois de nota-
bles simplifications.

En effagant dans la formule (g) les indices inutiles ici, nous avons & considérer
Iintégrale

(1) | 1:f|m% 10 = f(edv+ [vgas
(@) (&) S

étendue & un corps déformable unique, le troisiéme membre de cette égalité résul=~

»

tant d’une intégration par parties et

2

o

) Iz, y, 2, ) = —| Joa|

(13) @, y, 2, )= —

désignant respectivement les densités cubique et superficielle de la distribution fic-
tive équivalente de l'aimant considéré; «, 8, vy les cosinus directeurs de la demi-
normale intérieure en un point de la surface S. Mais

V=U+W,
en posant(‘)
(13) U, 5,2, 8) =f—t,3- day', W,y 2. )= /‘% a8,
o . S
avec .
§==8.y,2,0, =4y, 0

et r désignant la distance du point M(z, y, z) des éléments dG ou dS des intés
grales (11) au point M'(x’, y', z') des éléments dT' ou dS' des intégrales (13);
I'égalité (11) devient ainsi

= fA+Wsdo+ [ +as.
(8] S
Mais on a

fﬁlﬁf&'dm :://STSdOdS’ =f<f%dc§>9’d$' :/‘N'S’dS’,
(®) o S S (8} S

. (*) Les notations étant multiples, il est difficile d’éviter les doubles emplois: mais aucune
confusion n’est possible entre le potentiel de surface 1" introduit ici et I'énergie magnéti-
que U du systéme.
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avec

(14) U =W, y, 2, 1) :f—%- dc:

f Wedo = [ Ugds
' S
el par suite

(15) l:f‘ﬂ8d13+2f"il3ds+/°w’gds.
o) S S

Nous sommes ainsi ramenés a calculer les variations de ces trois derniéres
intégrales.

A. Calcul de S/F"ugd'@ . — En effacant I'indice ¢ devenu inutile dans les cal-

culs qui Suivent, on a
afm—:doz /&3 + U3 6)dw + UE o).

Or, d’apreés la premiéré (13),

oauu/[ b—*°'+g'~ )dcs' 'ado'],

d’ou

fsa%ldo :ff&[(ﬁw'a—)dcsur%Sdo':ldo.

Calculous donc les différents termes de cette derniére intégrale; on a

ffe °f 46 des =f<f—{;—dcj>08do :fcu,'ag'dcs'= W3 EdD,
) - )~ ! g
f/ 88’8%d0’d0 ::/ft;b” " 32 1dT dT
_/881/8' do+fs'axf&

Fac. des Sc.. 4* série, t. III. 2

dc’

G| dT.
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Nous voyons ainsi apparaitre les champs (%,, ‘y,,, %) en M et (%, U,, Z,)
en M’ dis a la seule densité cubique, soit

1

d —
r

B, (x, y, z,t):-—s'fg' ™ do,.. ... ,
y

¥, (x',y, 2, t) = ——s'fs \—;,dcs, ..... ,

d’apres (13) et (14); d’ou

fftqg’b‘—dﬂ do——#fgp% Bx{do——fﬁ.' %32 |d

=—2f8|% 5|dG .

(16)

On a d’autre part

/fg—odadﬁ f<f{?d(f)

d’ou finalement
(17) afcugdo':2/[(611,35—581%,sm|)do+uswo].
(@) (@]

B. Calcul de sfﬁugds. — Ce calcul, analogue au précédent, va introduire le

>8'5d0’ =f<u'8'sm' =f0u,gwo-,

potentiel de surface au point M'(x', y', 2'), soit
s ’ MY 4 ’ ’ g 3
W =W, y, 2, )= Tdb
S

et les champs (%,, Y,, Z,) en M et (%,, Yo, Z,) en M dfis 4 la seule densité
superficielle, soit

/ . DL
r
q . — R ' '
%z(a” }-’» Z,t)_.--/,(f 3.1; dS, ..... )
S
(18) )
Y —

’ oo ' 5 r :
%2(4177)’,Zyl)=—5/9 "D?ds, ......
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On a comme précédemment

afwczs =f[(sfam+tuag>ds+wad51,

d’ou la suite d’égalités

fsmtds =/f9|:<3—fi+8'a7)da'+§r—"ado']ds,
S e
ff:f-——-dﬁ'ds :{({%ds)sgdd :écuy'ag'do' ={(wsgdo,
l.
ffgg' dcs'ds—ff%' C
=fg smfs'%a-:-dcs' dS+f8’ aw'fs’vds
S e o S
:_%fg;%,mds———:,-fg'|%;3m';_dcs'
S ol
:.__:ng;%,aa:qu—-:—,fg|%,awic_1cs,
S e
_s/_égf’riado'ds =.£<{-g-ds>8’8dcs’ =4‘W’8’8dt§’ =/O'°u783dcs.

On a donc finalement

(19) af‘us’ds :/[(ﬂYSS-—:78|%,Bac|>dcj+°w&d(;$:'
S ©

+f[(0u89‘ —%-Ql%‘adeS +.‘u9’ads:|.
s

-——Bw+ 8.'1: do'dS

dco’

C. Calcul de of‘ﬂ?’&fdb — Ce calcul est identique & celux de o/“u&’,dcj et
donne

(30) was’ds—_: zf[(“ﬂ)'sgf*5—3[%,8w|>d8+‘3w’95ds:,.
S S . _
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D. Expression de 51. — D'aprés (15), l'expression de 81 résulte de l'addition
des résultats partiels (17), (19) et (20). Cette addition fait apparaitre, en chaque
point de & ou de S, le potentiel magnétique total ) et le champ magnétique
total (%, (y,, %) résultant des densités cubique et superficielle, soit ‘

%:%14—%', .....

ot il vient

(ar) %al=f[(qug—%g|%am|>do+ﬂoeadm]
o]

+/[<%39’~}3’|%3w1>ds+f‘1)sfads].
S

C’est, aux différences de notations prés, la formule préliminaire (28), p. 129,
donnée par Duhem dans son mémoire précité. Nous pouvons I'écrire encore

(22) ial=/°Da(8dc5)+f°13a(9‘ds>—€—',f|%am|8do—%f[%smgds
o S e e

et nous devons y faire : en chaque point du volume @
(23) B=—c—,.....

et, en chaque point de la surface S et indifféremment,

ALY U

%:——-s'-&‘——zm'fia,...v..; P = —¢ Tm-—zna'g’a', ..... ;
bY) N ’ , R :
(ak) / o (b%’ . o‘D’>
h—= — — | ——— 1 7 Jye e e
\ 2\ )’ "
avec ¥ = — 1, f'= —§, y'= —y, ainsi qu’il résulte de la théorie des potentiels

de surfaces.

. J
Chaque dérivée partielle % ,... de (24) désigne la limite vers laquelle tend cette

dérivée, calculée en un point M' intérieur au volume @, lorsque M’ tend vers le

U

point M considéré de la surface S; de méme, chaque dérivée partielle E;;" .. dési-

gne la limite vers laquelle tend cette méme dérivée, calculée en un point M" exté-

rieur au volume G, lorsque M’ tend vers le méme point M de S. Nous convien-
: !

. A . o
drons d’appeler les premiéres -t—)-—-,. .. dérivées intérieures, les secondes TR
X d

dérivées extérieures a la surface fermée S considérée.
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Pour achever le calcul de 31, il nous reste & développer les deux premiéres inté-
grales de (22), en tenant compte des expressions (12) de & et de J.

E. Calcul def“DS(ng). — On a d’aprés (12)

ol
(25) fﬂpagdcs = —fooa

. D
Calculons donc 3 \”

———D”% do.
d

. Dans la modification virtuelle ou réelle considérée de
¢

durée dt, le point matériel, qui est en M(x, y, z) a l'instant ¢, est venu, a l'ins-
tant ¢ = t+dt, en un point infiniment voisin M'(x', ¥, '), en méme temps que la
fonction JM(x, y, z, {) en M est devenue A'(x', ¥, 2z', ') en M’ et 'on a par défi-
nition ‘

(36) ')-—-L—:———f—y

avecC

x=x+3x, y =v+3y, Z’=2z+3z,

3, 3y, 5z étant des fonctions infiniment petites de x, y, z. Ou a ainsi

XN b.)lo'< aax>+a%' By A 23z
== 1

de ~ ' 2 Yy dx + W

) d

2 A 8 + AN Y <l+ BSy) Q' 23z
dy ' dy Dy dy 2 dy
A A 3x | A 23y " A (1+ 28z
2 T ' Mz ooz o 7 dz )

En résolvant et en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur, il vient

W N W s A 8 W 25z
= b —< °Z LA )

dx dx dx dy 2 &

et comme par définition

A’ ¥, 2 1) = Jo(@, ¥, 2, ) +3,

on a en définitive d’aprés (26)

(27) 5 S _ 25 __<DJ\9 dex + QA d8y :\_Jl_o_ 82 )

dx ox dr dx dy x 2z

C’est la premiére des formules (5), p. 138, du mémoire de Duhem.
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Une intégration par parties donne alors d’aprés (27)

fﬁm_da——‘“/ﬂ?< rln———oac— :‘9 w——ﬁ‘&z)ds
_./[i‘@. b— (q, Mo) w~%<% 1¢>oy—%(°]}_‘ﬂ{> z]do,

d’'olt, en posant pour abréger

' Mo . M. .
(a8) A=yttt

et d’aprés (25)

f“DbE;dcs _/ﬂma(oﬂg ddb)|dS

+f’—an—— 01)%) —f;(%%‘%)ay———(% b;:") ldﬁ,

soit encore

(29) f%s(%dcs =f“0{a(5.b——d.)b)}d8+f
(A} S

On a d’autre part

6

(bdlﬁ‘“d’l))——%‘%-— 3x|do.

fﬁogadcs —
e

et comme
f%aiafdcs——fa%sms ~.f‘w“b 52do,
il vient
e
(30) /%88d0=~f“08{a8w|d5—-/l ;‘f jx|do,
(o) S ©

soit encore d’aprés (23)

(30) /cogwo:~/Cngm§c}ds—/|(%§—i-~—:—,8%)390'dcs
6] S (e




SUR LES ACTIONS . ..., 15

En additionnant (29) et (30), nous avons donc
(3n) f“D%(SdO) =f0ma(m)— d b — E3x)|dS
(6} N
+f
(O]
ou, en développant les parenthéses de I'intégrale de surface et d’aprés (23),

P ¢ ) - N3 Ao

— sy —
\z dy, hF4

(B — dfo — 8890)-%% do,

8z ds

o)lo‘f-(

31" f"OS(Sdc})

f

F. Calcul de/“DB(sde). — C’est surtout ici que nous allons grandement sim-

S
plifier I’analyse de Duhem. On a d’aprés (12)

(B — (lﬂo)v +7 EX3x|dO

(32) 39 = —|foda+ad],
avec
I8y 282 o3y 08z
do = — | 9@ — — — —
o (4 y %z )“ w P T
d8x / 28z ¥z 8z
. 38 — — — | G — —_— _ ,
(33) % dy ’ &"D oz X )' dy 1
. déx ey < 28 bSy)
By = — g — —(9—-=2 20y
' \F4 2z dx oy
en posant
AL-¥ ¥x ,  dsy 28z,
(34) D= de ‘—- d ?_ dy B YR

<baz+38y>@ <88x+08z‘) (35y+bax 8

— G — o —( —L

ay oz )T\ T )T 2w dy )“'

et cette fonction 9 représentant la dilatation superficielle en un point de I'élé-
ment dS(*); d’ou, d’aprés (32) et (33),

oﬁq+,ﬂo<b°y 08z>_% \Sw:”

2z

8 =—4D—

(*) L. Roy, Sur PElectrodynamique des milieux en mouvemen!, Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 3° série, t. XV, 1923, p. 205.



16 L. ROY.

Comme d’autre part 3dS = 9dS, il vient simplement
28 38 Y
(3%) f‘\)a(s’db)~——f% [ 19“*‘]0 20y z) A Ox——baow:HdS

oy
Or, si I’on pose pour un instant(')

L=V(Rsz—C3y), Q=PDCdx — D32), R =DV(M3y — B3x),

on a
_@*_E_%[Jb<boy Loz>~%38w~_)38m
oy 2z
' /2 Qe 24

EPE PRI

oy 07

< , XU RN !
+(Jbby~SBSa:)W—(@Sm—.ﬂaoz);—z

Mais

dS =o,

LG -%)

puisque la surface S est fermée; on a donc

\oy boz) B Doac RN JS

2o 2. e
f%l L bL)SQL'*—D?-Oy—--DZ—O;; ds

N R
;mw)‘\—y~(eam~°{ua;)\— ds.
4

L’égalité (35), comme la précédente, est valable quelle que soit la fonction 4.
Avec la signification actuelle de cette fonction, cette derniére égalité est valable aussi

bien avec les dérivées intérieures qui y figurent qu’'avec les dérivées extérieu-

0 . s oot d A ‘

res —,... Considérons donc, en outre, cette méme égalité écrite avec les
dx

(*) Nous désignerons en effet plus loin par — \/<' (£, 9, R) le champ magnétique des
courants.
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dérivées extérieures et ajoutons-les membre & membre; d’aprés les troisiémes (24),

on obtient
- 23y baz\ déx D?)a;'l
¢ -— (P —C ds
j O} < dy »/ B dy € 2
D° AE S A SO
- ‘h‘ B < ,a.,~_ by Bz_I ds
Dy ‘ 2

—/[1 [(Ady — Rot)*l’— Céx — . b32)Z]|dS.

Substiluons ce résultal dans (35), en remarquant que la derniére ligne s’écrit

encore

*L/ [GX+ 2| AR 52| dS:

il vient

(36) fﬁm(g‘ds)z _f(*p «
S S

+ %/I(S‘%+x|.1»‘.%j)aac}ds,
S

2% 2E Mo Qb
+<by +$)5.I,-'T'}y—- 0&]

d’on, en ajoutant (31') et (36) membre & membre,

(37) /vva(gdcs)ﬁuf‘r“;
o S

A ) S

+L,8%B.r do
+ 5 f1% a4 )salas,
S

dgalité ou il est facile de vérifier, d’apreés (24), qu'on a

o '

g,

dx

X0

x|’

Rw Jo

cc,
_E'_,(g% tal®)) = -y —a

On peut donc écrire encore

(37) fﬂm({%dOH-f D3 dS) #_/

G — dd— t3a) L ,do'
:L

< — 4« )Bx,ds,
M

ou les dérivées intérieures peavent dtre remplacées par les dérivées extérieures. Cette

J{v

Fac. des Sc., 4°* série, t. III. 3
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égalité nous sera utile plus loin; remarquons qu’elle est indépendante de la nature
de la fonction U.

G. Expression de 31,,. — En additionnant les égalités (22) et (37), on a

o R Y
;al __f\(o,iw—d.}b) ey
(&)

Si nous remplacons % parv sa premiére valeur (24), il vient en définitive et en

d(3+—:7f}.%%|[x8m[ds.
S

rétablissant les indices

bo“ ~ B )
@38 i, :fl(a.ﬁ,.—dlm) 2 do‘+/<21—.g’——lJb 2, )wast,
2 dx N hty
B, S,
ou les dérivées ‘\—w‘,. .. figurant dans U'intégrale de surface désignent les dérivées
C

intérieures a la surface 8,. C'est, aux différences de notations prés, la formule (35),
p. 152, du mémoire de Duhem.

7. Calcul de 31,,. — On est ameuné a reprendre le calcul précédent de 31 dans
Ihypothése de la rigidité

<3dc$, 3dS, B%)::o.

Les champs (%, ’g, %) de (21) s’étant introduits du seul fait de la variation de r,

il reste
(39) Lat= fWagdo + [0sgas.
(@] s
La formule (27) étant indépendante de la nature de la déformation, l'expres-

sion (ag) reste valable; mais, par snite de la rigidité du corps, les formules généra-
les (33) se réduisent &

o7

~ ! 4 ~ — r — —_— !
do=vo —Bo", =20 —vyo, y=Bw—20,

(w, o', «") étant la rotation élémentaire du solide considéré; il vient ainsi d’aprés (32)

Y = ——|((°.G —%Y%-)—{-a?}ﬁnl s

d’ott

fﬂozsws - —f“DI(G[ﬂ—Ei%y)w%—aajbldS
S S
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et, d’aprés (29) et (39),

(40) —SI“f

soit finalement en rétablissant les indices
(4n) ~3] —-f’(3 b—d.b)-

8. Calcul de si,. — On a

AR Y, . . . . e
Im = ],l :flA,_\—SC‘_ di :/ ki 1{%(1(.) +f“l":tdS :/ ([/‘dmi,
o, : o, S, : ‘

dm, représentant, pour abréger, I'élément de masse §dC ou 4dS du corps 2 et
I'indice 2 de la derniére intégrale indiquant qu’elle est étendue & A, +8,. Comme

(O.}lo dﬁo) DOD ‘”l‘——bacldcj m/oolmdgfln—i-(elﬁ—%«r)(-)lds,
S

"“’:IJ

4 A---/(r,“ ladb 4 (€8 — By)o, | dS.

)

ici 8dm, == o, puisque le corps 2 est rigide ainsi que sa polarisation, on a simplement

21, :f?fl"‘qu.
2

Soit alors r la distance d’'un point (x,, y,, z,) du corps 1 & un point (x,, v,, z,)
du corps 2; on a A
. dm,
Ty, ¥y 2,0 0 _f

dm, étant I'élément de masse §d0 ou YdS du corps 1; d’out

a4, :f
1
d- -
31, :f 8;7:‘/‘# dm,|dm, +/ 8.’52 ~d/n dm, +/<

et comme

. sdm
sx,|dm, 4+ ——= |,
. r

> gdm,
an dm,
1}2((6‘ ' .V( " ) —“/

il vient

(42) __fiyb“ dm +/!——~wc dm -‘1—/(1/ sdm, .
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Cette derniere intégrale se déduit de (37'), ot U est remplacé par 9,. d'o

fronf L

En substituant, effacanl les indices devenus inutiles el explicitant la deuxiéme

(. &,——d{q) X,

2 |adx|dS.

S ‘drn —

1

intégrale de (42), il vient finalement

(43) 31, ._-/ @A do \zox‘d\
A -
+/ i x|9dS.
9. Calcul de 31,,. — Ce calcul est analogue au précédent, U'indice 3 l't;mpla(;ant

Iindice 1; d’ot d’aprés (42)

sl —/l Lldm, —~—f ,8dm, .

Le corps 3 étant rigide, la derniére intégrale est de la forme (39), c’est-a-dire est
donnée par (41), ont 9, est simplement remplacé par U,; d’ou, aprés réduction,

w B, —~f\
+f\(a b— dA) >

'—/ 0, | ad Ao+ (8 — By)o, [ dS.

O.x

| 9dS

a2

10. Calcul de 3F,. — Ce calcul est analogue a celui de 31, sauf que I'aiman-
tation du corps 3 est variable au lieu d'étre permanente. On a ainsi

51, :/aoo,dmﬂufov,agdcs+f°p,asfds
' 3, s,

La premiére intégrale est donnée par (43), ot lindice 2 est remplacé par
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Tindice 3; la somme des deux autres est ensuite donnée par (41) ot {, est rem-

d()—y—/’ ’8 I

placé par 9,; d'ou

(45) L, = f

_—fq ]xdﬂ\, (©6— By, dS

o

(b ll'__,] ‘lw) 1 ":

. X, 1, .
ff (w—dm 40— f | &gl
Jr
S
1
14. Calcul de af{id(d. — La fonction F dépendant de l'intensité d’aimanta-

tion ), de la densité cubique s de la matiére et de la température absolue T au
~ point considéré, la variation isothermique de l'intégrale étendue & U'aimant perma-

nent.rigide 2 est nulle; nous avons donc

‘\C'-
af:?dm’:: [\‘T’ E'de+81~ffido',

0,40,

Yindice T indiquant que la derniére variation doit étre calculée en laissant la tem-

pérature constante.
Le corps 3 étant rigide, on a simplement

nf%do / ¥

avec

=2 383 = b3h,

x désignant la susceptibilité magnétique; d’ou

onquS _fl——bjb

Le corps 1 étant déformable, on a

‘\6" DG' -
Srfﬂ‘dﬁ =f|:(—b—7— 3+ \" 59)({04‘33110]
e ag / .
(o]
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et comme
- s s oy e
3edG+:3d6 = o, 3G = [ = |do,
Ay
il vient
' - ) \bc
ofrdci— L {c{.’ < Tt ]dd
()
Posons donc pour abréger
.
o/ o ~ N7
(46) : 09,2, T)=F — c—;
: e
on a
/;#—-d(ﬁ_——/(”zorch—/l——— G.
)
Or
N o . o o,
G Gy M e G
I d Mo o T
0 g .
{8 v3 o, sy
I rbp)f]_-y ng’
M cdx\. 0 1/ 2N/ M AT °
d) % xd0 /) & % N AW Qe NI
d’oti
26
I ¢ dx
N ie :—< ' > d{,|+—d + " AT,
o % % d¢ 2T

d¢, dT ayant une signification analogue a celle (28) de d.1,. Nous avons donc

. o A
wfdcdci ”%[mm(lm:‘—— dq]lm v—.d»— ’dr’du

% ds oT

et finalement

G .
48) af;wr.s:fv 11o+f’£a(
NS o
& l ‘(‘f ds— <1 ")d(,i__/g;xax]ds-
: 4

bldo +/~]%;(a(’{h—(/.*l9) did
(8]
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42. Résultat. — La variation cherchée résulte immédiatement des formules (10)
ot (48) et de I'addition des variations partielles (38), (41), (43), (44) et (45); le poten-
tiel magnétique total U réapparait ainsi dans plusieurs intégrales et il vient

(49) <°lU+deo> f‘? Tl
+fl<:) ¢ >(°qﬁ—dﬂ>)lda+ f(;mc;..

Jo = -—

>}aa¢L’dS

Cj!
¢ dx|h G ) G
+f(7. % —;—dﬂo mvd,— dﬁ-—f@’aox]ds
Ol
+/ 20 + ) Mam
| hit/ M
OB 2
| o ALY & hIC) )
+f (.‘& s'ﬁ 3 — ¢ v 1 +S'|:GD'—§-+8M:I3$ do
% dx d hle N/
(8}

a(“l') +OD)

o

f‘-—% (50 +(CF — )+

3

hads.

Nous voyons que cette expression fait apparaitre, en chaque point de ’aimant
-déformable parfaitement doux 1, le champ magnétique

(50) L=,

di & Vaimantation du systéme entier; en chaque point de l'aimant permanent
rigide 2 le champ magnétique partiel

o AU, +T)
(1) W=
d@ 4 la seule aimantation des corps 3 et 1, tandis qu'en chaque point de I'aimant
parfaitement doux rigide 3 apparaissent a la fois le champ total (50) et le champ
magnétique partiel

o AT, +0,)
(b2) b, = — ¢ S .
d# A la seule aimantation des corps 1 et 2.

L’expression (49) peut encore se simplifier en ce qui concerne les corps rigides 2

et 3; le déplacement virtuel de chacun d’eux résulte en effet d’une rotation infini-
ment petile (v, o', »") autour d'un point arbitraire invariablement 1ié au corps



24 ' L. ROY.

considéré et d’une translation infiniment petite (%, v, {) équipollente au déplace-
ment de ce point. En prenant ce point & 'origine, il vient ainsi respectivement pour
chacun des corps 2 et 3

\ 3m:§2+¢v>;2 ——w;y, '\ 3x:§3+(u;Z ﬁ“’gyy

(53) 3y =1, + ohx — w,z, (53" ? By =1, + 0, — 0,2,
N " i I‘,‘. ~ —

? 82 = ,+ 0,y —o,x; | 02 = [ 4w,y —wlx.,

La somme des termes de (49) se rapportant au corps 2 est donc de la forme
— (4,5, + 1, + R, G+ L0, + db, w0, + T0,0L),

ou plus simplement — | £,2, +4,0,|, soitl -

~!£z§2+"{z")z+ (ﬂfa&3+:£3(03[

pour I'ensemble des corps 2 et 3.
Calculons donc les  douze éléments £,, 2,,..., T6,. En substituant les expres-

gy g

sions (53) dans les intégrales de (49) étendues au corps 2 et en tenant compte de (br1),.

£, :f%a,Sd’o +f%,,.<fds,
S -

q, :f(y;zﬂ“_zq;“)gdo +/(y:2’43, — 2 4),) 98
O? S3

il vient

d’ou, en remplagant § et Y par leurs valeurs (12), en transformant les intégrales de
surfaces en intégrales de volumes et en tenant complte de ce que

=Y 30!1}3‘ ¢ ;z::ll D‘:E’il ‘\:*’)3! ‘\’:l\'; 3 D‘l,':"’
(‘)-/') _ T —_—_ = y —_— = ,
2z dy dr oz dy dr

D dx o/
mi

i ‘ Wy, o Y 0

(35 1y :f[y(.{» = \Z>
/ (‘-jg
VR ¢ Y., B N
= 31 ¢ ¢ 4+ == = o d(‘), ......
‘\ (VS Bt e ) v 8z, — e, |
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La substilution des expressions (53') dans les intégrales de (49) élendues au
corps 3 donne de méme, d’aprés (50) et (52) et en tenant compte des relations analo-
gues & (54) relatives au champ (%,,, " ju, ,m),

/ . ‘ 1 >
‘\%u D ¢ «‘w 0 Y -
-f:; :f(iﬁ o + B o + ¢ e doy,. ...
O,
o ' Y A | ~
/ N l) e ’ce Qe
56 — . e o J o _ e
(0) 4 f[y Ub dz +H dz +e hF4 >
o,
, oy AN , 3
{ CAyy ¢ N Q DLWK T 1 0y
- —z[ A 3y + R Sy ¢ > /)__'-B{"TL Lu“ do,. .. .. s

en désignant par

(57) ¥, = —<—=, . ...

8

le champ dii & la seule aimantation du corps 3. La comparaison de (55) & (56) mon-
tre que c’est dans les deux derniers termes constitutifs de &,,. . .; 4,,... quappa-
rait la différence entre deux aimants rigides, I'un permanent et I'autre parfaitement
doux.

L’égalité (49) s’écrit donc en définitive

(58) (‘M“/+f,yda> f—‘? Tdo
I L L d) __' j\‘b
+4’(x >(oa da) | dos + - /(;mf L

o N o b
+/<:§_b—)j ~—qu}— 3 de — 3;3‘ rl'l)dcj—-/‘e‘:[aca.t{dh‘
S
+f >N°

]15.’1’]([S

dlj—[ﬂ g +&’),w,+ £.8 + 4,0,/

Fac. des Sc., 4¢ série. t. ] A
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Les autres termes de l'équation fondamentale.

43. Energie électrostatique. — Soient (A, B, C) TIintensité de polatisation
diélectrique J en un point (x, vy, z) du systéme, '

.

A
X

(59) E(x,y, 2, ) =— , M@, v, 2, 8) = —|Aux]

les densités cubique et superficielle de la distribution fictive équivalente de la pola-
risation diélectrique; I'énergie électrostatique du systéme a pour expression '

W= %f\'(e+E)dcj+§/V(s+}:)dS.
o S

V=V, +V,+V,,

Posons

V, désignant le potentiel électrique du seul corps i, el
1, :/ V,(e + E)dO + /Vj(c+2)ds,
o, Cs,

ou plus simplement

(60) L :'/-deqx'~

dq, représentant, pour abréger, I'élément de charge réelle et fictive (e+E)d(,) ou

(c+2)dS du corps i et l'indice i de lintégrale indiquant qu elle est étendue
A @, +8;; nous avons comme en Magnétisme [, = Iji et

2

3

- In + Iee + la:x + 2(115 + Iss + [::1) *

44. Variation de I'énergie électrostatique. — Bien que le corps 2 soit un diélec- -
trique permaunent rigide, I,, n'est plus une constante comme en Magunétisme, du
fait de la distribution réelle (e, 5) .qui est variable; nous avons donc '

(61) 2 AW =31, +31, +31,+ 33, +31, +51,).

Le calcul des vaviations 31;; effectué en Magnétisme va considérablement simpli-
fier celui des variations actuelles.
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A. Calcul des 31,,. — D’aprés (22), (23) et (24), on a

62 31, _fVol e+E)dC§]+fV 3 (c+L)dS]

—r-/l—-o’r (e+r‘)dci+f'[ +21(o+3)2]3w

Il est inutile d’expliciter davantage les deux premiéres intégrales, ainsi que nous

(s +X)dS.

le reconnaitrons plus loin (n° 16).
La deuxiéme ligne de (62) ne s’étanl introduite que du fait des déformations,
nous avons pour les corps rigides 2 et 3

! _fVo(e+EdC) fVo(c+~)db|
~fv~ (e + E) dw] +/Va (s +%)dS].

Dans la premiére ligne, nous laissons subsister les variations nulles 3(EdG; XdS)

(63)

dans le but de simplifier le résultat final ; nous ferons de méme dans quelques-unes
des formules qui suivent.

B. Calcul des 31;. — On a comme au n° 8

a [li :/a‘v‘dq’ +/‘V‘6dq,,

la seconde intégrale résultant de la variation de la distribution électrique réelle (e, s);

d’ou, d’aprés (42),
L g, +fV 3dg, +/V 3dgq,,

31, ._fl—oa: |dq,

301t plus explicitement

®n) fv 3((e 4+ E)d O] +/v 305+ X)dS]|

+f\ 3 (e—{—E)dciH—/\ 3((s+X)dS)
+f,—0£ (e+r)dc>ff, .
+/l (e+brlc>*/l—‘w,

(e +X)dS

sx (e +X)dS.
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Le calcul de 31, est le méme que le précédent, ot 'indice 1 esl simplement
remplacé par I'indice 3; d’ott

(65) 3, =f\’331(e+|2)d(5]+f\"3?‘>|v(c+2)db'|

+fv oj(e+h)(io|+/\ 3((s + ) dS|

+/l

‘_ox

‘s (64. %) dS

(e+b)d()+/' s

3| (s +X)dS.

Le calcul de 31, se déduit encore de celui de 3I,. en y remplacant l'indice 2
par lindice 3; d’on

) /\ 3+ F)do| + /\ 31(6 + ¥) dS]

fv 3((e + E)dO] +f\ 3((c 4+ %) dS]

+/|—am (e+E)d()+/|-—o:x:
2V,

/‘i 23 |(e 4+ B)do + /t

(
i

(s +X)dS

sx|(s+2)dS.

4

45. Calcul de B/chi. — Ge calcul est identique a celui du u* 11 ; de sorte

qu’en posant

F J o oF
PY] ""T’ G(J’I’;-I)—F—':‘ )97

k désignant le coefficient de polarisation diélectrique, il vient d’aprés (48)

6 /‘ch)_f r,zdo+fl—oA\do+f|—(oA dA)‘dO
22 2
+/A<_Z..\_A dA‘-— do — G dl‘)d(\—fG|omL‘|db
Jde

oT
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‘46. Variation de \\'-{—/Fd(.i. — Cetle variation s'obtient, d’aprés (61), en

additionnant les variations partielles de (62) a (67); d’'on

. 2
(68) a<w+/ Fde ) :/ \'Fr 3Tdc
/ ¢

+sfva [(e+ E)dt] += /\o (54 %)dS)

(e+lu)+|—(o\ —dl\)l]do

GRS ]Bw

-—oa:
N/

(s + 2)dS

ek G G
a(v +\ \(V+\)

(c—}—E)riS

+/
+/[

Cette expression peut étre simplifiée; les équations indéfinie et superficielle de

x|(e+E)de +: f

\(V +‘ 3 (e+la)+|—m H«t(wr f\b(\ +V)‘ I(c_{.S‘)ds

continuité du courant total de densité (f, ¢, h) s’écrivent en effet ici (')

of .
‘\—éldtd(ﬁ%—%[(e%—li)(lci_]:o,

laf|dtdS +3[(s +X)dS] =o,

de sorte que

® 'fVo (e +E)do)] +f\/o|(f )dS]i

:._f \" Id S—fV{zﬂdS__flf—'do

la derniére intégrale de surface ayant été transformée en intégrale de volume.
D’autre part, les termes en 3(A, B, C) se transforment par l'introduction du
courant de polarisation, dont nous rappellerons tout d’abord la définition dans le

(*) L. Roy, loc. cil., p. 210, équations (20) et (21).
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cas général d’'un milien en mouvement : la densité de ce courant en un point.
M(z, y, z) du milieu est le vecteur (u, v, w) d’origine M, tel qu'on ait
3(JAx|dS)

70) : lun]dS = 7

@, 8, v étant les cosinus directeurs d’'une demi-normale Mn i un élément de sur-
face dS passant par M et lié 4 la matiére, c'est-a-dire le vecteur dont le flux 4 tra--
vers dS est égal A la variation par unité de temps du flux de polarisation A travers
cet élément. Celte définition est donc tout a fait analogue & celle du courant de
conduction, puisque la densité de celui-ci est le vecteur (u, v, w), dont le flux &
travers dS et relatif & la direction Mn est égal & la quantité d’électricité par unité
de temps qui traverse I'élément dans le sens Mn.

Il résulte alors de (70) qu’on a(*)

A8y  d6z Q3w dox
Tdt =3 Al =L >—B —C ,
! A+ < dy + )z dy oz
) R 23z dox AL d3
(71) { vdt:oB+B< Y + aw>—C Dzy—\ ny’
a3 3 23 A}
wdzzac+c< °r L y)-—A °z _ g%,
» dx dy ;- dy

soil encore

, A 2A
) v=wtuwlw

) [ 3y 6.7(;> N 8z>
DA _plEN_ 2 (hr B2y ,
*Loy<A FTRRrTS ( u a)

les premiers termes des seconds membres représentant le courant de polarisation au-
repos, qui correspond au courant de déplacement de Maxwell et se confond méme
trés sensiblement avec lui(®), les seconds termes correspondant au courant de
convection de Hertz et I’ensemble des termes restants an courant de Rontgen,

Cela posé, on déduit de (71)

(72) |uAldt =]AA |+ 1D,
avec
ddx 28 8y 8z
) ¢ 3 ot e
e v e e R
) 03z J3y L/ dBx A3z . 08y  déx
(7) ‘“‘“( w >*""< v T Tw )“’*‘( e T Yy )
A,B,C)
(), Uy V)'_" ( )

-(*) L. Roy, loc. cit., p. 209, formules (16).
) L. Roy, L’Electrodynamique des milieux isotropes en repos d’aprés Helmhollz el Duhem,

p- 3o et 8o.
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On voit (n° 6, F) que @ représente la dilatation superficielle au point (x, y, z)
-de I'é1ément de surface normal i la direction (%, v, v) de I'intensité de polarisation
-en ce point.

Comme, d'autre part, J* =A%} el que @ est nul dans le solide 3, il résulte
-de (72) qu'on a

[l

dcs :fl—?;(vdt——A’;D)ldC)’,

‘——-oA

dC == dt 1——de(>
($

3

Remarquons que les formules (70) et (71) définissent le courant de polarisation
engendré par la modification virtuelle considérée. Ce courant virfuel ne coincide
donc avec le courant réel & I'inslant { que si toutes les variations % figurant dans
-ces formules sont relatives a la modification réelle du systéme entre les instants ¢ et
t4+dt. C’est ce gue nous supposerons toujours quand interviendra le courant de
polarisation (). ‘ ,

Revenons & I'égalité (68); les autres intégrales étendues aux solides 2 et 3 se
transforment comme nous l'avons vu (n° 12) a laide des formules (53) et (53");
il vient ainsi

(76) 8<W+dec$> __f-—o'l‘d(f)+ dtflf% do
WARE:

(eJ~L)+’——(Udt A@—~dA)1:|d($

+5/|[§—:+2z(6+3)a* 5 |(s + £)d8
S,

+f<% 3" ~dA'-_:d,——dT>do——/G|aom;d<
o,

+dt ‘——Udﬁ—|P,,,+L,m2+P, Lo

(J

(%) Dans le cours autographié (1899-19oo) de Duhem, le terme en % n’existe pas, parce
-que, au lieu de définir le courant de polarisation par (70), Duhem le définit (p. 32 et 45) par

vdt = 8A — Co'+Bo",. . ... )
(w, o, o') désignant la rotation moyenne au point considéré ; d’ot I'on tire
fvAldt =|A3A[,
au lieu de notre égalité (72).
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€en posant

! - \P ’
/ P,“f‘( edo+f\ cds+//\ 2 g e g \“\da ..... ;
i dx Y A
L, _/ (y/“_-\“)edo+/w L —2Y,)5dS

N M,
+/ [v( -r-‘~—+3_—+(
B &z 0z o )/
W,

oX oy, M,
——z<.~\ 24 B—% 4+ C ‘“>+ BZ,—CY, ild(.)’, ..... ;

dy oy Qy

(79) ‘\;‘ -

: Y N
P _f\,ae(lr.)+f\ sd$ + /K\ N 1y Y“+C-f%">do, ..... :

L, _/(m —n )eu’()-{—/ (YZ,,— =Y, )dS

8

bxl‘z (\\-’2 DZO%
+f[y<A oz +B-D: +C'Dz )
(@}

dy dy dy
el .
) . MV, +V)
(76) N\, =— e TR

désignant le champ électrostatique dii aux seules charges réelles el fictives des
corps 3 et 1,

v S XNV 4V
77 N = —e—mF—

le champ électrostatique dli aux seules charges réelles et fictives des corps 1 et 2..
-CGontrairement & ce qui avait lieu en Magnétisme, les formules (75) ne font plus
apparaitre de différence entre denx diélectriques rigides, I'un permanent et I'autre

parfaitement doux. Remarquons enfin que I'égalité (74) n’est pas du toul la simple
transposition de I'égalité (58).

47. Calcul des termes restants. — Reporlons-nous i 'égalité (4): on a

M :/.:—a<edc5)+f,:—a(cd5)+'/asdq,
(o) S '

dgq désignant ici un élément de charge réelle edT ou 5dS et la derniére mtegrale»-
étant étendue au systéme entier © + S.
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Mais les equahons indéfinie et superficielle de continnité du courant de conduc-

. tion s’écrivent ici (")

‘—" dtdc +3(ed®) = o,

]uz[dtdS +3(sdS) = o;
d’ou
du

N
8M~—/83dq:—-dl(/3 = dC5+f3|ua]dS>:dlf
S (@)

Iintégrale de surface ayant été transformée en intégrale de volume, soil encore

,ao
i (@ Tﬁ->‘dm+f (() >

On a enfin, d’aprés (7),

05
u— |do, -
QX

d’aprés (5)

(78) 3M = dt

(79)

20 T
<E —T b’l‘ R \w>’m

0% ;
t— T — 5 (”“TTT“)

48. Travail élémentaire des forces intérieures — Remplagons, dans lequa
tion (8), les différents termes du second membre par leurs expressnons (58), (78)

(74) et (79); il vient
) bu
u(gax ) —fag“LF)“idcs / (@) T——)aq

< te %)(Sﬁg—d&)‘dd—a’/(nxg”—,(}b%—g—c— )IacBa']dS
S,

Mf(“p dh “(3 °G

o——dT)dC + /(;]aSw]db

30, = —oU,—dt

2V

Ao

—fl Va0 125+ 0, 25+ 80— ca [ oY s
A )V . »
—23x (e+E)+ITf-(Udl—A@—dA)']dO—s /'[—\;+2z(c+2)a]3w (64 X)dS
. 'S’
A G .

_f(k ‘T '__do_WdT>¢1o+fG[aow|ds
—adl |—u dG +|P,E, + Lo, + P, + L o ]—'—8[1—dl/|u81|dt§.

3

(*) L. Roy, Sur UElectrodynamique des milieux en mouvement, p. 206 el 207, équations

(13) et (14).

Rac. des Sc., 4 série, t. III. 5 s
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e vV
Remarquons que I'intégrale en |u o
X

ne s’étend en réalité qu'au volume G, +0,,

puisque le courant de polarisation est nul dans ©,.
Si maintenant, dans la derniére intégrale, on remplace u par f— u d’aprés (2);
si 'on groupe I'ensemble des termes en v et si 'on observe que I'intégrale

fl%u do

O!+GI

peut étre étendue au volume O tout entier, d’aprés la remarque précédente, il
vient en définitive
(n="5F)

20
—fl(—'ﬂi—{—e—)(o{) d{))‘dcﬁ—e/(m@—lﬁgﬂ
* ° o
o, S,
b (
—dA;'—— 9 dp————g-d’['>d(§ +f(3|csz|dS
% do T
CFERUATHY
\ % /
_d¢/| +E__gt)u
A .
(e+E)—‘T(A@+dA)Ddcs
Ol
2V
._E/I[F;Hw(wz)a:lam
o ok G G .
_/&_‘; l~—b?d9— o dT)do +/G|aox|dS
Y

+|P.&.+ Lo, +P,% + Lo, |—311.

(80) 30, = —3U,—dt

Q
do__/‘ (F+F) STdG

>|a8m|d$

d(s +l gflglh‘_glwl—{— ZBSES+'(£I(QQI

dcs-—dtflfa,mo

(s +2X)dS




CHAPITRE 1V

Forces intérieures.

49. Lois de I'aimantation et de la polarisation; énergie électrodynamique. —
Appliquons tout d’abord I'équation fondamentale (80) au systéme supposé en repos
et & une modification virtuelle isothermique laissant ce systéme au repos. Dans une
telle modification, 3@, est nul; les deux premiers termes du second membre se
détruisent d’aprés la théorie des forces électromotrices hydro-électriques; tous les
termes ou figure le déplacement 3(x, y, z) sont nuls, de sorte qu’il reste

(81) /Kr "D%>atb+(%+sb—v—sx>udz

do
e dx

+an+dzf|fg,ld0=o.

Le systéme restant au repos, on a (*)

. W F G, H X 2D, ¥, Q)
(82) (Bor 8,0 8) = — = =t — — =V ==
(u,v.,w)dt=3(A, B, C),

e désignant la constante fondamentale des actions électrodynamiques, (F, G, H)

le potentiel vecteur électrique (*) et (b, ¥, Q) le potentiel vecteur magnétique au
point (x, y, z). Ces potentiels ont pour expressions

I+A 1—)\ ' —x | —a ,

Fay e, 0= f (2 r+ 2| 222 22 aw,
1—A| ' —x|y —

G(x,y,z,n:f( g B e,
144 ., 1 -, x—x| 22—z

H@ y, 2, )= <2r W+ ar / r r )dcj’;

(*) L. Roy, L’Electrodynamique des milieux isotropes en repos d’apres Helmholtz et Duhem,
page 46, formule (114).

(*) Aucune confusion n’est évidemment possible entre Ies deux premiéres composantes
et les fonctions F, G considérées aux n° 4 et 15.
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b(x,y, z, t)._f<(3'
I

(83) S w gz =f<,)19 —e %)dd,

Qx,y, 2,1 —f<93’ o Y —ay—)dci'

A désignant la constante de Helmholtz ('), «', y', z' les variables d’intégration, r la

I

—'-: r
7 )do

N

o/
= |- *ﬂ-

distance du point M(x, y, z) au point M'(x', ¥/, 2) de I'élément de volume dT3',
f, g, k) et (A, R, C) la densité du courant total et l'intensité d’aimantation
en M'.

Il résulte alors de (82) que I'égalité (81) s'écrit

DV

+e —>8J|o+< do

+oH—-—dt ——f.f— dc +——\/ flf >=o.

Mais, dans le cas actuel d’un systéme en repos, la deuxiéme intégrale est la déri-

|
~ [1Fs1ds,

qui ne dépend que du temps par I'intermédiaire des fonctions f, g, h(*) et I'on a

—8x>BA

vée de la fonction

d’autre part(’) .
P
2 fﬁldcszfmi’sjbldd,
Va o |

(*) Dans notre opuscule (L. Roy, loc. cit., p. 80, n° 37), nous avions conclu a la nullité
de 1a constante X de Hehnheltz par comparaison des égalités

hre hre L] 2!' *V
(A) 0 + K —b? o, ” 6+K 5= —2— 5
ou p désignait la résistivité du milieu, K = 14 4xck son pouvoir inducteur spécifique et
. Ly
(B) 0= —¢ AV+ A 3 —a—lT

la divergence du champ électrique. Or cette comparaison était illégitime du fait que la
premiére (A) résultait de I'application de 'hypothé¢se de Faraday-Mossotti (K trés grand
par rapport a I'unité) a I’équation (168) de notre opuscule qui, d’aprés (B), coincidait pré-
cisément avec la deuxiéme (A). La seule raison qui subsiste d’annuler la constante de
Helmholtz est donc de débarrasser la théorie des ondes longitudinales.

(*) L. Roy, loc. cit., p. 49.

(®) L. Roy, loc. cit., p. 54.



ou I'on a posé

: 1
/- w3
‘ __* i

'(84) -9 (x,y, z, t)__—vn— <f'—r—h’T;;>d0',
| 2L ot
r r

z , ,_____ g — — ~|doy,
Rena ==L < /‘ay>

-de sorte que 1'égalité (81) s’écrit finalement

A0 S~ AW
.(85) f(-;—-{—sE-{-\/s Q>80%+<—E-+ebw—81>8AldC)
0,40,

(II————f|Ff{dO>__o

Cela posé, considérons d’abord une modification dans laquelle le courant total

-en chaque point soit nul; alors la derniére intégrale est nulle et il en est de méme
de II, puisque cette fonction s’annule en méme temps que les courants. L'éga-
lité (85) se réduit ainsi & sa premiére ligne et comme les variations sous le signe
'somme sont indépendantes, I'intégrale ne peut étre nulle que si chaque parenthése

-est nulle; on doit donc avoir en chaque point d’un corps parfaitement doux

B L ) e
6 —x—+€ b—w-*-\/e = 0y..... ’
9 ALV
T—*—EE x 0, ......

Ce sont les lois de 'aimantation et de la polarisation diélectrique.. Cette derniére,
-établie par Duhem l(;rsque le champ électrique se réduit au champ électrostatique,
-avait été posée par lui & titre d’hypothése, lorsqu’au champ électrostatique s’ajoute

la force électromotrice d’induction pour constituer le champ électrique total (*).

‘L’égalité (85) se réduit ainsi a sa seconde ligne. En considérant maintenant une

modification isothermique quelconque laissant toujours le systéme en repos, on en
-conclut, en intégrant, que la parénthése qui y subsiste ne dépend que des seuls
paramétres laissés constants dans cette modification, c’est-A-dire de ¢, T en chaque
_point et des paramétres géométriques fixant la position et la configuration du sys-

(*) L. Roy, loc. cit., p. 48.
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téme ; elle est donc, en pa’rticulier‘, indépendante des courants. Comme elle s’annule:
avec ceux-ci, elle est elle-méme nécessairement nulle; de sorte qu'en définitive-
T'égalité (85) exige qu’on ait aussi

i n
llsz[FfldCS.

Cest I'énergie électrodynamique du systéme, dont la variation dans une modifi--
cation quelconque est (")

(87) BH=%/|f(8F—dF)|d(5,
avec la notation définie par I'égalité (28).

20. Expression plus explicite du travail. — Appliquons maintenant I'équation-
fondamentale (80) 4 la modification réelle du systéme en mouvement entre les ins-
tants { et t+dt; 3(x,y, z) va donc désormais représenter, sauf aux n* 22 et 24, le-
(=, ¥, 2)

dt
Iinstant ¢. Nous obtiendrons ainsi les forces intérieures du systéme en mouvement ;

déplacement réel du point matériel (x, vy, 2) et la vitesse de ce point &

les forces intérieures du systtme en repos s’en déduiront comme cas particu-
lier (n° 3o).
Cela posé, les expressions (82) de la force électromotrice d’induction doivent étre-

remplacées par les suivantes

s baz\
bxdt:“"<0¢7 +g +@ \ o /’
d 2y aaz>
N | Bdt= (9+J tioy TR )
. . dex A3y hL-¥4
| btr=—(306+3°2 + G+ B ),

qui tiennent compte du déplacement du systéme et dans lesquelles

(89) GG ) = o — (¥, G, H)+7—\/s (@, ¥, Q)

(*) L. Roy, loc. cil., p. 64, formule (152). Le changement de signe tient 4 ce que l’éner--
gie électrodynamique y est désignée par — Il, comme dans le mémoire correspondant de-
Duhem. .
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-désigne le potentiel vecteur total (‘). En tenant compte en outre de (86) et (87), il

vient en groupant convenablement les termes

{(90) 30, =

(o)

ladx|dS +| BE, + 4,0, + B,5, + 4, 0,|

A
_5'/ 2w$f'—|,ﬂg iL )
dx
S,
e dx
[ e FaFaios fine
O,
AV '
d
——sf‘[s-g—+2ﬂ(c+x)a]8m
S,
p Dk dV
+/<k ¥
0,

[Aﬁ)+ 1———-—— dAJidCi .............. e

(e + 2)dS +| P.El-{— Lo, +P,%, + L,w‘|

dA‘+£d +‘,(; )dCS +/G|czo.r]dS
op

) 33z
¢ g +dF>ld‘cS et ais
ho 4 dx

¢

dx

A ddx 3y Bz
+7:\/e/lf(<b TV S+ Q j—o‘b)’dd

+\ff|mo|da+\/ef|£em dﬂondmff““l@dﬁofda

4G /a(.@'u‘) STAD oo

I

IV

Vi

(*) L. Roy, loc. cit., p. 45, formules (112) et (113). On voit que.les fonctions &, (3, ¥6

-du présent mémoire sont celles de notre opuscule multipliées par }1: ..Celéger changement

2

de notation a pour but de faire disparaitre cette constante de (88) et des formules que nous
établirons au n° 38. Aucune confusion n’est évidemment possible entre les deux premiéres

.composantes et les fonctions &, C; considérées aux n> 4 et 11.



ho L. ROY.

Interprétons cette égalité. Les termes- 1 du second membre représentent le tra--
vail élémentaire des forces intérieures du systéme a I'état neutre et celui qui résulte-
de la variation de la température seule;

Le terme Il représente le travail des forces électrocapillaires ;

Les termes IIl représentent apparemment le travail des forces magnétiqnes;

Les termes 1V représentent apparemment le travail des forces électriques, clest--
a-dire des forces qui s’exercent entre les charges électriques réelles et fictives;

Les termes V représentent apparemment le travail des forces qu'exerce la force
électromotrice d’'induction sur la polarisation diélectrique; ces forces n’avaient pas-
encore, a notre connaissance, é1¢ signalées.

Nous disons apparemment parce que, du fait du terme en (;, le calcul de la résul--
tante et du moment résultant des forces magnétiques qui s’exercent sur le corps
déformable 1 fera apparaitre des termes électromagnétiques; de méme, le calcul
analogue effectué pour les forces électriques fera apparaitre, du fait du termeen G,
des termes se rapportant aux actions de la force électromotrice d’induction sur la.
polarisation diélectrique.

Les termes VI représentent le travail des forces électrodynamiques ;

Les termes VII représentent le.travail des forces électromagnétiques, c’est-a-dire-
des forces exercées par l'aimantation sur les courants et par les courants sur-
I'aimantation.

Laissant de c6té les forces des deux premiéres catégories, nons allons étudier-

successivement toutes les autres.

24. Forces magnétiques. — Le travail élémentaire des forces magnétiques est,.
d’aprés (go), ’ '

9
(91) 30, = —¢' (27:8”—-]&9 i )]18.77]013
dx
. S‘
oz | 2 G Q1.3
+ (54| 5 a|e SEde v grar)as+ f[Gleseias
(o] ‘ S,

1

+| Q,E.’—f-ﬁf’m’—}— f’EaE-a +§£s"’sl .

11 résulte tout d’abord de la derniére ligne de (91) que les forces magnétiques-
agissant sur aimant permanent rigide 2 se réduisenl par rapport & l'origine, 4 la
force (£,, 2,, R,) et au couple (4,, JAb,, V;) donnés par les formules (55); de méme-
celles qui agissent sur l'aimant parfaitement doux rigide 3 se réduisent a la force:
(®,, 9,5 R,) et au couple (£, .Ab,, Tb,) donnés par les formules (56).

Les formules (55) et (56) peuvent se transformer en y introduisant le champ.
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magnétique (%, ‘y,, Z) db a l'aimantation du systéme entler et moyennant deux

groupes d’identités trés remarquables

/< Cg if)d(f):nne'/{j"ads, ..... ;
S
W, o2 AR A
(92) f[ <u-%—+§% > )—z(AOWJr.BTy—ﬂ,?y—)
RE -—(‘3‘9](1(3': nns'fﬂ"(y*{———zf‘})ds, .....
S

diis & M. Liénard ('), dans lesquels (%, QJ, Z) désigne le champ magnétique (23) du
sealaimant (G, S). La premiére de ces égalités appliquée au corps 2 nous donne en effet

3 WY, a3
o::f(Jlg %, +RB 69 +6 &’)dO—a-n:s'fg’adS,
. dx dx dx
(@)

(%,, Cy,, Z,) étant le champ magnétique propre du corps 2. En ajoutant cette éga-
lité & la premiére (55) et en remarquant que le champ magnétique (50) di & I'aiman-
tation du systéme entier est

il vient la premiére des suivantes

39 J 2z
%, =f( %4_53_5% +C—->d6—2ws'/$¥’xds, ..... ;
N h o X

S,
(93) { 4 —f[y(.ﬁo——+5?>—~+6——>—zl\lo‘% c}zby e ay)

+%¢3 ecg‘ldﬁ—nns/g’(y«{—-vﬁ)ds i,

les deux autres s’obtenant d’une maniére analogue . Les égalités (56) s’écrivent de' méme

?, =f(ulo % +33—E +@——>d0—2-:e/3’ad$ ..... ;

dx

P P O R IR

—A'tsfg’(y(—zﬁ)ds ......

= >]dc§

\

(*) A. Liénard, Pressions a Uintérieur des aimants et des diélectriques, La Lumiére électri-
que, 1894, p. 7 et 67.

Fac. des Sc., 4* série, t. III. 6
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Les formules (55) expriment ce résultat bien connu que la résultante et le moment
résultant par rapport & un point quelconque des forces magnétiques agissant sur un
aimant permanent rigide peuvent se calculer comme si 'aimant était, en chaque
point, soumis & la force par unité de volume de composantes

% Y, N

A B O
i A e

et au couple par unité de volume de composantes
Pz, — @‘y“ ; Cx,, —AHZ,, A)cy,s, — BX,,,

(%,,, ‘y,u, Z,,) étant le champ magnétique partiel créé par I'ensemble des aimants
autres que 'aimant considéré,.

D’aprés les formules (93), le méme calcul peut étre fait en substituant le champ
magnétique total au champ partiel, mais en supposant qu’en outre la surface de
l'aimant soit soumise & la fension normale 2z¢'d*. Cet important résultat, qui rec-
tifiait une erreur commise par Maxwell, est dii & M. Liénard.

Passons a I'aimant parfaitement doux rigide 3. Les formules (56) expriment que
la résultante et le moment résultant des forces magnétiques agissant sur un aimant
parfaitement doux rigide peuvent se calculer comme si I'aimant était, en chaque
point, soumis & la force par unité de volume de composantes

et au couple par unité de volume de composantes
—BZ, +CY,. - CX,+ Az, — Y, +BX,,

(®,, Ol}“, Z,,) étantle chami:- magnétique partiel créé par I'ensemble des aimants
aufres que 'aimant considéré et (X, Cys, Z,) le champ magnétique propre de cet
aimant.

D’aprés les formules (94), le méme calcul peut étre fait en substituant le champ
magnétique total au champ partiel, en supprimant le couple par unité de volume et
en ajoutant la tension normale 2=<¢'d* de M. Liénard. Au point de vue mécanique,
I'aimant parfaitement doux rigide se distingue donc de ’aimant permanent rigide
par la valeur du couple par unité de volume.

Passons a I'étude des forces magnétiques qui s’exercent sur 'aimant parfaitement

doux déformable 1. Remarquons tout d’abord que les dérivées ‘\_w’ figurant dans
[

la premiére intégrale de surface de (91) sont des dérivées intérieures. Si donc nous

les y remplagons par leurs valeurs déduites de (50), (%, (IJ , Z) y désignera le champ
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intérieur, c'est-a-dire la limite vers laquelle tend le champ magnétique dii 4 I'aiman-
tation totale en un point M' inlériewr au volume G,, lorsque M’ tend vers le point
M(x, y, z) de la surface §,.

o

Dés lors, ’égalité (g1) exprime qu’en chaque point de la surface S, s’exerce la

tension normale
(95) 27:5'5”—{—[.%%]""@,

comptée positivement vers 'extérieur du corps, et, d’aprés la signification (28)
de d.fb, dg, dT, gu’en chaque point du volume O, s’exerce la force par unité de
volume de compusantes

)(o c( "
e % b 4 ‘b,vybe g 2 g T
(9%) % Dp( R Al vl R Pl i U LR

(%, (y, Z) désignant le champ magnétique (5o) di 4 l'aimantation totale du
systéme.

Cela posé, calculons la résultante ({£,, 2,, :R,) de toutes ces forces élémentaires
et leur moment résultant (£,, .lb,, Tb,) par rapport a I'origine. On a tout d’abord

] _—2ﬂa/ff’ads+f(~| REARNUPEE

2 bx c\‘b a B ¢
+f[*‘; (B Y )
Mais on a d’aprés (47)

/(—IAO%H@)ads._/ (M - o
S,

l

2 k| :< 93x>< WMo B €N G G Ty,
f[ AT\ +553;+@$)*?;§—3‘fﬁ]d“»

d’our

G e G
(3'1]d(:5

0 Dsc T oz

Plr(h, 0 L

% Al d

p xR ,D°D 3] ¢ Dx(@ ,D‘ﬁ> ¢
- - i — ) ——- )
+[x Dp(x Ba: _x J¢ x+s oz Dw 4o,

f = —ame

% dg
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soit encore d’aprés (86)

__f< ‘0{ + B \u +€‘~>d(2)—2'rsfjads

() (a2 g XY

% d¢ e

" (97)

Le moment résultant s’obtient d’'une maniéie analogue et I'on trouve

g, —/[ .J%‘%Jrﬂsw +C—~>—Z<ﬂo‘gf+§f)\ ‘z :Idcj

3z )z

_ gm'fg*m — 28)dS

(98) S, '@ '
o p2x [ W 2B
+\/5 \l " c\p> (5@ +.) +§{—&->
' M B €
—z( 4 g =)\ |do,......
Z<Q oy * Yy dy >:|

~ En tenant compté des identités (92) de M. Liénard, les formules (97) et (98)
s’écrivent encore

(99)

‘23

' e 1§27 e ) — 8T ey, |0
W[t

(Q.&.{.Qi\@_q_t}{ ‘e>]d6

Les derniéres intégrales de (g97), (98) et (g9) sont électromagnétiques, en ce sens
qu’elles représentent une partie de la résultante et du moment résultant des forces
exercées sur 'aimantation par le champ magnétique des courants — \/e ®,92,R).
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11 faudra donc en tenir compte, lorsque nous calculerons la résultante et le moment
srésultant des forces exercées par les courants sur I'aimantation.

La présence de ces termes électromagnétiques nous montre que, dans les actions
-élémentaires et appéremment magnétiques (95) et (96) qui s’exercent sur un aimant
parfaitement doux déformable, il est impossible de séparer complétement ce qui est
purement - magnétique de ce qui est électromagnétique. Ainsi se trouve justifié
T'adverbe apparemment employé au n° 21.

Faisons donc ici abstraction de ces termes électromagnétiques; si nous compa-
rons (97) et (98) & (94), ou bien (g9g) & (56), nous constatons que les deux régles don-
nées plus haut, pour le calcul de la résultante et du moment résultant des forces
magnétiques qui s'exercent sur un aimant parfaitement doux rigide, restent valables
jpour un aimant parfaitement doux déformable.

' 22. Systéme en repos simplement aimanté. — On peut se demander si les
résultats précédents (n° 21) sont bien conformes a ceux qu'on déduirait de la consi-
-dération d’un systéme en repos en équilibre magnétique et seulement aimanté. Il
-est facile de voir qu’il en est bien ainsi. En effet, le potentiel thermodynamique
interne du systéme étant alors(*)

g,+ﬂw+f:7dm,

-ou F, désigne le potentiel du systéme désaimanté, la condition d’équilibre est qu’on
-ait pour toute modification virtuelle

ais,—ar(gowmfwo)':o,

3G, étant le travail virtuel des forces extérieures et la derniére variation devant étre
.calculée en laissant la température constante.
Or, le systéme étant supposé e équilibre, 3G, + 3G, = o, d'ou

(100) . 3G, = —sfg,,—ax<°u>’+/gdcs>.

Le premier terme du second membre est le travail virtuel des forces intérieures
-du systéme désaimanté ; les termes restants, dont le dévelop‘pement est fourni par
.(58) abstraction faite du terme en 3T, représentent celui 3%, des forces magnéti-
" .ques. Mais, dans (58), deux intégrales sont nulles d’aprés les premiéres (86), ou
nous devons annuler £, 9, R, puisque le systéme n’est le siége d’aucun courant.

(*) L. Roy, loc. cit., p. 18.
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L’égalité précédente nous redonne donc I'égalité (g1); de sorte que nous retrouvons.
bien toutes les forces déja calculées, sauf que les expressions (97), (98) et (99) sont
maintenant débarrassées de leurs lermes électromagnétiques.

23. Forces électriques. — Le travail élémentaire des forces électriques fait appa--
raitre dans les intégrales de volume étendues au corps 1 le champ électrostatique total

(101) X = —e—. ..
et s’écrit ainsi

(102) 3, =/|x (e+E)sx+AD+dA)|dO

:
+f<_7t de

+9 t(o -l—L)a:l

)
|\M[+—D—G—d9+ ‘(T} dT)dCS-{—fG[aS:cld.S

x|(c+X)dS +| Pk, + Lo, + PaEs -+ nga|._

Dans la premiére intégrale apparaissent des termes ou figure la dilatation super-
ficielle D de I'élément en (x, y, z) normal au vecteur (A, B, C) en ce point. Par
intégrations par parties, on trouve d’aprés (73)

(103) f}‘((A@-}-dA)]dQ —f|A‘(]l(——a+X]Aa|)ox}dS

X g2y Cz 2°|AX| | 2wl 2hv|AX|
+/ B CwtTw dy ¥z

>8m|dcj,‘

de sorte que le travail (xoé) s’écrit

(104) 3G, _fl[X(e | c:i

D)\’ AX i |AX drv|AX
LAy MJ |+ ”1 |
JL Jy [\

+/<__-°_Eﬁ| 4 >dci+f(1]aox[ds
k de
bl

[—+m<c+v>«]

Zx1d0

(s +X)dS

+/]A‘(||(——a+ hal)e]dS +|PE, + Lo, + 5 + Lo,
s

4
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Il résulte toul d’abord des derniers termes de (104) que les forces électriques
-agissant d'une part sur le diélectrique permanent rigide 2, d’autre part sur le
diélectrique parfaitement doux rigide 3, se réduisent par rapport & l'origine et res-
pectivement 4 la force (P,, Q,, R,), au couple (L,, M,, N,) et & la force (P,, Q,. R)
-et au couple (L,, M, N) donnés par les formules (75), qui sont la transposition
-exacte des formules (55), si le systéme n’est pas électrisé [{(e, 5) = o]. Un diélectri-
-que rigide, permanent ou parfaitement doux, se comporte donc au point de vue
meécanique comme un aimant permanent rigide.

Remarquons encore que, d’aprés (68), (74), (76) et (77), on a

PE+ Lol = [N00]e+ B0+ [|X,50](+2)ds,
o, S,

ainsi qu’une égalité analogue pour le corps 3. Ces égalités expriment que, pour
chacun d’eux, la résultante et le moment résultant peuvent étre calculés comme si,
entre deux éléments de charge totale (réelle et fictive), s’exercaient les forces élémen-
taires définies par la loi de Coulomb.

Passons & 1’étude des forces électriques qui s’exercent sur le diélectrique parfai-
tement doux déformable 1. L’égalité (104) exprime qu’en chaque point de la sur-
face S, s’exerce la tension normale

ame(o+ X)) +|AX| =G,
-comptée positivement vers I'extérieur du corps, et la pression de composantes

X(s+X)+]AX]

halk,. ... ,

(X, Y, Z) désignant le champ intérieur (101), et qu’en chaque point du volume O,
s’exerce la force par unité de volume de composantes

) X Y 0L a|AX|  ap|AX|  dhv]AX]
X(e+E)—A~— —B— —C
(e+E) Qx Y o Ny +- dy + oz
e M/ A B ac> 3G 2 3G AT
*'z:-ap(xv“ w i) T T e

Ainsi que nous I'avons fait pour les forces magnétiques, calculons la résultante
(P,, Q,, R,) de toutes ces forces élémentaires et leur moment résultant (L, M,, N,)
par rapport a l'origine. D’aprés le calcul analogue fait au n° 21, on a tout d’abord

)
fodS:——f\i dc

S

I ¢ ok A B 2C oG ¢ G T
= —f[ﬂ'—/—f >;>(A>7+B T m)”“ o w TT 35]‘“3'
(@]
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puis

MAX|  ON|AX|  2nu|AX] m|Ax1>0‘_

‘/|AX[(~a+>\|)\a|)dS:/< Lt :

Sl o’
d'ot
2C
P, —f —ame(s+Y)a ](c+2)ds+f(X(e+E)+X + =
¢
N A [¢ /B VY BB
+[;f % Em)‘?]ﬂ?“‘ rv(ﬁw‘)—ﬂa—x.

+

DA(C aV> C]
AV E

soit encore, d’aprés (86) et (101),

#I—u

(105) P = [‘(~—27ts(o'+“) }(c+“)dS+/X(e+E)dCS

l

o A, OB C
_/'(,__._ <g A e _+g,?)dc§, ......

Le moment résultant (L; .M,, N,) s’obtient d'une maniére analogue et I'on trouve-

(106) L, :/gv [Z—2me(o 43 )y]——z[ —ane(c+)B]! (s + £)dS

+/(yz_zY)(e+E)do'
o

o Mk A b ) A B X
__/< _F__)[)(E‘\ +€ 8— —z(SI \y+f"0y+b > do,. ...
Mais on a, d’aprés (5g) et (101),
)

/\2d5+/wdc§ /(A—+B— +C \x>dcs,
aY ‘z
fy7ws+fyzwcs._/( —+Cs +BZ]dC§,
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avec une autre égalité analogue en zY, de sorte que les formules (105) et (106)
s’écrivent encore ’

P_/Xo—a-rs(c+ Y)Y aldS
+/<\e+ >ch
o Mk A B G .
—/<'—/7~ a;)(‘e’f?;+&yi%+&ﬁ>da’ """ ’
L _f,y 5 —ame(s +3 )ﬂ—z[Yc—m(aH)’m:dS

Y WY/
+/[ <Z8+A——-+B +C Z)

Y
oy

/A B dC
)l:ykgx—(\?+8y~ﬁ7+baﬁ_z>

QA B 2C
—2(8, 5 +8, 6, )]do, ......
dy dy J

(107)

——z(Ye+‘

A

hV/
C\—y)—i—BZ——CY:'dD

.}-[ (&)
|

09

Les derniéres intégrales de (105), (106) et (107) représentent une partie de la
résultante et du moment résultant des forces exercées sur la polarisation diélectri-
que par la force électromotrice d’induction. II'y aura lien d’en tenir compte plus
loin (n° 25) ; faisons donc ici abstraction de ces termes. _

Si I'on remarque que X —aze(c+X)a,... représentent les composantes du
champ électrostatique total sur S,, les formules (105) et (106) montrent que, comme
pour les corps rigides 2 et 3, la résultante et le moment résultant peuvent étre cal-
culés comme si, entre deux éléments de charge totale (réelle el fictive), s’exercaient
les forces élémentaires définies par la loi de Coulomb.

Remarquons encore que les formules (107), abstraction faite de leurs derniers
termes, sont la transposilion exacle des formules (93), si le systéme n’est pas élec-
trisé [(e, ¢) = 0]. Au point de vue résultante et moment résultant des forces qui lui
sont appliquées, un diélectrique parfaitement doux déformable se comporte donc
également comme un aimant permanent rigide.

Avec la définition du courant de polarisation adoptée par Duhem (n° 16), nous

Fac. des Sc., 4* série, t. III. 7
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avons vu que le terme en 9 n’existe pas, de sorte que, d’aprés (102), le travail des
forces électriques devient dans cette hypothése

N 2 2
3G, —_—_/l[X(e+E)+X—A FRLINP I Py
dx X QX
. 5.

ok oG Q
+/<_i_C|XdA[+_»dF+_G d’l‘)dC)+fG|a6w|dS
kdo d¢ 2T :

o, S,

=/

~

(6+2)dS+|PE + Lo, +P5 + Lo

oV w1
—‘\7+21‘:(G+u)d oX

R

En comparant & (104), on voit que les forces électriques ne se trouvent modifiées
qu’en ce qui concerne les actions élémentaires qui s’exercent sur le corps déforma-
ble 1. Mais il est facile de voir que leur résultante et leur moment résultant par rap-
port & l'origine sont encore donnés par les formules (107).

24. Systéme en repos simplement électrisé. — Comme au n° 22, on peut se
demander si les résultats précédents (n° 23) sont bien conformes a ceux qu'on
déduirait de la considération d’un systéme en repos en équilibre électrique et seule-
ment électrisé. Nous allons reconnaitre qu’il n’en est pas tout & fait ainsi.

Tout d’abord, le potentiel thermodynamique interne du systéme étant(*)

Ei.,+,/®dq+W+deo,

dg désignant un élément de charge réelle edd ou sdS, le travail virtuel des forces
intérieures est fourni par 1’égalité analogue & (100)

3<(5i_—_—aTﬂo—8}</®dq+\V+/Fdo>,

qui doit 8tre ici vérifiée pour toute modification virtuelle laissant constante la
charge réelle totale de chacun des corps, c’est-a-dire telle qu’on ait

/'qu—:—o , (i=1,2,3).

Il doit donc exister trois constantes D,, D,, D,, telles qu'on ait pour toute
modification virtuelle
' i=3

8‘6,—=—3T90—5T</®dq+W+/FdC5>+2Da [ odq,

=1

() L. Roy, loc. cit., p. 22.
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soit encore d’aprés (68) et (75)

i=3

(108) 5‘(51-:—3T50—f6T@dq—E[(aV+@—Di)adq
fVo(EdO)—=fVo(“dS)

—fL ‘—ow

f [

P
+f< /{'Do

+[pszz+l‘sws+p +Lm%l'—_/

(e+E)+‘7(3A——dA)I:ldO

) a]

Al+ “)G dot - d d1‘>d6+fG}a8x|dS

x|(c+2)dS

A

~

k

do.

3

Calculons tout d'abord la seconde ligne de cette égalité. Dans le corps 1, on a

d’aprés (37')
. d
o f[(s 2 s 2]
Sl

Danslecorps 2, laseconde ligne de (108) est nulle, puisqu’onya 3(EdG, £dS) = o.
Enfin, dans le corps 3, 3(d®, dS) = o, de sorte que

fVo(EdO)+/Vo(2dS) _fv EdCH—fVoLdS

dCS—/V]sz+(Cﬁ—B{)m |dS,

3

\V

ds.

d’aprés (3g) et (40), cette derniére égalité restant valable pour une fonction V quel-
conque. Nous avons ainsi, en additionnant ces résultats partiels '

(109) fVo(LdCS)—}—fV“(LdS)
:/‘° (5A — dA — on)]da—/l )51

+/'-—(0A dA)+V ldcs fledA+(CB—By)w|dS

3

v

A—— ds
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de sorte qu’en subslituant dans (108), il vient d’aprés (101)
i=3

G, = —7, ——/olﬁ)dq 2/(5\?-{—0 D,)sdy

i=1

Xe3 A e NeA —an)|ao
+/ edw—( e ) GA—dA)

’L v (\‘r ~ -
— f VG-{-O([Q‘E(G-*— )—’ ] sx|dS

G,
\-&—\—dc-}— (;df>dci+fG|aow|dS
(4

( ¢ k
+_/ N bc
|P .!+Ls()_+P3__.3+L ) |

)E
——fl A+XdA+s\—ow
dx

I

do

C

+ef\f|adA+(C(3——By)w3|dS.
S

3

A part les termes en 3(A, B, C), les deux derniéres intégrales peuvent encore se
transformer a I'aide des formules (53') et I'on trouve aisément

(110) ~ —f‘MA+=V

fledA-{—(CB——By)w

z|dd

BZ)dCSI

de sorte que ces termes ne donnent lieu qu’a un couple supplémentaire sans résul-

tante. Il vient ainsi

i=3
(111 8‘6,.—_——BTgo—/5T®dq—Zf(sV+®—Di)adq
+f
WV
fl?*““ a3 —|a | ] oo as
2 2
+/( Al-{——G—dc+ G )dO+/G|a3m[dS
k ! T
v >

Q0
+IP,;,+L’U),+P333+13()3|—f\ +E‘—E—) A‘dcj,

-
i+el)(5A—dA)‘dcs

XeBac—(k
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-en posant, d’aprés (75) et (110),

l, .__/(yZu 2Y,)edo +/(vZ‘,—A“)cdS

ll DY(I \le
(112) +fLy< S +B T +C Dz)

! X Y VA
, —z(A Yo g e g ")——BZS-{-CYs]dG, .....
dy dy oy

et (X,,Y,, Z) étant le champ électrostatique dit aux charges réelles et fictives du
seul corps 3. On voit que les expressions (75) et (112) de P, Q,, R,, {,, m,, n_, rela-
tives au diélectrique parfaitement doux rigide, sont, pour (e, s) = o, la transposi-
tion exacte des formules (56) relatives 4 I’aimant parfaitement doux rigide.

Cela posé, revenons a I’égalité (111) et considérons tout d’abord une modification
virtuelle isothermique laissant le systéme en repos; il reste

i=3

E/(sV—{—@ D)odq+/l

ITI

’dC)_o

-et comme cette égalité doit étre vérifiée quels que soient les 3dg et les 3(A, B, C),
-on en conclut qu’on doit avoir :
En tout point de chacun des trois corps du systéme

eV+0 —D,=o R (i=1,2,3);

En chaque point des diélectriques parfaitement doux 3 et 1

A
+(113) —k—+€ o

-cas particulier du second groupe (86). Nous retrouvons donc ies conditions bien
-connues de D'équilibre électrique, d’aprés lesquelles l'égalité (111) se simplifie.
-Ses deux premiers termes représentant respectivement le travail des forces inté-
rieures du systéme ramené a l'état neutre et celui des forces électrocapillaires (*),

(*) 1l est facile de voir que ce travail coincide avec le terme 1I de I'égalité (go), si I'on

‘néglige la quantité & 20 .
T
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il vient pour le travail virtuel des forces électriques du systéme en repos et en équi--

o ok 2G )G
+/<———}:-—\—|XdA|+ dp+—f‘71,—dT>d0+fG]zaac|dS
P _ 4

+|PSE-I+LS('0!+ p333+13(ﬂ31 *

libre électrique

ds

o/

(d 2
(114) 8‘(5Z:/\XSwIedO——s/H%cﬁ—a[aw(c-{-}_})'__'ATZT
S

On voil que cette égalité dilfére de la précédente (104), surtout en ce qui concerne-
les pression et force par unité de volume s’exercant sur le corps déformable 1. Cette-
différence tient & ce que 1'égalité (69) s’est trouvée en partie remplacée par I'égalité
toute différente (109) et a ce que les termes en 9 de (102), qu’avait introduits le-
courant de polarisation, n’existent plus ici. On en conclut que les forces électriques
ne sont pas les mémes lorsque le systéme est en équilibre et lorsqu’il subit une-
transformation. Rien n’est changé toutefois en ce qui concerne le diélectrique per-
manent rigide 2. Si, d’autre part, on calcule la résultante et le moment résultant par
rapport & l'origine des forces élémentaires appliquées au corps 1, on retrouve encore-
les formules (107), débarrassées de la force électromotrice d’induction du fait des
équations d’équilibre (113), et avec cette différence que le couple par unité de-
volume (BZ — CY,...) n’existe plus. Ces formules ainsi modifiées deviennent donc,
pour (e, s) = o, la transposition exacte des formules (97) et (98), abstraction faite-
de leurs termes électromagnétiques. Si nous remarquons enfin que, pour (e, ¢) =o,
les expressions (75) et (112) de P,,..., L,...;P,..., 1
exacte des expressions (55) et (56) de &,,..., 4,,..., £,..... ¥,,... et I'égalité (114)
la transposition de (g91), nous en concluons qu’a I'équilibre chacun des trois diélec--

sont la transposition

gee e

triques considérés se comporte, au point de vue de la résultante et du moment
résultant des forces qui lui sont appliquées, comme l'aimant qui lui correspond..
Nous avons vu au contraire que, dans ’état de mouvement au sens énergétique du-
mot, ces trois diélectriques se comportent, au méme point de vue, comme un:
aimant permanent rigide.

25. Forces exercées par la force électromotrice d’'induction sur la polarisation.
diélectrique. — Le travail élémentaire de ces forces est, d’aprés (go),

(11d) 30, :f
o,

& A@} (12 )k>dA—| 4o
nl[ +Kl——lz DF ——I .
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Or on a, par intégrations par parties et d'apres (73),

/ m])oac[dS
O l
D ) ¢ ; D\
e AAE| | DAL DulAG] | A Eel s 4o,
ox & dy N4
Ol
-d’olt
80, =

aM8| ;»‘A’]Agtl D/y.|A8] Mv|AE,]
+/|[ w dy 2

Lz
F LV: N 3 DB 5 DC) ~
+<'—/T- 3 ><* +6, 5, t& \w:lw

]
v

do.

Cette égalité exprime que la force électromotrice d’induction exerce, en chaque

point de la surface S, la pression de composantes
[AE, | (—a+n]|ra]),.....

-et, en chaque point du volume G,, la force par unité de volume de composantes

_(‘lf\*fé,l +3‘A’\A8,I+DMI\A8A+DMA8,I
o & oy 0z
o ok A |, B
G O =R ) I

La résultante et le moment résultant de ces forces élémentaires doivent étre cal-
«culés en ajoutant & leurs composantes respectives les derniéres intégrales des for-
mules (107); dés lors il est facile de voir que cette résultante et ce moment sont
nuls. Autrement dit, les forces exercées par la force électromotrice d’induction sur
un d'iélectriqu‘e polarisé constituent un systéme nul; on comprend donc pourquoi
les corps rigides 2 et 3 ne sont pas intervenus dans I'expression du travail de ces forces.

Avec la définition du courant de polarisation adoptée par Duhem (n° 16), le
tterme en 9 n’existant pas, on voit que les actions élémentaires de la force électro-

motrice d’'induction se réduisent 4 la force par unité de volume

¢ ke , QA . B , G
oy [ L N

appliquée en chaque point du volume ©,. La résultante el le moment résultant des

forces correspondantes, aux composantes desquelles il faut ajouter respectivement les
“derniéres intégrales des formules (107), sont donc encore nuls comme précédemment.
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26. Forces électrodynamiques. — Le travail élémentaire des forces électrodyna--
miques est, d’aprés (go),

. * )8 )6 ¥4
(116) 35623:—/'[<F ::_;_G \0)' +H d +dF>ldC§

[ dx

soit encore et par intégrations par parties

3G, = — gfflfa[]Faac]dS

S-S =)=k
:J 9\~ y ) oz N7 °T

Mais, en chaque point des corps rigides 2 et 3, les composantes 3(x, y, z) doi-

W

A

do.

vent recevoir leurs valeurs (53) et (53'), de sorte que, aprés transformation d’intégra--
les de surfaces en intégrales de volumes, il vient en définitive

(117) B‘Gsz—g:/ux]]FaacldS
5

€« /3G F dF  MH \Y
—_— ) —h —— | — > 8]
* 2f\|:g<‘w ‘y) (Dz Dac> ¥ dx :ond
O, '
+P,E, + Lo, + PLE, + Lo,
en posant -
/ N 7 G H
P = — (o JUNN :
P, 2/( bx+gbx+h Bac)d
. C5 .
€« d G oH
. ! - h—
(118) | L= 2/[y<f‘ tg i +a i)
0,
G
i —z(j'-;— +h~—~>+gH——hG]dC§ ..... ,
\ ay
avec les mémes expressions, soit (118'), pour P,,..., L;...., U, y remplacant sim-

plement ©3,.
Dés lors, I'égalité (117) exprime quen chaque point de la surface S, s’exerce la

pression de composantes

(rig) \ [(F, G, H);

qu’en chaque point du volume @, s’exerce laforce par unité de volume de composantes.

F 0F 3 ‘
bl ) —h< d H>_Fl ~’] ...... ;

oz X

(120)

dxr
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que les forces électrodynamiques appliquées aux corps rigideé 2 et 3 se réduisent par
rapport a l'origine et respectivement aux forces (P, Q,, R}), (P., Q;, R]) et aux
couples (L, M, N), (L., M., N!) donnés par (118) et (118') et calculés a partir des
pression et force par unité de volume (119) et (120). Les formules (118) et (118’)
expriment que, pour chacun de ces corps, la résultanle et le moment résultant peu-

vent également étre calculés comme s'il s’y exergait la force par unité de volume de

w0/ F G M
2 (f w79 +h7\?>’ """ v

composantes

et le couple par unité de volume de composantes

2‘:
2

(gH —hG, hF — fH, G — gF).

La résultante et le moment résultant des forces électrodynamiques qui s’exercent
sur le corps déformable 1 sont égalerhent donnés par (118), ou l'indice 2 est rem-
placé par I'indice 1. ' ’

Les parenthéses de (120) font apparaitre le champ magnétique — \/;'(ﬁf, 2, R)
di aux courants, puisqu’on a(*)

i,__%(bﬂ DG>
“\/; dy 2 /)’

de sorte que, si les courants du corps considéré sont uniformes, c’est-a-dire si 'on a

(121)

=o, |fx|=o,

I'action élémentaire des courants du systéme. entier sur les courants de ce corps se
réduit a la force par unité de volume de composantes

A

Ve

Cette force par unité de volume est donc, multiplié par 1— : \/;’, le produit
2
vectoriel du champ magnétique dit aux courants par la densité de courant au point

considéré. C’est la loi de Grassmann généralisée.

(*) L. Roy, loc. cit., p. 4I1.

Fac. des Sc., 4* série, t. III. 8
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27. Forces électromagnétiques. — Le travail élémentaire des forces électro-
magnétiques esl, d’aprés (go),

(122) 3G, = —-—\/ /1/'((1) 5% " 23y +0 bfrz —{—S(I)>

do

Qe hE Y

7 ~, ¢
+\/s'/| L3N | dAS + \/e'/| LB —dL)|dO + \/s,./‘.7 %I ®d A |dO .
(3.‘ 'C)'! 0‘ y

Le calcul que nous avions fait(') du terme en 3¢ supposait un aimant perma-
nent rigide ; il n’est donc valable ici que pour le corps a.
Tout d’abord, les formules (83) s’écrivent encore

Mo (\i )
(I»(a,v,v,t)———\—':——l- \l} e ,
en posanl
1 op! or
(123) @, = [ g,

r étanl, comme au n° 6, la distance du point M(x, y, z) au point M'(x', y', 2') de
*élément de volume d©' et les fonctions accentuées se rapportant au point M'. On

a alors

o 2

o

3

~

b=

dt,

83@‘-&—

Ny

avec

2P Mo ddb
(0 )
N ? dy Tt )
cette derniére variation étant relative au déplacement 3'(x’, y', 2'), pendant le
temps df, de chaque point M' et des variations correspondantes 3'(A/, $', C') des
composantes de I'intensité d’aimantation en ce point.

Soit alors 3'¢ =¥ — ¥ la variation correspondante de la fonction ¥ au point

Jfixe M(x, v, z): on a, comme cas particulier de la formule (26),

o o4 RSN A
e T 2 e T ’

d’ot, avec la notation définie par (28),

39t + 23 b

S =dPp—
Dy 2

~ - N N1 N 1 "f 3 ./ 3
fib -—fd‘b—Tv—(fo N»)+—\T(f ’ll>>+ H\—— Ab .

(*) L. Roy, loc. cit., p. 68.
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On a donc, par-intégrations par parties,

flfa«md(s .:f|fd‘l’|+i\’

2 N ! 4
22V sulae — [ |(sh—g)¥d S,
_\y \F4 l

de sorte que I'égalité (122) devient

g‘ —
(125) 3G, =—= V¢ [ |f
v

+\/Z'f|‘£au%|d,cs+V’£’f|£(a.s{o—dta@>1dcs+\/§f§;—’:|£dﬁ>|da.
(‘33 Csl O‘ ‘

en posant

(124)

<‘ °ox+‘lf' ;nyg doz +d(p>'d($+__\/ A

La premiére intégrale étant celle de (116), ou les fonctions F, G, H sont simple-
ment remplacées par &, ¥, Q, conduit & un développement de la forme (117) et
(118); de sorte que nous n’avons a développer que la fonction A, en calculant les
variations 8'(¥, b, 1b). Or on a ici

=4 +94,+9, avec Y, :/%dcj:

et I'expression de 3'Y, dépendant de I'indice { du corps considéré.
Pour I'aimant parfaitement doux déformable 1, on a

/[
CS:

QA + A% —I->d(-j, _{_:1)_._ B’do’] .
" r r

i}l”dd —f ’dcs' —/_|a'~ '1dS
le le

1
1700 S oA P “’{), 32 ’
——f[;(ax, e ) A ]m,
Ol

«', §', y' étant les cosinus directeurs de la demi-normale intérieure au point (z', y', 2’)

‘\ !

. s r . o ! . P
de S,, et, comme la derniére quantité entre traits est 3'—, puisque cette variation
r

n’est relative qu'aux coordonnées ', y', z/, il vient avec la notation (28)

(126) 2'q, _f °"° L} dci’—fil'?—'la'aa:’ldS’.

S
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Pour I'aimant permanent rigide 2, qui se déplace en entrainant son aimantation,
on a(')

A = C o, — R, VP =N ol —C o, 3O =B o, — Mo,

d’'ou
I
(127) 34 ——f(ew o gy Tia ’)dci'
et, pour 'aimant parfaitement doux rigide 3,
N
\I( __f( Jb + [‘) —l-a )do'.
o’

Remplagons alors dans (124) les 3'(4, b, 9b) par leurs valeurs
Y =Y, Y, 4+,
nous sommes ameneés a poser
(128) A=A +A+A,,
d’ou, d’aprés (124) et (126),

(BT s

_‘S/‘l([jh——yg)(.........u. o .>lds,

les points représentant la somme des deux intégrales de la premiére ligne.
Or, la premiére des formules (84) s’écrit encore en intégrant par parties

! dcy rhv_ "o
R(x,y, z, t)_--— (‘h \g )-__.+—;2!:'/.B_“fid5',
\/2 x4 ! \/2 ¢ )

d’oll

AN 7 dh N Ao N Bh —
(1ag) &' =&y, 7, z>=—_/(-\—— \?)--—Jr—:/'———ﬁds.
\/ dy [r4 r \/2 r
S .

N

(*) 11 n’y a pas & accentuer ici les composantes w,, w,, ), fuisqu’elles sont les mémes
pour tous les points du solide.
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Il vient ainsi, en intervertissant les intégrations,

M N\ 4O 8h—
A‘=~fl(st%'_d,%')[f<§-%>’—‘+ . g dS]‘ch'
B o) S
Y A ]

|o'52'|dS',

—_A —~f|£(uo—da))|do +f| AL’ ||32"|dS,

-expression ou les accents sont maintenant devenus inutiles; soit finalement

(130) %A,:—{l56(3.,%—d¢&))|d0+./|.ﬂofllaaw]ds.

On a de méme, d’aprés (124) et (127),

- J
. bh ag G’w; —_ ,('B' o): ,
s=— /(5% /(=2
o [
—/ (ph—-,g)f(. e )do'lds

S
=_f (G/ )r__q%m Jb ‘—o.’l} [ ﬁ__> +fﬂl%tg_d5]|dov’
o, S

80it encore, d’aprés (129) et en effagant les accents devenus inutiles,

(131) —%A,z—{l(ew;e%wz%l 2

-

do

~
o

do.

(BR—CDo,+( AT+ B2 40 Mi)x

Q x dx

On trouve de méme

(132) »’i.zu:—/ Q61&>+<0{,£+%E+@ﬁ>awldd.
Va J

dx e e
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~ L’égalité (125) devient ainsi, d’apres la remarque faile sur sa premiére intégrale
et d’apres (128), (130), (131) et (132),
(133) 50, = \/ f\/an«pm;ds
0 b‘b 20
VF/W[ )‘Wﬁ;—sz)‘*

+| 4,3 “lz(')s{_‘faw«‘k 13‘”1[

de Q) Y
\/fi b2 |adw]dS — /7 /}(M—M)~+({»3i+ TR mi)“wldc&

d d
—\/ f‘ 0—— R) Idcs+\/ f%\:udmdo

ou l'on a posé
U~ /0D 220
P ' o = .
= \/a/(f gt Dw)do, ......
PR L R
(136) { 4, = w/@@t 9 +h )

W22 0wy |ao,
_z(f—ay-+ & Ty>+q — ] .....

et avec les mémes expressious, soit (134'), pour €,..., 4,..., O, y remplacant
simplement G, .

Pour donner a 1'égalité (133) sa forme définitive, il ne reste plus qu’a remplacer,
dans les intégrales étendues aux volumes G, et G, 3(x, y, z) par leurs valeurs (53)
et (53'); il vient ainsi

(135) 3T, = — L \/2 /lle]lboacldS+\/s/|J>isza£[dS
\/2 5
S’
« d D ) k\
/WF \b)_,(i_i)_(p S ]ax do
Dac Jz e . A\

d®

(f"—“‘)u B g )H

oL o Qd

Z Jo
h

:0.
Vi \’
o

+ 1@, + B E + (W + 4D o, + (£, + )5 + o+ L) o],
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en posant
[ o - .o ) MR )
v ’:f.‘,:--\/sf@b—ﬁ + R ‘\x—{—( bac)do' ..... ;
‘ O,
L4 _, i \\.’i‘ L SR
EE,:—\/ef[‘y(t{.T\;Jrsﬁ 3 +C a;)
Cjz
2D 2
—:(ag e re ) ian—co o,
(136) ) )
¢ 9
—\/ f< o—‘li—{r = R>(ICS, ......
X A dx

w——wf[ Eeateet)

AF N QR N\
<{,—+ R—% +E f)]do, ......

Jdy

Interprétons maintenant 1'égalité (135), dans laquelle il y a lieu de distinguer le
travail des forces exercées par I'aimantation sur les courants et celui des forces exer-
‘cées par les courants sur 'aimantation: Cette égalité exprime les résultats suivants.

A. Actions de I'aimantation sur les courants. — En chaque point de la surface S,
-du corps déformable 1, s’exerce la pression de composantes

(13 — — V| fal (P, ¥, Q
(137) , \/2\/|f( );

En chaque point du volume @, du méme corps, s’exerce en outre la force par unité
de volume de composantes

AL Y1 2020\ 1S
t(138) \—/—~\/€l: < —_— \V> h( 3z ———(\;)—-b g], ......

La résultante (€, 9., R.) de loutes ces forces élémentaires et leur moment
résultant (4,, JMb;, ;) par rapport a I'origine sont donnés par les formules (134),
-ou I'indice 2 est remplacé par I'indice 1.

La résultante et le moment résultant des forces exercées par 'aimantation sur les
courants des aimants 2 et 3 sont donnés par les formules (134) et (134'). Les actions
élémentaires (137), (138) el les formules (134) étant ainsi valables pour chacun des
trois corps considérés, fournissent le théoréme suivant :

Qu’il s’agisse d’un corps déformable ou rigide, la résultanle et le moment résul-
-tant des forces, que I'aimantation du systéme exerce sur les courants de ce corps,
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peuvent étre calculés a I'aide des actions élémentaires (137), (138), ou comme si, en
chaque point du corps, s'exerqait la force par unité de volume de composantes

—\/;< \(I) ‘\W_{_hl@_)
\/ g TR

N e

et le couple par unité de volume de composantes

—\/s GQ—h¥, RO —fQ, f¥ —gDd).

V2

B. Actions des courants sur U'aimantation. — En chaque point de la surface S, de
I’'aimant parfaitement doux déformable 1, s’exerce la pression normale

(139) ' Vel

comptée positivement vers l'intérieur du corps;
En chaque point du volume @, du méme corps, s’exerce en outre la force par
unité de volume de composantes

, p bx «J{o L,_B ’ D(_a
(140) VL (252 +2 AR )
Pour calculer la résultante (£7, 97, R!) et le moment résultant (¥}, Jb}, o))

par rapport 4 l'origine de toutes les forces que les courants exercent sur I'aimanta-
tion du corps 1, il faut ajouter aux composantes calculées d’aprés (13g) et (140) les
derniéres intégrales de (g97) et (98); il vient ainsi

o 24 IR ¢
—Q”——/l% lads+f; ’(j—%+ M q “) e
% D9 N X
_ e\ 5 0N
+f(n : DP)(@ - X E S UL R
(@) )

se détruisent, de sorte qu’en transformant I'inté-

8

dx
On voit que les termes en S

Jdo
b

grale de surface en intégrale de volume, il vient la premiére des six formules suivantes

:_\//({)af 22 cg) 4o, ...

‘ N 29 QR
(141) iﬁ:-ﬁf[y(;b—a?-i-.% \7-{-@ D”>
' o,
P 2D IR
JE RN RN, R>—Idc$, ..... :
vy qy dy J_ :

les autres s'obtenant d’'une maniére analogue.



SUR LES ACTIONS . . ... 65

La résultante et le moment résultant des forces exercées par les courants sur
I'aimantation des corps 2 et 3 sont donnés par les formules (136). Les formules (136)
et (141) conduiraient & des théorémes analogues a celui qui a été énoncé a la fin du

précédent paragraphe.

28. Actions totales des courants et de 'aimantation sur les courants. — En
ajoutant les résullats des n> 24 et 25 A, on fait apparaitre les composantes (89) du
potentiel vecteur total (&, (;, #6) et L'on voit que I'ensemble des courants el de
I'aimantation du systéme exerce :

En chaque point de la surface d’'un corps déformable parcouhx par des courants,

la pression de composantes

—|fx| (F, (j, H0);

En chaque point intérieur de ce corps, la force par unité de volume de compo-

santes

no 714 1 23
o o(E ) h(E My g

dx J hF4 dx

Qu’il s’agisse d‘ailleurs d’'un corps déformable ou rigide, la résultante et le
moment résultant des forces totales que les courants et I'aimantation exercent sur
les courants de ces corps peuvent étre calculés a partir de cette pression el de celte
force par unité de volume.

Les parenthéses de (142) font apparaitre I'induction magnétique (#,, B,. B,),
puisqu’on a(')

w s ,
':/75510——\/:<———— >, ..... 3

dy NF4

de sorte que, si les courants du corps considéré sont uniformes, c’est-a-dire vérifient

les égalités (121), L'action totale des courants et de I’aimantation sur les courants de
ce corps se réduit a la force par unité de volume.de composantes

A

V3 B, — g B, fB—hB,, g B, —SB,).-

Ve

- e A " .
Cette force par unité de volume est donc, multiplié par —=:\/¢', le produit
2

vectoriel de I'induction magnétique par la densité de courant au point considéré;

(*) L. Roy, loc. cit., p. 57. La présence de la constante —= résultedela remarque déja-

faite & propos des formules (88) et (8g). : 2

Fac. des Sc., 4* série, t. III. 9
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elle est normale au plan des deux vecteurs et dirigée vers la gauche de I'observateur
d’Ampére placé le long du vecteur (f, g. h) el regardant dans le sens du vecteur
induction.

Il en résulte que la force qui s’exerce sur un élément de filet de courant uniforme
N

d’intensité 1 est, multiplié par \/_ I, le produit vectoriel de I'induction magnéti-
€

que par la longueur du trongon.

Revenons au cas général de courants quelconques. Quel que soit le corps consi-
" déré, il est facile de vérifier que la résultanle et le moment résultant peuvent encore
étre calculés comme si, en chaque point dn corps, s’exercait la force par unité de
volume de composantes

F G e
f— 4+ g—Fh—— . . ...
< dx g dr dxe

el le couple par unité de volume de composantes
gH —hG, hF —[f3, [G—gF.

L'intérét de cette seconde régle de calcul est son analogie avec celle qui fait con-
naitre la résultante et le moment résultant des forces qui s’exercent sur un aimant
permanent rigide placé dans le champ magnélique d’'un autre aimant. On voit, en
effet, que la résultanle et le moment résultanl des forces totales, que les courants et
Paimantation exercent sur les couranls de 'un des corps du systéme, sont les inémes
que si ce corps était un aimant permanent rigide d'intensité d’aimanlation (f, g, h),
placé dans le champ magnétique (F, (’, H) d’un aulre aimanl.

29. Actions totales de I'aimantation et des courants sur 'aimantation. — En
ajoutant d'une part les pressions (93) et (139), d’autre patt les forces par unité de
volume (96) et 140), on fait apparaitre les composanles ‘

(143) x'—’:%—\/s"ﬁ, .....

du champ magnétique total (X, 9, 3), en un point M(x, y, z) quelconque, di A
I'aimantation et aux courants du sysléme entier et Uon voit que I'ensemble de
laimantation et des courants du systéme exerce :

En chaque point de la surface de I'aimant parfaitement doux déformable 1, la

tension normale
and @+ | bE| — (“;

comptée positivement vers I'extérieur du corps;
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En chaque point intérieur de cet aimant, la force par unité de volume de com-

posantes

onx<£3& \‘ﬂ G‘\@) “33_9_ "3 0T

x do o do M T

La résultante (£, Q", (R") et le moment résultant (47, by, To") par rapport A
Yorigine de ces actions élémentaires résullent alors de I'addition membre & membre
des formules (97), (98) et (141), abstraction faite toutefois des derniéres intégrales
de (97), (98) dont il a été tenn compte dans le calcul de (141). 11 vient ainsi
d’aprés (143)

.f’"—f( ]£+%—+g :)dd——z-rsffzds, ..... ;
(4t) ¢ & =f[ (a2 + o+ \j)
o

z(‘b—%—fo 5 ¢ ‘?>]dd—2-:sfj’(y(——z’s)ds

“On voit de méme, d'aprés (93), (94), (136) et (143) que la résultante et le moment
résultant par rapport 4 l'origine des forces exercées par I'ensemble de I'aimantation
et des courants sur I'aimant permanent rigide 2 et sur I'aimant parfaitement doux
rigide 3 ont pour expressions '

0% ) 2 .
£+ £, f(b—+s3f\§—+€ \‘2>d0—nm’f8”ad8, ----- ;

g —/[y (b +pBe 3>—z<{)—+"%32 +e3)

)z

‘B3—(,2)j|d0—2-:sfq (yy—zB)dS,..... ;

£é3+2f"—f< +Bm e‘?’)do_msfsf'ads.....:
g+ —f[y( b2 red) )
——z({ dy

Les formules (144) et (145) montrent qu’abstraction faite de la tension de
M. Liénard et en ne considérant que la résultante et le moment résultant, I’aimanta-

(145) <

+B g’+(° ‘3 :IdCS—Q-ns fq*(yy—za)ds ......

ﬁ
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tion et les courants n’agissent sur l'aimantation que par le champ magnétique
total (X, 9, 3) qu’ils créent ; elles fournisserit les théorémes suivants :

I. La résultanle et le moment résultant des forces que l'aimanlation et les cou-
rants d’un systéme exercent sur un aimant parfaitement doux déformable ou rigide
de ce systéme peuvent éire calculés comme si cet aimant était soumis, en chaque
point de sa surface, 4 la fension normale 27¢ §* et, en chaque point intérieur, a la
force par unité de volume de composantes

2Z.)W  3
bt R 2 ;
ARy

II. La méme. régle s’applique & un aimant permanent rigide du systéme, sauf &
adjoindre & cette tension el & cetle force par unilé de volume le couple par unité de

volume de composantes

BI—CP, Cx—A43. LY —RX.

30. Cas d’'un systéme en repos. — Les expressions des actions intérieures (pres-
sions, forces et couples par unité de volume, résultantes et moments fésultants), que
nous venons d’obtenir dans le cas général d’un systéme en mouvement, restent vala-
bles pour un systéme en repos, puisque la vitesse n’y figure nulle part explicitement.
La vilesse (a, b, ¢) du poinl matériel qui est en (x, y, z) a I'instant { n’intervient
en effet que dans Uexpression de la densité (v, v, w) du courant de polarisation, qui
est d’apres (71)

QA

U —= 7 +a

A
Qe

2 N
+—(\}-(Ab——Ba)———SZ—(Ca—Ac), ......

11 suffit donc de réduire chaque second membre & son premier terme, dans le cas

d’un systéme en repos.
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