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SUR LES ACTIONS

MAGNÉTIQUES, ÉLECTRIQUES, ÉLECTRODYNAMIQUES, ET ÉLECTROMAGNÉTIQUES
DANS LES CORPS RIGIDES OU DÉFORMABLES

Par LOUIS ROY

ANNALES
DELA

DES SCIENCES
DE L’UNIVERSITÉ DE TOULOUSE,

POUR LES SCIENCES MATHÉMATIQUES ET LES SCIENCES PHYSIQUES.

CHAPITRE PREMIER .

’ 

Préliminaires.

i. Introduction. - Dans une publication déjà lointaine(’)., nous avions consacré
un court chapitre à la théorie des actions électrodynamiques et électromagnétiques,
telle que Pierre Duhem l’avait autrefois développée ici-même(2) d’après Helmholtz,
en se limitant aux courants de conduction. Nous l’avions alors étendue aux courants

de polarisation (courants de déplacement de Maxwell), sans nous douter que cette
extension avait été faite vingt-trois ans plus tôt par Duhem lui-même dans son
enseignement à la Faculté des Sciences de Bordeaux (~). Le corps aimanté considéré

’ 

(’) L. Roy, L’Électrodynamique des milieux isotropes en repos d’après Helmholtz et Duhem,
Collection Scientia n° 40, Gauthier-Villars éd., Paris, ~g~3.

(2) P. Duhem, Les actions électrodynamiques et électromagnétiques, Annales de la Faculté
des Sciences de Toulouse, ire série, t. VII, 1893; t. VIII, 1894. ,

(3) P. Duhem, Propagation des actions électriques, magnétiques et diélectriques, cours pro-
fessé en 1899-1900 à la Faculté des Sciences de Bordeaux. Nous n’avons eu connaissance de
ce cours qu’en 1936, par un abrégé, réduit aux énoncés et formules, qu’a bien voulu nous
otfrir M’le Hélène Duhem, à qui nous sommes heureux de renouveler ici nos bien sincères

. remercîments.



par Duhem, puis par nous-même, était un aimant permanent rigide, pour lequel
seulement il était possible de calculer avec certitude la variation ô(,~, ~, d) de

l’intensité d’aimantation dans un déplacement virtuel du système. En même temps

que nous rédigions notre opuscule, M. Alfred Liénard préparait un important
mémoire sur ce même sujet(1~. Après avoir montré, contrairement à ce que pensait
Duhem, que la notion de potentiel thermodynamique interne, à la condition d’être
suffisamment élargie, continue de s’appliquer à des systèmes parcourus par des cou-
rants, M. Liénard l’utilisait au calcul du travail, avec ou sans déformation, d’un

système de courants et d’aimants parfaitement doux, dans l’hypothèse que ces cou-
rants sont uniformes. 

’ ’ 
"

La difficulté d’étendre la méthode de M. Liénard au cas général de courants quel-
conques nous fit revenir à celle de Duhem. Comment celle-ci pouvait-elle s’étendre
à des aimants parfaitement doux déformables ? Pour tâcher de répondre à cette
question, nous eûmes l’idée de développer, en même temps que les termes électro-

dynamiques et électromagnétiques, les termes magnétiques et électriques qui figu-
rent aussi dans l’expression générale du travail des forces intérieures, fournie par le

principe de la conservation de l’énergie et l’équation des forces vives. On reconnaît
alors que, dans le développement des termes d’apparence purement magnétique,
apparaissent certains termes électromagnétiques qui, par une heureuse coïncidence,
sont égaux en valeur absolue et de signes contraires aux termes gênants en (,~)
qu’introduit, dans la partie électromagnétique du travail, la considération d’aimants

parfaitement doux. Les termes en ?, d) qui subsistent sont donc relatifs aux
seuls aimants permanents, pour lesquels le calcul de ces variations ue présente
aucune difficulté. Dès lors, il n’y avait plus lieu de faire sur ces variations les diver-
ses hypothèses auxquelles M. Liénard avait été conduit.

La partie électrique du travail fait évidemment apparaître les variations analo-

gues ô(A, B, C) relatives à l’intensité de polarisation des diélectriques parfaitement
doux. Mais ces variations ne sont pas gênantes, car elles s’expriment en fonction du
courant de polarisation. Certains termes résiduels font apparaître des actions élé-
mentaires exercées sur chaque diélectrique par la force électromotrice d’induction,
c’est-à-dire par la partie non électrostatique du champ électrique. L’ensemble de ces
actions constitue d’ailleurs un système nul; aussi n’interviennent-elles que pour les

corps déformables. 
’

Un autre résultat curieux est le suivant : dans les actions magnétiques élémen-
taires qui s’exercent sur un aimant parfaitement doux déformable, il est impossible
de séparer complètement ce qui est purement magnétique de ce qui est électro-

magnétique. La séparation complète n’apparaît qu’en calculant la résultante et le

(f) A. Liénard, Équilibre et déformation de systèmes 
de conducteurs traversés par des cou-

rants et de corps magnétiques sans hystérésis, Annales de Physique, 9e série,’t. XX, I923, p. 249.



moment résultant des forces élémentaires. Il en est de même des actions électriques
élémentaires, qui s’exercent sur un diélectrique parfaitement doux déformable et
dans lesquelles se trouve incluse une partie des actions exercées par la force électro-
motrice d’induction. La séparation complète ne se fait encore que par le calcul de la
résultante et du moment résultant.

Les forces magnétiques ou électriques ainsi calculées concernent un système en

mouvement, au sens large de l’Énergétique. Sont-elles les mêmes que pour un sys-
tème en repos et en équilibre magnétique ou électrique? La réponse est entièrement
affirmative pour les premières, incomplètement pour les secondes et la présence des
courants dans l’état de mouvement explique cette différence.

A côté de l’aimant parfaitement doux déformable ou rigide, du diélectrique par-
faitement doux déformable ou rigide et de l’aimant t permanent rigide, nous avons
cru devoir considérer aussi le diélectrique permanent rigide. La considération d’un
tel corps paraît en effet se justifier par l’hystérésis considérable qui a été récemment
observée par Eguchi sur l’électret (mélange fondu de résine et de cire de Carnauba)
et par Kourtschatov sur le sel de seignette(’).

Dans l’expression du travail élémentaire des forces intérieures intervient la

variation des énergies magnétique et électrique du système. Le calcul de la variation
de l’énergie d’un corps déformable polarisé a fait l’objet principal d’un important
mémoire de Duhem(’). Certaines formules sur la déformation des milieux continus
nous ont permis de simplifier notablement l’analyse de cet illustre savante).

2. Équation fondamentale. - Considérons un système en mouvement au sens
large de l’Energétique. En même temps que ce système se meut et se déforme, les
paramètres qui définissent son état physique en chaque point, notamment son état
électrique et magnétique, varient aussi d’une manière continue. Imaginons alors

qu’à l’instant t, on imprime au système une modification virtuelle de durée dl;

parmi ces modifications figure, en particulier, la modification réelle éprouvée par le

(i) Le ltlagnétisme (Rapports et discussions du sixième Conseil de l’Institut international
de Physique Solvay), Gauthier-Villars éd., Paris, I932, p. 386. - I.V. Komtschatov, Le
champ moléculaire dans les diélectriques, Hermann éd., Paris, I936, p. 45. - Nous devons
ces précieuses indications à l’obligeance de NI. Gaston Dupouy, à qui nous renouvelons nos
bien vifs remercîments. 

’

(2) P. Duhem, Sur la pression dans les milieux diélectriques ou magnétiques, American
Journal of Mathematics, t. XVII, 1895, p. 117.

(3) Le présent travail a été résumé en quatre Notes insérées aux Comptes rendus de
l’Académie des Sciences : Actions totales exercées sur l’aimantation d’un système de corps iso-
tropes, séance dU 1 7 octobre g38 ; Analogie entre les actions exercées sur les courants et les
actions magnétiques, séance du 24 octore 1 938 ; Sur les actions électriques dans un système de
corps isotropes, séance novembre Sur les actions électrostatiques dans un système
de corps isotropes, séance du 7 novembre 1938. ,



système entre les instants t et t + dl si, comme nous le supposerons, les liaisons
sont indépendantes du temps. D’après le principe de la conservation de l’énergie
appliqué à cette modification, on a .

désignant le travail élémentaire correspondant des forces extérieures, aJ celui

des forces d’inertie, ~ U l’accroissement de l’énergie interne du système, S Q la

quantité de chaleur dégagée, 6 l’équivalent mécanique de la chaleur.
D’autre part, l’équation des forces vives appliquée à la même modification donne

8~É désignant le travail élémentaire correspondant des forces intérieures et - 8J
devenant égal à l’accroissement de la force vive dans le cas d’une modification réelle.

. En ajoutant membre à membre ces deux égalités, il vient

équation fondamentale qui nous fera connaître, en dernière analyse, les forces inté-
rieures du système, moyennant le calcul préalable de la variation de l’énergie interne’
et de la quantité de chaleur dégagée. Tel est le point de départ de la méthode de
Duhern que nous allons reprendre.

3. Définition du système étudié. - Nous supposerons le système rapporté à un
trièdre fixe trirectangle Oxyz et constitué par trois corps distincts continus et iso-

tropes. Soient S,, S~, Sa les volumes et les surfaces terminales de cha-

cun d’eux. Ces corps peuvent n’avoir aucun point commun ou être en contact par
une portion de leur surface. Par hypothèse ils sont électrisés et le siège de courants
de conduction, si, comme nous le supposerons en toute généralité, leur conductibi-
lité n’est pas nulle. En outre, le corps i est déformable et parfaitement doux au dou-
ble point de vue magnétique et diélectrique. Les deux autres sont indéformables,
c’est-à-dire sont des solides parfaitement rigides, le corps 2 étant le siège d’une dou-
ble polarisation magnétique et diélectrique invariablement liée à ce corps, qui con-
stitue ainsi un aimant permanent en même temps qu’un diélectrique permanent
rigide, et le corps 3 étant parfaitement doux au double point de vue magné-
tique et diélectrique. Enfin le milieu dans lequel ces trois corps sont plongés est,

par hypothèse, parfaitement isolant, non électrisé, non diélectrique et non magné-
tique J 

° 

.

Cela posé, la variation ,de l’intensité de polarisation diélectrique dans les corps 1
et 3 engendre dans ceux-ci des courants de polarisation qui, ajoutés aux courants de



conduction, donnent le courant total, dont la densité en chaque point (x,, y, z) a

pour composantes .

(u, v, w) désignant la densité du courant de conduction, la densité du

courant de polarisation au même point(’).. .

. 4. Énergie interne et quantité de chaleur. ~-- L’énergie interne d’un système en
repos a pour expression (t)

Do désignant ce que serait l’énergie interne si le système était à l’état neutre, c’est-
à-dire s’il n’était ni électrisé, ni aimanté et s’il n’était le siège d’aucun courant,

l’énergie mugnétique du système, W son énergie électrostatique(3), une fonction

donnée de l’intensité d’aimantation J, delà densité cubique p et de la température
absolue T en un point de l’élément de volume dô d’un des corps du système,
F une fonction donnée de l’intensité de polarisation diélectrique J, de p et de T au

même point et les intégrales s’étendant au système entier(‘), On a d’autre part

e désignant la densité cubique de l’électricité en un point de l’élément de volume da;
a la densité superficielle de l’électricité en un point de l’élément de surface dS d’une
surface terminale et 0 une fonction dépendant de l’état de la matière, notamment
de p, T, au point considéré.

: (’) Nous faisons donc abstraction ici des courants de convection dûs au mouvement du
système, parce que ees courants ne deviennent sensibles qu’aux grandes vitesses (de l’ordre
du km : s), très au-dessous desquelles nous conviendrons de nous tenir.

(~) L. Roy, loc. cit., p. 5a. Conformément aux notations de Duhem, nous avions, dans
notre opuscule, désigné par @U l’énergie interne..

(8) Les fonctions et W sont respectivement appelées par Duhem potentiel magnétique
et potentiel électrostatique du système.

(’) Afin d’abréger les notations, nous ne mettrons généralement pas d’indice au
bas des intégrales étendues au’volume total ~ ~ ~1 + ~t ~ ~9 ou à la surface totale
S = S, + S, + Sa du système. 

’ 
"



Enfin, le dernier terme II de (3), que nous déterminerons plus loin (n° (9), est
celui qu’il faut ajouter aux précédents, c’est-à-dire à l’énergie interne du système
simplement aimanté et électrisé, pour que l’expression (3) reste valable lorsque le
système est, en outre, parcouru par des courants.

Si nous admettons, comme très vraisemblable, que l’énergie interne d’un système
en mouvement, électrisé, aimanté et parcouru par des courants ne dépend pas
explicitement des vitesses, l’expression (3) établie pour un système en repos reste
valable pour un système en mouvement; la seule différence étant que le courant
total, qui intervient dans la fonction Il, aura une expression analytique plus
complexe du fait des nouveaux termes qui s’ajouteront dans l’expression du courant
de polarisation.

On a d’autre part(’)

(Ex, E~, E~) désignant la force électromotrice totale en un point (x, y, z) de l’élé-
ment soit

2 étant la constante fondamentale des actions électrostatiques, V le potentiel élec-
trique(’) au point (x, y, z), (CPx’ -,ox) la force électromotrice hydro-électrique
et (~x, ~~, êj la force électromotrice d’induction au même point.

Dès lors, il résulte des égalités (3) et (6) que l’équation fondamentale (t) devient

de sorte qu’il nous faut tout d’abord expliciter les différents fermes du second membre.

(tj L. Roy, loc. cit., p. 32, avec la notation abrégée 1 ] pour désigner, non pas’ une 
’

valeur absolue, mais une somme de trois termes analogues à celui qui est écrit, les deux
autres s’en déduisant par permutation tournante de certaines lettres évidentes (ici H v, w ;
x, y, z). C’est ainsi que nous représenterions par |Xdx| le travail élémentaire de la force
(X, Y, Z). Nous préférons cette notation, dont nous avons fait un constant usage dans Ttos
publications antérieures, à celle (F, ds) du calcul vectoriel classique, comme se prêtant
mieux aux transformations algébriques. Duhem l’avait d’ailleurs employée dans ses Leçons
sur l’Électricité et le Magnétisme, mais en remplaçant chacun des deux traits par un trait
double, afin d’éviter la confusion avec le symbole usuel de la valeur absolue.

(’) ’Duhem appelle V la fonction potentielle électrique du système.



CHAPITRE lI

Variation de .

5. Énergie magnétique. -- Soient t E’ la constante fondamentale des actions

magnétiques; .Jtg, les composantes de l’intensité d’aimantation J en un

point (x , y, z) du système ; % le potentiel magnétique en ce pointa); l’énergie
magnétique du système a pour expression

~~ désignant le potentiel magnétique du seul corps i ; il vient

.de sorte qu’en posant t

et en tenant compte de ce que I!f = on a

Le corps 2 étant un aimant permanent rigide, I~s est une constante, d’où

Nous avons donc à calculer la variation de cinq intégrales de la forme (9).

(’) Duhem appelle % la fonction potentielle magnétique du système.



6. Calcul de -~- Ce calcul, de beaucoup le plus compliqué de ce fait que le
corps i est déformable, fait l’objet principal du mémoire précité de Duhem. Nous
allons reprendre l’analyse de cet illustre savant, en lui apportant toutefois de nota-
bles simplifications. -

En effaçant dans la formule ’(9) les indices inutiles ici, nous avons à considérer

l’intégrale
’

étendue à un corps déformable unique, le troisième membre de cette égalité résul~

tant d’une intégration par parties et ~ 

:

désignant respectivement les densités cubique et superficielle de la distribution fic-
tive équivalente de l’aimant considéré; ex, 03B2, 03B3 les cosinus directeurs de la demi-

normale intérieure en un point de la surface S. Mais

en posant (’)

et r désignant la distance du point M(x, y, z) des éléments da ou dS des 

grales (II) au point M’(x’, y’, z’) des éléments ou des intégrales (c3);

l’égalité ( r I ) devient t ainsi 
’ 

. 

.

Mais on a

(i) Les notations étant multiples, il est difficile d’éviter les doubles emplois; mais aucune
confusion n’est possible entre le potentiel de surface introduit ici et l’énergie magnéti-

que ~~’ du système. 
’



e~ par suite

~

Nous sommes ainsi ramenés à calculer les variations de ces trois dernières

intégrales.

A. Calcul de o / u~d. 2014 En effaçant l’indice devenu inutile dans les cal-

culs qui suivent, on a

Or, d’après la première ( 13),

Calculons donc les différents termes de cette dernière intégrale; on a



Nous voyons ainsi apparaître les champs ~~’, ~,,, Zt) en M et (~;i, °~,~, ~1)
en M’ dûs à la seule densité cubique, soit

d’après ( 1 3) et ( i 4) ; d’où

On a d’autre part

d’où finalement

B. Calcul de s . 
- Ge calcul, analogue au précédent, va introduire le

potentiel de surface au point M’ (x’, y’, z’), , soit 
’ 

. 

’

et les champs (2, y2, 2) en M et (’2, ’2, ’2) en M’ dûs à la seule densité

superficielle, soit .



On a comme précédemment

d’où la suite d’égalités

On a donc finalement

C. Calcul de 03B4 WYdS. - Ce calcul est identique à celui de â et

donne ~



D. Expression de 03B4 1. - D’après (I5), l’expression de ô I résulte de l’addition

des résultats partiels (17), (19) et (20). Cette addition fait apparaître, en chaque
point de d ou de S, le potentiel magnétique total 1 et le champ magnétique
total (~, ~,, Z) résultant des densités cubique et superficielle, soit 

’

et il vient

C’est, aux différences de notations près, la formule préliminaire (28), p. 

donnée par Duhem dans son mémoire précité. Nous pouvons l’écrire encore

et nous devons y faire : en chaque point du volume ~

et, en chaque point de la surface S et indifféremment,

~ avec x’ == 2014 x, (~’ = - 6, .j’ _ --,1~, ainsi qu’il résulte de la théorie des potentiels
de surfaces. 

_

Chaque dérivée partielle 1 , ... désigne la limite vers laquelle tend cette .

dérivée, calculée en un point M’ intérieur au volume c3, lorsque M’ tend vers le

point M considéré de la surface S; de même, chaque dérivée partielle ~v’ ~x,... dési- .

gne la limite vers laquelle tend cette même dérivée, calculée en un point M" exté-
rieur au volume d, lorsque M" tend vers le même point M de S. Nous convien-

drons d’appeler les premières ~v ~x,. .. dérivées intérieures, les secondes r , ...
dérivées extérieures à la surface fermée S considérée.



Pour achever le calcul de $1, il nous reste à développer les deux premièresinté-
grales de (22), en tenant compte des expressions (ra) de ë et de ~.

E. Calcul de u03B4(~d03C9). 2014 On a d’après (12)
(~

Calculons donc ô l~~’ . Dans la modification virtuelle ou réelle considérée de
~x

durée dt, le point matériel, qui est en M(.r, y, z) à l’instant t, est venu, à l’ins-

tant t’ == en un point infiniment voisin M’tx’, y’, z’), en même temps que la
fonction ,~(.r, y, z, t) en M est devenue y’{x’, y’, z’, t’) en M’ et l’on a par défi-

nition 
’

oa?, ôy, âz étant des fonctions infiniment petites de x, y, z. . On a ainsi

En résolvant et en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur, il vient

et comme par définition

on a en définitive d’après (26)

C’est la première des formules (5), p. 1 38, du mémoire de Duhem.



Une intégration par parties donne alors d’après (27)

d’où, en posant pour abréger

et d’après (25)

soit encore

On a d’autre part

et comme

il vient

soit encore d’après (23)



En additionnant et (30), nous avons donc

ou, en développant les parenthèses de l’intégrale de surface et d’après (23),

F. Calcul - C’est surtout ici que nous allons grandement sim-

S

plifier l’analyse de Duhem. On a d’après (12)

en posant

et cette fonction 3) représentant la dilatation superficielle en un point de l’élé-
ment d’où, d’après (32) et (33),

(’) L. Roy, Sur l’Électrodynamique des milieux en mouvement, Annales de la Faculté des
Sciences de Toulouse, 3° série, t. XV, 1923, p. ao5.



Comme d’autre part ôdS = 9.DdS, il vient simplement

Or, si l’on pose pour un instant)

Maïs

puisque la surface S est fermée ; on a donc

L’égalité (35), comme la précédente, est valable quelle que soit la fonction % .
Avec la signification actuelle de cette fonction, cette dernière égalité est valable aussi
bien avec les dérivées intérieures qui y figurent qu’avec les dérivées extérieu-

res 
~v’ ~x,... Considérons donc, en outre, cette même égalité écrite avec les

(’) Nous désignerons en effet plus loin par - ~’ (1, 2, R) le champ magnétique des
courants.



dérivées extérieures et ajoutons-les membre à membre; d’après les troisièmes (24),
on obtient

Substituons ce résultat dans (35), en remarquant que la dernière ligne s’écrit
encore

il vient

d’où, en ajoutant (3 J ’) et (36) membre a membre,

égalité où il est facile de vérifier, d’après (24), qu’on a

On peut donc écrire encore

on les dérivées intérieures peuvent remplacées par les dérivées extérieures. Cette



égalité nous sera utile plus loin ; remarquons qu’elle est indépendante de la nature
de la fonction 6(). .

G. Expression de ô - En additionnant les égalités (22) et (37), on a

Si nous remplaçons ~’, par sa première valeur (af~~, il vient en définitive et en

rétablissant les indices

où les ~v1 ~x, ... figurant dans l’intégrale de surface désignent les dérivées

intérieures à la surface S, . C’est, aux différences de notations près, la formule (35), .

p. i52, du mémoire de Duhem. 

7. Calcul -- On est amené à reprendre le calcul précédent de l I d ans

l’hypothèse de la rigidité

Les champs (~, S) de (~ l’) s’étant introduits du seul fait de la variation de r,
il reste

La formule (27) étant indépendante de la nature de la déformation, l’expres-
sion (29) reste valable: mais, par suite de la rigidité du corps, les formules généra-
les (33) se réduisent à

(w, c,~’, ~,s~’) étant la rotation élémentaire du solide considéré ; il vient ainsi d’après (32)



et, d’après (29) et (39),

soit finalement en rétablissant les indices

8. Calcul de ô . 
2014 On a 

,

représentant, pour abréger, l’élément de masse Sdd ou du corps 2 et

l’indice 2 de la dernière intégrale indiquant qu’elle est étendue +S . Comme
ici 03B4dm2 = o, puisque le corps 2 est rigide ainsi que sa polarisation, on a simplement

Soit alors r la distance d’un point (x,, Y.’ z,) du corps i à un point (x2, y=, Zt)
du corps 2 ; on a

dm1 étant l’élément de masse ~d03C9 ou gdS du corps i ; d’où

et comme

il vient



Cette dernière intégrale se déduit de ou T est remplacé par ()l!t" d’où

’ 

En substituant, effaçant les indices devenus inutiles et explicitant la deuxième
intégrale de (4~), il vient finalement

9. Calcul de - Ce calcul est analogue au précédent, l’indice 3 remplaçant
Findice ! ; d’où d’après ~C,a) .

Le corps 3 étant rigide, la dernière intégrale est de la forme ~3g), c’est-à-dire est
donnée par (4i), est simplement remplacé par ~,^~; d’où, après réduction,

10. Calcul de ô ~~, . . - Ce calcul est analogue à celui de sauf que l’aiman-

tation du corps 3 est variahle an lieu d’être permanente. On a ainsi

La première intégrale est donnée par (43), où l’indice 2 est remplacé par



l’indice 3; la somme des deux autres est ensuite donnée par (~t) est rem-

placé par ~~, ; d’où

il. Calcul de ô La fonction fi dépendant de l’intensité d’aimanta-

tion 3, de la densité cubique ; de la matière et de la température absolue T au

, point considéré, la variation isothermique de l’intégrale étendue à l’aimant perma-
nent. rigide 2 est nulle; nous avons donc 

.

l’indice T indiquant que la dernière variation doit être calculée en laissant la tem-

pératu re constante.
,Le corps 3 étant rigide, on a simplement

x désignant la susceptibilité magnétique ; d’où .

Le corps r étant défocmable, on a



et comme

UBient

Posons donc pour abréger

dp, dT ayant une signification analogue à celle (28) de Nous avons donc

et finalement



12. Résultat. - La variation cherchée résulte immédiatement des formules (10)
et (48) et de l’addition des variations partielles (38), (4t), (43), (44) et (45) ; le poten-
tiel magnétique total T réapparaît ainsi dans plusieurs intégrales et il vient

Nous voyons que cette expression fait apparaître, en chaque point de l’aimant
déformable parfaitement doux !, le champ magnétique

dû à l’aimantation du système entier; en chaque point de l’aimant permanent
rigide 2 le champ magnétique partiel

dû à la seule aimantation des corps 3 et i, tandis qu’en chaque point de l’aimant.
parfaitement doux rigide 3 apparaissent à la fois le champ total (50) et le champ
magnétique partiel

dû à la seule aimantation des corps têt 2. 
’ 

.

L’expression (49) peut encore se simplifier en ce qui concerne les corps rigides 2 .

, 

et 3 ; le déplacement virtuel de chacun d’eux résulte en effet d’une rotation infini-
ment petite (c~, ~~’, (0") autour d’un point arbitraire invariablement lié au corps



considéré et d’une translation infiniment petite (~, ~r,, ~) équipollente au déplace-
ment de ce point. En prenant ce point à l’origine, il vient ainsi respectivement pour
chacun des corps 2 et 3 .

La somme des termes de (49) se rapportant au corps 2 est donc de la forme 
’

ou plus simplement --~ ~~ ~~ ~- ~g U~$ j , soit.

pour l’ensemble des corps 2 et 3.
. Calculons donc les douze éléments ~,~~, ... , En substituant les expres-
sions (53) dans les intégrales de (49) étendues au corps 2 et en tenant compte de (5r),.
il vient 

. 

’ 

, 

’

d’où, en rémplaçant ~ et 3 par leurs valeurs (12), en transformai les intégrales de
surfaces en intégrales de volumes et en tenant compte ce que



La substitution des expressions (53’) dans les intégrales de (49) étendues au
corps 3 donne de même, d’après (50) et (52) et en tenant compte des relations analo-
gues à (54) relatives au champ ‘1~.,~, ~ ~~),’ .

en désignant par

le champ du à la seule aimantation du corps 3. La comparaison de (55) à (56) mon-
tre que c’est dans les deux derniers termes constitutifs de ~~, ...; ~~,, .. qu’appa-
raît la différence entre deux aimants rigides, l’un permanent et l’autre parfaitement
doux.

L’égalité (49) s’écrit donc en définitive .



’ 

CHAPITRE tïl

Les autres termes de l’équation fondamentale.

13. Énergie électrostatique. 2014 Soient l’intensité de polarisation
diélectrique J en un point (~, y, z) du sy.st.ème.

les densités cubique et superficielle de la distribution fictive équivalente de la po.la-
risation diélectrique ; l’énergie électrostatique du système a pour expression

Posons

V, désignant le potentiel électrique du seul corps i, et

ou pins simplement

dqi représentant, pour abréger, l’élément de charge réelle et fictive ~e + ou

du corps i et l’indice i de l’intégrale indiquant qu’elle est étendue

à ~i ~- S~ ; nous avons comme en Magnétisme = et

14. Variation de l’énergie électrostatique. -, Bien que le corps 2 soit un diélec- 
°

trique permanent rigide, lu M’est plus une constante comme en Magnétisme, du

fait de la distribution réelle (e, r) .qui est variable; nous avons donc 
’

Le calcul des variations effectué en Magnétisme va considérablement simpli-

fier celui des variations actuelles.



.§. CalcUl des 1 1... - D’après (a2), (23) et (2Q), on a

Il est inutile d’expliciter davantage les deux premières intégrales, ainsi que nous
le reconnaîtrons plus loin (n° 16).

La deuxième ligne de (62) ne s’étant introduite que du fait des déformations,
nous avons pour les corps rigides 2 et 3

Dans la première ligne, nous laissons subsister les variations nulles â (F d~ ; ZdS)
dans le but de simplifier le résultat final ; nous ferons de même dans quelques-unes
des formules qui suivent. ,

B. des . 
-- On a comme an n° 8 

’

la seconde intégrale résultant de la variation de la distribution électrique réelle (e, /);. i

d’où, d’après (42),

soit pIns explicitement



Le calcul de est le même que le précédent, ou l’indice 1 est simplement
remplacé par l’indice 3; d’où

Le calcul de 03B4I31 se déduit encore de celui en y remplaçant l’indice 3

par l’indice 3 ; d’où

15. Calcul de 1 / - Ce calcul est identique à celui du de sorte

qu’en posant

~ désignant le coefficient de polarisation diélectrique, il vient. d’après (48)



16. Variation de 1~~~ Cette variation s’obtient, d’après (6r-), en

additionnant les variations partielles de (62) à (6?) ; d’en

Cette expression peut être simplifiée; les équations indéfinie et superficielle de
continuité du courant total de densité g, h) s’écrivent en effet ici(*) ,

de sorte que

la dernière intégrale de surface ayant été transformée en intégrale de volume.
D’autre part, les termes en o(A, B, C) se transforment par l’introduction du

courant de polarisation, dont nous rappellerons tout d’abord la définition dans le

(’.) L. Roy, toc. cit., équations (20) et (21). 
"



cas général d’un milieu en mouvement : la densité de ce courant en un point
y, z) du milieu est le vecteur (u. v, w) d’origine M, tel qu’on ait

oc, 3, ; étant les cosinus directeurs d’une demi-normale Mn à un élément de sur-

face dS passant par M et lié à la matière, c’est-à-dire le vecteur dont le flux à tra-
vers dS est égal à la variation par unité de temps du flux de polarisation à travers
cet élément. Cette définition est donc tout à fait analogue à celle du courant de
conduction, puisque la densité de celui-ci est le vecteur (u, z~, w), dont le flux à

travers dS et relatif à la direction Min est égal à la quantité d’électricité par unité
de temps qui traverse l’élément dans le sens 

Il résulte alors de qu’on a(’)

soit t encore

les premiers termes des seconds membres représentant le courant de polarisation au

repos, qui correspond au courant de déplacement de Maxwell et se confond même
très sensiblement avec lui (’), les seconds termes correspondant au courant de

convection de Hertz et l’ensemble des termes restants au courant de Rôntgen.
Cela pose, on déduit de (~ i )

. (’) L. Roy, loe. cil., p. formules (iti).
(2) L. Roy, L’Électrodynamique des milieux isotropes en Helrnhollz el Duhem,

p. 30 et 80. 
’ 

_



On voit (n° 6, F) que D représente la dilatation superficielle au point (x, y, z)
- de l’élément de surface normal à la direction (~,, u., v) de l’intensité de polarisation
en ce point.

Comme, d’autre part., ,T’ = j L~~ j el que 3 est nul dans le solide 3, il résulte

le ( ~ a) qu’on a

Remarquons que les formules (70) et définissent le courant de polarisation
engendré par la modification virtuelle considérée. Ce courant virtuel ne coïncide
donc avec le courant réel à l’instant l que si toutes. les variations figurant dans
ces formules sont relatives à la modification réelle du système entre les instants t et
t + dt . C’est ce que nons supposerons toujours quand interviendra le courant de

polarisation (’).
Revenons à l’égalité (68) ; les autres intégrales étendues aux solides 2 et 3 se

transforment comme nous l’avons vu (n° 12) à l’aide des formules (53) et (53’) ;
il vient ainsi

(’) Dans le cours autographié (1899-1900) de Duhem, le terme en D n’existe pas, parce
que, au lieu de définir le courant de polarisation par (70), Duhem le définit (p. 32 et l,5) par

(co, w’, c~") désignant la rotation moyenne au point considéré ; d’où l’on tire

au lieu de notre égalité (j2).



exposant

désignant, le champ électrostatique du aux seules charges réelles et fictives des

corps 3 et 1 , 
,

le champ électrostatique dû aux seules charges réelles et fictives des corps 1 et 2..

. Contrairement à ce qui avait lieu en Magnétisme, les formules (75) ne font plus
apparaître de différence entre deux diélectriques rigides, l’un permanent et l’autre
parfaitement doux. Remarquons enfin que l’égalité (74) n’est pas dn tout la simple
transposition de l’égalité (58).

17. Calcul des termes restants. - Reportons-nous ii l’égalité (!~) ; on a .

dq désignant ici un élément de charge réelle ou et la dernière intégrale
étant étendue au système entier 0+S. 

’ ’



’ 

Mais les équations indéfinie et superficielle de continuité du courant de conduc-
, tion s’écrivent ici C) ’ 

’ 
’

l’intégrale de surface ayant été transformée en intégrale de volume, soit encore
d’après (5) ~ 

.

On a enfin, d’après (’;),

18. Travail élémentaire des forces intérieures - Remplaçons, dans l’équa
tion (8), les différents termes du second membre par leurs expressions (58), (78)’
(74) et (79); il vient ’ 

’ 
°

(’) L. Roy, Sur l’Électrodynamique des milieux en mouvement, p. 206 et zo;, équations(13) et (y).. °



Remarquons que l’intégrale en u ~V ~x| ne s’étend en réalité qu’au volume 03C93+03C94,

puisque le courant de polarisation est nul dans 03C92.
Si maintenant, dans la dernière intégrale, on remplace u par f - u d’après (2); r

si l’on groupe l’ensemble des termes en u et si l’on observe que l’intégrale

peut être étendue au volume ~ tout entier, d’après la remarque précédente, il

vient en définitive 
’



CHAPITRE IV 
’

Forces intérieures. 
’

19. Lois de l’aimantation et de la polarisation ; ; énergie électrodynamique. -
Appliquons tout d’abord l’équation fondamentale (80) au système supposé .en repos
et à une modification virtuelle isothermique laissant ce système au repos. Dans une
telle modification, 03B4i est nul; les deux premiers termes du second membre se
détruisent d’après la théorie des forces électromotrices hydro-électriques; tous les
termes où figure le déplacement §(.r, y, z) sont nu!s, de sorte qu’il reste

’ 

Le système restant au repos, on a 1’)

2014 désignant la constante fondamentale des actions électrodynamiques, (F, G, H)
le potentiel vecteur électrique~) et û) le potentiel vecteur magnétique au
point (x , y, z). Ces potentiels ont pour expressions

(’) L. Roy, L’Électrodynamique des milieux isotropes en repos d’après Helmholtz et Duhem,
page 46, formule (II4~. , 

°

(E) Aucune confusion n’est évidemment possible entre les deux premières composantes
et les fonctions F, G considérées aux et i 5.



À désignant la constante de Helmholtz(1), x’, y’, z’ les variables d’intégration, r la

distance du point M(x. y, z) au point y’, z’) de l’élément de volume 
(/’. g’, h’) et (Jlo’, ?’, C’) la densité du courant total et l’intensité d’aimantation

en MB ..

Il résulte alors de (82) que l’égalité (8ï) s’écrit ,

Mais, dans le cas actuel d’un système en repos, la deuxième intégrale est la déri-
vée de la fonction 

,

qui ne dépend que du temps par l’intermédiaire des fonctions f, g, h CS) et l’on a

d’autre part (3) . 

.

(t) Dans notre opuscule (L. Roy, loc. cil., p. 80, n° 3 i), nous avions conclu à la nullité
de la constante X de Helmholtz par comparaison des égalités

où p désignait la résistivité du milieu, K = son pouvoir inducteur spécifique et

la divergence du champ électrique. Or cette comparaison était illégitime du fait que la

première (A) résultait de l’application de l’hypothèse de Faraday-Mossotti (K très grand
par rapport à l’unité) à l’équation (168) de notre opuscule qui, d’après (B), coïncidait pré-
cisément avec la deuxième (A). La seule raison qui subsiste d’annuler la constante de
Helmholtz est donc de débarrasser la théorie des ondes longitudinales..

(~) L. Roy, loc. cil., p. 49.
(’) L. Roy, toc. cit., p. 54. _



où l’on a posé

de sorte que l’égalité (8 1 ) s’écrit finalement

Cela posé, considérons d’abord une modification dans laquelle le courant total
en chaque point soit nul; alors la dernière intégrale est nulle et il en est de même

de FI, puisque cette fonction s’annule en même temps que les courants. L’éga-
lité (85) se réduit ainsi à sa première ligne et comme les variations sous le signe
somme sont indépendantes, l’intégrale ne peut être nulle que si chaque parenthèse
est nulle; on doit donc avoir en chaque point d’un corps parfaitement doux

Ce sont les lois de l’aimantation et de la polarisation diélectrique.. Cette dernière,
établie par Duhem lorsque le champ électrique se réduit au champ électrostatique,
avait été posée par lui à titre d’hypothèse, lorsqu’au champ électrostatique s’ajoute
la force électromotrice d’induction pour constituer le champ électrique total (’).

’L’égalité (85) se réduit ainsi à sa seconde ligne. En considérant maintenant une
modification isothermique quelconque laissant toujours le système en repos, on en
conclut, en intégrant, que la parenthèse qui y subsiste ne dépend que des seuls
paramètres laissés constants dans cette modification, c’est-à-dire de p, T en chaque
point et des paramètres géométriques fixant la position et la configuration du sys-

(’) L. Roy, loc. cit., p. 48.



’ 

tème ; elle est donc, en particulier, indépendante des courants. Comme elle s’annule
avec ceux-ci, elle est elle-même nécessairement nulle; de sorte qu’en définitive

l’égalité (85) exige qu’on ait aussi

C’est l’énergie électrodynamique du système, dont la variation dans une modifi-
cation quelconque est (*) .

avec la notation définie par l’égalité (28).

20. Expression plus explicite du travail. - Appliquons maintenant l’équation
fondamentale (80) à la modification réelle du système en mouvement entre les ins-
tants t et ; â (x, y, z) va donc désormais représenter, sauf aux n°. 22 et 24, le.

déplacement réel du point matériel (x . ~ y z) et dl la vitesse de ce point à
l’instant t . Nous obtiendrons ainsi les forces intérieures du système en mouvement ; ;-
les forces intérieures du système en repos s’en déduiront comme cas particu-
lier (n° 30).

Cela posé, les expressions (82) de la force électromotrice d’induction doivent être

remplacées par les suivantes

qui tiennent compte du déplacement du système et dans lesquelles

(t) L. Roy, loc. cil., p. 64, formule (152). Le changement de signe tient à ce que l’éner-

gie électrodynamique y est désignée par - il, , comme dans le mémoire correspondant de
Duhem.



- désigne le potentiel vecteur totale). En tenant compte en outre de (86) et (87), il

vient en groupant convenablement les termes ~ 

.

(’ j L. Roy, loc. p.1,5, formules (I I~) et (~ ~3). On voit que- les fonctions ~, ~, ~ ’ 
’

du présent mémoire sont celles de notre opuscule multipliées par 21 2 ., Ce léger changement

de notation a pour but de faire disparaître cette constante de (88) et des formules que nous
établirons au n° 28. Aucune confusion n’est évidemment possible entre les deux premières
- composantes et les fonctions considérées aux n°s 4 et ~. .



Interprétons cette égalité. Les termes 1 du second membre représentent le tra--
vail élémentaire des forces intérieures du système à l’état neutre et celui qui résulte
de la variation de la température seule;

Le terme II représente le travail des forces électrocapillaires ;
Les termes III représentent apparemment le travail des forces magnétiques;
Les termes 1V représentent apparemment le travail des forces électriques, c’est-

à-dire des forces qui s’exercent entre les charges électriques réelles et fictives ;
Les termes V représentent apparemment le travail des forces qu’exerce la force

électromotrice d’induction sur la polarisation diélectrique; ces forces n’avaient pas
encore, à notre connaissance, ét é signalées.

Nous disons apparemment parce que: du fait du terme en , le calcul de la résul-
tante et du moment résultant des forces magnétiques qui s’exercent sur le corps
déformable f fera apparaître des termes électromagnétiques ; de même, le calcul

analogue effectué pour les forces électriques fera apparaître, du fait du terme en G,
des termes se rapportant aux actions de la force électromotrice d’induction sur la

polarisation diélectrique.
Les termes VI représentent le travail des forces électrodynamiques;
Les termes VII représentent le travail des forces électromagnétiques, c’est-à-dire

des forces exercées par l’aimantation sur les courants et par les courants sur

l’aimantation.

Laissant de côté les forces des deux premières catégorie:, nous allons étudier
successivement toutes les autres.

21. Forces magnétiques. - Le travail élémentaire des forces magnétiques est,.
d’après (go), ,

Il résulte tout d’abord de la dernière ligne de (g r ) que les forces magnétiques-.

agissant sur l’aimant permanent rigide 2 se réduisent. par rapport à l’origine, à la

force ~’ ~, ~,~j et au couple (~$, ~~l~b~, ~’i’~~~g) donnés par les formules (55); de même
celles qui agissent sur l’aimant parfaitement doux rigide 3 se réduisent à la force

‘~3; et au couple (~3, .1~, donnés par les formules (56).
Les formules (55) et (56) peuvent se transformer en y introduisant le champ



magnétique (~, ~~) dû à l’aimantation du système entier et moyennant deux
groupes d’identités très remarquables 

‘

dûs à M. Liénard (’), dans lesquels (~, QJ , S) désigne le champ magnétique (a3) du
seul aimant (~S, S). La première de ces égalités appliquée au co rps 2 nous donne en effet

(â~, ~,,, ~s) étant le champ magnétique propre du corps 2. En ajoutant cette éga-
lité à la première (55) et en remarquant que le champ magnétique (50) dû à l’aiman-
tation du système entier est ..

il vient la première des suivantes

les deux autres s’obtenant d’une manière analogue . Les égalités (56) s’écrivent de même

(’) A. Liénard, Pressions à l’intérieur des aimants et des diélectriques, La Lumière électri-
que, ~8g4, p. 7 et 67.



Les formules (55) expriment ce résultat bien connu que la résultante et le moment
résultant par rapport à un point quelconque des forces magnétiques agissant sur un
aimant permanent rigide peuvent se calculer comme si l’aimant était, en chaque
point, soumis à la force par unité de volume de composantes

et au couple par unité de volume de composantes

(~3~ ~ ~~3, ~ étant le champ magnétique partiel créé par l’ensemble des aimants
autres que l’aimant considéré,

D’après les formules (93), le même calcul peut être fait en substituant le champ
magnétique total au champ partiel, mais en supposant qu’en outre la surface de
l’aimant soit soumise à la tension normale 2~rE’~~. Cet important résultat, qui rec-
tifiait une erreur commise par Maxwell, est dû à M. Liénard.

Passons à l’aimant parfaitement doux rigide 3. Les formules (56) expriment que .

la résultante et le moment résultant des forces magnétiques agissant sur un aimant
parfaitement doux rigide peuvent se calculer comme si l’aimant était, en chaque
point, soumis à la force par unité de volume de composantes .

et au couple par unité de volume de composantes

(’ ~,q, UI’ Zu) étant le champ magnétique partiel créé par l’ensemble des aimants
autres que l’aimant considéré et (~3, ~3) le champ magnétique propre de cet
aimant.

D’après les formules (94), le même calcul peut être fait en substituant le champ
magnétique total au champ partiel, en supprimant le couple par unité de volume et
en ajoutant la tension normale 2 x ~’ ~’~ de Liénard. Au point de vue mécanique,
l’aimant parfaitement doux rigide se distingue donc de l’aimant permanent rigide
par la valeur du couple par unité de volume.

Passons à l’étude des forces magnétiques qui s’exercent sur l’aimant parfaitement

doux déformable i. Remarquons tout d’abord que les dérivées ~v ~x, ... figurant dans
la première intégrale de surface de (91) sont des dérivées intérieures. Si donc nous
les y remplaçons par leurs valeurs déduites de (50), S) y désignera le champ



intérieur, c’est-à-dire la lirnite vers laquelle tend le cllamp magnétique dû à l’aiman-
tation totale en un point M’intérieur au volume lorsque M’ tend vers le point
M (x , y, z) de la surface S,.

Dès lors, l’égalité exprime qu’en chaque point de la surface S, s’exerce la

tension normale

comptée positivement vers l’extérieur du corps, et, d’après la signification (28)
de dp, dT , qu’en chaque point du volume 03C91 s’exerce la force par unité de

volume de composantes

~~,, S) désignant le champ magnétique (50) dû à l’aimantation totale du

système. 
’

Cela posé, calculons la résultante (~, , ;1. , de toutes ces forces élémentaires

et leur moment résultant C£t’ par rapport à l’origine. On a tout d’abord

Mais on a d’après (47)



soit encore d’après (86)

Le moment résultant s’obtient d’une manière analogue et l’on trouve

. 

En tenant compte des identités (g2) de M. Liénard, les formules (97) et (98)
s’écrivent encore

Les dernières intégrales de (97), (98) et (99) sont électromagnétiques, en ce sens

qu’elles représentent une partie de la résultante et du moment résultant des forces

exercées sur l’aimantation par le champ magnétique des courants -.



11 faudra donc en tenir compte, lorsque nous calculerons la résultante et le moment a
résultant t des forces exercées par les courants sur l’aimantation.

La présence de ces termes électromagnétiques nous montre que, dans les actions
élémentaires et apparemment magnétiques (95) et (96) qui s’exercent sur un aimant

parfaitement doux déformable, il est impossible de séparer complètement ce qui est

purement - magnétique de ce qui est électromagnétique. Ainsi se trouve justifié
.l’adverbe apparemment employé au n° ~ r .

Faisons donc ici abstraction de ces termes électromagnétiques; si nous compa-

rons (97) et (98) à ou bien (99) à (56), nous constatons que les deux règles don-

nées plus haut, pour le calcul de la résultante et du moment résultant des forcer

magnétiques qui s’exercent sur un aimant parfaitement doux rigide, restent valables

;pour un aimant parfaitement doux déformable.

~ 

22. Système en repos simplement aimanté. - On peut se demander si les

résultats précédents (n° 21) sont bien conformes à ceux qu’on déduirait de la consi-
. dération d’un système en repos en équilibre magnétique et seulement aimanté. Il

est facile de voir qu’il en est bien ainsi. En effet, le potentiel thermodynamique
interne du système étant alors (’) .

désigne le potentiel du système désaimanté, la condition d’équilibre est qu’on
.it pour toute modification virtuelle

~~~e étant le travail virtuel des forces extérieures et la dernière variation devant être
calculée en laissant la température constante.

Or, le système étant supposé en équilibre, ,

Le premier terme du second membre est le travail virtuel des forces intérieures

du système désaimanté; les, termes restants, dont le développement est fourni par
(58) abstraction faite du terme en ôT, représentent celui ô~3 des forces magnéti-
~ ques. Mais, dans (58), deux intégrales sont nulles d’après les premières (86), où
nous devons annuler ~, 3, ffi" puisque le système n’est le siège d’aucun courant.

(t) L. Roy, ttoc. p, 18.



L’égalité précédente nous redonne donc l’égalité (91); de sorte que nous retrouvons
bien toutes les forces déjà calculées, sauf que les expressions (97), (98) et (99) sont
maintenant débarrassées de leurs termes électromagnétiques.

. 23. Forces électriques. - Le travail élémentaire des forces électriques fait appa-
’ 

raître dans les intégrales de volume étendues au corps 1 le champ électrostatique total.

et s’écrit ainsi

Dans la première intégrale apparaissent des termes où figure la dilatation super-
ficielle :l) de l’élément en (x, y, z) normal au vecteur (A, B, C) en ce point. Par

intégrations par parties, on trouve d’après (73)

de sorte que le travail (102) s’écrit



Il résulte tout l d’abord des derniers termes de (ïo4) que les forces électriques
agissant d’une part sur le diélectrique permanent rigide 2, d’autre part sur le

diélectrique parfaitement doux rigide 3, se réduisent par rapport à l’origine et res-

pectivement à la force (P~, QI’ R~), au couple (Li, M$, N~) et à la force (P,, R~)
et au couple (Lg, Mg, Na) donnés par les formules (75), qui sont la transposition
exacte des formules (55), si le système n’est pas électrisé [(e, ?) = o]. Un diélectri-

que rigide, permanent ou parfaitement doux, se comporte donc au point de vue

.mécanique comme un aimant permanent rigide.
Remarquons encore que, d’après (68), (74), (76) et (77), on a

.ainsi qu’une égalité analogue pour le corps 3. Ces égalités expriment que, pour
chacun d’eux, la résultante et le moment résultant peuvent être calculés comme si,
entre deux éléments de charge totale (réelle et fictive), s’exerçaient les forces élémen-
taires définies par la loi de Coulomb.

Passons à l’étude des forces électriques qui s’exercent sur le diélectrique parfai-
tement doux déformable t. L’égalité exprime qu’en chaque point de la sur-
face S, s’exerce la tension normale

comptée positivement vers l’extérieur du corps, et la pression de composantes

(X, Y, Z) désignant le champ intérieur (101), et qu’en chaque point du volume
:s’exerce la force par unité de volume de composantes

Ainsi que nous l’avons fait pour les forces magnétiques, calculons la résultante

=(P~, Qt’ RJ de toutes ces forces élémentaires et leur moment résultant (L, , M,, N,)
par rapport à l’origine. D’après le calcul analogue fait au n° ~ ~, on a tout d’abord



puis

d’où

soit encore, d’après (86) et (’01),

Le moment résultant M,, N,~ s’obtient d’une manière analogue et l’on trouve

Mais on a, d’après (59) et (101),



avec une autre égalité analogue en zY, de sorte que les formules (005) et 
s’écrivent encore ....

Les dernières intégrales de (io5), (106) et (107) représentent une partie de la
résultante et du moment résultant des forces exercées sur la polarisation diélectri-
que par la force électromotrice d’induction. Il y aura lien d’en tenir compte plus
loin (n° 25) ; faisons donc ici abstraction de ces termes.

Si l’on remarque que X - 2 ~E(6 ~ ~) «, ... représentent les composantes du
champ électrostatique total sur S, , les formules (~05) et (ro6) montrent que, comme
pour les corps rigides 2 et 3, la résultante et le moment résultant peuvent être cal- 

1

culés comme si, entre deux éléments de charge totale (réelle et fictive), s’exerçaient
les forces élémentaires définies par la loi de Coulomb.

Remarquons encore que les formules (107), abstraction faite de leurs derniers
termes, sont la transposition exacte des formules (93), si le système n’est pas élec-
trisé [(e , d) = o]. Au point de vue résultante et moment résultant des forces qui lui
sont appliquées, un diélectrique parfaitement doux déformable se comporte donc
également comme un aimant permanent rigide.

Avec la définition du courant de polarisation adoptée par Duhem (n° 16), nous



avons vu que le terme en ~ n’existe pas, de sorte que, d’après le travail des

forces électriques devient dans cette hypothèse

En comparant à on voit que les forces électriques ne se trouvent modifiées

qu’en ce qui concerne les actions élémentaires qui s’exercent sur le corps déforma-

ble 1. Mais il est facile de voir que leur résultante et leur moment résultant par rap-

port à l’origine sont encore donnés par les formules 

24. Système en repos simplement électrisé. - Comme au n° 22, on peut se

demander si les résultats précédents (n° 23) sont bien conformes à ceux qu’on
déduirait de la considération d’un système en repos en équilibre électrique et seule-

ment électrisé. Nous allons reconnaître qu’il n’en est pas tout à fait ainsi.

Tout d’abord, le potentiel thermodynamique interne du système étant (’)

dq désignant un élément de charge réelle edC5 ou rc?S, le travail virtuel des forces

intérieures est fourni par l’égalité analogue à (100)

qui doit être ici vérifiée pour toute modification virtuelle laissant constante la

charge réelle totale de chacun des corps, c’est-à-dire telle qu’on ait .

Il doit donc exister trois constantes D,, D,, P3’ telles qu’on ait pour toute

modification virtuelle

(’) L. Roy, loc. cit., p. 22.



soit encore d’après (68) et ( ~5)

Calculons tout d’abord la seconde ligne de cette égalité. Dans le corps 1, on a

d’après (37’) 
’

Dans le corps 2, la seconde ligne de ( 108) est nulle, puisqu’on y a ô , ~ d S) = o.
Enfin, dans le corps 3, o(cM, dS) = o, de sorte que

d’après (39) et (40), cette dernière égalité restant valable pour une fonction V quel-
conque. Nous avons ainsi, en additionnant ces résultats partiels 

’



de sorte qu’en substituant dans (~o~), il vient d’après (rorj

A part les termes en 1 (A , B, C), les deux dernières intégrales peuvent encore se
transformer à l’aide des formules (53’) et l’on trouve aisément

de sorte que ces termes ne donnent lieu qu’à un couple supplémentaire sans résul-
tante. Il vient ainsi .



en posant, d’après (75) et (Mo),

et Y3, Z3) étant le champ électrostatique dû aux charges réelles et fictives du
seul corps 3. On voit que les expressions (75) et(t12) de Pg, Qg, R3, n~, rela-

tives au diélectrique parfaitement doux rigide, sont, pour (e, r) = o, la transposi-
tion exacte des formules (56) relatives à l’aimant parfaitement doux rigide.

Cela posé, revenons à l’égalité ( ~ 11) et considérons tout d’abord une modification
virtuelle isothermique laissant le système en repos ; il reste

- et comme cette égalité doit être vérifiée quels que soient les 03B4dq et les ô(A, B, C),
on en conclut qu’on doit avoir : 

’

En tout point de chacun des trois corps du système 
’

En chaque point des diélectriques parfaitement doux 3 et 1

cas particulier du second groupe (86). Nous retrouvons donc les conditions bien
connues de l’équilibre électrique, d’après lesquelles l’égalité (m) se simplifie.
Ses deux premiers termes représentant respectivement le travail des forces inté-

rieures du système ramené à l’état neutre et celui des forces électrocapillaires(1),

(’) Il est facile de voir que ce travail coïncide avec le terme II de l’égalité (90), si l’on

néglige la quantité 8 .



il vient pour le travail virtuel des forces électriques du système en repos et en 
libre électrique

On voit que cette égalité digère de la précédente (to4), surtout en ce qui concerne
les pression et force par unité de volume s’exerçant sur le corps déformable 1. Cette
différence tient à ce que l’égalité (69) s’est trouvée en partie remplacée par l’égalité
toute différente (109) et à ce que les termes en 3) de qu’avait introduits le
courant de polarisation, n’existent plus ici. On en conclut que les forces électriques
ne sont pas les mêmes lorsque le système est en équilibre et lorsqu’il subit une
transformation. Rien n’est changé toutefois en ce qui concerne le diélectrique per-
manent rigide 2. Si, d’autre part, on calcule la résultante et le moment résultant par
rapport à l’origine des forces élémentaires appliquées au corps î, on retrouve encore
les formules débarrassées de la force électromotrice d’induction du fait des

équations d’équilibre (II3), et avec cette différence que le couple par unité de
volume (BZ - CY, ... ) n’existe plus. Ces formules ainsi modifiées deviennent donc,

pour (e, 0’) = o, la transposition exacte des formules (97) et (98); abstraction faite
de leurs termes électromagnétiques. Si nous remarquons enfin que, pour (e, ?) = o,.
les expressions (75) et (112) de P$,..., L~,...; Pg,..., 13.... sont la transposition
exacte des expressions (55) et (56) de ~~ , ... , ~~, ... , ~3 .... , ~ ~’3 , ... et l’égalité k

la transposition de (gr), nous en concluons qu’à l’équilibre chacun des trois diélec-

triques considérés se comporte, au point de vue de la résultante et du moment.
résultant des’ forces qui lui sont appliquées, comme l’aimant qui lui correspond..
Nous avons vu au contraire que, dans l’état de mouvement au sens énergétique du

mot, ces trois diélectriques se compoitent, au même point de vue, comme un

airnant permanent rigide.

25. Forces exercées par la force électromotrice d’induction sur la polarisation
diélectrique. - Le travail élémentaire de ces forces est, 



Or on a, par intégrations par parties et d’après (73),

Cette égalité exprime que la force électromotrice d’induction exerce, en chaque
point de la surface St, la pression de composantes

et, en chaque point du volume Dt’ la force par unité de volume de composantes

La résultante et le moment résultant de ces forces élémentaires doivent être cal-

culés en ajoutant à leurs composantes respectives les dernières intégrales des for-
mules dès lors il est facile de voir que cette résultante ét ce moment sont
nuls. Autrement dit, les forces exercées par la force électromotrice d’induction sur
un diélectrique polarisé constituent un système nul; on comprend donc pourquoi
tes corps rigides 2 et 3 ne sont pas intervenu.s dans l’expression du travail de ces forces.

Avec la définition du courant de polarisation adoptée par Duhem (n° 16), le

’terme en 3) n’existant pas, on voit que les actions élémentaires de la force électro-
motrice d’induction se réduisent à la force par unité de volume

appliquée en chaque point du volume ~~ . La résultante et le moment résultant des
forces correspondantes, aux composantes desquelles il faut ajouter respectivement les
dernières intégrales des formules ( 1 07) , sont donc encore nuls comme précédemment.



26. Forces électrodynamiques. - Le travail élémentai re des forces électrodyna-
miques est, d’après (90),

soit encore et par intégrations par parties

Mais, en chaque point des corps rigides 2 et 3, les composantes 1 (x , y, z) doi-
vent recevoir leurs valeurs (53 j et (53’), de sorte que, après transformation d’intégra-
les de surfaces en intégrales de volumes, il vient en définitive -

en posa n t

avec les mêmes expressions, soit ( 18’), pour Pg,..., Lg,..., (’)3 y remplaçant sim-

plement dl!.. 
’

Dès lors, l’égalité (t !~) exprime qu’en chaque point de la surface St s’exerce la.

pression de composantes 
’ 

.

qu’en chaque point du volume dt s’exerce la force par uni té de volume de composantes.



que les forces électrodynamiques appliquées aux corps rigides 2 et 3 se réduisent par
rapport à l’origine et respectivement aux forces (P~, Q~, R2), (Pg, Qg, R3) et aux

couples (L2, Mi, IV2), (L3, ~3, N3) donnés par (I ~8) et (~ ~8’) et calculés à partir des
pression et force par unité de volume ( r I g) et (120). Les formules (tt8) et ( 118‘)
expriment que, pour chacun de ces corps, la résultante et le moment résultant peu-
vent également être calculés comme s’il s’y exerçait t la force par unité de volume de

composantes

et le couple par unité de volume de composantes

La résultante et le moment résultant des forces électrodynamiques qui s’exercent
sur le corps déformable 1 sont également donnés par (n8), où l’indice 2 est rem-

placé par l’indice i. 
’

Les parenthèses de (120) font apparaître le champ magnétique - ~~’ (~, 3, ~~ )
dû aux courants, puisqu’on a 1’)

de sorte que, si les courants du corps considéré sont uniformes, c’est-à-dire si l’on a

l’action élémentaire des courants du système entier sur les courants de ce corps se
réduit à la force par unité de volume de composantes

Cette force par unité de volume est donc, multiplié par u 2: ~’, le produit

vectoriel du champ magnétique dû aux courants par la densité de courant au point
considéré. C’est la loi de Grassmann généralisée. 

(1) L. Roy, loc. cil., p. !~ ~ . 
’ 



27. Forces électromagnétiques. - Le travail élémentaire des forces électro-

magnétiques esl, d’après (9o),

Le calcul que nous avions fait(’) du terme en supposait un aimant perma-
nent rigide; il n’est donc valable ici que pour le corps 2.

Tout d’abord, les formules (83) s’écrivent encore

en posant

r étant, comme au n° 6, la distance du point M(x, y, z) an point M’(x’, y’, z’) de
l’élément de volume et les fonctions accentuées se rapportant au point M’. On
a alors .

cette dernière variation étant relative au déplacement 1’(x’, y’, z’), pendant le
~ 

temps dt, de chaque point M’ et des variations correspondantes ~’(,;~,’, SV. d’) des

composantes de l’intensité d’aimantation en ce point.
Soit alors ô’~ _ ~’ - ~’ la variation correspondante de la fonction 1 au point

fixe M(x, y, z) ; on a, comme cas particulier de la formule (26),

d’où, avec la notation définie par (28),

(’) L. Roy, loc. cil., p. 68.



On a donc, par-intégrations par parties,

en posant

de sorte que l’égalité ( 1 22) devient

La première intégrale étant celle de (116), où les fonctions F, G, H sont simple-
ment remplacées par ~, W, Q, conduit à un développement de la forme (1 1 7) et

(n8); de sorte que nous n’avons à développer que la fonction A, t en calculant les

variations 1’(1 , %). Or on a ici

et l’expression de l’i, dépendant de l’indice i du corps considéré.
Pour l’aimant parfaitement doux déformable ï, on a

p’, y’ étant les cosinus directeurs de la demi-normale intérieure an pont (x’, y’, z’)
de St’ et, comme la dernière quantité entre traits est ô’ I , , puisque cette variation

n’est relative qu’aux coordonnées x’, y’, z’, il vient avec la notation (28)



, Pour l’aimant permanent rigide a, qui se déplace en entraînant son aimantation,
on a (’)

et, -pour l’aimant parfaitement doux rigide 3,

Remplaçons alors dans (ïa4) les ~’ (~’ , ~i~~~, , ~Ï"~,) par leurs valeurs

nous sommes amenés à poser

d’où, d’après ( 1 ~4) et (ta6),

les points représentant. la somme des deux intégrales de la première ligne.
Or, la première des formules (84) s’écrit encore en intégrant par parties

(’) Il n’y a pas à accentuer ici les composantes (1)11 o~~, (J):, , p uisqu’elles sont les mêmes.
pour tous les points du solide.



Il vient ainsi, en intervertissant les intégrations,

expression où les accents sont maintenant devenus inutiles; soit finalement

On a de même, d’après ( ~4) et ( a ~),

soit encore, d’après (129) et en effaçant les accents devenus inutiles,

On trouve de même



~ 

L’égalité (1 25) devient ainsi, la remarque faite sur sa première intégrale
et d’après (r~8), {r3o), (r3r) et ( 1 32), 

.

et avec les mêmes expression s, soit 1 , pour L’3, ..., L’3, ... , 03C93 y remplaçant

simplement ~~ . ..
Pour donner à l’égalité (i33) sa forme définitive, il ne reste plus qu’à remplacer,

dans les intégrales étendues aux volumes D2 et D3, o(x, y, z) par leurs valeurs (53)
et (53’) ; il vient ainsi 

~ 

, 

,



en posant t

Interprétons maintenant l’égalité (r3~), dans laquelle il y a lieu de distinguer le
travail des forces exercées par l’aimantation sur les courants et celui des forces exer-
cées par les courants sur l’aimantation: Cette égalité exprime les résultats suivants.

A. . Actions de l’aimantation sur les courants. - En chaque point de la surface S’
du corps déformable i, s’exerce la pression de composantes

En chaque point du volume ~1 du même corps, s’exerce en outre la force par unité
de volume de composantes 

’ 

E

La résultante ~1, ~,1) de toutes ces forces élémentaires et leur moment
résultant (~1, par rapport à l’origine sont donnés par les formules (134),
où l’indice 2 est remplacé par l’indice l.

La résultante. et le moment résultant des forces exercées par l’aimantation sur les
courants des aimants 2 et 3 sont donnés par les formules (134) et (13~’). Les actions
élémentaires ( 1 37), (138) et les formules (134) étant ainsi valables pour chacun des
trois corps considérés, fournissent le théorème suivant :

Qu’il s’agisse d’un corps déformable ou rigide, la résultante et le moment résul-
tant des forces, que l’aimantation du système exerce sur les courants de ce corps,



peuvent être calculés à l’aide des actions élémentaires ( ~;~ ~), ( 1 38), ou comme si, e-n

chaque point du corps, s’exerçait la force par unité de volume de composantes

et le couple par unité de volume de composantes

B. Actions des courants sur l’aimantation. - En chaque point de la surface S, de
l’aimant parfaitement doux déformable i, s’exerce la pression normale

comptée positivement vers l’intérieur du corps ;
En chaque point du volume ~~ du même corps, s’exerce en outre la force par

unité de volume de composantes

Pour calculer la résultante (~’1, ~1, et le moment résultant (~1, wbs, ‘’~~i~
par rapport à l’origine de toutes les forces que les courants exercent sur l’aimanta-
tion du corps i, il faut ajouter aux composantes calculées d’après (139) et les

dernières intégrales de (97) et (98) ; il vient ainsi

O 
. 

1 
) X 

d 
,. 

1 
’ 1" , 

,

0n voit que les termes en , 
se détruisent, de sorte qu’en transformant l’inté-

grale de surface en in tégrale de volume, il vient la première fies six formules suivantes

les autres s’obtenant d’une manière analogue.



La résultante et le moment résultant des forces exercées par les courants sur

l’aimantation des corps 2 et 3 sont donnés par les formules (t36). Les formules ( r 36)
et (t4t) conduiraient à des théorèmes analogues à celui qui a été énoncé à la fin du

précédent paragraphe. 
~ 

.

28. Actions totales des courants et de l’aimantation sur les courants. - En

ajoutant les résultats des 24 et 25 A, on fait apparaître les composantes (89) du

potentiel vecteur total 6, ~) et l’on voit que l’ensemble des courants el de

l’aimantation du système exerce :
’ 

En chaque point de la surface d’un corps déformable parcouru par des courants,
la pression de composantes 

’

En chaque point intérieur de ce corps, la force par unité de volume de compo-
santes

Qu’il s’agisse d’ailleurs d’un corps déformable ou rigide, la résultante et le

moment résultant des forces totales que les courants et l’aimantation exercent sur

les courants de ces corps peuvent être calculés à partir de cette pression et de cette
force par unité de volume.

Les parenthèses de (142) font apparaître l’induction magnétique (~f3~, .y~, 
puisqu’on . 

’

~ de sorte que, si les courants du corps considéré sont uniformes, c’est-à-dire vérifient

les égalités (tat), l’action totale des courants et de l’aimantation sur les courants de
ce corps se réduit à la force par unité de volume, de composantes

Cette force par unité de volume est donc, multiplié par u 2 : ~’, le produit

vectoriel de l’induction magnétique par la densité de courant au point considéré;

(’) L. Roy, loc. cit., p. 57. La présence de la constante u 2 résulte de la remarque déjà-
faite à propos des formules (88) et (8g). v/2 ’



elle est normale au plan des deux vecteurs et dirigée vers la gauche de l’observateur
d’Ampère place le long du vecteur (/, g. h) et regardant dans le sens du vecteur
induction.

Il en résulte que la force qui s’exerce sur un élément de met de courant uniforme
~ 

,

d’intensité 1 est, multiplié par 20142014I, le produit vectoriel de l’induction magnéti-

que par la longueur du tronçon.
Revenons au cas général de courants quelconques. Quel que soit le corps consi-

- 

déré, il est facile de vérifier que la résultante et le moment résultant peuvent encore
être calculés comme si, en chaque point du corps, s’exerçait la force par unité de
volume de composantes _

et le couple par unité de volume de composantes

L’intérêt de cette seconde règle de calcul est son analogie avec celle qui fait con-
naître la résultante et le moment résultant des forces qui s’exercent sur un aimant

permanent rigide placé dans le champ magnétique d’un autre aimant. On voit, en
effet, que la résultante et le moment résultant des forces totales, que les courants et

l’aimantation exercent sur les courants de l’un des corps du système, sont les mêmes

que si ce corps était un aimant permanent rigide d’intensité d’aimantation ( f, g, h),
placé dans le champ magnétique (~’~, ~‘~, ?) d’un autre aimant.

29. Actions totales de l’aimantation et des courants sur l’aimantation. = En

ajoutant d’une part les pressions (95) et (J39), d’autre patt les forces par unité de
volume (g6) et ï4o), on fait apparaître les composantes 

t

du champ magnétique total (~, ~, ~{), eu on point M(x, y, z) quelconque, dû à
l’aimantation et aux courants du système entier et l’on voit que l’ensemble de

l’aimantation et des courants du système exprce :
En chaque point de la surface de l’aimant parfaitement doux déformable I, la

tension normale v

comptée positivement vers l’extérieur du corps;



En chaque point intérieur de cet aimant, la force par unité de volume de con-

posantes 
. 

. 

_ , , . 

’

La résultante (~B ~ et le moment résultant (~B .(Il§’, par rapport à

l’origine de ces actions élémentaires résument alors de l’addition membre à membre

des formules (97), (98) et (!4!), abstraction faite toutefois des dernières intégrales
de (97), (98) dont il a été tenu compte dans le calcul de (t4t). Il ;irnt ainsi

d’après (t43)

On voit de même, d’après (93), (94), (136) et (t43) que la résultante et le moment

résultant par rapport à l’origine des forces exercées par l’ensemble de l’aimantation

et des courants sur l’aimant permanent rigide 2 et sur l’aimant parfaitement doux

rigide 3 ont pour expressions 
.

Les formules (144) et montrent qu’abstraction faite de la tension de

. M. Liénard et en ne considérant que la résultante et le moment résultant, l’aimanta-
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tion et les courants n’agissent sur l’aimantation que par le champ magnétique
total (~’, ~, 8) qu’ils créent; elles fournissent les théorèmes suivants :

I. La résultante et le moment résultant des forces que l’aimantation et les cou-

rants d’un système exercent sur un aimant parfaitement doux déformable ou rigide
de ce système peuvent être calculés comme si cet aimant était soumis, en chaque
point de sa surface, à la tension normale z r ~’ et, en chaque point intérieur, à la
force par unité de volume de composantes

Il. La même.règte s’applique à un aimant permanent rigide du système, sauf à

adjoindre à cette tension et à cette force par unité de volume le couple par unité de
volume de composantes 

~ 

-- 

. 

’

30. Cas d’un système en repos. - Les expressions des actions intérieures (pres-
° 

sions, forces et couples par unité de volume, résultantes et moments résultants), que
nous venons d’obtenir dans le cas général d’un système en mouvement, restent vala-
bles pour un système en repos, puisque la vitesse n’y figure nulle part explicitement.
La vitesse (ï, b, c) du point matériel qui est en (x y, z) à l’instant t n’intervient

en effet que dans l’expression de la densité (u, v, w) du courant de polarisation, qui
est d’après ( ~ 1’)

Il sumt donc de réduire chaque second membre à son premier terme, dans le cas

d’un système en repos.
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