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COMPLEMENT AU MEMOIRE

SUR LES ACTIONS
MAGNETIOUES, BLECTRIQUES, ELECTRODYNAMIQUES ET ELECTROMAGNETIQUES
DANS LES CORPS RIGIDES OU DEFORMABLES®

Par Louis ROY.

4. Introduction. — L’expression de I'énergie inlerne d’'un milieu continu pola-
visé fait intervenir uné fonction de I'intensité de polarisation en chaque point du
corps et des autres paramétres qui achévent de définir I'état physique en ce point.
Si le milieu est isotrope, ces autres paramétres se réduisent a la densité et a la
température; ce sont les seuls que nous ayons considérés dans notre précédent
mémoire. En fait, ces paramétres ne suffisent que pour les milieux qui, isotropes
dans leur état primitif quand ils ne sont soumis & aucune force, conservent leur
isotropie aprés avoir été plus ou moins déformés sous 'action des forees électriques,
magnétiques, ... qui leur sont ensuite appliquées. Tel est le cas des fluides. S'il
s’agit de solides élastigues, ces mémes paramétres ne suffisent que si les déforma-
tions sont assez petites pour que l'isotropie du milieu soit en chaque point sensible-
ment conservée. Bien que ce soil vraisemblablement le cas des déformations dues
aux actions électriques et magnétiques usuelles, gui sont effectivement trés petites,
nous allons cependant examiner les modifications que subit notre précédent exposé,
lorsqu’on substitue & nos anciennes fonctions F(J, ¢, T) et F(J, ¢, T) celles qui
-conviennent & un corps primitivement isotrope, devenu trés légérement anisotrope du
fait des petites déformations qu’il subit. Ces modifications ne concernent donc que le
-corps déformable 1 que nous avous considéré, mais ne portent pas sur les actipns
électrodynamiques, qui sont indépendantes de nos fonctions § et F.

Nous verrons ainsi que la forme des actions élémentaires se trouve seule plus ou
moins modifiée, mais que leur résultante et leur moment résultant demeurent
inchangés. Enfin, l'introduction des petites déformations dans les fonctions F et F
nous couduit téut naturellement aux équations qui permettraient de les déterminer,

(') Annales de la Faculté des Sciences de I'Université de Toulouse, 4° série, t. I, 1939,
p. 1.
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c’est-a-dire au probléme général de la magnétostriction et de I'électrostriction, dont
la solution devient, en effet, presque immédiate. Bien qu'il puisse paraitre inutile
de revenir sur ce probléme aprés les beaux travaux de M. Alfred Liénard ('), nous.
avons pensé qu'il n’était pas sans intérét de le reprendre d’aprés la méthode méme
dont Duhem s’élait autrefois servi. Les solutions de quelques cas particuliers font
apparaitre denx certaines fonctions g et A de J en Magnétisme, g et h de J en
Electricité, dont la connaissance expérimentale nous parait encore a peu prés inexis-
tante et qu'on pourrait pent-éire déterminer & partir des formules ainsi obtenues(*).

Comme nous conservons dans ce complément toutes nos notations antérieures,
nous nous dispensons de les rappeler ici, d’autant plus que sa lecture exige qu’on
ait sous les yeux notre précédent mémoire.

2. Calcul de B/J(lcﬁ. — L’expression générale de la fonction F, relative &

un solide élastique trés peu déformé, est

F=FR,B,C;,%.2,,0,9,,9: 1),
cette fonction s’annulant en méme temps que 'intensité d’aimantation J, de com-
posantes b, B, C et ou I'on a posé :

U W 2V
‘ S = ..., =
(1) =3 g,

—)7 DZ y e ey
(U, V, W) étant le déplacement du point (x, y,z) a partic de I'état primitif non
déformé(*). Comme les dilatalions et glissements 2,, g, sont trés petits, le dévelop-
pement de la fonction F en série entiére par rapport a ces six déformations peut

(*) A. Liénard, Equilibre et déformation de systémes de conducleurs iraversés par des cou-
rants et de corps magnéliques sans hystérésis, Annales de Physique : g° série, t. XX, 1923,
P- 249; 10° série, t. IlI, 1925, p. 145. )

(*) Cette partie de notre travail a été résumée en deux notes aux Comptes rendus de:
I’Académie des Sciences : Sur les déformations d’origine élecirique el magnétique; Sur quelques-
déformations d’origine magnétique et électrique, qui paraitront dés la reprise de cette publi-
cation. ’ .

(*) Dans les formules (1), U, V, W sont donc considérés comme des fonctions des varia-
bles d’Euler x,y, z,t, qu'on peut en effet substituer sans changement aux variables de-
Lagrange a, b, ¢, t, du fait que la déformation est infiniment pelite. Si dans les compo-
santes U(a,b,c, t), ... du déplacement définies par : ’

(A) z=a+Ua,b,c,b), ...,
on remplace, en effet, a, b, ¢ par leurs valeurs lirées de (A), il vient :

W@,b,e,t)y =U(x,y,z,0, ...,
d’ou

U DL‘( D‘H) U0 U W
— 1 4

= + —
da dy da 0z da

3 e ey

da e
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-8tre réduil 4 sa partie linéaire, soil :
(2) 92(‘2—&—{2‘9,3,4—(;,17,],

G» D, G, étant des fonclions données de Jb, B, C; T. Pour un corps isotrope dans
-son état primitif non déformé, I'expression (2) devient :

(3) F=+9g0O)F+h| ", +BCq,|,

=12,| dé-ignant la dilatation cubique et f, g,k des fonctions de J, T(‘). La
-derniére égalité de la page 21 de notre précédent mémoire devient donc ici :

XF 0
olfvmcL_f(' T 5 +F 50+ 5, dcs+godcs>
22, 29,
et comme
8 38 Y3z 8y
. 3dy = : 5 =— —, ... 8¢, = — + ——, ;
() 20 = |59 T % i T
il vient :
d
o [Fas= (|2 A,+<°g+g) 50, + 2 59 |do.
J d dg
(@] (8]

Dans chacune des trois parenthéses, il suffira, d’aprés (2) ou (3), -de remplacer F
par son terme principal (; ou fJ*, auquel cette fonction se réduirait dans I'hypo-
thése de la rigidité.

U
-de sorte qu’en résolvant par rapport a W et en négligeant les infiniment petits
¢ 1 J
-d’un ordre supérieur au premier, il vient :
WAl
e~ da’

(*) P. Duhem, Legons sur UElectricité et le Magnétisme, t. Il, p. 338. Nous désignons ici
par g, h les fonctions h, k de Duhem, parce que k désigne dans notre précédent mémoire
le coefficient de polarisation diélectrique. - '

L’intégrale de volume de la fonction & étant un travail, cette fonction est une pres-
'sion, donc aussi g Dis G (fr9, h)J'. Comme d'autre part ¢'J est un champ magné-

(’) (fg

tique, donc sont des nombres abstraits, c’est-a-dire

= ¢'J* vne pression, ———~

‘sans dimensxons dans tout systéeme d’unités. En particulier, f, g, h restent des nombres
-abstraits dans le systeme C. G. S. d'unités magnétiques, puisqu’on y fait ' = 1.
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Si nous posons alors :

L, 0T o 0F
&N'/,‘———W'Jri', T, = - + ¥, o, = N +
N [¢ L’ ¢ ty . D‘Q
(%) -
- 0F ~ , Y
O, = 3, , b, = 3. , 0g — ——“gg,

c'est-a-dire d’aprés (3) el dans ’hypothése d’isolropie

g A, =gF+hr+F, 0, = hRC,
(6) SN, =gF+hB+ T, 0, = hCh,
) To, =93 +hC +F; 0, = hAB,

on a, par inlégrations par parties el d’aprés (4),

0, Ng,
Cs‘
2, 2, T S
_/ <°'h 420 62)530 dcj*f!(a’l’(,"+fﬁ‘(‘,; Fo T3] dS,
dx dy oz '
e S,

1

de sorte que notre précédentle expression (48) devient (') :

(7) [48) a/g«do:f\‘ 5T dc5+/l_‘_;,,b
3T ”
- o,

N AN 7y 20 ~
il a,:b—(ﬁ (—634—‘—&)6&' do_/ | @, + £, ++T)) 3 | dS.
o dy RV '

o} S,

do

Remarquons que celle-ci ne suppose le corps 1 primitivement isotrope que si

les Tb;, G: y ont été remplacés par leurs valeurs (6).

3. Variation de U + /JdO — La variation de 1'énergie magnétique U’ ne

(*) Les formules précédées d’'un numéro enlre crochets correspondent a celles de mémes.
numéros de notre précédent mémoire.
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subissant aucune modification, notre précédente expression (58) devient d’aprés (7)

(8) [58] a(@m+/;7«dcs> f__ﬂ A
+,£(ar{n (‘D‘% a%\ﬂa+1ﬂa>

NN A dy Mz e

TR A
+ \“)‘4— +—:|bx
A x\y hF4

+f|:s' 2':3”——‘.,19——‘)laoac!—[(a‘ﬂq +3T§’+y6')ox|:|db
s,

+fl< )atao

do

®_

do — I fz’::: +Ef;“’s+ Q3§3+ﬁ,(o,

4. Variation de W +/chj. — Notre ancienne fonction F(J, ¢, T) relative a

la polarisation diélectrique doit de méme étre remplacée par une fonction
F(A,B,C;0,,2,,0,9,.9,,9:T),
soit encore, d’aprés (2), de la forme
F=G+|D,;2,+G,g,|, - : T

G, D;, G; étant des fonctions données de A, B,C,T et, d'aprés (3) pour un corps
primitivement isotrope,

(9) F=({f+g0)J+h|A*, +BCy,|,
f, g, h étant des fonctions de J, T. Si donc on pose

F __F OF

1 aa‘+F7 Ng‘-—ba’+F, V3=E+P,
IF N R
T =, T = F , T = F ,
29, g, Y0y,

soit encore dans I'hypothése d’isotropie

N, =gl'+hA*+F, T, = hBC,
N,=gJ*+hB* +F, T,="hCA,
N;:ng+th+F; 'l‘;:h;AB,

Fac. des Sc., 4* série, t. 1V, 16



122 L. ROY.

notre ancienne expression (67) devient d’aprés (7)

(10) [67] EdeC)':f‘\—F-BTdC)'+fIi3A
3T %
03
AT TN .
+fle Dw +W+ bz'>°m

do

o) —fl(zN; BT, ++T)3x|dS
S

el par suite notre ancienne (74) s’écrit :

[74] 8(W+/th§>=f~81dm+edt/‘fﬂ
J D D ! 3 : !
+/[e|£3w F ( N’+\T’ bT l]dcs
x
©,

M L '
v ' N - <
€ v—#nrz(c-{—}])a (G+L)—1N1—BT;—‘{F258$}(1§

S,
+dt/|%n
03

dCS—-—fP’E’—i—L ©, +P ..3+Lsu)

5. Travail élémentaire des forces intérieures. — Les expressions (71) des com-
posantes du courant de polarisation donnent :

DF JF Dov Jd6z boac \bm
A ;’+laA[ M5 ) :”

de sorte que notre ancienne égalité (80) s’écrit maintenant :

Yo
_fs( —l‘—~—>dq

*fKM a% .ﬂo~[= <\@\&+b%a%+@§>+b%1+[@ 20, Swld(f)

oF
A

pi|=

(ll) [80] 8‘6.-:—3[,70—-([[ do-f\(g-‘-F)&Tda

T

oh dar D dydx  dz dx dy 2z

L)

ladar| — | (a%%; + T, + -,f‘6;)5wl:|d5
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+e'_ anldo-{—l 2= ;+§£z“1+ 3T s+‘w'3")a

—wf <%i—+si—é> RAGE 0L
= Rz B A G ) oot

‘\x +an(c+2)a]5x

dcs_dt/'|ftz,|do

(6’+E)+

¢+ X)dS

IN! D’ T, : o VI
( +—2>8x)dz:5+ /}(aN;+pr:,+71a)Bw|dS
dx ay oz .

+f

+|P:;c Ls(":+Psc-x_*—[‘amsl—all‘

1

Il vient ainsi, & la place de (85),

F D

(12) 85] f](a%%—s(__+\/'3€>0J[9+<‘F+52\7‘;—81>3A
- v

+/l %g"f'\/ﬁlff) Jlo-{-(‘:-‘-i-%‘—gm)af\

(H——-/}Ffld(ﬁ)-o

En considérant tout d’abord une modification virtuelle laissant constant le
courant total en chaque point, la derniére variation est nulle et 'on est conduit
_ & annuler les coefficiénts des autres variations. On retombe ainsi sur les formules (86),
qui ne sont plus relatives qu’au corps 3, tandis que ces mémes lois de I’ almantanon
et de la polarisation diélectrique deviennent pour le corps r

do

do

sg a%
W

oF 2V

-5 —— t &—— =0, -...
’ DA+ dx & ’

(13)

_‘O

On est enfin condnit & annuler la derniére parenthése de (12), de sorte que, en

F OF b A .
remplacant dans (11) AR R R par leurs valeurs tirées de (13) et dé
nos anciennes (86) et en introduisant tout de suite le champ maonethue %, "y Z)
di & I'aimantation du systéme entier. le champ électrostatiqne total (X,Y,Z) et le
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champ electnque total (X, Y, 2), xesnltante du champ électrostatique totdl et de
la force électromotrice d’induction

(14) X=X+E¢,, ...,

'expression définitive du travail élémentaire des forces intérieures devient :

(15) [go] 36, =

—3U —dtflu T ) f M+l‘)6]d6) ...... [
—/“(0—1‘—\@ ......................... i

+/—(am'sf'+|.ﬂo%g)|aaw;+|(a‘ﬂ.;+piz;+~,’i5',)aw|]ds

‘Jl’ B 226 M, 2, 26, il
R - —_— .._i 3 2 \o .
+/l clé' (y Dac Da:+0y+<\z>°wdo
J’s&; + 3.0’, -+ 3835_3 + f,faws
“*f' N —ame(e+ D)ol 6+ ) +aN + 6T, +1T,} s2|ds
N, AT, T )L . v
+f‘[X(e+E)+__+ +—- S
et
\4

25y 2 LY
+x[ (—-—y—+-\3;>—3_°”i~c-b—\i laos

_§.1P13 —{—L(-) -}—Pz 3—}—]_.303

2w )
flf F z Gﬂ+ﬂ‘°z+dF>’da ................. VI

Dy ,aazﬁ(
\/ f‘f 0 o -Mb>

vil
+\/e'f}fau49|do'. | <
6,40, )

doy

Rappelons que, sur la surface S,, les champs magnétique et électrotastique en
un point M de cette surface représentent ce que nous avons appelé les champs inté-
rieurs, c’est-a-dire les limites de ces champs en un point M' intérieur & S, quand
M’ tend vers M.
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6. Forces magnétiques. — Le travail élémentaire des forces magnétiques est
d’aprés (1)) :

(16) [91] 3T, :/ [—(ame'd 4 | B )| 232 | + | (290, + 6F, || dS

PR PR S MM, 6L d;')
+/l o u\m ~w +—b_y-+ oz B

+ I E‘Pl;s+lsw:+ gfsis +13w3['

do

~ Rien n’est évidemment changé en ce qui concerne les corps rigides 2 et 3. Les
intégrales expriment qu’en chaque point de la surface S, s’exerce la pression de
-composantes

a(—ane'd —| B | +,) + 806, + v,
{17) [95] a®y + B(— 27’ P — | | 4+ T6,) + 10,

2T, 6T+ 7(—ane P — | M| +T6)),

les cosinus directeurs étant relatifs & la demi-normale intérieure, et qu’en chaque
point du volume @, s’exerce la force par unité de volume de composantes

QA 2B €6 b, | 3T, | 27T, !
(18) [96] — B Y B

d X o Q& dy oz

Dans le calcul de la résultante (£,, 9,, R,) et du moment résultant (¥,, Ab,, 1o,)
par rapport-a l'origine des actions magnétiques élémentaires (17) et (18) les six fonc-
tions %, , &; disparaissent et il vient : ‘

(97] —f< :w +3 “} >d(3——2~rcf3’ads

(98] 4, -—fL ——+é}5bjg+c’:ﬁ>—z<(ﬂgt%+§5—;;+e z)]dﬁ

—m’f&f'(yv«z.e)ds,
S

Ce sont nos anciennes formules (97) et (g8), d'otl les termes électromagnétiques

ont disparu.

" '77. Systéme en repos simplement aimanté; pressions et déformations. — Les
résultats précédents restent encore conformes a ceux qu'on déduirait du méme
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systéme supposé en repos, en équilibre magnétique et seulement aimanté. Nous-
allons toutefms appliquer & un tel systéme la condition générale de I'équilibre

(19) Eif»e—~8r(fio+‘1,l?+f:7dcj)=o,

parce que nous allons ainsi retrouver de la facon la plus simple les équations des
pressions et des déformations d’un solide élastique parfaitement doux aimanté.
Pour conserver au probléme de I’équilibre toute sa généralité, le premier terme:
de (19) suppose qu'anx forces intérieures, dues ici au Magnétisme, s’ajoutent des
forces extérieures quelconques. Soient donc (Z, H, Z) la force extérieure par unité
de volume et (P,. P, P) la pression extérieure en chaque point du volume T, et
de la surface S;; II,, ..., A
tion par rapport & L'origine des forces extérieures appliquées aux solides rigides 2

et TI,, ..., A, ... les éléments de la réduc-

{ S [ R

et 3; le travail virtuel des forces extérieures est :

(20) B‘Ge:f|E8m]d(§+-/ |P, 32 dS + | T1,%+ A0, + 115 + Ao, |.

D'autre part, le polentiel thermodynamique interne F, du systéme supposé
désaimanté est, & une fonction prés de la température qui n’intervient pas ici, de la

forme

F, =f?(3., 0 050 9,5 945 9y AU,

.+ étant une forme quadratique des sepl variables indiquées, donl ¢ esl la tempéra-
ture supposée trés petite comptée i partir de I'état naturel primitif. Si donc on pose

)y d

L N S WPRLL U L U L 2
M= M= =

~|-e

(21) N, =

1

b
»n,T ? s 29,

b

la variation isothermique de F, est :

3, :f(|N,3-b‘+T‘Bg‘|dO+ 23 d ).

Le dernier terme de la parenthése étant ici entiérement négligeable, il vient

d’aprés (4) et par intégrations par parties

o /ON, AT, AT\,
(22) 31§ Z—/‘\\T Yy L+ )R

4o _f|(aN, 4+8T,+¢T,)3x|dS.

My
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~3

-On a enfin d’aprés (8) :

(23) aT<bu7+ f gdo’):
B¢ M, B, m”)mldﬁ

}{Kﬂ:_@ ( ‘J{] (Ufba 2T T oz
+f[<m'94+
Sl
AL
CS:&

L’égalité (19) devient ainsi, d’aprés (20), (21) et (23),

(34) | / l(a& : J{o a.;{,

3| —| (2T, + BT, + vT,)3x|]dS

>8Jb‘dc§—-|£8,§,+§€,w,+ gfsgs_’rsgs("sl .

B YA 2R Q (N, + 76, NT, + G, T !
+LE_%T“ M L20 MO HT) AT, AT | AT+ T ledo
b Jdx dx oxr dy 9z

+ f [P, +a(—ane'§* — | B | + N, +90)) +B(T, + T.) + y (T, + T,)]5z|dS

fl %__>8Jb|dﬁ+|(ll +E)5+ (A, +4)o,

+ (U, + 2+ (A, + 4o, |=0.

Cette égalité devant &tre vérifiée pou-r toule modification virtuelle, on en conclut

-qu’on doit avoir :
1. En chaque point du volume ©,,

(35) : %-—;l—%zo,
T 2, AN+ M) AT AT | 21+ F)
S % 0935—'2; dx * dy + 2z
- 26 D(T,-l— G,) , I(N,+%0;)  XT,+©))
(26 _ 3 2 : )
‘(2 ) ? H By Dy w T dy T =
’ Mo aﬁ?, 2 AT+, SR To!
7 _ L ( .\+6,) +3(T.+i51) _{_‘(N.‘*‘%a):
. \ 2z P 7 dy oz,
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2. En chaque point de la surface S,,
Pota(—ane'd — B |+ N, + 1)+ (T, + T) ++1(T,+T,) = o,

(a7) { P+ (T, + 8+ 8(— axe'd® — | A% | + N, + ) +7(T, + &) = o,
P, +a(T,+ B) + B(T, + T) 4 1(— 279" — | A% | + N, + 9)) = o;

3. En chaque point du volume @,

(28) 1%—:/;‘1:0,...;'

4. Pour chacun des corps rigides 2 et 3,

I,+4%,=o, ..., AN +d, =0, ...
(29) 5
II,+%,=o,.... NA+d =o0,....

Les égalités (25) et (28) sont un cas particulier des égalités (13) et de nos ancien-
nes (86); les égalités (26) et (27) sont les équations indéfinies et aux limites de-
I'équilibre mécanique du corps élastique 1; les derniéres (29) sont les conditions
de I'équilibre mécanique des corps rigides 2 et 3. Remarquons que les équations (25),
(26), (27) relatives au corps élastique 1 sont indépendantes de tonte hypothése sur
sa contexture. )

On voit que les équations (26) et (27) sont les équations classiques de I’équilibre-
élastique, dans lesquelles on a simplement ajouté aux actions extérieures étran-
géres au Magnétisme la force par unité de volume (18) et la pression (17). Si donc
on veut déterminer les déformations élastiques dues aux seules actions magnétiques,
il faut y annuler =, H, ..., P,. Il résulte d’autre part de la théorie générale des
pressions que la pression en un point quelconque du volume ©, et relative & une
direction (x, 8, v) est le vecteur (P, P , P,) défini par les égalités (27).

Les équations (25) de 1'équilibre magnétique dépendant, d'aprés (2), des défor-
mations, la distribution magnétique du systéme ne peut, en toute rigueur, étre
déterminée indépendamment de ces déformations. Toulefois, en ce qui concerne
les déformations infiniment petites auxquelles nous nous limitons, I'expérience
conduit 4 admettre que la distribution magnétique n'est qu’'infiniment peu modifiée
par de telles déformations; c’est-a-dire, d’aprés (2), que les fonctions 9,, @i ne sont
pas d’un ordre de grandeur supérieur a g, soit encore, d’aprés (3), que les fonc-
tions ¢ et h ne sont pas d’'un ordre de grandeur supérienr a f. Si donc, dans (26)
et (27), on substitue aux actions magnétiques effectives celles qui résultent de la
distribution magnétique délerminée dans I'’hypothése de corps lous rigides, on ne
fait qu’altérer infinimenl peu ces aclions; de sorte que I'erreur commise sur les

déformaltions ainsi calculées ne porte que sur leurs termes du deuxiéme ordre,
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que nous avons précisément convenu de négliger. 11 en résulte que le probléme
général de I'équilibre peut, & un degré d’approximation suffisant, se traiter en deux
temps : détermination de la distribution magnétique sur le systéme éupposé entiére-
ment rigide, puis des déformations qu’engendre une telle distribution. Dans celle
deuxi¢me partie du probléme, les actions magnétiques deviennent ainsi des données
au méme titre que les actions extérienres et I'on sait que le probléme de V’équilibre

élastique ainsi posé n"admet qu’'nne seule solution.

8. Cas de l'isotropie. — Si le corps 1 est isotrope, on sail que son potentiel
thermodynamique interne par unité de volume est, a une fonction prés de la tempé-
rature, '
9

N
*

p == — O - uldt 22

i 2 ¢ 1 2

l-—v(‘)f),

X, étant les deux coeflicients de Lamé, v le troisiéme coefficient qu’introduisent

les variations thermiques ; d’oli, d’aprés (21),

N, =20 42pd,—vh, ...; T, =pg, ...,

puis, d’aprés (1) et dans I’hypothése de 'homogénéité,

N, T, T, | 20 AU 00
——“?4-?4"‘\—2'*("‘{‘9*)_);'*'1" Vg

Les équations (26) et (27) s’écrivent ainsi d’apreés (6)

Qb M L . A[C] .26
w Y S TOrw sl

(30) =%

d s | A .9 L .
+(;5(g.ﬁ +hd +J)+-a7(hy“lo£B)-r—D;(h(3Jlo) =o0, ...;

31) P.+a(—27'P — B +20 +2p), —vd+gF + AW+ F)
+8(pg, +hAR) +y(ng, + RCL) =0, ....

. Les équations indéfinies (30) coincident, avec en plus les lermes en 6 el aux
différences de notations prés, avec celles qu’a données Duhem (*).
Ainsi que I'a fait Duhem, remplacons dans (30) et (31) %,‘\J,f—é par leurs

X

valeurs (25) et faisons avec lui I’approximation de Poisson, qui consiste & traiter les

(*) P. Duhem, loc. cit., p. 442, équ. (22).

Fac. des Sc., 4* série, t. IV. 17
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fonctions f, g, A comme des conslanles, ce qui est dailleurs inadmissible en
ferromagnétisme; les égalités (25) s’écrivent ainsi d’apres (3) :

B =2(/+g010+an (04 + 25+ L),
Y=12+900B+3h( L4, 93+-‘-’ie> :
¢ 2 2

Z=2(/+¢0)€¢ +2h<g-;’(2{v+'%‘fﬁ+ 33€>,

d’ou :

2 N 26 o’ NV
32) »—+UY +z—= b—-——-{- —1.
(82) ;X M X t

‘On a d’autre part d’apres (3) :

N

oz

. d D
(33) 'b;(gJ’-i‘thﬁz'f-g)*l-a—(h.}log&)'*-

- J < J \Uj (

et comme, toujours dans I'approximation de Poisson, F est une forme quadratique

(RCH)

A0, ¢ 2 2B 6
b fBg,'+ ‘lo+ bh (;Jlo)

o o dy oz

en Jo, B, C on a, d’aprés (25) :

Gy A ;_IJL — 2.

A

Les équations indéfinies (30) et aux limites (31) s’écrivent donc encore, d’aprés (32),
{33), (34) et dans I'hypothése de I'approximation de Poisson

o - 0 26 AN ,\0
35 TG el —v g (S

| ) 2, A B2
+h<‘ﬂoap—‘+g§@+’t‘+‘l i ("ﬂ’

dx dy

e

(36) P,+oa(—amddP+20 4200, —vi+gI+ A —F)
+8(ng, + RAB) + v (rg9, + hCA) = o,

Les équations indéfinies (35) sount les équations (23) de Duhem (p. 443), dans
lesquelles le facteur 2 de la quatriéme ligne doit 8tre effacé, tout comme celui qui
figure devanl les glissements des formules (7). p. 338.
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De méme, les conditions aux limites (36) sont celles (24) de Duhem (p. 444),
dans lesquelles 4, qui est notre fonction &, doit étre remplacé par — Y. Les équa-
tions (35), (36) sont toutefois complétées par les termes d’origine thermique et par
la pression de M. Liénard. Rappelons enfin que, dans ces équations, les termes
magnétiques dépendant des déformations sont négligeables.

Nous allons appliquer les équations (30), (31) relatives & un corps primitivement
isotrope et qui ne supposenl pas Vapproximation de Poisson, au calcul des défor-
mations d’origine purement magnétique [(Z, H, ..., P,) = o] dans quelques cas
partiénliers et avec 'approximation bien suffisante, qui consiste a traiterle probléme

en deux temps.

9. Applications : A. Cylindre indéfini. — Considérons un cylindre homogéne
indéfini, disposé parallélement aux lignes de forces d'un champ magnétique uni-
forme donné J. Les équations de l'équilibre magnétique (25) débarrassées des
déformations, c’est-a-dire réduites aux équations (28), sont vérifiées en supposant
raimantation induite constante et paralléle au champ. Comme cette aimantation

ne donne lien & aucun magnétisme libre, le champ résultant reste 36 dans tout

I'espace et on a :
(37) S d=x3. =3, Hb=J, Y, Z2.8,0)=o0,

Paxe Ox étant pris parallélement & J0, avec

e
:‘J
BN

|

(38) 2=

x
~
X

Dés lors, les équations indéfinies (30) sont vérifiées en supposant la tempéra-
ture et les déformations constantes et les conditions aux limiles (31) se réduisent

[y

d’aprés (37), pour ‘6 = o et en remarquant qu’ici ¥=o, a

’s 89,+ 19, = o,
(39) ] B(— 31O +aud,+ g8 +F) +yug,=o,
8 Bug, +v(—IH+%O +2u0, + 9P +F)=o0.

On en déduit {(g,,9,,9,) =0 el ), =2,; d’autre part d, = o, car toutes les

fonctions doivent étre ici indépendantes de x. Les déformations se réduisent donc
4 une dilatation transversale d, valeur commune de o, et o, donnée par I'égalité

(40) - —JH+ 200+ W+ g +TF = o,

ol il suffit, comme nous I'avons dit, de remplacer la fonction F par son lerme
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principal fJ*, c'est-a-dire par l'expression qu’elle aurait dans I'hypothése de la
rigidité (*).
Dans cette hypothése, F se réduit donc a une fonctionde ), T el 'on a d’aprés (38)

I3
7=f Lay,
o %

sans ajouter au second membre une fonction de T, puisque F doit s’annuler

J
:7:/ Hd).
o .

Remplacons alors J par sa valeur en fonction de # et de I'induction

avec J; soit encore d’aprés (37)

(4r) B=+4=<D;

Comme ) et B s’annulent avec # dans notre hypothése d’un corps parfaitement

doux, il vient :
4 * o P
(42) z.m'ng;adgg—dgﬁ) =f %d:ﬂ—?‘:fﬁ%—/ R — 2
o o 2

de sorte que I'égalité (40) doune :

# o
Sre(tupn—= [ ddw—2 g B30
° 2 he

Dans le cas de certain fer de Suéde non recuit, on aurait par exemple(®) :
P = 25,2.10° gauss, pour J = 4.10° gauss

et la courbe de variation de 9 en fonction de J donne :

4000

/S}Bd}(’» = 0,917. 10" gauss’,

(*) D’apres (3) et (37) et sans cette approximation, on devrait prendre
F=(f+2900,

mais le terme 2¢J%) ainsi introduit est effectivement négligeable vis-a-vis de 2(x +u)d.
En effet, par suite de la trés grande valeur de % 4 u., ce dernier terme acquiert une valeur
finie, dés que ) devient sensibie et il n’en est certainement pas de méme du premier, sans
quoi la plus petite déformation sensible exercée sur un solide isotrope modifierait son
aimantation induite d’une maniére finie, ce qui n’est pas.

(*) Recueil de constantes physiques, 1913, p. 658.
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.de sorte qu’en prenant ). = w. = 8.10" baryes, il vient :
g —s

(43) 32(2,18—0,891—,>10 .
€

La dilatation transversale du cylindre serait donc de I'ordre de 107°, soit le
.centidme de celle qui correspond & la charge de sécurité du méme métal, si toute-
fois le second terme de la parenthése n’est pas d'un ordre de grandeur supérieur a
T'unité, ce que nous ignorons faute de données expérimentales sur la fonction g¢.
Nous avons remarqué que gJ* est certainement négligeable vis-a-vis de A 4-p.; or,

.dans le cas particulier envisagé et d’aprés (41), ¢'J = 1,68.10° gauss, d'ou :

gy
4w

= 1,76-'3710““.

(44)

Le nombre _g'_ pourrait ainsi étre nettement supérieur a 'unité en valeur abso-
€
iue, sans que le rapporl (44) cessdt d’étre trés petit, ainsi que nous l'apprend
I'expérience. ,
Calculons enfin le nombre i,, en remplagant dans (42) F par son terme prin-
€

-cipal fJ'. En tenant compte de (41) et en posant

P
/ HdR = 2 BK,

le nombre « étant a calculer d’aprés la courbe expérimentale d’aimantation dans
-chaque cas particulier, il vient :

¢ L=

of
-de sorte qu’en introduisant la perméabilité m — —5"%—, il vient :
bl

1
(45) [

~

Pour le méme fer et les mémes valeurs de B et de J que précédemment, la
-courbe d’aimantation donne « = 0,0901 et comme m = 6,3, on a :

= = 0,030, pour J = 4.10° gauss.
€
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L’approximation de Poisson, consislant & traiter f, g.h comme des constantes et

. . N 1 s a1 \
par suite m et xz, revienl a prendre o« — —; d’ou d’apres (45)

2
(46) S _am — de Poisson)
== = approx. de Poisson
¢! m— 2o PP ’
ce qui donnerait ici —/—,_—_ 1,18, soit une valeur environ quarante fois trop forte.

Par suite de la petitesse des déformations 0, g,, les fonctions g, A peuvent trés
bien étre an moins de I'ordre de f, sans que pour cela fJ® cesse d’étre le terme
principal de &. Duhem (loc. cil., p. 441 et 445) a considéré le cas ot g et h seraient
négligeables vis-d-vis de f, dans le seul but apparent de simplifier ses formules.

B. Portion de cylindre indéfini. — Si 'on imagine deux coupures infiniment
minces pratiquées suivant deux sections droiles quelconques du cylindre indéfini
précédemment étudié, ces coupures ne modifient pas I'aimanlation induite, sauf
que les faces de chaque coupure se couvrent de couches magnétiques uniformes de
densités + J. La portion de cylindre comprise entre les coupures devient ainsi un
aimant uniforme de longueur finie. Sur sa surface latérale, nous avons encore les
conditions (39); sur ses bases ou

a=+1, B,y =o0, §=IF2I
les conditions aux limites (31) donnent :
—2x' P — I + 10+ 2p0, +(g+ 1))+ T =o,
(95» 9,) = 0.

En définitive, les trois glissements restent nuls et les deux dilatations ), et ),
valeur commune de ), et d,, sont données par les deux équations
% AO+2u), =27 P+ I — (g + A —F,

(47)
2O+ 2ud = JH—gJF — ¥,

avec ® =2, +22. D'ou:

X - x L
Bh42w), = <:+1>2ns'35+3&6—[g+<—&+ l)h:l:’z—(‘l,

y

Bht2p)d = — 2 me' I+ I — <g———A—h>J’—:"r,
\U. 2u

Br+2u)0=12%/J +3J56 — 39+ h)J — 3F,
soit encore, en remplacant J el JF par leurs valeurs (41) et (42) et en posant :
I e
JdJO

A= f R, — 2,

° 2
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bre'(Bn+ap)), = ;:—(II-{- l>(fB.‘_JG)’+ Aa[g_}.(%_}. I) M,

b
. ' . )n . Dre (% %)
“@ ireGhtowt = —_(!Bﬂ%) +A—<g— 2 ) hne
41&(3)\+2u)()__— )+3A—(3q+h)(% ﬁfﬁ)

Avec les mémes données numériques que précédemment, on trouve ainsi :

h . —
), = (l,oﬁ— 0,071 '(I+,2 > 107°,  d= — <o,572 -+—o,355—~—2g - h)lo“"'.
€ €

Abstraction faite du terme en ¢, h, oo voit d’aprés (43) que Ja contraction trans-
versale est environ le quart de la dilatation transversale du cylindre indéfini soumis
au méme champ et que la dilatation lo'ngitndinale est environ cinq fois cette
derniére.

Pour un champ de quelques gauss seulement, I'induction est a peu prés réduite
de moitié et les dilatations deviennent environ quatre fois plus petites. Pour le
méme échantillon de fer, on a par exemple :

B = 10,5.10° gauss, pour # = 32,5 gauss,

-d’ou d'aprés (48)

.\:(2,18—0,17[; g - h>lo‘“, D:—<0,5&5+0,087ig—;h)10‘5.

Pour ces memes valeurs de $ et de J, on trouve & = 0,458 et, comme
ici m = 4200, 11 vient d’ apreés (45)

S

T= 1,38.107°, pour # = 2,b gauss.

Ge nombre est donc environ vingt-trois fois plus petit que pour le champ

-de 4.10’gauss; I'approximation de Poisson donunerait ici, d’aprés (46), Z, =1,49.107.
€

Remarquons encore que si 1'on fait I'approximation de Poisson dans le calcul

-de A, ce qui revient a remplacer 'intégrale qui y figure par , la prémiére (48)

coincide avec l'expression antérieurement donnée par M. Liénard (*).

(*) A. Liénard, loc. cit., premier mémoire, expression de 3, du haut de la page 311.
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C. Lame a faces paralléles indéfinie. — Considérons une lame a faces paralléles.
indéfinie disposée normalement aux lignes de forces du champ magnétique uniforme:
donné J6. L’axe Ox étant pris paralléllement & 36, on a encore b =J, (B,C) =0
et comme ¥ — = J sur chaque face, le champ résultant dans la lame est :

B =H—bme'd, (§, 3 =o,

de sorte que I'induction coincide avec J6.
Les ¢quations indéfinies (30) étant idenliquement vérifiées en supposant la
température et les déformations constantes, les conditions aux limites (31) se rédui-

1

sent, pour 6 = o, a

—ame P —IB 4O 420, + g+ NI+ F =0,

(49)
" (9,. 9,) =o.

Comme toutes nos fonctions doivent étre ici indépendantes de y, z, on a en
outre (2,, 2,, g,) = o, de sorte que la déformation se réduit & une dilatation longi-
tudinale d, donnée par I'égalité

—and P —I% + +(h42w), +(g+h)3' +F = o,

ol il resle & exprimer J en fonction de 36 et de &, qui jouent ici les roles de B et.
de J6 des deux problémes précédents.
Comme on a maintenant

(50) J=1x2%, H=%+4=D,

il vient d’aprés (38) et (42)

- }3 {7
(51) b F = K% — f # <

d’ou :

(52) g (it 2m)d, = (i:’—->+/ Hodd— <J+h)-—-”‘—%)—

TE

Pour la méme valeur J§ = 4.10° gauss que précédemment et le méme fer, on
a % = o,9 gauss; les lermes en ¥ sont donc neghgeables y compris l'intégrale,
d’ou : )

-
(53) ), = (2,66 — 0,433 i+—) 107" .
\ €
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D’aprés (43)', on voit que cette dilatation, abstraction faite du terme en g +h,
est environ le dixi¢éme de la dilatation transversale du cylindre indéfini de méme
substance, placé dans le méme champ.

D. Portion de lame a faces paralléles indéfinie. — Si I'on imagine une coupure
infiniment mince pratiquée, suivant une courbe fermée arbitraire, normalement a
la lame indéfinie précédemment étudiée, cette coupure ne modifie pas I'aimantation
induite et isole un cylindre droit ayant pour hauteur I'épaisseur de la lame et pour
base la surface intérieure a la courbe. Sur les bases de ce cylindre, nous avons
encore les équations (49); sur sa surface latérale ot (¥, «) = o, les conditions aux
limites (31) donnent les égalités (3g), oi J6 est remplacé par %, soit :

Bg,+v9,=o.
B(—IX+20+2pd,+9F +F)+ypg, = o,
Bug, +1(—IB+2r0 +2pd,+9F +F) = o,

d’ou (g,,9,,9,) =0, 9,=2,. On a donc, pour déterminer J, et J, valeur com-
mune de 9, et de ?,, les équations

+I%—(g+hIF—F,

5
(54) 3 AO £ apd = WB—gr  —g,

avec ® =2, +22. Comme ce sont les équations (47), ot # est remplacé par X,
nous retrouvons donc la solution (48), dans laquelle, d’aprés (41), (42), (50) et (br),’
il faut en outre remplacer # par #6; d’ou :

, , _I(}x o X '(%*%).
Aws(s)\_}_gy_)b‘__z\}k—{—I)(% %)+ B [tg+<5k+l>h:|—_—m,

> (%&:sj%)’

’

) A
b (Br+2p)0 =——ﬁ(%—%)’+B—-(g—_h

hre'(3h+2u)0 = i(%_%)wsB (3g+h)£@,

avec

_f %d%—-—

Pour la méme valeur 6 = 4.10° gauss que précédemment et le mére fer, donc
encore ¥ = 0,9 gauss, il vient ainsi :

( h —
= (3,18—0,253 g_-:z )10", = — (0,795—}—0,126 29 - h) 1077,
€

Fac. des-Sc., 4* série, t. 1V. 18
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On voit que 2, reste du méme ordre de grandeur que pour la lame entiére et
que, pour le méme champ magnétisant extérieur J6 = 4.10° gauss, la dilatation 9,
relalive & la portion de lame indéfinie est environ le centieme de ce qu’elle est pour
la portion de cylindre indéfini. '

10. Fluide aimanté. — Nous allons retrouver trés simplement encore, d’aprés
I'égalité (19g), les équations de I'équilibre du fluide aimanté, telles qu’elles ont été
données autrefois par Duhem (*). Supposons donc que le corps 1 soit maintenant un
fluide parfaitement doux.

Comme la déformation du fluide conserve son isotropie,. F redevient, comme

dans notre précédent mémoire, une fonction de J, o, T et 'on a, d’aprés I'égalité
du haut de la page 22 de ce mémoire,

alv'égdo =4Dif—au% ]dcs\.

Le potentiel thermodynamique interne &, du fluide désaimanté étant de la

23 x

dx

/ XF
+k§——p >

do

forme

on a d’autre part :

de sorte qu’en introduisant la fonction P définie par

(55) Ptot+F—o

’

W+ __
2

il vient aprés intégrations par parties

8T<ﬁo+f€ﬁd0>:f‘%8ﬁa+
‘C‘jl Csl

3x

P
dx

dC’)—{-/P]aSw[dS.
S,

(*) P. Duhem, Sur la pression dans les milieux diélectriques et magnétiques, American
Journal of Mathematics, t. XVII, 1895, p. 154-167. Ce mémoire avait pour but de repren-
dre, avec une entiere rigueur, le sujet déja traité dans les Legons sur PElectricité et le Magné-
tisme, t. I, p. 4ob, afin d’y retrouver la tension arxe 4* que venait de signaler pour la
premiére fois M. Alfred Liénard.
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Cela posé, les expressions des deux autres termes de I'égalité (19) n’ayant pas
changé, celle-ci devient, en désignant maintenant par (X, H, Z) la force extérieure
par unité de masse appliquée au fluide,

_ R 2
fl 9@—— %+(pu———— = ——bsz)BxldO
+f| PI-——oz(P-}—z-naEY’-{—[.ﬂg%l)]BxldS-I—... —=o,

[

les points représentant-les termes relatifs aux corps 2 et 3 qui figurent déji dans
I'égalité (24) et qu’il est inutile de récrire. On en conclut qu’on doit avoir :
1. En chaque point du volume @,,

%—-'ib——zo, ..... ;

X

_ P DC
PH‘_‘—— _Ggax b.’n_o’ ..... ;

2. En chaque point de la surface S,,
P,—aPt+andP+|H|)=o0,......

L’égalité (55) et les trois groupes précédents coincident respectivement avec
Pégalité (13) p. 167 et les groupes (12) p. 167, (16) et (17) p. 160 du mémoire de
Duhem.

11. Forces électriques. — Contrairement & la distinction que nous avions faite
dans notre précédent mémoire, nous préférons considérer simultanément 'ensemble
des termes IV et V de (15), c'est-d-dire l'expression que nous devons désigner
par 8%, + 3%, d’aprés nos notations antérieures. Par des intégrations par parties,
on obtient tout d’abord :

d X
lx[ By )—B 3 3890
oy

DA
_fl X aBX-{-bCX—b'AX‘)Smldcj
AV4 dx

dd

+f|(X]Aa|—a]AX[)8w|dS
5
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de sorte qu’il vient d’aprés (15)
(56) 3‘6‘4—56,:/]2[)(—27:5(6—{— M) (54 %)
Sl

42N, BT, +yT, —XE—a|AX]| 32

AN, T, JT, Q2AX 2BX CX A
+f‘[X(e+E)+ —t =2 =24 + + UAX] Bwldcs
dx dy oz
Gl

ds

r oy oz Rl

+ ]l)az:e+_l"z°)z+ Psza + Ls O]

Cette égalité exprime qu’en chaque point de la surface S, s’exerce, d’'aprés (14),
la pression de composantes

Xo4a[—ame(s+ 2+ A8, —|AK|+N] +6(BE,+ T+ v(CE+ T,
67) | Votu(A8,+T)+8[—2me(s 9 +BE, — |AX[+ N +1(CE,+T)),
Zot (A8, + T+ BBE+T) +y—2me(s+ B+ C&—[AX| + N

et qu'en chaque point du volume @, s'exerce la force par unité de volume de
composantes

2

N
+

31‘;+DT’ AX | 2BX | 20X MAX |
| dy | 02 N dy 2z

(68) X(e+E)+

PR

Calculons la résultante (P,, Q,, R,)) de ces actions élémentaires et leur moment
résultant (L,, M,, N,) par rapport a4 l'origine; en remarquant que les six fonc-
tions Nj, T; disparaissent, il vient :

2 N 2
P,::/[X(e—l—EH— 1\\X+ BX+LCX____D(AX|]dC)
o dy dz X
G, . '

+fgxc+l[_ms(s+z)*+Ag,_|AX|]+(pB+YC)8,; as, ...,
S

1

d’ot I'on tire par intégrations par parties, d’aprés (14) et en tenant compte de

ce que
; Y/ % X XY
(%9) w oy w o a y  w
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' p, —/[Xc—zw-(5+2) 2]dS

A Y
+/<Xe+A—+B-——-+C DZ)olrs,...;
Qx X

~ (60)

L, =/§y[ZG—2ﬁe(c+E)’~{]—Z[YG-— ame(s+ )R]} dS
L107]

X Yz
+B——+c—>—38,+cgy]dcs,....
oy oy Yy .

Ces expressions coincident avec nos anciennes formules (107) débarrassées de
leurs termes en §,, &,, €,, sauf en ce qui concerne le couple par unité de volume.
La nouvelle expression de ce couple —BE,+CE,, ... coincide d’ailleurs avec
I'ancienne BZ — CY, ... quand on revient 4 ’hypothése de la conservation de I'iso-
tropie aprés déformation, c’est-a-dire & notre ancienne fonction F(J, ¢, T) & laquelle
nous avons substitué la forme (g9). Dans ce cas, en effet, le deuxi¢éme groupe (13)
s’écrit :

A

—=X4+§ ,...
2 +6,, )

‘d’ou I'égalité des deux couples résulte immédiatement.

12. Systéme en repos simplement électrisé. — Notre ancienne égalité (108)
‘s’écrit tout d’abord, d’aprés notre ancienne (67) et celle (10) qui la remplace,

i=3

[108] 3G, = — 1 F, —foTOdq-—Zf(eV-{—G) D,)3dg

i=1

fVo<Edo>—erS<>:dS>

(8+E)+'JA — (i i e I:Idci
/“[—Hw D)« |52

+/1<«Nr+m'+ﬂ)m|ds_f|_gA|

+|Pl§$+L! !+P3E3+L3 3"

(6 4+ Z)dS
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De méme, notre ancienne égalité (111) devient :

Tl afa.:—Er‘ﬁo4f3T@dq—if<sV+@—D,->adq

F WA VB aVC
—(& Xe =
+/I (aA >+[ +5( w iy w T w
©,
IND LT DT'
e
o

A—I]—}-aN’ + BT, + T, g

| N .
+f|§—e ™ c—a[zwa(s—{—b) —c
SI

d
+'Pi§‘i+Lﬂwﬁ+P323+lswal—fl<%+sb_}tf->aAldﬁ

de sorte que, les conditions de 1'équilibre électrique étant supposées satisfaites, il
reste pour le travail virtuel des forces électriques -

[114] aa:fl;xc-—a[zm(c+2)'+|Axl]

+aN 4+ 8T, + T, sz |dS

") 1 \TY \T!
+f|<xhx°"_yili_z39+_§“_«+ >x
dx Qe dx e oz

4o

+ lPlEI+L!wS+P!§8+13w3I M

On voit que cette expression, dans laquelle on fait (e5 5) = o0, est la transpo-.
sition exacte de celle (16) relative au Magnétisme; elle exprime qu’en chaque point
de la surface S, s’exerce la pression de composantes

(61) Xota[—ane(o+ B — |AX |+ NJ+8T,+ T, ...

et qu'en chaque point du volume @, s'exerce la force par unité de volume de-
composantes

A U _3C 2N, DT, T
(62) Xe—X_B_./I}_—Y_D—E)‘—Z-D;+T’I:—+_‘)_&—+ Iy y e .

On voit, d’aprés (14), que les composantes (61) sont précisément ce que devien-
nent les précédentes (57), quand on y annule la force électromotrice d’induc--
tion (§,, &,, 6,); dans les mémes conditions el d’aprés (59), on reconnait que les.
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Composantes (58) et (62) coincident. On en conclut que la résultante et le moment
résultant des forces élémentaires dues aux actions (61) et (62) restent donnés par les
formules (60) débarrassées des termes en &, &,, §,. Enfin les équations générales
du probléme de l’électrostriction restent données par (26) et (27), ou (30) et (31),
-aprés transposition des termes et en ajoutant aux premiers membres les compo-
santes de la force par unité de volume et de la pression supplémentaires résultant
de la distribution (e, s); en nous limitant au cas de l'isotropie, il vient ainsi comme
équations indéfinies

N

7Y
(63) =Xe—X5 % ax

> L2 d e
+-—(gl+hA +E)+ 5 (AB) + - (hCh) =o, ..

et comme conditions aux limites

(64) P+ Xs+a[—ams(s+ )P —|AX| +20 +2ud,—vb+gJ* +-hA*+F|
+B8(wg, +hAB)+v(rg,+hCA) =0, ....

13. Application au condensateur plan; A. Condensateur indéfini. — Ce pro-
bléme est analogue a celui du n° 9 C; tout d’abord e — o, mais il y a lieu de dis-
tinguer deux cas, suivant que les armatures n'adhérent pas ou adhérent a la lame
diélectrique. Dans le premier en effet, la charge du condensateur n’étant pas portée
par le diélectrique, on doit faire s = o dans les équations (64).

Armatures non adhérenles. — Nous avons comme au n° 9 C et d’aprés (64)
—aned—JX+00 +2pd, +(g4+h))"+F =o,
(85) X

2

J
Q> 25 G0 gar g) =0, T =X, F=f XdJ =

T'approximation de Poisson étant en effet légitime, puisque la variation du coefficient
de polarisation /& en fonction du champ est négligeable pour la plupart des diélec-
triques. On a en outre :

-(66) X=4ﬂa(s—J)=sV—A7—VB,

les couches == s étant portées par les armatures A et B, dont la distance I est en
méme temps I'épaisseur de la lame et entre lesquelles est établie une différence de

‘potentiel Vi — V. 11 vient ainsi, en introduisant le pouvoir inducteur spéci-
fique K =1+ 4=ck, . »

(67) 87:5()\-{—2;;.)3‘:([(_,)!)(9(1{1( __g+h>.

-1 aTe
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Pour le verre ordinaire, on peut admettre(*) X = w = 2,5b.10" baryes, K =26,
de sorte que pour un champ de 1,2.10° volts par millimétre, manifestement compa-
tible avec la rigidité diélectrique pour des électrodes planes, soit X = 4.10* C. G. S..
électrostatiques, on aurait :

), = <2,5z. — 0,338 iﬂ) 107",
€

On voit que cette dilatation est cent fois plus grande que celle (53) du n° 9 C. Cela
tient A ce qué le champ dans la lame diélectrique est ici numériquement égal a.
I'induction dans la lame de fer précédemment considérée.

L’approximation de Poisson étant valable pour les diélectriques, il vient
d’aprés (46)

soit 1,26 dans le cas actuel et nous savons que g et h peuvent trés bien é&tre de-
Tordre de f.

Armatures adhérentes. — La charge du condensateur étant maintenant portée
par les deux faces de la lame diélectrique, la premiére (65) se trouve seule modifiée-
et devient d’aprés (64) '

(68) Xo—ane(s—J) —IX+10+2ud, +(g+h) I +F =o,

d’ou, en tenant compte des autres (65) et de (66),

8me(h+31)), :—X’[K+(K— 1)’&1.
27E
Abstraction faite des termes inconnus en g+ h, on voit que 2, est en valeur
absolue K — 1 fois plus petit que dans le cas précédent et qu’il y a ici cantraction.
Ce changement de signe de J, est la conséquence évidente de I'adhérence. Quand il
y a non adhérence, les faces de la lame diélectrique, portant les couches =~ J, sont
en effet plus fortement attirées par les armatures portant les couches 4 ¢ qu’elles.
ne le sont entre elles. Quand au contraire il y a adhérence, lattraction des deux
couches —+(c —J) portées par les faces de la lame engendre nécessairement une-

contraction.

B. Portion de condensateur indéfini. — Ce probléme coriespond & celuidun®9D..

(*) Recueil de constanles physiques, p. 173 et 560.
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Armatures non adhérentes. — Les dilatations 2, et d sont données par les ana-

logues de (54), soit :

20 +apd,=2xe)+JX —(g+h)J*—F,

(6
(69) 2O +2ud = X —gs —F,

avec © =, + 22, d’ou l'on tire en tenant compte des derniéres (65)

. A
8 3 d=(K—1)*X* | — —
me(3h+ 212, = (K —1)'X L+K_I r
87:6(3)\-{—2 )D :(K-—])’X’ ___>\_.+ I . 2
* i 2w K—1 ame ’

' K+2 3g+h
8 7 3)\ — K - : 2 ? - B
ne(3A 4+ 2p)0 = ( Vl)‘ <K—1 pra
On voit d’aprés (67) que P'ordre de grandeur des dilatations reste le méme que
pour un: condensateur indéfini. Avec les mémes données numeériques que ci-dessus,

il vient ainsi :

@ : —
), = (2,79——0,202 - 2h> 107, d=— (3,80 + 1,01 28 h4> 107"

€ €

Armatures adhérentes. — La premiére (69) est remplacée par (68), la seconde
restant inchangée, puisque ¢ = 0 sur la surface latérale du cylindre; on trouve

X))
g+<——+1 ;h]
_ 7

2TE

ainsi :

. LA
87e(3h 4 2p)), = —X\* I:;(zK— N+K+XK—1)

2 27e

A
, ; g——nh
8me(3h+2ap)d = X° [_A_@K— 1N+ K—1 _(K_l)’_ﬁ_],
. ® .

8ne(3K+2p)0=X* I:K—2 —(K-——])’M—].

27E

Comme dans le cas du condensateur indéfini et abstraction faite des termes
en g, h, qui restent les mémes qu’il y ait ou non adhérence, on voit que les dilata-
tions restent plus faibles que précédemment. Du point de vue expérimeéntal, la
non adhérence parait donc plus favorable.

Fac. des Sc., 4° série, t. IV. 19
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14. Forces électromagnétiques. — Le travail élémentaire des forces électro=-
magnétiques est d’aprés (15) ’

. f dsx A8y 2z
[raa] oif,,_:/j\/:/lj(d) ™ +w o +Q +o¢l>‘d€5
+\/?f|£ad%|dzs.

o:; + r’)‘l

On voit que c’est notre ancienne expression (122), ol les termes en d (A, B, C)

ont disparu. On a donc encore :

~ b,\ '
(70) [135] 3% \/—fl ‘:ly +Q \bz'+d¢>ldd
s SRV SRV fuauwo,
2 ©,+ O,
avec, d’aprés nos anciennes (128), (130), (131) et (132), .
_A—’/i@Stﬂ?‘do‘*‘flﬁdvbldd-f—/hhf[[ao.r|dS

G, + 0,
—/1(535{ eg)m+(1; o 93-:% A )sir| o

NS QR
— / l Jlo —+B-=—+C >
o dx &
o,
L’expression (76) devient ainsi :

! A '

[133] 30, = ——=Ve [ |fa||Pox|dS
v
- AL ST b 20
v (=5 -
Ol

+| 2‘M+§€2(”z+§ea‘3+"a 3]

+\/ fl

d(3+\/e/|1o£||aoa:|ds
QL d
VA fl(em @9>u+( R TR

sx|dd.

VA

dx

do

:'Bw

do

dx

do

—VE fl A a;+£3%+eii‘)aw
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et finalement :

139 3G, = ——\/_f|fa||cb,x|ds+\//,mumxlds

sl
+’—“5/|[ (=)~
+\/Zf| 92—(;%+5{D—e->3x’dc5
o

h(bd) _ aQ. %
dx
(E 4 5 4 (A I o, + (B + EDE + (L + D)o, |-

‘\—f[laacld'(f)
X

)z o

On voit queé cette nouvelle expressiobn ne differe de I’ancienne (135) que par sa
troisiéme ligne. Rien n’est donc changé aux actions de l'aimantation sur les
courants ; les actions des courants sur I'aimantation ne sont modifiées qu’en ce qui
concerne la force par unité de volume appliquée en chaque point du volume G,
et qui devient :

= 5 )
(71) [14o] Vi(ed o3 g0, .

dx )

i

Il est facile de reconnaitre que la résultante et le moment résultant par rapport
4 lorigine des actions des courants sur I'aimantation du corps 1 restent donnés par
nos anciennes expressions (141).

15. Actions totales de I'aimantation et des courants sur 'aimantation. — En
ajoutant les actions élémentaires (17) et (18), exercées sur le corps 1 par 'aimanta-
tion sur 'aimantation, & celles que les courants exercent sur Faimantation du méme
corps et qui sont données par notre ancienne (13g) et (71), on fait apparaitre le
champ magnétique total

E=%—\2,......
et I'on voit qu’en chaque point de S, s’exerce la pression de composantes
a(—2ne'P —| ¥| 4+ V) + B0, ++C,, - ... .
et, en chaque point de ©,, la force par unité de volume de composantes

o N 2 M) G,  2T!
— ‘ﬂ’___g) g‘)) ¢ _%*4+£+£

0 dx | dy hr4

On reconnait d’autre part que la résultante et le moment résultant de ces actions
‘totales restent donnés par nos anciennes (144). Quant & nos anciennes (145), relatives
aux corps rigides 2 et 3, elles ne subissent évidemment aucune modification.
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