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SUR UNE DEFINITION

CYCLIQUES PLANES A POINT DOUBLE

Par M. J. ANDREANI,

Professeur au Lycée Pasteur (Neuilly-sur-Seine).

Nous nous proposons, dans cet ‘article, d’indiquer une construction sim-
ple des cycliques planes a point double (quartiques bicirculaires ou cubiques
circulaires transformées par inversion des coniques) et d’en déduire quel-
ques conséquences géométriques. Nous commencerons par exposer les géné-
ralités définissant la transformation qui conduit & notre construction géo-
métrique. Les calculs étant trés simples seront souvent indiqués briévement.

Définition de la transformation. — Considérons deux points fixes O et A.
Soit M un point quelconque du plan. Tragons le cercle de centre A passant
‘par M. La sécante OM coupe ce cercle en un deuxiéme point M' que nous
associons au point M. On obtient ainsi ung correspondance (M, M’) qui est
évidemment réciproque. On peut noter tout de suite qu’un cercle de cen-
tre A se transforme en lui-méme, la correspondance entre M et M' se rédui-
sant alors a une inversion de pdle O.

La transformation posséde une ligne de points doubles qu’il est aisé de
- déterminer. M et M’ sont confondus, si la droite OMM' est tangente au cer-
cle de centre A passant par M. L’angle en M (ou M’') est alors droit
et le lieu de M est le cercle de diamétre OA.

* 1l existe aussi une ligne singuliére : c’est le cercle de centre A passant
par O. Tout point M de ce cercle a pour correspondant le point O lui-méme.
Inversement le point O fournit 4 lui seul toute la ligne constituée par le cer-

cle précédent. Nous étudierons plus loin geométnquement 1a transformée .
d’un cercle passant par O. ' -
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Formules de lq transformation. — Prenons le point O comme origine,
I’axe Ox dirigé de A vers O et I’axe Oy vers le haut. Soient z et y les coor-
données de M et x’ et y' les coordonnées de M'. On-a évidemment :

4yt 4+ 2ax = a” + y* + 2ax’, '

!

y_y

T

x  al

Fie. 1.

En résolvant le systéme par rapport & =’ et y', on trouve

. x+ g+ 2ax

T ==,
x4y

, x4+ y* + 2ax

V==
4y

Tfansformée d’une droite. — Considérons une droite quelconque :

ux’+uy'+w:0;

remplacons x' et y' par les valeurs précédentes, il vient :

x+ Yy + 2ax

— (ux + vy) P

+w=20,

ou encore : »
(nx +vy) (@*+ y* + 200) —w (' + y) = 0.
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Groupons les termes d’apreés le degré _ .
(ux + vy) (=* + ¥*) + (2au — w) 2* + 2avxy - wy'=0.

La courbe obtenue est une cubique circulaire admettant O pour point
- double. 11 est facile de vérifier que c’est la cubique circulaire la plus générale
(de point double O). Il en résulte que toute courbe de cette famille peut étre
_ obtenue par la transformation étudiée. L’asymptote est la droite symétri-
que de la droite donnée : ux’' + vy’ + w = 0 par rapport au point O.

Fic. 2.

Cas particuliers remarquables. 1° Strophoide. — Pour obtenir une stro-
phoide, il suffit d’écrire que les tangentes en O sont rectangulaires. On
obtient ainsi

2au —w = w;
d’out I'on tire : w = au.
La droite donnée a alors pour équation
ur + vy + au =0,

et ’on voit Qu’elle passe par le point A.

La strophoide droite correspond évidemment a la droite menée par A
perpendiculairement a Ox. La figure a été faite dans ce cas particulier clas-
sique. '

Faculté des Sciences, t. VI, 1942. ©o2
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2° Cissoide. — La cubique doit présenter un rebroussement. Ecrivons
qu’il y a une tangente double :

a' v+ w(2au —w) =20,
ou encore

-a'(n’ +v") = (w —an)’.

Cette relation exprime que la droite donnée doit étre tangente au cercle
de centre A passant par O. En effet la distance du point A (—a,0) a la
droite ux + vy + w = 0 est donnée par ‘

d— (ux + vy + w)
- '+ v’ ’

Ici'on a

et par. suite
a4+ )= - au).

Pour la cissoide droite il faut évidemment choisir la tangente qui est
perpendiculaire 2 Ox au point (— 2a,0).
Transformée d’un cercle. — Donnons-nous un cercle quelconque
'+ y*—2ex’' —28y'+v=0.
Remplagons x' et y' par leurs valeurs :
'+ y* + 2ax) '+ y' + 2ax
o g T gy —— 4 T
a:'+y’ +2(0€x+.y) :I?'-!-y"
Chassons le dénominateur :
@+ y' +2ax) ' +2(x+py) ('+ y' + 2ax) + v (*+ y*) = 0;
Ordonnons suivant le degré . B
@+y)+2(ex+py+2ax) (*+y')+{a'+ 4ac+y)x'+4alxy +vy* =0.

On reconnait une quartique bicirculaire ayant O pour point double. La
présence du facteur (x® + y2) dans le troisiéme degré indique en outre
qﬂe l’oh a affaire 4 une quartique inverse d’'une conique dans une inver-
sion de pdle O. On peut dire aussi que c’est une podaire de conique, c’est-
a-dire une cyclique du 4° ordre. Il est facile de vérifier que c’est la cyclique
la plus générale.
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Cas particuliers remarquables. — Limagon de Pascal. — L’identification
"de I'équation précédente avec celle d’un limagon de Pascal donne :

a:O, §=0’ Y=_R"

Il faut donc prendre un cercle de centre O.
L’équation devient :

(@ +y")' + daz (2* + ¥*) + (4 — R — R'y* = 0;

et 'on a bien la ’équation d’un limagon de Pascal.
Pour obtenir la cardioide, il suffit de choisir R = 2a; il vient :

(' + y") + dax (' + y*) —4a’y* = 0.

Cycliques planes a point double. — L’inverse d’une conique par rapport
a un point O est une cyclique plane admettant O pour point double. Si le
point O est quelconque, la cyclique est du 4° degré et si le point O est sur
la conique la cyclique est du 3° degré. On retrouve donc les courbes précé-
dentes et on peut énoncer le résultat suivant :
" Les cycliques & point double du 4° et du 3° degré peuvent s’obtenir par
la méme construction simple qui découle de la transformation précédente.
La cubique s’obtient & partir d’une droite et la quartique a partir d’un cer-
cle. Le ‘traicé ne comporte que des cercles de centre A et des sécantes pas-
sant par O. Il est donc plus simple que la construction résultant de l’inver-
sion d’une conique (ou de la podaire d’une conique).

Cercle l.passant par Uorigine. — En reprenant le calcul fait plus haut
dans le cas général et en posant : y = 0, il reste

'+ y'+2ax + 2«2+ 28y =0.

C’est 1a I’équation d’un autre cercle passant par O. Le centre a pour

coordonnées
—(a+ <) et —8,

C’est le symétrique du point («, B) par rapport au point I, milieu de OA.
Le résultat se retrouve aisément par la géométrie.

Considérons un cercle de centre passant par O. Soit I le milieu de OA
et o' le symétrique de » par rapport a O. Soit M un point du cercle ().
et M' son transformé. Il faut démontrer que M’ est sur le cercle de centre o’
qui passe par O, c’est-a-dire que '

o'M = w'o;

Or,ona: Q= Aw; il faut donc prouver que o'M' = Ao.
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Considérons les deux triangles Ao'M’ et AoM. On a :
AM' =AM et . Ao =00=oM.

Fic. 3.

De plus, les angles «'AM’ et AMo sont égaux. En effet :
o' AM' = o' AO—M'AO
=o0A—-—MAO
=wOM+MOA-—-MAO
-=—oOM+AM'O
=oMO+AMO =AMow;

Les deux triangles sont donc égaux, et I’on a bien :
oM =0'0. '

Nouvelle définition de la transformation. — Cette propriété va nous per-
mettre de présenter la transformation sous une autre forme utilisant la

- notion d’enveloppe.
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Soit une courbe I'. On peut la considérer comme I’enveloppe d’une fa-
mille de cercles (C) passant par O. Chaque cercle (C) donne un cercle (C')
passant par O. L’enveloppe des cercles (C') est la courbe I" transformée de
T'. Or les centres de C et C' sont symétriques par rapport au point I. Donc
les lieux des centres pour I' et I" sont aussi symétriques, autrement dit on
a aﬂ'alre a la méme courbe géométrique. On retrouve alors les resultats
connus concernant les cycliques du 3° et du 4° degré :

Si I' est une droite, le lieu des centres est une parabole (foyer O). Donc
pour I (cyclique du 3° degré) on a aussi une parabole (foyer A). Si 1" est
un cercle, le lieu est une conique & centre (un foyer est O). Donc pour . [”
cyclique du 4° ordre on a une conique également (un foyer est A). (Comme
il y a deux foyers A-et A’ il y a donc deux cercles I’ possibles.) Ces deux
résultats dérivent d’ailleurs de la définition des cycliques comme inverses
(ou podaires) de coniques. Il nous a paru intéressant de les rattacher a
.notre construction géométrique.

Remarque 1. — Utilisons également ceci pour retrouver la lemniscate.
C’est une podaire d’hyperbole équilatére lorsque le point O est au centre.
Il faut donc, avoir pour lieu des centres I'hyperbole équilatére de centre O
dont 'un des foyers est A. La figure symétrique par rapport au point I est
Phyperbole équilatére de centre A dont un foyer est O. L’autre foyer est le
point A' (— 2a,0). I faut donc partir d’'un’cercle qui est précisément le
cercle directeur. Le centre est A' et le rayon a\/ 2. Le calcul est d’ailleurs
immédiat.

Remargue 2. — On peut également utiliser la génération par cercles pour
la construction des tangentes. Le cas de la strophoide est relativement
simple.

Cyclique da point double globalement conservée. — Donnons- -nous une
conique C quelconque comme lieu des centres. L’enveloppe des cercles est
une cyclique T'. Appliquons la transformation. On obtiént une courbe [
dont le lieu des centres est la conique C’ symétrique de C par rapport au
~ point I. Donc I" est aussi une cyclique 4 point double. Si on veut que I’
et T" soient confondues, il suffit de choisir la conique C de facon qu’elle
ait pour centre 1. On a alors une cyclique globalement inchangée. Géomé-
triquement le. point O occupe une position quelconque par rapport 4 la coni-
que. Donc la cyclique envisagée est la plus générale du 4° ordre. Si M est
un point quelconque de la cyclique, son correspondant M’ est aussi sur la .
cyclique. Or M et M’ sont sur le cercle de centre A; donc la médiatrice
de MM' passe par le pomt fixe A. D’ou le resultat : soit une cyclique a
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point double O du 4° ordre et une sécante variable MN qui pivote autour de
O : la médiatrice de MN passe par un point fixe A.

Remarque 1. — Ce résultat est d’ailleurs une conséquence de la définition
des cycliques du 4° ordre a point double comme inverses de coniques.
‘Soient C une conique quelconque, O le pole d’inversion (non situé sur C),
I’ la cyclique inverse de C, m et n deux points de C alignés avec O, M et N
leurs inverses sur I'. ‘

L’inverse du milieu I de MN est le point i conjugué harmonique de O
par rapport a m et n. Lorsque la sécante OMN tourne, i décrit la polaire A
du point O. Donc le cercle de diameétre Oi passe par un point fixe a, pied de
la perpendiculaire abaissée de O sur A. L’inverse de-ce cercle est précisé-
ment la médiatrice de MN. Donc celle-ci passe par le point fixe A inverse a.

Remarque 2. — 11 n’est pas sans intérét de noter que la construction
géométrique du début, suivie d’'une inversion de podle O, fournit un moyen
pour transformer un cercle quelconque (ou une droite) en une conique :
le cercle (ou la droite) est d’abord transformé en une cyclique et cette der-
niére est transformée en une conique par I'inversion.

-Remarque 3. — Si, dans la construction du début, on remplace le cercle
de centre O par une sphére de centre O, on obtient une transformation de
I’espace transformant les sphéres ou les plans en surfaces cyclides a point
double (du 4° ou du 3° ordre). : '

Il est bien connu que la correspondance des sphéres ou des plans et
des cycliques a point double, peut étre réalisée d’une infinité de fa-
¢ons. La simplicité du point de départ nous semble cependant justifier les
développements qui précédent.




