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ANNALES

FACULTE DES SCIENCES
DE L'UNIVERSITE DE TOULOUSE, . |

POUR LES SCIENCES MATHEMATIQUES ET LES- SCIENCES PHYSIQUES.

THERMODYNAMIQUE

~

QUELQUES PARTICULARITES .
DES DEPLACEMENTS DE L'EQUILIBRE ET STABILITE

Par A. LifnNarp.

INTRODUCTION

1. — Je me suis proposé en entreprenant cette étude sur les déplacements-
de I'équilibre de rechercher comment se comportent, dans un déplacement de
I'équilibre, les diverses grandeurs selon qu'elles appartiennent, d’aprés la dis--
tinction introduite par Gibbs, au type des « extensités » ou des « intensités ».
L’examen d’un assez grand nombre de cas particuliers met en évidence une

différence trés nette sur les propriétés a cet égard des deux sortes de grandeurs..

Ainsi qu’il est rappelé au Chapitre 11 auquel je renvoie pour les détails, les
physiciens ont été amenés a distinguer deux temps dans les déplacements
d’équilibre chimique provoqués par la modification d’un facteur de I'équilibre..
En raison de la viscosité présentée par les réactions chimiques, la modifica-
tion du facteur d’équilibre ne fait d’abord varier en un temps trés court que

I



2 A. LIENARD.

les grandeurs physiques (T, p, v, ..-). Ce n’est qu'au bout d’'un second temps -
plus ou moins long qu’il s’établit un nouvel équilibre chimique entrainant une
nouvelle modification des gréndeurs physiques ayant déja varié au premier
temps.

Tandis que, dans les conditions précisées au chapitre II les variations des
extensités sont de méme sens au premier et au second temps, celles des inten-
sités correspondantes sont de sens contraire, la seconde variation étant moins
importante que la premiére, de telle sorte que la modification subsistant fina-
lement est du signe de la premiére variation.’

La loi trodvée peut étre qualifiée d’empirique ou de statistique puisqu’elle
consiste 2 déterminer ce qui se passe dans un certain nombre de cas partfcu-
liers. '

Elle présente d’ailleurs des exceptions et nous aurons a rechercher et a dis- -
cuter les raisons de ces exceptions. A défaut d’avoir obtenu des résultats cer-
tains a cet égard, il n’est pas sans intérét, semble-t-il, de signaler une loi sta-
tistique présentant un certain caractére de généralité.

Il est bien connu aujourd’hui que les phénoménes de déplacement de I'équi-
libre n’exigent pas l'introduction d’un troisiéme principe de thermodynami-
que. Ces phénoménes sont en relation avec les conditions de stabilité, con-
ditions que les deux principes de la thermodynamique suffisent a déterminer.
1i y a toutefois deux points que I'on néglige souvent.

Il est d’usage assez courant dans I'étude des problémes ot intervient la sta-
bilité de I'équilibre, d’admettre pour simplifier que les conditions de stabilité,
monothermique sont toujours satisfaites, bien qu'’il soit parfaitement connu
que la stabilité dans un équilibre adiabatique n’exige pas des conditions aussi
sévéres que pour un équilibre monothermique.

Il est egalement d’'usage d’opérer comme si I'état homogene d’un corps était
de lui-méme stable alors que I'état homogéne n’est stable que sous certaines
conditions et qu'il y a méme bien des cas, comme nous le verrons, ou les con-
ditions de®stabilité de I’état homogéne suffisent 4 assurer complétement la
stabilité.

Il m’a semblé indispensab]e pour cette étude de ne considérer comme sa-
tisfaites, dans chaque probléme particulier, que les conditions de stabilité né-
cessaires d’aprés les conditions d’expérience que I'on suppose réalisées et en
particulier, lorsqu’il s'agit d’équilibres adiabatiques, de ne considérer que les
conditions de stabilité exigées dans un tel équilibre. Inversement, je ne né-
glige pas les conditions assurant la stabilité des états homogenes dont je tien-
drai compte entierement.

2. — L’application des lois de la thermodynamique aux équilibres chimi-
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- ques souleve un certain nombre de difficultés ou nécessite I'introduction

d’hypothéses convenables. M. Jouguet a mis.en évidence ces dlfﬁcultes et

- hypothéses dans deux mémoires fondamentaux (*).

Je ne reviendrai pas sur les points discutés par M. Jouguet ou je ne pour-
rais que reproduire ce qu’il a dit et je renverrai le lecteur aux deux mémoires. -
precltes en signalant les points qui me paraissent les plus 1mportants pour ce
qui concerne I'application au présent travail.

I note. § 20 4 23. Sur la définition de U et de S pour un état quelconque ;

~ nécessité de supposer I'existence d’une transformation réversible; c’est-a-dire
-de supposer la possibilité de rendre réversible tout phénoméne physique ou

chimique et, pour cela, de I'équilibrer. Enseignement de I'expérience a cet
égai‘d : Postulat de I'explication thermodynamique des phénoménes chimi-
ques (Dubhem). - e
§ 24. Potentiel thermodynamlque d’un systéme comportant plusieurs pha-
ses. Forme_de Gibbs. )
~ § 36. Nécessité de supposer que les volumes sont sans viscosités.
- § 51. Distinction entre une rupture et un déplacement de ’équilibre.

-Mémioire sur la stabilité séculaire. .

§ 80 é'QO Stabilités monothermiques et isotermiques. Travaux de Duhem
et de Robin, -

-§ 91-a 105. Stabilité adiabatique et stabilité monothermique ;

§ 106. Conceptions diverses de la stabilité.

Dans\ses études sur la stabilité, M. Jouguet fait intervenir I'influence de
Iinertie, des effets de viscosité et suppose I'existence de forces gyroscopiques
en plus de celles admettant un potentiel. Etant donné le but particulier pour

. lequel j’aurai a utlhser les conditions, je ne supposerai aucune de ces influen-

ces sup,plementalres et ne tiendrai compte que des conditions de minimum

~pour les potentiels mécaniques et thermodynamiques.

Je commencerai par rappeler ou élablir dans un chapitre préliminaire

.qixelqueé propriétés des-formes quadratiques en exceptant toutefois des pro-

(1). E. Jouget. Deux notes : 1. Sur les principes et les théorémes généraux de la stati-

- que chimique. 11. Sur les lois de la dynamique chimique rélatives au sens des réactions:

irréversibles. Journal de 'Ecole Polytechnique, II=¢ Série, 21me Cahier (1921), pages-

. 6124194

E:Jouguet. Sur la slabilité séculaire. Journal de I'Ecole Polytechnique, IT=e Séne,

. 27me Cahier (1929), pages 205 a 339.

" Voir atssi E. Jouguet. Sur les équilibres semi-indifférenis. Annales des Mines, 1923,
Série 3, et Mécanique des Explosifs, Paris (Doin) 1917, livre I, chap. I et note I en fin:
de volume.
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priétés aussi connues qﬁe le sont la « loi d’ineriie » et les conditions nécessai-
res et suffisantes pour qu'une forme quadratique soit définie positive, ¢’est-a-
dire soit positive et non nulle pour tout systéme de valeurs des variables
autres que le systéme 0, 0, ...

Le lecteur peut sauter en premiére lecture ce chapitre préliminaire etne s’y
reporter par la suite qu'autant qu'il voudra vérifier les calculs ou effectuer
des calculs analogues sur d’autres cas particuliers. E

Dans le chapitre suivant, portant le numéro I, j’établis les conditions pour
qu’un état homogéne soit stable. Je montre en particulier que les conditions
sont exactement les mémes que 1'équilibre soit réalisé adiabatiquement ou
d’une facon monothermique, contrairement & ce qui concerne la stabilité sous
f'influence des forces extérieures.

Enfin dans un dernier chapitre j'utilise les résultats obtenus & 'examen du
probléme que je m’étais posé. Nous verrons que les régles dont on constate

Texistence ne présentent pas un caractére de généralité absolue : elles ressem-
blent, a cet égard, a quelques autres lois de la thermodynamique telles que les
principes du travail maximum ou du volume maximum.

Peu de temps avant sa mort, M. Jouguet avait bien voulu-lire en minute le
le présent travail. Je lui conserve une vive reconnaissance pour la peine qu’il
a prise et pour les observations trés pertinentes qu’il m’a communiquées. Elles
m’ont permis d’apporter diverses corrections et d’importantes modifications.

CHAPITRE PRELIMINAIRE

Quelques propriétés des formes quadratiques utilisées dans les chapitres
I etll. '

3. Proposition 1. Soit la forme quadratique @ n variables
_ F e 1 ik .
1) =pdpr X (a; = ay)

de discriminant

A={aiki_

Si A est différent de zéro, la forme quadratique

11 2
@:‘5‘—; da,, Ui Yy

o/

comprend le méme nombre de carrés positifs et de carrés négalifs que la forme
. primitive F. .



DEPLACEMENTS DE L’EQUILIBRE ET STABILITE. 5

- ‘Les e'xpressfons écrites pour F et pour & supposent qu'il est fait applica-
tion de la convention de sommation en usage en calcul tensoriel
Donnons nous entre les x et les y la relation

{2) ‘ - Yy, = axi'=aikx'

‘Grace a 'hypothése A == 0, le systéme (2) est résoluble par rapport aux x".

- .On peut donc tdujours déterminer les a* par la condition queles y; prennent

des valeurs choisies arbitrairement. En résolvant, il vient

o L8
(3) i A (\aik ‘iA

Permutons dans (2) les indices iet k en nous rappelant que a,, = a;;. Nous
-obtenons :

(4) ' ' Ay x = Y-

Multipliant membre & membre (3) et (4), en appliquant toujours la convention
- «de sommation, il vient ' :

. A
a, X =
ik x A a aik

Y Yis

5‘ c’est-é-diré F = ®. Les formes F et @ se transforment donc I'une dans I'au-
* tre par la transformation (2) et son inverse (3), d’ott résulte I'égalité des nom-
~ bres de carrés positifs et de carrés négatifs dans F et ®.

4. Conséquente. Supposons en particulier que la forme F ‘soit définie posi-

.‘3tive. Alors A est positif et on peut considérer au lieu de ¢ la forme

QA
Ay

o' =

yi yk’

NI -
o~/

-qui est définie positive comme F. ®’ peut se mettre sous la forme

0 yo yk yn
- e
5 S O

Y
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11 suffit de développer le déterminant par rapport aux éléments de la
~premiére ligne ou de la premiére colonne pour vérifier I’identité des deux
formes. On peut ainsi énoncer la proposition suivante :

Proposition II. — Si un déterminant A d’ordre n posséde les propriélés du
discriminant d’une forme définie positive, toute expression obtenue en bordant
symétriquement A avec une ligne ef une colonne identiques dont le premier élé-
ment est zéro constitue une forme quadratique @ n variables qui est définie

négative.

5. Proposition 1II. — Supposons les variables ' liées entre elles par une
relation linéaire homogéne.
6) bt =0,

3

auquel cas la forme F peut étre ramenée & une somme de (n — 1) carrés-

seulement au’ lieu de n. Considérons le déterminant A’ & (n + 1) lignes et
(n 4+ 1) colonnes

@ - . A==

formé d’une facon analogue au déterminant (5).

Je dis que, compte tenu de la relation (6) et a condition que A' ne soit pas nul,
les nombres de carrés positifs et de carrés négatifs de F sont respectivement égaux
aux nombres de permanences et de variations de la suite des n quantités.

24 A A A

’ 3
da, day; . ..

!

®) ’a, 'daga;. .

Tous les termes de (8) sont des mineurs symétriques de A’ contenant la.

premiére ligne et la premiére colonne de ce déterminant.
‘ 0 b,
bk akk

Le dernier terme de la suite (8) est de la forme —

1l est égal 2 b,*, positif par conséquent si b, est différent de zéro.
Si aucun des coefficients b, n’est nul, ordre des variations successives
donnant les termes de la suite (8) est indifférent. Mais si certains coefficients.
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- b; sont nuls [ils ne sauraient I'étre tous, sans quoi la condltlon (6) disparai-

*‘trait], il faut opérer dans un ordre tel que le b, du dernier terme de la suite

_{8) soit différent de zéro, grace a quoi ce dernier terme sera lui-méme différent
de zéro et positif.

Puisqu’il y a toujours au moins un coefficient b, non nul, nous pouvons

- :supposer les indices. 1 4 n affectés aux ' dans un ordre tel que, en particu-

. lier, le. coefficient b, ne soit pas nul. Supposons qu’il en soit ainsi. Nous
tirons de (6)

\*‘(6’) :1;!=—F-x =—~Z x . (1,k=2,3,,n)

Substituons cette valeur dans F aprés avoir mis en évidence dans F les
termes contenant 1 :

‘ 1 . . .
F=§ ga“x'xi +a£,x‘x4+a‘,‘xix?+aikxt:pkg. (G, k=23,..))
" Nous obtenons, toutes réductions faites,

g__g a, b+ba +a“bb:bk

§£ﬂ. (G, k=23,..)
Nous notons F pour marquer le changement des variables qui ne sont
plus qu’en nombre n — 1.
_Le discriminant 5 de & est d’ordre n — 1 et a pour terme général

a,b.+b, a, a, b b
a, — kb k - k.

Je dis que I'on a

Pour nous en rendre compte, je transforme A’ en retranchant des éléments
-de chaque ligne autre que les deux premiéres les éléments de la deuxiéme

ligne, multipliés par % . A’ prend la forme
) 0 b b,
v qu au ack
' — — ] all b, al b‘
A= 0 a, b, a,, — lk),
a a“ b' a; alk bi
" b, D,
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Retranchons de méme des éléments des diverses colonnes, depﬁié la troi-
sitme (k=2) jusquala (n + 1)eme et derniére (Ic =n), les éléments de la

'demueme colonne (k = 1) multipliés par —b—" . Nous obtenons finalement

b

4

o7

Et non seulement il y a ce rapport simple b, entre A'et?, maisilya ce

N

méme rapport entre les mineurs de &' et de 3 tels que

A PLa
: e
da; day; ... dag, day; ...
pourvu que I'on ne donne aux i,j,... que les valeurs 2,3,...,n aVYexclu-

sion de la valeur 1, On voit ainsi que la suite

(dont le dernier terme est égal a 1) présente exactement les mémes nombres
de permanences et de variations que la suite (8). La proposition énoncée en
_résulte immédiatement.

Si en particulier on désire que la forme F soit définie positive, non pas
pour toutes les valeurs des variables x* mais seulement pour celles satisfaisant
a la relation linéaire homogene (6), il faudra écrire que A’ et les autres termes
de la suite (8) sont tous positifs, (soit (n — 1) conditions, le dernier terme de
(8) étant essentiellement positif comme on a vu).

6 La proposition III s’étend facilement par récurrence au cas ou les ¥Varia-
bles sont liées par plusieurs relations linéaires _homogénes indépendantes.
Supposons par exemple qu’il y ait une seconde relation ¢, x' = 0. Cette rela-
tion sera indépendante de la premiére s’il existe au moins un déterminant

ci €
b, b,
obtenu en bordant deux fois le déterminant pr1m1t1f A, ce qui doune

qui ne soit pas nul. Dans ce cas le déterminant 4 considérer sera
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\ ,, 0 0 ¢ ¢ c
| v 0 0 b b b, ,
® - ‘A"=(_T ) P
e .
¢, b,

e,

Le“der‘nier terme de la- suite (8) pour A’ est le déterminant du 4™ ordre

e

.. 7 A 0 0 ¢ ¢
ey m . 0 0 b, b,
‘10) - , tle b oa, a,
b, b, a, ay !

. égal A ‘
ce dermer terme de la sulte (8) soit positif et non nul.

- 1. Les résultats auxquels nous venons de parvenir permettent de retrouver
la proposﬁlpn H, Supposons en effet que la forme (1) soit définie positive pour
toutes les valeurs des variables. Elle le restera si I'on s'impose entre des varia-

bles une relation ‘quelconque du type (6). Par conséquent, en vertu de la pro-

i posrhon HI, la quantxté — A’ [Eq. (7)), obtenue en bordant le discriminant A
- d’une forme définie positive par une ligne et une colonne composées des
E vmémes éléments 0,b,, b, ... est essentiellement négative, a la seule
condition (nécessaire pour que la proposition III soit valable) que les termes

b, e soient pas tous nuls.

' ) hon 1L

Il'n’y a plus qu'a- écrire y; au heu de b, pour retomber sur la prop051-

- Au lieu d’mtrodulre entre les variables une seule relation, etabhssons en
v deux "b{a‘ =0 et ¢ a'=0. Le méme mode de raisonnement montre que-
" tout déterminant\de la forme (9) (§ 6) est essentiellement positif et non nul &

~ 'kla condition :

10 Que le détermmant A posséde les proprletes des discriminants des
l‘ormes définies positives.

-~

1" Que les détermmants % S| ne soient pas tous nuls, c’est-a-dire a la

- b, b,
- condltxon que les b et c, ne soient pas proportionnels entre. eux.

Y
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8. Un cas particulier intéressant pour la présente étude est celui ou la
<condition (6) est de la forme

(1

avec a,, 4= 0. On a dans ce cas

~s

F

xl

=0

o/

bi =a, =4a;.

L’expression (7) de A’ peut alors étre simplifiée. Retranchant les éléments
«de la seconde ligne de ceux de la premiére, puis ceux de la 2= colonne des
£léments de la 1™ colonne, il vient

—a, 0 0 0
0 a, aq,
(12) A== — > L= au. A.
‘ 0 a, a, 4
0 ann

On démontre de méme que les mineurs de A’ par rapport 4 des éléments
-de la diagonale principale autres que q,, sont égaux au produit par a,, des
mineurs correspondants de A; F est définie positive pour les valears des
wariables satisfaisant 4 (11) si A et ses mineurs successifs sont du signe de a,,.

-

\




~ CHAPITRE I

Equilibres thermodynamiques stables.

9 Les coriditions d’équilibre et d’équilibre stable d’'un systéme thermody-
.'namlq;le dlﬁ'erent suivant qu’il s’agit d’'un équilibre au contact d’une source
ou d un équlhbre adiabatique, mais ces conditions peuvent étre exprimées.
L une mamere trés symétrique les unes des autres.

. Remarquons tout d’abord que la température est nécessairement uniforme-
‘ ;,,'dans un systéme en équilibre, que celui-ci soit au contact d’une seule source

- isolé adxabathuement de plus dans le premier cas cette température est

" celle-de la source. Si en effet ces conditions n’étaient pas satisfaites, il se pro-
’duiralt des echanges irréversibles de chaleur entre les diverses parties du
‘ systéme (ou entre celles-ci el la source dans le premier cas), échanges incom-

" - patibles avec l’hypothese que le systéme est en équilibre. : .

, Ceci dit nous nous proposons d’établir le théorémé fondamental suivant :

: - So_ii' un systéme, h;omo;]éne ou non, soumis a des forces extérieures admettant
un potéhtiel W et possédant upe énergie interne U et une entropie totale S,

. suppdsées e:tprimées au moyen d’'un certain nombre de variables indépendantes x'.

" - Soit T, la température absolue dans I’equzlzbre

n Les conditions d’équilibre sont d’abord

.7~‘(l‘3) © Soit: T, = température de la source, Systéme monothermique
’ (14) Soit : U+ W = = (U + W) initial, Systéme adiabatique
.. a qual sa_]oute la condltlon
(15) po d(U+W)—T dS=0
P .

quz doit étre reallsee pour tous Ies systémes de valeurs des variations dx' imposées
aux variables &' partir des valeurs d'équilibre.
"Ny ‘aura en outre stabilité si Uexpression

_‘.'(16) T U+W)—T.d'S,

qui est une forme quadrathue des dx', est définie positive :
. (17) Soit pour tous systémes de valeurs des da* (Systemes monothermiques).
" (18) Soit seulement pour les systémes de valeurs tels que dS =0 (Syst. adiab. )-

. La proposztzon est valable, que les variables x' forment ou non un sysléme de
o ,uarlables normales. '
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Nous distinguerons pour la démonstration suivant qu'il s'agit d’un’ équili-
bre monothermique ou d’un équilibre adiabatique.

10. Systéme au contact d’une source. — Le théoréme énoncé est une consé-
quence immédiate du théoréme de Gouy qu’il est tout indiqué d’utiliser ici ¢:
<« Quand un systéme ri’échange de chaleur qu’avec une seule source a tempé-
rature T,, le travail maximum (ou énergie utilisable) qu’il est susceptible de
produire en passant d’'un étal & un autre, a pour valeur la diminution de la
quantité U — T,S pendant la transformation ».
© Comme le travail produit contre les forces extérieures est égal a I'augmen-
tation du potentiel, on aura pour toute transformation réalisable

final - inif.
(] <[o-s]
init. final

ou |
N - init.
- [U+W_T,s] 0.
final
On sera par suite assuré qu'un certain état constitue un équilibre stable si
1a fonction U+ W — T,S est minimum dans cet état. Or, au troisiéme ordre
prés, 'accroissement de U+ W —T,S a pour expression

d(U’+W)——TodS+%|:d‘(U+W)—T,d’S],

d’ott résultent immédiatement la relation (15) et la condition que la forme
quadratique (16) soit définie positive. ‘

11. Soit n Ie nombre des variables «'. Suivant les eas, la température T
figurera parmi les variables &' ou au contraire sera une certaine fonction de
<es variables. ' »

L’équation (13) fournit une condition, la relation (15) en fournit n, autant
que de différentielles dx’. Nous avons donc en tout (n + 1) équations pour
déterminer les n inconnues x' d'un état d’équilibre. Mais, en réalité, les
(n + 1) conditions se réduisent a n car fes n conditions déduites de (15) ne
sont pas indépendantes. Considérons en effet un systéme de variations
virtuelles dx’ ‘tel que tout reste en repos sans diffusion ni réaction chimique,
1a température variant seule. Puisque tout reste en repos, d W estnulet dU
se réduita dQ ou encore TdS au second ordre prés, une transformation a
Ia fois isochimique et sans déplacement ni déformation ne pouvant comporter
aucun phénomeéne, irréversible (°).

(1). Cf. E. Bloch, Thermodynamique et mécanique, Journal de Physique 1912,
pages 820, 912 et 988. ~ ‘
(2). Cf. Jouguet, Mécanique des explosifs, § 52, page 47.
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La relation “(15)-esi donc satisfaite identique;nent pour ce syétéme de valeur
des dx’. Crest pourquoi la relahon (15) ne donne en fait que (n — 1) condi-
hons drstmctes. ‘

SR 12 Sy:téme isolé. — Lorsque le systéme est isolé adlahathuement il
n’échange d’énergle avec Pextérieur que par production ou absorptian de
~ travail, d’ou résulte la relation (14)(*). Pour toute modification satisfaisant a
- A14), le. deuném& principe montré que I'entropie ne peut que croitre : on a
-'58 $0..Un ralsonnement classique’ indique que si' I'on a ldenthuement
PR .48 <0 pour n "impgprte quelle modification satisfaisant a (14),. toute transfor-
i "~ mation est impossible et I'équilibre est stable. Dans le langage de la géométrie
_# plusieurs dimensions, le fait que 3S doit étre négatif pour U+ W = C”
- revient a dire que aux environs du point d’équilibre, la surface (14) est toute
_entiére du méme coté de la surface S = C”. Si donc toutes leg dérivées par-
!trelles de U‘+ W par rapport aux &' ne sont pas nulles (point ordinaire) on

- doit avoir les proportions

N U+ W) a(U+W) )
S T .
_/r - -—————————as ...... —_ bS — ey
dxt 2t

~ .d’out résulte la relation o
”‘(19)w ' ' d(U+W)—1dS=0, ,
X étant la valenr commune des divers rapports; la relation doit étre satlsfalte
quelles que’ soient les variations dx', ..., dx', ... Je dis d’ailleurs que ) est
preclsement égal A la température absolue T,. Cela résulte de la remarque
- faite au § 11 que d(U+W)—T,dS est nul pour une modification a tempé-
a'ature seule vanable ‘L’équation (19) ne peut donc étre satisfaite pour cette
modlﬁcatlon parhcuhere (pour laquelle dS est nécessairement différent de
zéro), que si-A =T,. =
" Passons a la stabilité. Aux environs du point d’équilibre I'accroissement’
de U 4+ W au 3eordre prés est
e R | 'd(U+W)+ @ (U +W)

Aet de meme celul de S est

1.
dS +5d'S.

D ol, compte tenu de (15) l'accroissement A de U+ W — T, S est

.

: [d‘(U+W)—T d*s].

* (1). Pai indiqué au § 2 que je néglige Iinfluence de Iinertie.
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Or, U+ W est invariable pour tout déplacement sur la surface (14) ou A
se réduit, au facteur — T, prés, a laccroissement de S. Comme la stabilité
exige que cet accroissement de S soit négatif pour U + W = C*, on voit que
d* (U + W) —T, d*S doit étre une forme quadratique des dx' définie positive
pour tout systéme de valeurs des' dx' satisfaisant a d (U + W) =0 ou ce qui
revient au méme, vu (15), pour tout systéme de valeurs des dx’ tel que dS=0.
La proposition est établie: .

Dans le cas particulier o S figurerait parmi les variables «', la relation
2U
2S .
serait identiquement nul de sorte que la, condition (16) se réduirait &
d* (U + W) > 0 pour dS =0, ce que nous écrirons

(15) se réduiraita ds (U + W) =0, car T = dans ce cas. De plus, d'S

(20) : _ d's(U+W)>0,

I'indice S indiquant que la variable indépendanie S est laissée constante

dans la différentiation.

13. Cas de liaisons unilatérales. — L’énoncé du théoréme fondamental du § 9
‘et 1a démonstration qui en a été donnée supposent que toutes les variables x*
dont dépend I'état du systéme peuvent varier dans les deux sens a partir des
valeurs prises par ces variables dans I'état d’équilibre. Or il n’en est pas tou-
jours ainsi : Prenons un exemple de cas analogue en mécanique et comparons
I'équilibre d’une bille pesante, engagée sans frottement dans un tube courbe
de méme diamétre, avec celui de la méme bille posée au fond d’une encoignure.

Dans le premier cas, le travail virtuel de la pesanteur est nul, au second
ordre prés, pour tout déplacement de la bille compatible avec la liaison, les
termes du second ordre devant seuls étre négatifs et non nuls pour que I'équi-
libre soit stable. Dans le second cas, au contraire, il y a un travail du 1 ordre
non nul pour tout déplacement compatible avec la liaison, travail qui n’en
garde pas moins un signe constant assurant la stabilité grace a la forme
spéciale du support. :

Or, lorsqu'un systéme thermodynamique comporte plusieurs phases, des
circonstances analogues penvent se présenter en ce qui concerne les concen-
trations : lorsque I’équilibre est atteint avec des concentrations qui ne sont ni
nulles, ni égales a l'unité, ces concentrations sont susceptibles de varier dans
les deux sens comme il avait été supposé implicitement dans le théoréme

_fondamental.

Mais il arrive souvent que certaines concentrations soient nulles ou égales.

a 'unité, de sorte (jue la diffusion ou les réactions ne peuvent produire que des
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variations de concentration dans un sens parfaitement déterminé. Dans ce cas
le théoréme fondamental doit subir la légére modification suivante-: il n’y a
plus a distinguer les termes du 1°" ordre d (U + W) — T, d S et ceux du second
cordre, d*(U +W) — T, d’S, il n’y a qu'a considérer la seule expression
8 (U4 W) —T,3S et c’est cette expression qui doit étre positive pour toutes
variations compatlbles avec-les liaisons imposées aux variables x a partir
-de Pétat d’équilibre.

Dans le cas ou la liaison ne serait unilatérale que pour quelques variables
mais non pour les autres variables, ce n’est que pour les premiéres qu'il
suffirait de s’en tenir aux termes du 1¢* ordre. Pour les autres variables, il
faudrait considérer la différentielle seconde d* (U + W) — T, a*S.

14. Comparons les résultats obtenus pour I'équilibre monothermlque et
T’équilibre adiabatique.

En ce qui concerne d’abord les relations fixant la position d’équilibre, il
n’y a de différence que pour les relations en termes finis [Equation (13) et (14)]
-qui donnent, I'une, la valeurde T (équilibre monothermique), 'autre la valeur
de U+ W (équilibre adiabatique). La relation (15) est au contraire la méme
dans les deux cas. Tout équilibre monothermique peut donc étre transformé
-en un équilibre adiabatique en isolant le systéme. Inversement, tout équilibre
adiabatique peut étre transformé en un équilibre monothermique en mettant
le systtme en contact avec une source dont la température soit précisément
-celle qu’avait le systéme dans I'équilibre adiabatique.

En ce qui concerne la stabilité on voit que dans les deux cas c’est la méme
forme quadratique qui doit étre définie positive pour que la stabilité soit
.assurée. Mais tandis que, pour I'équilibre monothermique, la forme doit étre
définie positive pour toutes valeurs des dx', il suffit, pour I'équilibre adiaba-
tique, que la forme soit définie positive pour les sysiémes de valeurs des dx*
tels que dS = 0. Il résulte de la que la stabilité est plus facile 4 ebtenir pour
I'équilibre adiabatique que pour I'équilibre monothermique et qu'un état
-d’équilibre parfaitement stable adiabatiquement peut cesser de I'étre si on le
réalise d'une maniére monothermique.

D’ou provient cette différence importante entre les deux genres d’équilibre ?
Pourquoi, en particulier, ne suffit-il pas pour la stabilité monothermique que
d'(U+ W) —T,d'S soit définie positive pour les valeurs des dx' telles que
dT =0, de méme qu'il suffit qu’elle le soit pour les valeurs des dx' telles que
.dS =0 dans I'équilibre adiabatique? La différence provient évidemment de
-ce que, malgré la présence de la source i une température bien déterminée
T,, on ne suppose pas a priori que T reste égala T, dans toute variation
imposée tandis que, pour lequlllbre adiabatique, on suppose que Ia
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somme U + W resle rigoureusement constante dans n’importe quelle
modification. Or, on pourrait parfaitement concevoir que des perturbations.
imposées ne respectent pas la constance de U + W.

N’y aurait-il pas lieu de tenir compte de ce fait tout aussi bien que de la:
possibilité d’influences extérieures modifiant les températures dans I'équilibre-
monothermique ? ' ’

La réponse a cette question a été fournie par Duhem(*). Il a montré que,
méme si la perturbation iniliale ne respecte pas la relation supplémentaire, les.
conditions de stabilité qu’il énonce ne cessent pas d’étre suffisantes et néces-
saires mais il y aura dans ce cas un amortissement imparfait.

Je reviendrai sur la comparaison des conditions de stabilité monothermi-
que et adiabatique aux §§ 22 et 23.

" Applications du théoréme fondamental.

I. — Systéme comportant une senle phase.

15. Nous considérons d’abord un systéme formé d’'une seule phase fluide,.
laguelle peut étre soit un corps pur, soit un mélange de corps capabfes ounon
de réagir les uns sur les autres dans les conditions de 'expérience.

Dire quil y a une seule phase, c’est dire que, dans I'état d’équilibre,.
toutes les masses partielles sont identiques entre elles comme nature et con-
centrations des divérs constituants ainsi que comme températures et volumes.
spécifiques. Mais nous ne supposerons pas qu'en cas’de perturbation les
diverses parties conservent mémes températures et mémes volumes spécifiques.
ni des concentraiions égales et nous chercherons a quelles conditions I'état
homogéne est un état stable par rapport aux états pertarbés. '

.16. -Commencons par étudier I'équilibre monothermique. Jadopterai
comme variables la température absolue T, le volume spécifique o et les.
concentrations 8,, rapports de la masse d'un constituant 4 la masse du
mélange. S'il y a n constituants mélangés, il suffit de considérer (n — 1)
concentrations car il est évident qu’il y a entre les n concentrations la relation:
Ei =" 5 =1 |

i=1
" Soit F (T, g, 8, le potentiel termodynamiuue U — TS de I'unité de masse
et soit p la masse totale. Dans I'état d’équilibre T, o, 8,,, I'’énergie interne et

I'entropie ont pour expressions
2F 2
— T et — (_)
P‘ [g ‘\ T — Tv Tys Bai ' p‘ D T,, Gys Laie

(1). Voir E. Jouget : Stabilité séculaire § 94 et 95.
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T Dans un état perturbé, une masse elementalre dp est a la température
"F,+3T et posséde un volume spécifique o, + 35 et des concentrations
.~ B, +-38;. Soit d’autre part W (v) le potentiel des forces extérieures exprimé
o ~ au moyen du volume total v, lequel vaut us, (état homogéne) ou .

= . f (s, +50‘)dp. (état perturbe non homogéne). Les dérivées de W(v) seront

E i .deslgnes par les lettres W' et W”, .
SR Calculons les expressions d (U + W) — T,dSetd(U+ W) — T, d*'S qui
figurent dans le théoréme fondamental. Les résultats du calcul sont :

X ' ) " - Dg ; - R "
VT(I-(U—}-W‘)—TodS:/ (dfﬁ-_——TdT>dp.+W ./O-Foc'd‘u:-[‘(drf}—i—W'as)dp,

»_0
=( )/ SUdp.—I— B.Bidp.,

‘aBol
. et

‘ d’(U+W)*—"T9'd=SZ'/‘¥ (d’9—2d( g) dT d}L—}—W'I:/ ocdp.]
' ’ . T a7 .
S Ll gl f]
= gr".a"/-gST’ d.}k+9a:nv/o‘*3c’d}’-‘f- 25"0.,‘3.1'[“868311(1}"+g'5'iﬂ.kfpapiaﬁkd{k+W” [/F%dy.:".‘

I est possible de faire sortir les facteurs J'.,, ..., ' ,, des signes d’in~

~ tégration parce que ces facteurs sont les mémes pour toutes les masses dp.

Je fais d’autre part comme au chapitre prélimentaire la convention de

sommation adoptée en calcul tensoriel pour les indices muets (indices figurant

- une fois en bas et une fois en haut dans un produit de facteurs. Ici les indices
muets sont les indices i et k -des concentrations).

. Ilya lien ‘de remarquer que, en raison des changements de concentration
- par diffusion ou réaction, les masses dy n’ont pas d’individualité subsistant

dans_ le passage de ’équilibre & un état perturbé. La masse totale f dp seule
reste invariable. '

17. Mettons en évidence les valeurs moyennes 3§, s et mp des 3cetdp,.
" Pour cela nous poserons

[

@) . = se=3,5473c 58, = 3,8, + 3',

4
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d’ou il résulte
) /‘“3"‘ p=0 /.ﬁglﬁidu=0-

Nos équations prennent la forme

@4 d(U+W) =T, dS = p(Fo, + W) b0+ 1 T, 3, b,
(U W) — Ty d* S = (0 T+ 17 W5, 2 T 555 B - F i B B3

» ® 1 , , LU
(25) _g"T":[ BT’dP‘.*_g""’i./g- Blc’d‘*+2g”“n?‘ni[ a’capidp‘_‘_gfmi?.k»/o'.oBiopkdp"

Les variations 3, et 3’ sont ainsi complétement séparées dans des termes
différents. ‘

Distinguons mainterant suivant qu’il s’agit-d'un mélange de corps incapa-
bles de réagir les'uns sur les autres dans les conditions de I'expérience (par
exemple un mélange O et N* ala température ordinaire) ou au contraire sus-
ceptibles de réagir.

Les conditions d’équilibre se présentent sous une forme un peu différente.

a) Mélange simple. Dans le cas d’'un mélange simple, les masses totales de
chaque constituant sont invariables. Les 8, sont alors déterminés par les -
masses de chaque corps employées pour constituer le mélange et les 3,8, sont
nécessairement nuls, contrairement aux &'g;,, qui sont seulement astreints a
vérifier la condition (23). Ecrivant que d (U + W) — T, dS est nul quel que’
soit &8¢, la relation (24) fournit la condition unique

g,”o +W = 0’

Cette relation exprime que la pression p, d’équilibre est égale a W'.
La température étant celle de’la source etles B étant fixés comme on vient
de voir, la condition suffit & déterminer la seule inconnue restante s,.

b) Les constituants du mélange ou tout au moins quelques uns d’entre eux
sont susceptibles de réagir. Tel serait le cas d'un mélange des gaz H*, O*,”H*0
et N* qui donne a une température convenable la réaction réversible

2H* + 0* 22 2H®0.
Dans ce cas, les 38, ne sont plus identiquement nuls pour ceux des corps
susceptibles de réagir. Soit, dans 'exemple donné, 5« le nombre de fois que

la réaction joue, en convenant que 3o« est positif ou négatif suivant que la
réaction joue de gauche a droite ou de droite & gauche. On aura alors

wi b =—4%a pd,por=—2323x u3, pmo=+363a.
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e
Seul, 3By reste nul, By se trouvant déterminé dapres les quantltes de
matiéres introduites dans le mélange.
Ik peut arriver que certains corps soient susceptibles de plusieurs réactions. .
Si p estle nombre de réaction distinctes on aura d’'une facon générale pour
les constituants susceptlbles de réagir :

(26) ' p.smﬁi:(:i Sa,. (h:1,2,...,p)

La eonvention de sommation s’applique a I'indice muet h. Si un consti-
‘tuant caractérisé par I'indice i ne participe pas a la réaction «,, le coefficient
'C"; correspondant est nul. Grace a (26), les termes en 8, 8; figurant dans la
“relation (24) deviennent

C' %, 3%,, (ieth, indices muets)

ce que I'on peut écrire plus simplement J',, 32,, en considérant § comme
fonction composee des «, par lmtermedlalre ‘des 3,B,.. La relation (24)
fourmt alors les condlhons d’équilibre

ey o Fo+ W =0.
(28) F'e, = 0. .

La relatlon (27) est la méme que pour les mélanges simples. Quant aux
nouvelles relations (28), en nombre égal au nombre des réactions distinctes,
elles complétent le nombre d’équations nécessaire pour déterminer les para-
.meétres «, dans I'état d’équilibre, et par suite, d’aprés (26), les variations de
masses des diverses constituants depuis la constitution du systéme.

18. Abor_dons maintenant I'étude de la stabilité en traitant de suite le cas
général ou plusieurs des conslituants sont susceptibles de réagir. On remar-
quera que la forme quadratique qui constitue le second membre de (25)
'comprend trois groupes completement mdependants 1° le groupe des termes
en 3,6,8,8; 2° le terme en 3T et 3° le groupe des termes contenant les
' varlatlons 8’. .Chacun de ces groupes doit étre separement défini positif pour
que I'ensemble le soit. Nous obtenons ainsi les conditions suivantes (*) :

@) [T e+ WD+ 2(0F) e, 30 5, + (T are B, B2, 0
(30) — >0

31 ,ao’-/o‘ﬂalc’du.+2g\"°o?0i~/0-‘ 3"73'9{‘1%+3”ﬁoisok-/om3'f3i5'ﬁkd.“>0-

(1) Les 3B, sont des fonctions lméaxres des «,. Grace a cela, on peut prendre
indifféremment les o, oules B, comme variables indépendantes sans qu*il en résulte
de changement dans I’expression des dliferentlelles secondes ni dans celle des
conditions de stabilité.
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Pour écrire (29) nous avons multiplié haut et bas 8,6 par u et écrit sv au
lieu de 1.3,s. Nous avons en outre remplacé les 5,8, en fonction des «,. Le
- produit 1 J est le potentiel thermodynamique de la masse totale.

La condition (31) peut étre simplifiée. Elle est en effet équivalente a celle-
ci : on doit avoir »

(31’) J”"n s*+ 25,%?% sb; + 5”%;‘#01‘ b; bk > 0

quelles que soient les valeurs attribuées aux paramétres s et b;.

Démontrons l’équivalence : il est d’abord évident que, si le 1°* membre de
(31") est une fonction définie positive, l'inégalité (31) en résulte. Inversement,
supposons que le 1°* membre de (31') puisse étre rendu négatif par un choix
convenable de valeurs de s et des b;. Faisons un tel choix, puis prenons

I

(3

&'s o' B,

¢ étant un infiniment petit ayant la méme valeur en tous les points du systéme.
Nous prenons le signe -- dans une moitié de la masse, et le signe. — dans
'autre moitié. Les conditions (23) imposées aux variations 3 et3'; sont
ainsi satisfaites tandis que 1a valeur prise par le premier membre de (31) est

e [ ST+ 28 050 b+ Fauirar Dby 1

quantité négaﬁve_ d’aprés la maniére dont ont été choisies les quantités s et b..
11 est donc bien nécessaire pour la validité de (31) que la condition (31') soit
satisfaite. L’équivalence est établie.

L’ensemble des conditions (30) et (31) pourrait encore étre représenté par
I'inégalité unique
(32) d'r§—F 13T >0
devant avoir lieu quels que soient les 3T, 35 et 58;.

Finalement les inégalités (29) et (32) représentent la totalité des copditions
nécessaires et suffisantes pour que la condition (16) du §9, condition assurant
la stabilité de I’équilibre monothermique, soit satisfaite.

Discussion. — Des deux conditions (29) et (32), la premiére est la seule ou
se manifestent I'influence des forces produisant le potentiel W et celle des
réactions, de sorte que 'inégalité (32) donne les conditions assurant la stabi-
lité de I’état homogéne de la masse en présence d'une source a température
donnée. ,

Si la quantité W’ figurant dans (29) était nulle [cas trés fréquent en prati-
qhe car il en est ainsi toutes les fois que les forces extérieures exercent une
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pression constante P pour laquelle W = Po] et, a fortiori, si elle était posi-
tive, la condition (29) serait nécessairement réalisée toutes les fois que la
condition (32) le serait. Car si le premier membre de (32) est une forme définie
positive ellede reste en remplacant 3T par zéro, les 38; parles_3,8; et ces
derniéres quanltités par leurs expressions en fonction des 3a,. Ce n’est que
pour W' <C0 qu’il y a lieu de conserver I'inégalité (29) et d’en tenir compte.
Et méme dans ce cas cette inégalité n’introduit qu'une seule condition et non
pas (14 p)(*) comme il semble a priori. Car les discriminants des formes
(29) et (31" ne différent que par le premier élémént [(uF)"2 + W'] d’un coté,
et §',: de l’éutre, de sorte que tous les mineurs symétriques des 2 détermi-
nants ne contenant ni la premiére ligne, ni la premiére colonne de ces
déterminants sont identiques entre eux. L’'unique condition a satisfaire en
plus des conditions (32) est donc que le discriminant de (29) soit positif. '

Remarquons encore que I'inégalité (30) ne fait que représenter le postulatum
d’Helmholtz. On voit ainsi que ce postulatum constitue une condition de
stabilité, remarque déja faite par M. E. Jouguet(*).

19. Nous avons toujours supposé jusqu’a présent I'existence de forces exté-
rieures produisant le potentiel W. On pourrait au contraire supposer que -
I'on maintienne constant le volume du corps. L’analyse ci-dessus subsiste
avec les modifications suivantes : les termes en W, W’ et W’ disparaissent
partout et la condition d’équilibre (27) est remplacée par celle-ci : v = valeur
donnée.

La suppression de W’ de J'inégalité (29) fait que celle-ci devient toujours
une conséquence de (31') ou de (32) et qu’il n’y a plus a s’en préoccuper.

20. Passons a I'étude de I'équilibre adiabatique en supposant toujours que
le systéme comporte une seule phase homogéne dans I'état d’équilibre. Les
-explications données a propos de I'équilibre monothermique nous permettront
de simplifier I'’exposé en ne faisant qu'indiquer les différences.

Une premiére différence est que nous prendrons I'entropie comme variable
indépendante au lieu de la température, les autres variables restant le volume
spécifique et les concentralions. L’énergie interne exprimée en fonction de ces
. ‘variables sera représentée par Y (S, s, §;), de maniére a distinguer de la quan-
tité- U (T, o, B;) qui lui est égale. .

Si nous ne considérions que des perturbations respectant ’homogénéité de
toutes les parties de la phase unique, nous n’aurions pour obtenir les équa-
tions d’équilibre et les conditions de stabilité qu'a appliquer les relations

" (1). Je rappelle que p est le nombre de réactions distinctes possibles.
(2). E. Jouguet : loc. cit. Sur la stabilité séculaire, § 105.
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ds (Y + W)=0 et d’s (Y + W)>0 établies a la fin du § 12, mais cette sim-
plification n’est pas possible si nous voulons établir les conditions de stabilité
- de I'état homogeéne.
Une masse du dans un état perturbé posséde I'énergie interne

duX Y (S, +3S,0,+ 80, B +38).

Pour la masse totale, I'excés de I'énergie interne dans I'état perturbé sur
I'énergie a4 I'équilibre est, en ne conservant que les termes du 1° et du 2me
ordre :

. . 1
T’sn/ Bde.+T',o/ BGdy.+T'goi./.%'?)ﬁidp‘—k—-/pd’l’dp.
[ o _ ' o - ] 2 Jo

»

. .
La variation correspondante d’entropie est 3Sdp. d'S estidentique-:
o .

ment nul puisque S est pris comme variable indépendante.

Dans ces conditions, les quantités d (U+ W)—T,dSet d'(U+ W)—T, d*S
de la théorie générale [Equ. (15) et (16)] deviennent, compte tenu de ce que
Y's, est précisément égala T,.

Pour d (U4 W)—T,dS:

(33) T',o.[‘*s'cdp+\°';m. 4"apidg’+W'f”acdp

et pour d* (U+ W) —T,d'S:

(34) - : ["d*r du + W’ I:[u%dp.].

On déduit de (33) les conditions d’équilibre, conditions qui, en vertu des.
relations (39) établies au paragraphe suivant, ne difféerent pas des conditions
(27) et (28) obtenues*pour I'équilibre monothermique. Quant & la stabilité
" nous la déduirons de (34). Développons d’Y et mettons en méme temps en -
¢vidence les valeurs moyennes 3,4, 3,8, et 3, S des variations 3¢, ... ainsi
que les écarts 3's, 3'8, et &'S par rapport a ces moyennes. 3,S et 3’'S se défii-
nissent au moyen d’équations de méme forme que (21), (22) et (23) et qu'’il est

inutile d’écrire.,
‘ ~ Daprés le théoréme général, la stabilité est assurée si Iexpression (34) est
définie positive pour toutes les valeurs des différentielles pour lesquelles la

. ’ "
variation d’entropie totale est nulle. Nous devons donc annuler / 3Sdp.,
o

. clest-a-dire 1.3, S.
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Finalement la condition de stabilité s’écrit
[[J- Y”‘ o + P‘S W”] (Sm 6)2 + 2 * Y"%@ni 8m6 8m ﬁi + P'Y”?‘oipolu am pi 8m p/:

+k/,<'u3"T dp. >0,

Les 3, etd étant complétement séparés, la condition se décompose en

-

-deux autres qu’'on pourra écrire comme il suit :

B3) Yo+ W30 +2 (Yo, 50 81, + (87 pus B, 52, >0
et ’ , " -
(36) ' » 3" Y>> 0.

La relation (35) correspond a I'équation (29) de 'équilibre monothérmique,
équation dont elle ne différe que par le changement de J en Y. Quand a (36)
il correspond a I'’ensemble de (30) et 31) ou encore a I'unique inégalité (32) qui
leur est équivalente. ‘

Comme pour I'équilibre monothermique, la condition (35) rentrerait dans
(36) si le terme en W" n’existait pas ou si W” était positif. Et, dans le cas ou
le terme W" existe mais est négatif, une seule inégalité suffit pour assurer que
la forme quadratique (35) soit définie positive lorsque sont supposées satisfaites

N

les inégalités assurant que 8" Y est définie positive.

21. On peut supposer pour I'équilibre adiabatique comme pour 1'équilibre
monothermique que la condition de faire agir sur le systéme des forces données
soit remplacée par celle-ci : le volume est maintenu fixe.

Il y aurait lieu de répéter dans ce cas ce qui a é1é dit au § 19 a propos de
I'équilibre monothermique. '

Comparaison des conditions de stabilité monothérmique
et adiabatique. ' a

22. La comparaison n’est pas immédiate parce que nous avons utilisé dans

un cas le potentiel F (T, s, 8;), et dans l'autre 1’énergie interne Y (s, s, B,).
Il faut tenir compte des relations entre ces fonctions. Par définition

{37) o Y(S,05)=3T,s, B.-)—T—D—g-
. 3T

.avec

i(38\ — S = 2 F

0T



24 A, LIENARD,

Le systéme (37), (38) constitue une transformation de Lagrange. Les pro- -
priétés connues de ce genre de transformation permettent d’écrire 4

“

(39) Y”S - T > T'fr == g,fr) Y’?f = g@i'\

En différentiant les relations (38) et @9) on obtient de plus les quatre
relations suivantes :

—dS = F'1,dT + F'r, ds + F'rs, dB,
Y1 dS + Y's, do + Y's, dp, = dT
T, dS + Y ds + Yy, dB, = F'r. dT + F'» do + Gy, dB,
Yss, dS + Yop do + Vg dBy = F'rg; dT + F'op, d5 + Foiy d By

(40)

Multiplions les équétions (40) respectivement par dT, dS, do et df;..
Combinons les ensuite par addition ou soustraction. Si d’abord nous les.
ajoutons, nous obtiendrons la relation

(41) &Y =dF +2dSdT

qui nous sera utile plus tard (fin du présent paragraphe).
En changeant lc ‘'signe de la premiére équation, nous obtiendrons au

contraire :
42) ' Y =—FpdT +dr F
qui peut encore s'écrire _

dZY—*dzs,a,pi Tazdg'[g'——d.a,ﬁg g- =

En effet, §'r» dT* est le seul terme qui subsiste dans d*F quand on y fait
ds =0, dB, = 0. On peut donc le noter d*, ;; F.

Quand a d’s,,,s; ¥, il est identiquement nul, car d*Y s’annule quand on y
laisse constantes toutes les variables. En opérant de méme avec les potentiels.

. s _
H(T,p,f)=5F— s> =U—TS+ps
et .
IF OF

7.8, p, ﬁi)z‘g—TD_T“—G o =Ur+pc '
qui interviennent dans les équilibres monothermique et adiabatique a pression:
constante, on obtiendra le groupe suivant d’équations

(43) aGyY — d‘S,c,?Y :dng —_ld,"yf‘g:dgrrp H - dz@ H:d’px—d,S:EX'
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Les membres des diverses égalités se correspondent comme il suit : Prenons
comme exemple les termes en J eten H. Les variables communes & § et a
H sont T et 8,. Celles qui ne figurent que dans 'une de ces deux fonctions
» sont ¢ et p. Tandis quelesindices T et §; sontaffectés dans les deux membres
_ a des termes précédés du méme signe (signe 4 pour T et signe — pour §;),
‘ les indices ¢ et p sont affectés 4 des termes de signes contraires (signe —

pour ¢ et signe + pour p).

- C’est pour permetire I'emploi général de cette régle qu'a été introduit le
terme identiguement nul d*s.; Y. Pour attirer I'attention sur cette particula-
rité le terme identiquement nul a été encadré(’).

En vue de faciliter la comparaison des ’conditions de slabilité nous
récrirons ces conditions comme il suit :

‘ Equilibre monothermique : Equilibre adiabatique
‘):””n’ + W”] 3t + 2(\“"‘7‘)”.%«1; 603 “h' + (‘ll. g)”ah @y 3% 80!1 > 0 l(}-’- Y‘)”v‘,’ + W”] 30° + 2((4' Y)”v,,cc;, 3v aah + (E’*T)"txhal Sah 8“; > 0
ou dr(EF)+W'ivr>0 ou s (nY)+ W30t 0
—‘d’c,.eig>0, d’Tg>0. d’Y>O.

Les conditions écrites en premiére lignes ne contiennent de termes en 3 «
que si des corps du mélange sont susceptibles de réagir. Ces conditions elles-
mémes ne sont utiles & considérer que s’il existe un potentiel W ; si non elles
rentreraient dans les conditions figurant en derniére ligne.

L’équation (43) montre U'identiié des conditions écrites en derniére ligne. — En
‘effet, la condition d'Y >0 pour I'équilibre adiabatique est équivalente,
d’aprés (43) a ceci
44) A : drF—d%,; >0

R s qui n’est autre que la condition (32) d’équilibre monothermique.

' _ On peut d’ailleurs considérer les différentielles. dT, do, d8; figurant au
premier membre de (44) comme indépendantes, bien que ces quantités soient
reliées 2 dS [équations (40)] et cela parce que dS ne figure 'pas dans le pre-
mier membre de (44) et que, quelles que soient les valeurs que 'on se donne
pour ds, d B;» on peut toujours supposer la différentielle dS figurant- dans
d*Y choisie de telle sorte que dT prenne une valeur quelconque fixée
d’avance. . '

(1). 11 existe trois autres groupes de relations analogues a (43) dont les premiers
membres sont respectivement d*J, d*H.et d*y et qui s’écriraient en appliquant la
méme régle que pour (43), mais ces relations sont sans intérét pour les questions de
stabilité et il est inutile de les écrire.
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La condition (44) ne différe donc pas de la condition de stabilité de I'équi-
libre monothermique. Inversement les conditlions (32) de stabilité dans
Péquilibre monothermique entrainent la condition d*Y >0 de stabilité de
I'équilibre adiabatique.

Par contre, les conditions ou figurent le potentiel W différent entre elles
suivant qu’il s’agit de I’équilibre monothermique ou de I'équilibre adiabatique,
la seconde étant toujours satisfaite quand la premiére l'est. Pour le voir,
reprenons I'équation (42) et 1‘emplag_ohs y d'T par sa valeur tirée de la premiére
équation (40). Il vient i

= 1 :
Y =d1J — T [dS + Fr.ds + ?”Tgi'dpi] .

La différentielle d T ne figure dans aucun des deux membres de I'équation
qui ne contiennent que les différentielles dS, ds et dB; indépendantes entre
elles. On peut donc faire dS =0 et il vient

. - 2 a7l 1 " () 2
45) d’sYIdTU’—W[chdG-Fg‘deﬂi]-
Comme F'r: est négatif on voit que, quels que soient les do et dg;, d’sY est

plus grand que d*rJ. Il en résulte

(46) d's (. Y) + W* 50° > d'r (uF) + W 30",

D’oti résulte immédiatement que la stabilité de I'équilibre est plus facilement
réalisée adiabatiquement que d’'une maniére monothermique.
11 résulte encore de la relation (41), en y faisant dS égal & zéro, que

d’sY = (d"F) as =o.

Cette relation peut étre utile dans le cas oul 'on se servirait de la fonction
F (T, s, 3;) au lieu de Y (S, s, ;) pour I'étude d'un équilibre adiabatique.

23. 1l est remarquéble que les conditions assurant la stabilité de D'état
homogeéne soient les mémes dans I'équilibre monothermique et dans I'équilibre
adiabatique alors que les conditions cessent d’étre identiques lorsqu’il s’agit
de la stabilité sous l'action des forces extérieures.

La raison de la différence est la suivante : lorsque 1'on ne considére pour
I'équilibre adiabatique que les perturbations respectant 'homogénéité, I'éner-
dy

gie dU d’une masse dp est la fraction de I’énergie interne totale, les

variations de volume spécifique sont partout les mémes et la condition que
U 4+ W reste constant pour la masse totale, fait qu’il en est nécessairement
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de méme pour chaque masse partielle. Au contraire, les diverses masses
élémentaires ne sont pas obligées, en cas de perturbation non homogéne,
d’avoir ni méme énergie ni méme volume spécifique. C’est pourquoi les condi-
’ tioAn‘s assurant 'homogeéinité sont aussi dures dans I’équilibre adiabatique que
dans I'équilibre monothermique (Cf. § 14). :

II. Systémes comportant plusieurs phases.

~ 24. Nous examinerons comme pour une seule phase I'équilibre monother-
mique et 'équilibre adiabatique.

Nous admettrons que I'énergie interne et 'entropie du systéme total sont
" égales 4 la somme des quantités correspondantes pour chacune des phases
(forme de Gibbs). M. Jouguet 4 nettement mis en évidence les hypothéses et
' restrictions que cela implique(*).

Je désignerai les diverses phases par les lettres A, B, C,... Il n'y a pas
pour les systémes & plusieurs phases le méme intérét que dans le cas d’une
phase unique a étudier I'équilibre adiabatique en prenant les entropies
SA, SB, etc... des diverses phases comme variables indépendantes, ear ce n’est
que la somme 3SA 4 3SB + ... qui doit rester nulle dans un état perturbé et
non pas chacune des variations 354, ..., séparément. L’emploi de ces varia-
bles ne dispenserait donc pas de recourir 4 la théorie des maxima liés. Par
contre il est intéressant de faire figurer la pression parmi les variables indé-
pendantes aussi bien que la température parce que ces deux grandeurs ont
Téquilibre une valeur uniforme dans toutes les phases. Et, pour pouvoir traiter
du méme coup I'équilibre monothermique et I'équilibre adiabatique, j'emploie-
rai le systéme de variables T, p, B, et p aussi bien dans un cas que dans
I'autre. Si HA est le potentiel de 'unité de masse de la phase A dans ce sys-
téme de variables, on aura les relations

(47) ‘ HA(T,p, pi):—UA—-TA SA+pA GA

avec B

' J HA YHA
= — A —

48) SA — 5 A — >

Dans le cas d’'une phase unique, la masse de la phase était constante. Ici,
au contraire, la masse totale ¥ uA est seule constante car la diffusion, la
. N -

dissolution de corps d’'une phase dans une autre et les réactions chimiques
produisent des variations des masses des diverses phases, effets dont il faut

(1). E. Jouguet, loc. cit. note I, § 24 & 27.



28 : A. LIENARD.

tenir compte. L’accroissement de ’énergie totale du systéme en passant d’'un

état d’équilibre a un état voisin et négligeant les termes du troisiéme ordre et

au-dessus sera -
. wa + 30 1 ’
L/‘* “(U,A+dUA+-d*UA)dpL_EU,,Ay.A
Ao : . 2 A .

ou

+5 :
x.U,Aam+zf“ A (dUA+1d’ UA>dpL.
A A Jo 2

\

Des expressions analogues s’appliquent aux accroissements de l'entropie et
“du volume.

* En raison du chahgement de masse des phases, la définition des valeurs

moyennes des diverses variations doit étre légérement modifiée. Pour s, par

exemple, la variation moyenne 3, ¢* du volume spécifique dans la phase A
sera définie par '

wy +8p
@rn). (pa + 8pa) 8, ok = f AT A SaA du.,
[+]
d’ou résultera l
+3
(23:) . fl"A A 8 gA dy.:o

en continuant a poser
(22) v 3¢=23,6+%c.

On définit de méme les variations moyennes des 38, 3T et 3p, ainsi que
celles des 3*s qu'il faut ici considérer parce que s n’est plus variable indépen=
dante comme elle I'était avec les potentiels F (T, s, 8) et Y (S, o, §). '

En différentiant deux fois de suite la relation (47) a partir de I'état d’équili-
bre caractérisé par l'indice zéro, nous obtenons

dUA = dHA + SA dTA — sA dpA + TA dSA — pA dosh
=dr,p HA + TA dSA — pA dsh
et ‘ o o
d* Ur = d (d1,p HA) + dTA dSA — dpr do? - TA d” SA — pA d* 6.
Compte tenu des relations (48), I'ensemble des trois premiers termes de

I'exprassion de 3' UA peut encore s'écrire

d'r,p HA — d, HA.
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L Mamtenant que nous avons différentié, nous pouvons écrire dans les
s formules T, et p,A au lieu de TA et p* puisque les différentiations sont faites
4 partir de Pétat d’¢ équilibre. Les relations deviennent
- "dUA T, dSA = dr,p HA — p 2 dst .
- (49
'v;v;_( ) d’UA - T, d’SA—d’T,,HA d’, HA — p°A d*6A,
: ’Dféutre.part; la vériation du-potentiel W au troisiéme ordre prés est

PR

w (v,-f— 3v 4 % S’v) - W(v,) =W'x <Bv + % 3'u> + L\ 50
o , =W x' 3 ( A A) W [L A:l
(50) o v X . v + fvA) 4~ 3D
‘;; ’ ‘. ) Réunissant tous les résultats partiels obtenus, exprimant partout les 3 en

fonction des 3, et des 8’ nous obtenons pour I'accroisement total de U — T,S
au troxs1eme ordre prés :

[UA TSA-’:—W' ]SV-A-I-E (pLA+‘5;LA)+2(W’-pA)[ vA+— ]

JHA
B )

+ E (m + Bm){ﬁ’r pHA (T..JJ., Bui + 8, 8) — 8% HA(T, + 3, T, p, +3,,p, 8,)) g + EW” [f 3 vA]

; ' . 1 +3
xC g [ e,

25. Le resultat auquel nous venons de * parvenir appelle plusieurs
. remarques :
.. D’abord I’expressxon obtenue contient non seulement des termes du 1¢r et
~  du 27 ordres, mais encore des termes du 3™ ordre. Cela ne géne en rien :
M ‘Pessentiel est qu’il ne manque aucun terme du 1° ni du second ordre.
Tous les termes du 1¢r ordre ﬁgurent a la premiére ligne.
"Les symboles 3' ne ﬁgureut qu'a la derniére ligne, contrairement aux
,éymboles qul sont séuls a figurer aux deux premiéres lignes.
stcutons ¢’abord les. termes du 1¢r ordre. Il ya deux cas a dxstmguer
amsx Lqu ‘ila ete expliqué au § 13,

A) Au cas des halsons ‘bilatérales de la mécanique correspond dans notre
"probleme le fait que l’equlhbre est atleint pour des concentrations qui ne sont
ni nulles, ni égales 4'un. Ces quantités peuvent varier dans les deux sens ainsi

. que les températures, les pressions et les masses des phases. L’équilibre exige
ralors que les tprmes du premier ordre soient nuls pour tous les systémes de
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o

valeurs possibles des &y, 3T, 8p et 3, 6,. Comme les variations virtuelles.
8,64 sont senles 4 dépendre des variations 3T et 3p en vertu de la relation

[ 2HAN

(52) 80”‘:6\ >p ):—:H"ATp 3T+H”p'5p+H”Pﬁi§Bi

et que les 3T et 3p ne figurent dans les termes du 1 ordre que par I'inter-
médiaire des v et.3s, 'ensemble des termes du 1¢* ordre ne peut étre nul que:
si les facteurs des 3vA, ... sont tous nuls. On obtient ainsi les relations

(53) - W —pr=W —pB=.... =0,

relations qui expriment que la prsssion dans I'état d’équilibre prend dans.
n’importe quelle phase une valeur égale 3 W'. Egalant en outre 4 zéro le sur-
plus des termes du 1¢* ordre, nous obtenons encore la relation

I

) S UAr — To SaA + w co}\ BP‘A + X H,Aﬁoi am ﬁi (F‘A +38 l“’“)z 0
A

qui peut encore s’écrire, vu (47) et (53)
6D ZHABpa + B H 3, 8 (pa +8pa) =0
A A

Nous verrons plus loin comment cette condition (54) peut se' décomposer-
en un certain nombre d’autres suivant les relations gue les diffusions et réac-
tions chimiques possibles introduisent entre les 3y et les 38; (§28).

B) Au cas des liaisons unilatérales de la mécanique correspond le fait que
certaines concentrations §; sont nulles ou égales a un dansil’équilibre en
sorte que diffusion et réactions ne peuvent modifier ces concentrations que
‘dans un sens bien déterminé. Lorsqu’il en est ainsi, les relations (53) expri-
mant I'uniformité des pressions dans tout le systéme subsistent (car les varia-
tions 3Tet5p restent entiérement libres), mais I'égalité (54) doit étre remplacée
par une inégalité, laquelle servira aussi bien pour discuter la stabilité que
pour fixer I'état d’équilibre. L’étude des termes du second ordre pour les 8,
devient alors inutile. Il n’en est toutefois ainsi que si tous les 8, n’ont qu'un
sens possible de variation. S’il y a 4 la fois des B; égaux a zéro o1 un et d’au~
tres §; ayant des valeurs intermédiaires et capables d’une variation bilatérale,
il faudra pour ces derniéres concentrations faire intervenir les termes du
second ordre. :

26. Revenons au cas A) pour étudier les conditions de stabilité au moyen
des termes du second ordre, termes d’ou les relations (583) font disparaitre les.

' oA,
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Remarquons d’abord que, s’il s’agit de I’équilibre adiabatique, il n’est pas

' nécessaire que lexpressmn (51) soit positive pour tous les systémes de valeurs

des variations 8T, 3p, 315 : il suffit qu’elles le soient pour les variations
lalssant constante lentrople totale du systéme, c’est-a-dire telles que .

(55) . : 3S =0.

Il est inutile d’expliciter la relation (55) parce que nous la retrouverons
sous une forme plus simple aux §§ 29 et 30. Il nous suffit de remarquer que la
~.condition ne contient que les variations moyennes a 'exclusion des variations
y S"f Par conséquent la restriction imposée par la relation (55) ne limite que les
- variations moyennes, laissant complétement libres les variations ' qul ne
‘sont assujetties qu’aux COl’ldlthnS (23).

Les symboles 3, sont seuls 4 figurer dans les deux premiéres lignes de (51)
4 I'exclusion des symbro'les &' qui ne figurent qu’en troisiéme ligne.

Par suite expression (51) ne peut étre positive dans tout état perturbé que
si 'ensemble des deux premiéres lignes, d’une part, et la troisiéme ligne, d’au-
e tre’ part -sont l'un et l'autre positifs, la condition (55) d’adlabat1c1te n’interve-
nant, s’il y a lieu, que pour les termes contenant les 3,

" Des raisonnements analogues a ceux du § 18 montrent que, malgré l'exis-
tence des relations (23'), la derniére ligne ne peut étre constamment positive

.

Aque si les’ formes quadratiques

{(56) ’ - d'r,p H* — d*;;, H
correspondant aux diverses phases sont définies posmves ou, ce qui rev1ent
au méme, si les formes quadratiques

G6) ', 3638, et — H'vdTo — 2 Hog, 5T 5p — H'A o

sont définies 'positives Nous retrouvons ainsi les conditions de stabilité de

1’état homogéne déja obtenues dans le cas d’une phase unique. Mais, si la

forme est la méme [vu (43)], il faut faire attention que le nombre de concen-
- trations 8. a considérer est plus grand pour chaque phase du systéme que si
- -celte phase était unique. En voici la raison : ’

Dans le cas d’'une phase unique les diverses concentrations a considérer
sont celles des corps introduits lors de la constitution de la phase ou suscep-
tibles d’y prendre naissance par suite de réactions internes. Lorsque la phase
Tait partie d’'un systéme plus complexe, il faut tenir compte en plus des corps
pouvant preﬁdre naissance dans la phase-par suite de réactions avec les autres
phases.ou par simple diffusion. Considérons par exemple un systéme constitué

.
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par de I'eau d’une part et de 'alcool pur d’autre part. On sait que chacun de
ces deux corps étant soluble dans l'autre, le systéme en équilibre comprendra
une phase aqueuse contenant une faible proportion d’alcool, la phase alcooli-
que contenant aussi de son coté une faible proportion d’eau. On a donc pour
chaque phase une concentration en eau et une concentration en alcgol a
considérer. ' ' o

Soit maintenant un systéme formé par de I'eau et de I'huile : ces deux corps
ne sont pas miscibles et resteront séparés. Cela n’empéche pas que nous
devrons, pour nous assurer précisément qu'un mélange d’eau et d’huile est
instable et se sépare en deux phases, considérer des perturbations consistant
dans Yintroduction d’huile dans I'eau et d’eau dans '’huile. Nous aurons donc
encore deux concentrations a considérer pour chaque phase bien que, en fait,

chaque phase reste a I’état-de corps pur.

27. Avant ainsi étudié les conditions de stabilité de I'état homogéne, il
reste 4 considérer les term\es des deux premiéres lignes de la formule (51). Ces
deux premiéres lignes forment ce & quoi se réduit le second membre de (51).

"quand on y fait les 8’ nuls, c'est-a-dire quand on considére une perturbation
respectailt I’homogénéité de chaque phase aussi bien au point de vue de la
température et de la pression qu'au point de vue de la constitution. ’

Or, il se trouve que les variables adoptées (masses totales de chaque phase
et concentrations), variables qui se prétaient bien a I’étude de la stabilité de
I’état homogéne, ne se prétent pas commodément a la discussion .du second
probléme, & savoir : comparaison entre eux au point de vue de I'équilibre et
de la stabilité de ’équilibre des divers états homeogenes que le systéme serait
susceptible de prendre d’aprés sa constitution. Il est par suite préférable
d’abandonne‘r les variables prim{tives et d’introduire les masses m;a des
divers constituants de chaque phase (c’est-a-dire les produits w8;). Siun corps
existe a I’état de constituant dans diverses phases, les masses correspondantes
seront notées m;s, mg, ..., 'indice i étant le méme. Autrement dit l’indice’ i

fixe la nature de chaque constituant, la masse totale d’'un constituant dans le
systéme a un moment donné étant égale a i: mg.
- 28. Soit donc ' '
U—TS+pv=HA(T,p,m)

le potentiel d’'une phase A. En donnant a T, p des variations virtuelles

5, T, 3,p* identiques en tous les points d'une phase A et en supposant
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inaintenant que chaque phase reste hoinogéne lors d’une variation virtuelle,
.le méme-mode de calcul employé pour parvenir a 'expression (51) de

I ) 1 ’
- d[U+W—T.dSJ+§[d’U+W——T,,d{S]

Al

conduit pour cette quantité & la nouvelle expression

2 H'Amoi sm; + 2 (W' ——poA> [80_\ + _1_ 3? UA]
A A ] 2

(57)‘

s, HA — 3t HA % + 1y [z 5 uA] :
. 2 4A

L‘eXpression (67) représente la méme grandeur que I'ensemble des deux
premiéres lignes de (51), et elle lui est égale au 3™ ordre prés.(*).
Les réactions chimiques intérieures 4 une phase A font varier les masses

m,x suivant des relations
. b m,‘A - Aih l)‘ + Cte.

‘ayant la méme forme que la relation (26) concernant une phase unique.

~ S'il se produit une réaction chimique entre deux ou plusieurs phases, ou
s'il y a diffusion ou dissolution de corps d'une phase dans une autre, on aura
de méme pour les masses m;, m, intervenant dans la réaction

ma=A"o«, +C* - mp=B'a, +C"

mA = A]-" a, + C*

avec la condition que la somme des coefficients A", B, ... est nulle puisque
toute réaction h est sans influence sur la valeur de la masse totale.

 Supposons que les quantités m; soient remplacées dans les diverses fon-
tions HA par leurs expressions en fonction des paramétres «, fixant le degré

(1). Duhem a fait remarquer que d°r , H ne s’annule pas seulement lorsque les
dm sont nuls, mais encore lorsqu’ils satisfont a la relation

' dm, dm, :
(a) , . = =....

~

C’est une conséquence de la propriété de la fonclion H.d’étre homogéne-du 1er ordre
par rapport aux masses, Cette particularité ne fait pas obstacle a ce que la stabilité
exige que d'rp, H =- 0 pour tout systéme de valeurs des m; autre que (a).

I ' . 5
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N

de chaque réaction. Les HA deviennent des fonctions des «, et, compte tenu
de ce que les m; sont des fonctions linéaires des «,, I'expression (57) devient

(57 T HA,, e, + % <W — p0A> (8 vA + 1 3* UA>
A A 2
1_¢ : b
+a2i— H'Aq:3, T*— 2H"Aq, 5, T3, p— H"A 5, p*+H'A,, ,, 30, 3¢, +‘%W'[ = SUA]
En annulant les termes du 1 ordre,‘nous obtenons les relations

W' -—paA -

qui ne sont point distinctes des équations (53) obtenues avec.le premier sys-
téme de variables. Nous parvenons en outre aux relations

S HA,, =0
A

remplacant et explicitant 'unique relation (54).

29. Sans discuter ces relations bien connues, passons a 'examen de la sta-
bilité qui eiige que les termes de la seconde ligne de (57') constituent une
forme quadratique définie positive quels que soient les 3, T, 3, pA et 3a.

Pour qu’il en soit ainsi, avec des 3, TA,3,TB,... ayant des valeurs diffé-
rentes les unes des autres, et de méme avec des 3,p*, 3, pB,"... différents les
" uns des autres, je dis qu’il suffit que la propriété existe lorsque

(58) 5, TA=3 TB=...... , 8, pA=23, pB==.......

Lorsque les relations (58) sont satisfaites et que 'on pose
% H\=H,
A
l’eﬁsemble des termes de la seconde ligne de (57') peut encore s’écrire
(55) — H's 3T — 2H", 83T 6p — H'pe 3p* + H'p 80, 30, + W' (B0).

La propriété annoncée résulte de ce que, si I'on se donne d’abord les 3a
arbitrairement; et si I'on impose aux 3,TA et 3,pA de satisfaire aux deux
relations

(60) —38=2 [H'AT, 5T + H'Arp 3p + H'A 1, Scxh:I — C*
(61) o=2 [H"AT,, 5T + H'Ap 5p + H'A,, Bah:l =",

la seconde ligne de (57') est minima lorsque les conditions (58) sont satisfaites.
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La condition (61) est nécessaire pour que le terme W’ 3»* conserve une valeur
invariable lorsque I'on modifie les 3, TA et 3, pA. Quant 4 la relation (60) elle
est nécessaire, dans le cas de I'équilibre adiabatiqu‘e, pour que la condition
8S = 0 qui doit étre satisfaite dans ce cas, reste satisfaite elle aussi ).

30. Finalement nous voyons que la stabilité de I’ensemble des phases
dépend de la forme quadratique

(62) —H'D3T —2H', 8T 3p — H'p: 2p* + H'sp, 3, 30, + W [H'rp 5T + H' 23 + H'p, 3, ]
. . p L L

Cette forme doit étre définie positive et cela
b

~ (1). Voici la démonstration : Si‘on laisse de c6té dans (57') les termes en 3o et WY,
Pensemble des autres termes (dont la valeur dépend de celles des 3, Tets, p) estde
la forme : :

1 1\2 4 2 1 2\2 1 1\ 2
Zz[éa“(x) +aq,2'x +§a%(x)j|+|:§b“(y) +...]+...

Chaque crochet constitue une forme définie positive, d’ourésulte que les discriminants
Aa =a, a, — (an)” Ae = bu bm - (bu)’

sont positifs. .
Les conditions.(60) et (61) du texte deviennent avee les nouvelles notations

(p) [aﬂ x’ + aaz x.] + [bu y‘ + bm y’] + . = Cte
. (Y) [au x' + a,, x’] 4 [b“ y’ + b’2 y’] 4+ ... =Ce

La théorie classique des minimums liés apprend que les valeurs des X, y,z...
rendant £ minimum, compte tenu de (f) et de (1), s’obtiennent en retranchant de
2 les relations () et (y) multipliées par deux constantes indéterminées ) et y
puis égalant 4 zéro toutes les dérivées partielles par rapport aux x*, x*; y', y*; ...
Cela donne : t

a, &' +a,e—a,r—a,u=0 a,2+a,x—a,x—a,pn=0

12

buy‘+buy5_bu)‘_buf":0 b“y"" . v . . . . =O,

.

" Comme les discriminants ne sont pas-nuls, le systéme admet comme solution
unique ' .

=y =z=..=2
T=y=....=yp

X et p. se détermineraient ensuite au moyen de (f) et (y).

Ainsi sont justifiées les conditions (58) de minimum.

Il s’agit bien d’un minimum et non d’un maximum, car la forme 3, définie posi-
tive, est bornée inférieurement, tandis qu’elle ne I'est pas supérieurement, méme
eu égard aux conditions (B) et (y).
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1°) quelles que soient les variations 3T, 3p, 3«,, s'il s'agit de I'équilibre
monothermique.

2°) seulement pour celles de ces variations qui satisfont a la condition
H 3T + H1p3p + H'1,, 80, =0

s’il s’agit de I’équilibre adiabatique.

Comme précédemment (§§ 18 et 20), lorsque 'on suppose la stabilité de
I’état homogéne réalisée, les conditions ci-dessus exigent une seule condition
- supplémentaire, qui s’exprime au moyen du discriminant de la forme (62).
Appliquant en outre, en ce qui concerne la stabilité adiabatique, les résultats
du paragraphe 5, on arrive finalement, aprés suppression d'un facteur
a, a, — (a,) essentiellement positif, aux conditions de stabilité suivantes;

1°) Pour I'équilibre monothermique :

. 3?3 , 03
(63) da,, oa,, - da =0

11

2¢ Pour I’équilibre adiabatique :

68 | —73‘11-+W"5>0.

La quantité 3 figurant dans ces inégalités esi le discriminant de la forme
quadratique ,
dH(T, p, «,).

a,, et a,, sont les deux premiers termes H'r: et H",: de la diagonale principale

de 3. T&%ﬁ ne différe pas du discriminant de la forme d'r, H qui est

11 22

3
sont au con=

* 23
—_— i itif. —— et
Sa oa est par suite positi Sa Ya..

traire négatifs, ce que I'on vérifie facilement en remarquant que q,, et a,, sont
négatifs, et en faisant en outre application de la proposition II du § 4. Quant

a 5, son signe se détermine moins immédiatement : il est positif.

définie positive.

On a l'identité classique :

25 23 (aa>=_8x 3
ba ba 'Y - aau aall’

" 22

d’ott I'on déduit
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«t, compte tenu des signes des divers facteurs,

Cette double inégalité exprime que le minimum que peut prendre W* sans
" que la stabilité monothermique cesse d’étre satisfaite est supérieur au mini-
mnm de W’ pour I'équilibre adiabatique. Nous vérifions -ainsi une fois de
plus que la stabilité contre les forces extérieures dans un processus adiabati-
~que est plus facilement satisfaite que la stabilit¢é monothermique, aussi bien
pour les systémes comportant plusieurs phases que pour ceux en comportant
une seule.

31. Comme dans le cas d’une phase unique, on peut remplacer la condition
.que le systéme soit soumis a des forces extérieures dérivant d’'un potentiel W,
par celie-ci : le volume total du systéme est fixé.

Tout ce que nous avons dit a ce sujet au § 19 dans ’hypothése d’une phase
anique s’applique sans aucun changement.




CHAPITRE II

32. Jai indiqué dans 'avant-propos le but et le programme trés limités que:
je m’étais fixés en entreprenant ce travail. Il est temps d’arriver a la réalisation.

Comme je I'ai déja dit, mon étude ést en quelque sorte statistique, car jai
examiné suivant un processus identique un certain nombre de cas particuliers.
et comparé ensuite les résultats obtenus en vue de noter les similitudes et les
divergences et chercher si possible a les expliquer. '

Prenons par exemple I'opération figurant sous le numéro 5 au tableau de
la page 45. ‘

Un fiuide homogéne susceptible d’éprouver des modifications chimiques.
réversibles est en équilibre monothermique stable au contact d’une source
sous un volume déterminé. L'équilibre est tronblé par une modification impo-
sée au volume. En raison des différences dans les viscosités mécaniques et
éhimiques, on est amené, a la suite des fondateurs de la mécanique chimique,
un Le Chatelier, un Duhem, etc... pour ne parler que des disparus, a distin-
guer deux périodes dans le retour a un état d’équilibre. Dans le premier temps,.
trés court, les variables mécaniques (volume, pression, température,) sans vis-
cosité appréciable, se modifient seules a I'exclusion des variables chimiques
et prennent de nouvelles valeurs d’équilibre. Mais I'équilibre ainsi rétabli n’est
que provisoire car les variables chimiques (dont la modification n’est pas sup-
~ primée mais simplement ralentie par viscosité) jouent progressivement, en-
trainant de nouvelles modifications des variables mécaniques jusqu’a ce quon
arrive enfin a un équilibre réalisé pour toutes les variables, aussi bien chimi-
ques que mécaniques, et qui est définitif.

Dans le cas particulier considéré, la modification de volume entraine une
variation immédiate de pression (ainsi que de I’énergie, de 'entropie, etc...)
sans modification de I'état chimique (1** temps) et ce n’est que plus tard, a la
fin d’'un deuxiéme temps, que s’établit I'équilibre définitif 4 la suite des réac-
tions chimiques, réactions accompagnées de nouvelles variations des parame-
tres déja modifiées dans I’équilibre provisoire.

Les auteurs qui ont examiné les problémes de déplacement de I'équilibre
se sont surtout attachés a répondre a la question suivante : dans quels sens.
s’effectuent les réactions chimiques assurant le retour a un équilibre définitif.
Comment ce sens dépend-il des variations imposées au systéme ?

Le probléme que je me suis posé est différent. Je me suis attaché a recher-
cher les différences dans la maniére de se comporter des variables du type:
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-« extensité » et de celles du type « initensité ». En particulier, si la modification
imposée concerne une variable d’extensité, j’ai cherché comment se comporte
la variable d’intensité correspondante au cours des deux temps du relour a
I'équilibre. Inversement si la variation imposée concerne une variable
« intensité », comment se comporte au cours des deux périodes successives
‘du rétablissement de I'équilibre la variable extensité correspondante. Ce n’est
en effet que pour les variables d’extensité et d’intensité se correspondant que
l'on constate des relations dans leur maniére de se comporter.

En dehors du cas classique supposé ci-dessus ot la modification imposée
4 une certaine variable est maintenue au cours des deux temps, j’ai examiné
pour chaque probléme la variante suivante indiquée sur le tableau ci-dessous
par la lettre b), le cas classique envisagé tout d’abord étant désigné par la
lettre a) : : .

Soit A la variable a laquelle on impose une variation 3 A et soit B la va-
riable corrélative qui subit pendant le premier temps une certaine variation
3,B."A la fin du premier temps on fixe la variation 3, B a la valeur qu'elle a
prise spontanément et I'on cesse, au contraire, dé maintenir constante au
cours du 2™ temps la vaviation 8 A primitivement imposée. En conséquence
les réactions chimiques du second temps vont entrainer une nouvelle varia-
tion 3,A de la variable A, qui subira ainsi au total une variation 5A + 5, A,
tandis que la variable B conservera a la fin du second temps la varirtion 3, B
-qu’elle avait prise spontanément pendant le I** temps.

Ainsi, dans la variante b), c’est la variante B corrélative de A qui est
maintenue fixe pendant le second temps a la valeur qu’elle avait atteinte a la
fin du premier temps, la variable A prenant d’elle-méme pendant un second
temps la variation nécessaire pour le rétablissement définitif de I'équilibre_ '

Une bonne partie des résultats portés au tableau est déja connue (Gibbs,
Le Chatelier, Jouguet) mais, en raison du but différent de celui de ces auteurs,
j’éi di me préoccuper des conditions de stabilité de I'état homogéne (laissées
souvent de coté) ainsi que des conditions différentes résultant pour W’ du
fait que les opérations sont effectuées d’'une maniére monothermique ou adia-
batique. En outre, je n’ai pas connaissance que les auteurs aient remarqué la
différence de comportement des extensités et des intensités.

33..Le tableau de la page 45 donne le résultat du calcul [variantes a) et b))
pour un certain nombre de systémes. Pour fixer les idées, la variation impo-
'sée a toujours €té supposée positive de sorte qu’il suffit de connaitre le signe
des variations des autres variables pour savoir si ces variations sont de méme
:sens que la variation imposée ou de sens contraire.

Dans tous les cas, les calculs ont été faits en tenant compte des conditions
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de stabilité de I'état homogéne. Par contre, en cas d’equilibre adiabatique, ik
m’a été tenu compte, en ce qui concerne les forces extérieures produisant le
potentiel W(v), que de la condition de stabilité correspondant 4 l'adiaba-
tisme, sans supposer réalisée la condition plus dure de I'équilibre monother-
mique. : ' :

La simple inspection du tableau fait ressortir les lois suivantes satisfaites.
dans la trés grande majorité des cas.

Qu’il s’agisse de la variante a) ou de la variante b), les deux variations
réalisées successivement au cours du premier et du second temps sont tou-
jours de méme signe en ce qui concerne les paramétres d’extensité." Au con--
traire, pour les variables d’intensité, les deux variations successives sont de
sens contraire; de plus, la seconde variation est moins importante que la pre-
miére, de sorte que la variation totale est plué petite mais de méme signe que:
~ la variation réalisée au premier temps.

Si I'on compare les réactions chimiques suivant qu'il s’agit de la variante-
a) ou de la variante b) pour une méme variation imposée au systéme, on
constate que ces réactions sont de méme sens (*) et, en outre, s’il se produit
plusieurs réactions simultanées, les diverses réactions se produisent dans les
mémes proportions (Voir an § 38 la démonstration dans le cas de I'opération
ne 3).

Exceptionnellement, il peut arriver que le second temps n’existe pas. C'est
ce qui se produit si, par suite de conditions particuliéres, les conditions.
d’équilibre chimiqile, satisfaites dans Iéquilibre primitif, se trouvent étre
encore satisfaites a la fin du I temps bien qu’aucune réaction ne se soit
produite. Autrement dit, si I'équilibre définitif setrouve étre un équilibre:
isochimique, cet équilibre définitif se Llrouve étre réalisé des la fin du
Ier temps.

On remarque en outre que la variation imposée et celle de la quantité con--
juguée sont de méme signe ou de signe contraire suivant que les deux varia-
bles conjuguées sont liées a I'énergie interne Y (S, v, m;) par la relation

Y Y '
y:+7,; ou y=— 5 )

La régle ne s'appliquerait pas avec les potentiels &, H, 7. La raison en est
évidemment que la fonction Y, contrairement & F, H et ;, ne contient que:

des extensités.

ﬁ(i). Ceci montre qu’il ne s’agit nullement de cas analogues a4 ceux signalés par M.
Jouguet (C R. A.t. 135, 10 novembre 1902, p. 778, et Mécaniques des Explosifs, § 61)
“ot1 des variations de pression’de méme sens provoquent des réactions de sens con-—
traire suivant quil s’agit d’opérations monothermiques ou adiabatiques.

-
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~34. Le tableau montre qu’il y a deux cas d’exception \opérations 8 et 10.

_,Lune et lautre de ces exceptions concernent des opérations adiabatiques.

Dans Ie~prem1er de ces cas il suffirait de supposer remplies les conditions de

- stabilité monothermique pour que, tout en maintenant 'adiabatisme, les phé-
~ noménes rentrent dans la régle générale relatée ci-dessons. Il n’en est pas de
- méme pour le second cas. Entrons dans quelques détails a ce sujet.

* '35. L’opération n°-8 se rapporle 4 un systéme comportant une phase uni-

" . que en‘éq:iiliibi'é adiébatique stable sous l'influence de forces extérieures dé-
. pendant d’un potentlel W®).

La perturbatmn 1mposee consiste a fournir une certaine quantité de cha-
lear, par exemple au moyen d’un fil conducteur traversant la masse, fil on

~Ton envone un courant de trés courte durée de maniére a produire une pertur-

bdtlon trés petlte La: masse du fil conducteur est supposée négligeable de sorte

" 'qu ‘elle n’intervienne pas dans I'équilibre. Le calcul montre (Voir § 39) que,

. tant gu'aucune réaction chimique n’est commencée, le résultat de la fourni-

—ture d’'une’ quantité de chaleur 3Q est le méme que si 'on avait modifié I'en-
. tropie d’'nne quantité 3S égale, au second ordre prés, a TQ , T étantla tem-

‘:’A péx:éture dans T'équilibre primitif. On peut donc dire que le processus employé

équivaut a la fourniture d'une certaine entropie 3S, la variable intensité cor-

rélative étant par suite la température absolue T.

- Rappelons, d’aprés le § 30, que les conditions imposées au potentiel W (v)
pour assurer la stabilité de I'équilibre, suivant qu’il s’agit d’équilibre mono-
thermique ou d’équilibre adiabatique, sont de la forme _

o W"> —K,  (équilibre monotherrﬁique‘)

-

wW'>—K, (équilibre adiabatique)
Y 0>—K,>K,,

 de sorte qﬁe la stabilité monothermique suffise a4 assurer la stabilité adiabati~
~ -que, sans réciprogité.

* Supposons d’abord queé la I condition se- trouve satisfaite (elle l'est en
partrcuher dans le cas d’une pression constante pour laquelle W = Po
‘W’ = 0). Dans ce cas, les variations de température 3, T et 3, T réalisées au
premler et au- Sc{cond temps sont telles que I'on ait 'ordre de grandeur

0<3T+35T<5T

. . ce qui est conforme i la régle générale,

’ 'VMaiS‘il suffirait que, sans changer la valeur de W' c’est-a-dire sans chan-

~ - - " d
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ger la pression d’équilibre, W’ ait une valeur comprise entre — K, - et — K,
pour que 3, T + 3, T devienne négatif. ‘

Il pourrait méme arriver (sans que cela ait lieu nécessairement) que, pour
des valeurs de W" beaucoup plus voisines de — K, que de — K,,, 3, T lui-
méme devienne négatif. On a d’ailleurs dans tous les cas

8, T +35,T<s,T
la variation 3, étant essentiellement négative, et pouvant tout au plus étre
nulle s’il se trouve qu'un équilibre isochimique se trouve réalisé a la fin du
1¢r temps. '

Tandis que 'opération n° 8 présente I'exception signalée, I'opération n° 7
(qui ne différe de 'opération n° 8 qu’'en ce qu’elle est effectuée a volume cons-,
tant) rentre dans le cas général. Or, passer du cas « v donné » au cas « poten-
tiel donné » revient a se donner une relation entre W et v, ou, ce qui revient
au méme, se donner entre la pression p, égale a W’ et le volume une relation

“f (v, p) = o On. concoit que se donner une relation entre une variable d’exten-
sité et la variable d’intensité correspondante ne soit pas équivalent au fait de
se donner la valeur de I'une ou de I'autre variable. Telle est peut-étre 'origine
de I'exception constatée dans l'opération n° 8. Mais s’il en est ainsi, on peut se
demander pour quelle raison les opérations n° 1et 4 ou 'on se donne le
potentiel W (v) (potentiel qui subit méme une variation 3W provoquant le
déplacement de I'équilibre) ne font ni 'une ni l'autre exception a la régle gé-
nérale. '

36. La seconde exception (opération n° 10) concerne un déplacement
d’équilibre par addition, & pression constante, d'une faible quantité d'un des
des constituants, la réaction ayant lien adiabatiquement. Il est 4 rémarquer
quici les conditions de stabilité sont exactement les mémes que l'opération
soit effectuée en présence d’une source ou d’'une maniére adiabatique, puisque
la pression est constante, ce qui entraine W’ = o. Malgré cela, tandis que
Popération monothermique suit la régle générale indiquée ci-dessus (le poten-
tiel chimique du constituant surajouté passe par un maximum a la fin du 1°
temps puis décroit sans redescendre a son taux primitif); 'opération adiabati-
que peut conduire a des résultats tout diflérents.

On entrevoit ici plusieurs causes d’exception possibles, mais sans que rien
donne la certitude que les raisons envisagées sont bien celles qui intervien-
nent eﬁ‘ectivemént.

Une premiére explication possible est que, sila phase primitive ne subit
par adjonction d’une faible quantité d'un de ses constituants qu'une perturba-
tion trés faible, la masse ajoutée passe au contraire de 'état pur a un état
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dilué trés différent. Pour cette masse il y a une vraie rupture d’équilibre et
'on congoit que cette circonstance entraine des particularités exceptionnelles.

Mals si telle était la raison d’étre de I'exception constatée, on ne voit pas
pourquoi I'opération n° 9 (qui ne différe de I'opération n° 10 que parce qu’elle
est effectuée au contact d’une source) ne présente aucune particularité ana-
logue.

" Javais pensé 4 une autre explication : aucune quantité supplémentaire du
constituant m, n’est introduite dans le fluide pendant le second temps. Mais
cela ne suffit pas pour que la masse de ce constituant conservela valeur m, 4 3m,
’ pendant ce second temps, car la réaction intervient et absorbe ou produit une
nouvelle quantité du constituant (*). Au contraire, lorsqu’il s’agit des varia-
bles v; p, T, S, les variations existant a la fin du Ier temps sont maintenues
au cours du second temps malgré la réaction chimique téndant a leur faire
subir une nouvelle modification. On peut donc se demander 'si, pour se met-
tre dans des conditions analogues lors d’'un déplacement d’équilibre par
variation de masse on ne devrait pas aiouter de nouvelles quantités du cons-
tituant m, pendant le cours de second temps de maniére que la masse de ce
constituant existant dans le fluide ait la méme valeur m, +3m, ala fin du
second temps qu’a son début. Mais, loin qu’un tel mode d’opération ait ‘pour
résultat de faire disparaitre I'exception, il en résulterait que la démonstration
établissant la normalité de l'opération n° 9 ne serait plus valable. On ne
gagnerait donc rien. : ’

37. Quelle conclusion générale donner a cette étude ?

Fautq de mieux, je me bornerai a faire un rapprochement entre la loi sta-
tistique mise en évidence dans la présente étude et d’autres lois de la thermo-
dynamique. .

. Dans la seconde note du mémoire de 1921, M. Jouguet arrive a cette con-
clusion que la loi de Berthollet, le principe du travail maximum et celui de:
l’augmenta_tioﬁ de volume sont mieux que de simples régles car, bien que
présentant le caractére commun de n’étre pas absolues, elles ont une portée
théorique (*). La loi de Berthollet est la loi des réactions irréversibles aux bas
potentiels, le principe du travail maximum régit les réactions irréversibles
aux basses températures ‘et celui du volume maximum s’applique aux basses

pressions.

(1). Cf. R. Etienne, C. R. A. juin 1933. M. Etienne montre sur des cas concrets que
la masse finale du constituant m, peut étre accrue ou réduite par la réaction qui se
produit au cours du second temps.

(2). Jouguet : loc. cit. §§ 9 et 10, p. 193 et Mécanique des Explosifs, §73 et 77,
pages 77 et 85. . Coe o

-
’
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Il me semble que quelque chose d’analogue se produit ici : les régles res-
sortant du tableau de la page 56 ne sont pas de simples régles empiriques
puisquelles résultent pour la grande majorité des cas examinés des deux
principes de la thermodynamique et de I'hypothése que I'on se trouve en pré-
sence d’'un équilibre stable. Mais le fait que les régles tombent en défaut dans
quelques cas présentant une complication plus grande montre que des condi-
tions accessoires (que je n’ai pas réussi a préciser) interviennent et peuvent
entrainer un renversement des résultats.

Pour ne pas allonger démesurément ce travail, je n’ai, reproduit aux para-
graphes 38 a 40, ci-aprés, que les calculs concernant trois opérations sur dix.
La méthode générale employée étant la méme pour toutes, le lecteur n’aura
pas de peine, aprés avoir vu les § 38 4 40 ainsi que le chapitre préliminaire, & ‘
rétablir les démonstrations manquantes. . e ’




TABLEAU INDIQUANT LE SENS DE VARIATION DANS
‘ UN DEPLACEMENT DE L'EQUILIBRE

- ————————————————————————————————————————
I. — La variation imposée concerne une intensité.
9 Variation VARIANTE a) VARIATION b)
NUMERO imposée < - . \ -
d’ordre (supposée Signes et variations Comparaison des variations
positive) de la variable conjuguée imposée et finale
S W' (v) 0>3,0>50+5,v. 0<3p+3,p<ip.
' ransfor- -
"2 - mation )3T a v constt 0<?S<3,S+3,S. 0<<3T 43, T<3T.
mono- . < . N o
3 thermique T 0<<3,S<s,S+4,8S. .Transfor‘ 0<<8T 48, T<<eT.
‘ a W (v) donné maton
. adiaba-
Transfor- tique
mation " .. - i S
4 adiaba- 3 W' (v) 0>z v>3v+3,0. \ 0<3p+3,p<ap.
tique i
\
II. — La variation imposée, concerne une extensité. I
Transfor- '
| 5 maten v 0>3,p+3p>5p. 0<30<30+3,0.
thermique o
6 I 3v 0>3,p+3,p>3p. _ 0<<3v<<iv+3,v.
Transfor- 3S 0<3T+5T<sT. | ol 5558438,
adiaba- § @ U constant thg‘(l)rll]io-ue
8 tique 5S 0>3,T. 1
ot a W (v) donné 5, Tets T+3T »
' de signes variables
Transfor-
mation . . ) ; . . ,
9 mono- §5m & pression 0H YH )H La variante b n’est
non 0< 3, — + 85, —— << 3, —. R
thermique constante m *dm dm pas pratiqt réalisable
Trangfor- : )
10 - ;’(’i?;ll;’; Sm A pression Aucune régle idem
tique - - constante
S U

NOTA. — Les conditions de stabilité réalisées dans les variantes b) sont toujours supposées étre les

'mémes que dans la variante a) correspondante. ) )

Pour les opérations n° 2, 5, 6, 7, 9 et 10, les conditions assurant la stabilité de I'état homogéne
suffisent & assurer la stabilité totale.
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Calculs annexés au chapitre II.

Opération n° 3.

38. Systéme homogene en équilibre monothermique sous I'action de forces
extérieures admettant le potentiel W (v). On fait varier la tempéi‘ature’ dela
source. :

Soit 7 (T, v, ,) le potentiel thermodynamique du systéme.

Les paramétres «, sont en nombre quelconque égal au nombre de réac-
tions chimiques distinctes susceptibles de se produire dans le systéme.

Soit T la température de la source dans I'équilibre primitif. Les conditions
d’équilibre sont

dF (T, v, 0F
(65) 2 vm) g, 2Ty,
Qv : da,
¥
On modifie de 3T la température de la source.
1 temps. — v varie seul a I'exclusion des' «,. La nouvelle condition

d’équilibre déterminant 3,v est

D)

Eg(T+aT,u+8,u,oz,,)-i-W'(zH-a,v):0
d’ou

(66) o FadT +(Fw+ W), 0=0. B

"La variation d’entropie est donnée par
(67) —_ SAS = Sg‘"[ =S g”'p 5T + {%”Tv 8’1).

L’élimination de 3,v donne
F'r F'r,

3T.
Fa Tt W

(68) L @+ WS =—

Les facteurs de 3;S et de ¢ T sont I'un et 'autre positifs, d’apres les condi-
tions de stabilité (*). *
2me temps. — Distinguons suivant qu’il s’agit de la variante a) ou de la

variante b).

(1). Le coefficient de 3T peut s’écrire (— F'12) (F'y2-+ W) + (F",1)'. Tous ses.
termes sont positifs. F représente ici le potentiel de la masse totale et non celle de
I'unité de masse comme dans la relation (29). '



tf’?f‘jiuntc a). — La températurereste 8 T-+-3T. Le volume
“’}' ‘ntrople sublssent de nouvelles variations pendant que

s 8T + F'ro (3,0

+5,0)+F" 1., 52,

—3,8

—3§,S=

W”)(Sa v + Sn l)) + g”“l Bal

F'1 3T + (5", +

= P 8T 4 Fapy (5,0 + 5,0) + Fpoy 3

 (67).

- mineur de A obtenu par suppression

ment F"1e.

s’écriraient

4:_,i1in‘inons 9,0 et 3q; entre les relations (69), (70), et (71).
Suivant que 'on conserve ou non dans ces relations les
fraes entourés du trait on obtient

o Ar (3,8 +3,S) = —.A3T

Ay S;S = —

d
ciE g,é (12 3T + Ty 3,0)
“h

-

.‘ '—A——-@pAT—A'
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Variante b). — On isole thermiquement le systéme de sorte
que la seconde modification s’effectue adiabatiquement. La
température finale sera T +3T +3,T. La somme U+ W
(c’est-a-dire F + W + T S) reste constante au cours du second
temps, ce qui, compte tenu de (65), entraine 3,S = 0, c’est-a-
dire
(69) F'1:8, T + F'1o 3,0 + F'1oy 80,=0

. En outre, puisque I'équilibre est rétabli a la fin du second
temps v

(709
@T1) 5 4x CT +3,T) + Fepp (3,0 +3,0) + Fuu 34, =10

Far OT |40, T+ T + W) 0,0 | 40,00+ Fpr=0

Les termes entourés d’un trait se détruisent en vertu des rglations (66) et -

Soient A le dlscrlmlnant de la forme quadratique 3% + 3*W et AT le

de la premiére ligne et de la premiére

colonne, c’est-a-dire des éléments contenant une dérivée par rapporta T.
Soit enfin ‘A’ ce que devient A en remplacant par zéro le premier élé-

Avec des notatlons analogues, les coefficients de 3, S etde 5T dans (68)

»

Ajoutant membre 4 membre la relation (67) a lequahon
(69'), celle-ci devient

—3,S =g GT +5,T) + T (0 +5,0) + 1 55

Eliminant 3,0 + ‘o‘,u et 3o, entre cette relation et les rela-
tions (70") et (71') nous obtenons :

a2) Ar3,S=—AGT+3,T)
relation qui montre que 3T + 3, T est du signe de 3,S et par
suite du signe de ZT. Reste a savoir si
négatif.

Pour le voir, éliminons 3,v etles 3z entre les relations
(69, (70') et (71') aprés avoir supprimé de (70") les termes,
entourés du trait dont la somme est

3, T est positif ou

nulle. Nous
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est négatif tandis que — &', qui se déduirait de Ar, discri-|obtenons ainsi
minant de la forme définie positive «’r (¥ + W) en la bordant A
d’une ligne et d’'une colonne en J'r, et F'r., et changeant le| (73" NFor (F 03T + Fop 3,0) + A3, T =0
signe, est positif (§ 4).

La relation (72) indique donc que (3,S + 3,5) est du signe La relation (73') montre que le produit A 3,T est égal-:
de §T tout comme 3,S. Reste a connaitre le signe de 3,S.|déterminant '
Nous 'obtiendrons en discutant la relation (73).

La relation (73) montre que At 3,S est égal au déterminant

0 Fro Fr Frg
0

— F'0u, 8T — ., 3,0

(74)

— F'10, 3T — Fouy 3,0

Remplacons a la 1" colonne 5,0 par sa valeur tirée de (66).
L’expression du terme général de la premiére colonne devient

1 o e —tt N
m [g”va,, F'ro— F 10y (F 0 + W”)] 3T, de la forme

K,sT
Fot W

T A L \ . .
La fraction _Eﬁ-o—m—r peut étre mise én facteur du détcrminant. D’ailleurs,
v o

. en vertu de la stabilité, le dénominateur F .. + W" est essentiellement positif
et non nul. - ‘

Multiplions les termes de la 1~ ligne du déterminant par ".» + W” et, pour
ne pas modifier la valeur de (74), introduisons en dehors du déterminant un
second facteur 1/(F'.: + W"). Ensuite ajoutons aux éléments de la premiére.
ligne les éléments de la seconde ligne multipliés par — J'r,. Nous voyons
apparaitre  la premiére ligne des termes précisément egaux & — K, de sorte
quc nous obtenons comme nouvelle expression du déterminant (74)

8T
e+ wWy | K, |

Une fois le déterminant mis sous cette forme, on se rend compte immédia-
tement (cf. § 4 et 6) que
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3,8 et 3T sont de méme signe, d’ou 3, T est de signe contrairea 3T, d’ou
I'ordre de grandeur . 'ordre de grandeur
.0 3S 3S+3,S. 0 3T+3T 3T.
Excéptionnellément, 3, S pourrait Exceptionnellement, 3, T pourrait

étre nul si toutes les quantités K, étaient nulles, c’est-a-dire si 'on avait les,
relations - '

FotrW g, G,
. 7 f— = ... = h —
( 5) " J,T‘U g’Ta, g’Tuh

N
J , nhulles dans I'équilibre
. q
h

primitif, sont encore nulles  la fin du 1 temps. En effet, I'accroissement pris

Ces relations expriment que les valeurs de

L 0F . .
spar S— a la fin du premier temps est
3 ' )
‘ 0F 5
3 Ya - g”a},'f 3T T gﬂahv 8,0
Y%

ou, en remplacant 8 v par sa valeur tirée de (66) .

2F " " n _ av v sT
.Sbah__- @a,‘T(gv‘*‘W)—f‘Iuhngv m7-

Ces quantités sont nulles si. les proportions (75) sont satisfaites.
' Il est bon de remarquer que les conditions de stabilite, ’qu’il s’agisse des
conditions concernant I’état homogéne — F'1:3T* + 81 F > 0 ou de celles
‘concernant Vinfluence des forces extérieures (&1 F + W > 0) n’imposent ni
les unes ni les autres aucune condition pour les dérivées F'sr et F'.,1. Il n’y
~adonc, & priori, aucun empéchement a ¢e que les proportions (75) se trouvent
 satisfaites pour certains systémes.
© " Autre remarque intéressante : Les équations (70) et (71) concernant la-
" variante @) suffisent a déterminer les rapports entre eux des accroissements

8T, (3,v +3,v), 8a,, 8a,, ... 3«,. (p=nombre de réactions possiblies.)

%

De méme, les équations (70) et (71') relatives a la variante b) font connai-
~ tre les rapports entre eux des accroissments

3,T+3T, (G,v+3,v), 3q,..... o
Or, les relations (70') et (71) ne différent de (70) et (71) que par le remplace-

" ment de 3T par -3, T +3,T), quantités qui représentent dans un cas comme
- dans l'autre I'accroissement total de T a la fin du 2 temps. Ceci montre que

- : ‘ "
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les diverses réactions dans les deux variantes ainsi que les accroissements
finaux de T etde v se produisent dans les mémes proportions qu’il s’agisse
de la variante a) ou de la variante b). Elles se produisent également dans le
méme sens, puisque 3, T + 3,T -est positif comme 3T, mais moindre que lui.
Ainsi est justifiée la propriété énoncée au § 35.

Opération n° 8.

39. Systéme homogéne en équilibre adiabatique sous l'action de forces
extérieures admettant le potentiel W (v). \

La perturbation imposée consiste a fournir une certaine quantité de cha-
leur 3Q, par exemple par effet Joule au moyen d'un fil conducteur de masse
négligeable. “

Si Y(S, v, «,) est I’énergie interne exprimée au moyen de l'entropie, du
volume et des variables chimiques «,, les conditions de I’équilibre primitif et
de la stabilité de cet équilibre adiabatique sont (§§ 12, in fine et 20).

oo W+ W) T _
Equilibre : (76) —y = 0 (7 Y 0
Stabilité : (718 d*'Y>0 (79 ds(Y+W)>0

Premier temps : Lors de I'envoi de la quantité de chaleur 3Q, la somme
Y 4+ W s’accroit de 3Q. En méme temps, S et v subissent des variations
3S et 3v, sans variation des «,.

On a donc a la fin du premier temps :

S BQ =T3S+ (¥, + W) 5w

soit, en vertu de (76) et de 3', =T
3Q = T38.

On peut donc considérer la perturbation imposée comme consistant en

. , 0
une modification 3S de 'entropie égale & ——,19—

L’équation (76) est & nouveau satisfaite a la fin du 1 temps, ce qui
entraine la relation :
(80) Ys8S + (X'y, + W) 3,0=0

Les variations de S et v entrainent pour la température une variation

(81) 5, T = Y5 5S + Y7, 3, 0.
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Appelant A le dlscrlmmant de &*(Y + W), les deux derniéres relatlons
_donnent .
82 N As,e X 3,0 =—Y"5 388
-(83)- - 8s,.3,T=4,3S

As. est positif en vertu de (79), mais A. peut avoir un signe quelconque.

‘ 2m temps. — La variante a) est ici la seule intéressante 4 considérer. Car
Sl faudrait, dans la variante b),- maintenir invariable au second temps la tem-
pérature 2 T +3,T et réaliser ainsi un équilibre & température constante
" . dont les conditions de stabilité seraient autres et plus dures a réaliser que
. celles imposées par (79). Avec les nouvelles conditions de stabilité nécessaires
toute particularité disparaitrait du résultat final. C'est pourquoi nous nous
* _limitons a la variante a). '

Tout apport de chaleur étant interrompu, on laisse le systéme prendre son
” équlllbmhlmlque aussi bien que mécanique. L'entropie ne varie plus (ou du
moins ne varie plus que de quantités du second ordre, sans intérét) et I'état
final est caractérisé par S +3S, v+ 3,0+ 3,0, T+3,T +5,T. Les équations

,déterminént ces quantités ainsi que les 5a, é\ la fin du second temps sont

£

5T +8.T;—_ Y750 3S + Y50 (3,0 | + 8,0) + Y's,, 3 ¢,

@) ) 0= [T 88 + (et W G0 | +8,0) + T 35,

. . . - A 0= T!’ahs 3S + T'ahv (ng + 8:”) + Y”"h“l Sa

" Retranchant (81) de la premiére équation (84) et (80) de la seconde, nous
~ obtenons un systéme équivalent qui différe du premier par suppression des
" “tefmes entourés d’un trait. \ ‘

_ Considérons d’abord le systéme (84). L’élimination de 3,0 + 3,0 et des 2«,
.. entre ce systéme d’équations linéaires fournit la relation

(88) . s (3, T+3,T)=143S.

o~

. Si nous paséons au systéme équivalent, on peut éliminer de méme 3,v et
- les 3w, entre les équations de ce systéme, mais 3,v sub51ste et 'on obtlent
un résultat de forme plus compliquée :

0 T”v,S T,u,s T”qs
- 0 | ’
As 3, T = ' ‘

- Yes3S 4+ Y0 8,0

H

As

Y'as 3S + Y 8,0 |
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Le remplacement de 3,0 par sa valeur tirée de (80), suivi dopératibns

analogues a celles effectuees au §§ 38 pour l'opération 3, permettent de mettre
la relation sous la forme

0.0 G,
23S jrmm—————
Ag3,T—=— "2 |0 !
(86) ) S 2 (T‘Ilv2 + W”)I i .
i As
G/L ‘
avec .

G, = (" + W) Y5 — Y7, Y's.

Comme la forme d’s(Y + W) est définie positive en vertu des conditions de
stabilité, le déterminant Ag est essentiellement positif, tandis que le détermi-
nant du second membre, obtenu en bordant As par une premiére ligne et une
premiére colonne dont I'élément commun est nul, est essentiellement négatif,
pouvant toutefois s'annuler si tous les G, se trouvent étre nuls. 3, T est ainsi
de signe contraire & 3S, pouvant seulement s’annuler, mais non pas changer
de signe, si les coefiicients G sont nuls, c’est-a-dire si 'on a les proportions

Y4 W' Y, Yo
Yus Yos T Yls

L’existence de ces proportions feraient que I'équilibre chimique se trouverait
¢tabli a la fin du premier temps sans que les «, aient eu besoin de changer de
valeur. : . .
Si le résultat obtenu pour 3, T est tout a fait normal, il n’en est pas de
méme en ce qui concerne 3, T et 3, T + 3, T. Les relations (83) et (85) mon-
trent que ces quantités peuvent I'une et 'autre devenir de signe contraire a
3S, car les déterminants A, et A n’ont, ni I'un ni 'autre, de signe imposé
par la stabilité. ’

Mais si le potentlel W était de la forme W = Pv, d’ot W" = o, les déter-
minants A et Ax deviendraient nécessairement bositifs et toute ‘dérogation a
la régle générale disparaitait.

Opération n° 10 (*).
40. Un fluide homogéne A comprenant divers constituants de masses m,,
.s ---» My, ..., susceptibles de réagir entre eux suivant une réaction unique,
est en équilibre adiabatique (°) stable 2

m
a pression .constante p. Une paroi le

- (1). Cf.. Etienne. Sur le déplacement de I'équiliqre par variation de masse C. R. A.,
t. 196 et 197, juin et juillet 1933.

(2). Au contraire 'opération n° 9 est effectuée au contact d’'une source. A part cela
les opérations sont les mémes.
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-sépare ‘d’un.e masse trés petite 3m, du constituant m,, également en equlllbre
adlabathue 4 la méme pression et 4 la méme température.

On retire la paroi séparatrice de maniére a permettre le melange des deux

“_ -Ccorps d’ott résulte pour le fluide A un accroissement 3m, de la seule masse

du constituant m,. L’équilibre est rompu et un déplacement d’équilibre se

~ produit. Dans un premier temps, le volume et la température varient seuls,
"tandis que dans le deuxiéme temps la réaction chimique possible joue

" L’unique reactxon poss1ble peut étre représentée par des relations de la

forme .
--(87) ' dmy=C3 (i=12...)
~avec la condition ' L
(88) o ?Ci=0 .
e rei,{'p_rimant que’la réaction ne modifie pas la masse totale: _
‘ Soit : .
¢ 4(89) - H=H(T,p,m, ..., m, ...)

le potentiel & p;'eséion. constante du fluide.
* Les conditions d’équilibre sont : _
/ . .
, ‘ ' dH H
{(90) v : = C,.. =0

‘ Comme la pression est constante (c’est-a-dire indépendante du volume),
','W" est nul et les conditions de stabilité du début se réduisent a
CNE) @ H=—Hp3T —2H',5Tsp — H'p3p' >0
o {92) . d’T,P, H= H”ms 8> =C; C, H'mym, 8a* > 0.
Pour la masse “5m, dont le potentiel 4 pression constante peut s’écrire
JG(T p) X Sm,, la seule condition de stabilité est
- _;(93) T _dw=— W' 3T — 206"t 3T 3p — J6"pn 5p° > 0

11 y a lieu de remarquer que le potentlel 6, potentiel de I'unite de masse

.m,, nest pas | homogene au potentiel H ‘mais & ses derlvees H',;. Ona
-d’ailleurs ‘ '

; . ) J
i | %(T,p):mH(T,p,m,,0,0,...),

e de supposeral le zéro du parametle  choisi de telle maniére que I'’équation
(90) soit satisfaite pour le fluide. A pour «=o. Je désignerai alors par m,,



54 A. LIENARD.

les valeurs des masses des constituants de A dans I'état primitif d’équilibre,.

de sorte que (90) devra s’écrire _
' C:H'n, =0.

1 temps : Aprés diffusion, on a affaire 4 un fluide unique dont la constitu-
tion différe trés peu de celle de A et dont le potehtiel est de méme forme.
Pendant ce premier temps 2 ne varie pas, non plus que la somme U + pv de:
I'énergie interne et du potentiel pv a pression constante. Comme d’une

maniére générale
YH
U+pv= H—T-—
hNE
la condition d’adiabaticité & pression constante donne pour I'état du systéme
ala fin du I*" temps -

H (T, p, m, *.T%%Jr(% T%) sm,

= H [T +3,T, p,m, +3m,m,, ..., my, .. ] — (T +3,T) 5= HT +3.T,...)

Le premier membre représente la somme des termes U+ pv pour les.
deux corps primitifs et le second membre la quantité correspondante dans
Iétat final. _

Si I'on développe en ne conservant que les termes du premier ordre, il
vient

K% T a\g']:{?>8m — H’mu sml —-—‘TH”Tﬂ 8IT - TH”T"'“ am‘ ’

ce qui peut s’écrire, en désignant par 3(U + W) la variation de U + W pour-
le systéme entier pendant le premier temps : ’

(94) 3(U+Wy=—TY'0s5,T + [H'm,, — TH'sm,, — # + Ti'r] 5m, = 0.

On aura, d’autre part, au méme degré d’approximation,

d
oG b—ﬁlﬁ‘— dm, — .—H(T;}- 3, T,m,+3m,m,,...)
— _HmT+ (2?6 H"Tm,,)stn,,
ou, par comparaison avec (94)
(95) | T3S = (36 — H'n,) 3m, .

La relation '(94) donne la nouvelle température d’équilibre a la fin du
1, temps, mais il ne peut s’établir d’équilibre que si la modification nécessaire-

{
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-se produit dans un sens tel que I'entropie croisse. La production du nouvel
-état exige donc, d’apres (95) que l'on ait 'inégalité

?
(9)%6 > H,,, ou

H(T,p,m,,0,0,...)—H(T.p,m,,...,m,...)>0

o
Les conditidns 91), (92), (93) écrites ci-dessus, assurent la stabilité du
fluide et celle du corps pur A, mais'seulement contre des modifications
infinimeut petites. Elles ne suffisent pas a assurer que la masse A n’ait pas
--«{enddnce a se séparer en plusieurs autres formées, soit de constituants purs
-de A, soit de mélanges de ces constituants en proportions diverses. Ainsi, si
. la relation (96) n'était pas satisfaite, cela indiquerait que le fluide A aurait
-tendance a se séparer en deux (ou plusieurs) masses dont 'une serait formée

du corps m, pur. Lok
L’inégalité (96) exprime que le potentiel chimique du corps surajouté doit
étre supérieur au potentiel chimique que ce méme corps posséde dans le fluide

primitif, propriété connue. ’

Second temps. — Pendant le second temps, la réaction chimique joue et la

_-température subit une nouvelle modificatlon 3,T. La modification adiabati-

que se fait 4 U + W constant. Mais il est plus simple d’écrire la constance de
I'entropie pendant le second temps. Cela donne la relation ‘

) ' ' H'r: 3, T + H'1,,,; C,a = 0.
L’opération du second temps est d'importance trés petite et n’entraine
_.aucune modification irréversible du 1¢ ordre contrairement a ce que fait la
-diffusion du 1¢r temps. C’est pourquoi il revient au méme d’écrire la constance
e S ou celle de U +W. On verifie d’ailleurs facilement que, compte tenu de
(90), les deux prdcédés conduisent a la méme relation (97).
‘11 faut encore écrire que I’équilibre chimique est 4 nouveaun réalisé ala fin
«du second temps, c’est-a-dire que 'on a '
d

‘—d-;H[T+ 3,T+3,T,p,m,+3m,+Ca,...,m,+Ci,...] =0

-soit, tous calculs faits,

«(98) C,H'1n,; X (3. T+3,T) + C,H'mym, 3m,+C,C, Hlm iy a=0  (i,k=1,2,...)

A}

Le potentiel chimique du constituant m, dans le corps A subit

dmn,

- pendant le premier temps une variation -~

)H
al ( dm > - H”’"MT BAT + H”(moi)’ ami
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\

et pendant le second temps une nouvelle variation

H
% < ym ) = H"n,1 3, T + C, H'n,, myp %o k=12,...)

Si 'on re’niplace dans ces expressions 3, T, 3 T et « par leurs expressions.
tirées de (94), (97) et (98), on obtient finalement en posant pour simplifiier

¥ — H'n, .
——T_’ — Jr=F
. OH sm, | ’ o o ”
o, '—'amd A H'r g — H'y: H-mw + (H"tn,,)' + F H'gm,, ;

_H _sm,  C,(H'%m, Htny, — H'ps H'p, )
) T [ [ [
om, R H'ns GG, [H'tn,; H'rm,y — H”T’_‘ H'imgymg

(o)
X § C; (H'tn,, H'n,; — H'rs H'myy m,;) + F C, H'tm,, g

et

—A+FC,C.[H"tm, H'm i m — H'tm,; H'myym, ] S m
C,C,[H"tm,; H'tm,, — H'rs H'myim;,] !

<« . O0H
o 0 )——
Goa)g
Dans cette derniére expression, A représente le discriminant du 3™¢ ordre-
(convention de sommation pour les indices muets i et k).

i H'rs H'tm,, C, H'rm,,
' rCoa Yo .
A= H"T’"on H (Mo1) (‘k H Moy Mok . (l’ k=1, 2,.. -)1
", " "
C,- H Tm,; C,‘ H Mgy My Ci Ck H Moi Mok

Le facteur H'r: existant au dénominateur dans l'expression de 3,H,, est-
négatif tandis que l'autre facteur du dénominateur est positif, car on peut
I’écrire v o ,

(C; H'tm, ) — H'12 X C; C, H'mym

et la forme quadratique C; C, H", ;.. est positive () en vertu de la stabilité-
supposée. '

' s 0
Sil n’y avait pas de termes en F, la variation 3, 5

¢

serait essentielle--

1

ment positive, tandis que 3, H',, serait essentiellement négatif et non nul.

(1). 11 reviendrait exactement au méme de ne donner a i, k que les valeurs 2, 3,...,.
car les termes contenant un facteur C, se détruisent entre eux.

(2). Comme, en vertu de la relation = C; = 0, certains coefficients C; sont néga-
tifs, il esf impossible qu’il y ait proportionnalité entre les C; etles m;. C'est grace-
4 cela que la forme C; C,H'm,im,, est essentiellement positive.
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Quant a (3, + 8,) H’,;u il serait positif i‘), de telle sorte que 'on aurait I'ordre
de grandeur habituel
' 0 (G, +3)H?3 3 HS,

Mais la présence des termes en F, sans signe défini, peut changer complé-
tement le résultat.

(1). Cela résulte de I'inégalité A << 0 que je laisse au lecteur le soin de vérifier.
{Ecrire A = H"ps At 4 A, A’ étant ce que devient A quand ony remplace H'm par
zéro. Montrer ensuite que Ar est essentiellement positif, compte tenu de la note (2)
de la page précédente].
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