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Cubiques définies sur un corps
de caractéristique quelconque

par Jacqueline BRETAGNOLLE-NATHAN

Le présent travail a pour ’but l’étude des « cubiques » définies sur un
corps de caractéristique p > 0.

Certaines des propriétés valables en caractéristique nulle s’étendent aux
cas de caractéristique non nulle et les démonstrations classiques - que l’on
trouvera reproduites - peuvent être présentées de manière à être valables
dans tous les cas.

Il n’en est pas toujours ainsi et comme il était facile de le prévoir les
propriétés « différentielles » sont très différentes suivant que p = 0

ou p > 0.
Comme d’habitude, les « petites » valeurs de p, p = 2 et p = 3 notam-

ment, sont les plus intéressantes.





D~ÉTER~MINATI~ON D’UNE COURBE DU TROISIÈME DEGRÉ
LE THÉORÈME DES NEUF POINTS

1,1. . NOTATIONS

Soit k un corps de caractéristique p quelconque, K un domaine universel
pour k. Les ensembles algébriques que nous étudierons sont définis dans
A2 (K) ou dans P2 (K) (plan et plan projectif par abus de langage).

Nous appellerons « cubique » toute courbe (donc variété irréductible)
définie sur le corps k et de degré 3.

Une cubique qui est une Z/(p) variété sera dite « universelle ».

Par abus de langage et suivant la tradition, nous écrirons « courbe du

troisième degré » au lieu d’ensemble algébrique du troisième degré.

1,2. CYCLES PROPRES ET CYCLES IMPROPRES

THÉORÈgE 1. Par neuf points distincts P; (1 i 9 ) il passe une courbe

du troisième degré.

Un polynome homogène du troisième degré a 10 monomes. Une courbe
du troisième degré est donc terminée par la donnée de 10 coefficients, deux
systèmes de coefficients proportionnels donnant la m.ême courbe.

Or, un système linéaire homogène de 9 équations à 10 inconnues admet
une solution non triviale.

CORROLAIRE 1. . Par h.uit p~oi~n~ts ,distincts du plan projectif, il passe une infi-
nité de courbes du troisièm~e degré.

THÉORÈME 2. Par dlix points du plan projectif il ne passe pas, en général, de
courbe du troisième degré.

Soit (x;, y;, z; ) des coordonnées homogènes du point P; ( 1 ~ i ~ 10). En
écrivant qu’une courbe du troisième degré passe par ces points, on obtient
un système linéaire et homogène de 10 équations à 10 inconnues.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ce système admette une
solution autre que la solution banale est que son déterminant soit nul.

Ceci fournit immédiatement l’équation d’une courbe du troisième degré
passant par 9 points distincts Pi = (xi) y~, 2,) ) (1 ~ i C 9) :

Considérons maintenant les cycles homogènes, de dimension 0, de

degré 9, chaque point ayant + 1 pour coefficient.
Soit r un tel cycle :
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THÉORÈME 3. Les cycles r se répartissent en deux classes :
a) les cycles propres tels qu’il passe une courbe du troisième degré et

une seule ppar leurs 9 points,

b) les cycles im.pr~opres dont les points sont les points de base d’un

faisceau linéaire de courbes d.u troisième degré.

a) Il existe des cycles propres : ceci n’est pas évident parce qu’en carac-

téristique p > 0, certains déterminants sont nuls sans qu’il existe une

même relation entre les éléments des lignes ou des colonnes (1 ) .
D’autre part, il est impossible de construire un modèle universel en

caractéristique p = 2, parce qu’il n’existe pas 9 points dont les coordonnées
soient dans le corps premier.

On peut raisonner de la façon suivante :
Considérons les 7 points :

(0, 0,1 ), (0,1, 0), (1, 0, 0), (1,1, 0) , (1, 0,1 ), (0,1,1 ), (1,1,1 )
Toute courbe du troisième degré passant par ces 7 points a une équation

de la forme :

Le troisième point d’intersection de la courbe et de la droite d’équation :

Considérons maintenant les points de coordonnées :

et écrivons que la courbe passe par ces trois points : on obtient les

relations :

1. Tel est le cas du Hessien d’une courbe définie sur un corps de caractéristique p = 2.



Il revient au même d’écrire que la droite d’équation AX + BY + CZ = 0

passe par trois points ce qui, en toute caractéristique, est en général
impossible.

b) Étude des cycles impropres. - Il existe des cycles impropres : il

suffit, par exemple, de considérer le cycle intersection de deux cubiques
non singulières et non tangentes.

THÉORÈME 4. Les cycles impropre forme.nt un système algébri~que de

cycles.
g

Soit : G = ~ P~ un cycle impropre, et soit P~ = (Xi, y~, ) (1 C t ~ 9 ) les
i

points de G.
Par hypothèse, le déterminant 0394 introduit précédemment est nul quelles

que soient les valeurs que l’on donne aux indéterminées X, Y, Z. En effet,
par les neuf points P~ passent une infinité de cubiques appartenant à un
faisceau linéaire admettant pour éléments de base les deux cubiques dont
le cycle intersection est G. Par un point générique du plan, il passe une

cubique de la famille et le déterminant est « identiquement » nul.
Par conséquent, les 10 mineurs des éléments de la première ligne sont

nuls.

Remplaçons dans ces déterminants Xi, y~, Zi respectivement par les indé-
terminés U~, Vi, W 2 (1 C i C 9 ) . Les 10 mineurs deviennent des polynomes
par rapport à ces indéterminées.

Ce sont des polynomes invariants, au signe près, dans toute permutation
des indices, par conséquent ce sont des polynomes par rapport aux coor-
données de Chow du cycle G.

1,3. COURBES DU TROISIÈME DEGRÉ QUI CONTIENNENT UN CYCLE IMPROPRE

1, 3, 1. Considérons, d’une façon plus générale, la courbe F d’équation
f = 0, de degré m et la courbe G d’équation g = 0 de degré n.

Soit : F. G = 03A3 E; . P; le cycle intersection des courbes F et G.
Dans tout ce qui suit, on suppose que ~i = + 1 quel que soit i.

Par conséquent : F.G = 03A3 P;.
Nous nous proposons de démontrer le théorème de Noether : :

THÉORÈME 5. - Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe H
dl équation h = 0 contienne le cycle F. G (satisfaisant aux conditions

indiquées ci-dessus) est qu’il existe deux polynomes homogènes (de
(même ~degré ) aEk [X, Y, Z ] et [X, Y, Z ] tels que : h = a . f + b . g.



La condition est évidemment suffisante, montrons qu’elle est nécessaire : :

1,3,2. L’ensemble A des éléments de k [X,Y,Z] ] qui sont des polynômes homo-
gènes de degré r est un espace vectoriel sur k.

Une base de A est (Xa, avec « + ~3 + y = r. La dimension de A
est donc :

1,3,3. Le sous-ensemble B c A dont les éléments sont les polynômes homogènes
de degré r qui s’annulent en chaque point Pi f 1 ~ j ~ m n ) ) est un sous-espace
vectoriel de A. 

’

On a évidemment : : fi ,dim A - mn.

1,3,4. Nous aillons démontrer que, pour r assez grand, on a : :

dim . B = 

Il suffit pour cela de démontrer que, pour r assez grand, les mn condi-
tions imposées au polynome (s’annuler en chaque P;) sont indépendantes.

Considérons mn-1 points choisis arbitrairement parmi les mn points
Pi. Par chacun de ces m,n-1 points P~, faisons passer une droite Di qui ne
contienne aucun autre des points P; (1 ~ jf G mn) que le point Pi.

Soit, d’autre part, L une droite ne passant par aucun des points
P, (1 

Il est clair qu’il existe un système de mn droites répondant à ces condi-
tions, donc qu’il existe un diviseur passant par mn - 1 points choisis arbi-
trairement parmi les min points Pi et qui ne passe pas par le mn-ième.

Ce diviseur est de degré mn. Par conséquent, pour r ~ m!n les mn condi-
tions sont indépendantes et :

1,3,5. Co,nsidérons deux polynomes homogènes f et g, éléments de K [ X, Y, Z ] , ,
f étant de degré m et g étant de degré n.

Désignons par CI[J l’ensemble des couples d’éléments homogènes de

k [ X, Y, ,Z ] tels que si (a, b ) est un tel couple :

cT (af + b~g) = r.

CIo est canoniquement muni d’une structure d’espace vectoriel sur k et
de plus est somme directe des sous-espaces vectoriels de k [X, Y, Z] : : Cf et

Cg où : :



Cf est l’ensemble des polynomes homogènes de degré r - m
Cg est l’ensemble des polynômes homogènes de degré r-n.

,Sa dimension est donc :

1,3,6. f et g étant deux éléments donnés de k [X, Y, ~Z ] l’e,nsemble Dfg des poly-
nomes Ide k [X, Y, Z] ] qui sont de degré r et de la forme a.f + b.g où a et b
sont des élé~m~ents de k [X, Y, Z ] est un sous-espace vectoriel de A.

Nous nous proposons de calculer 

Considérons l’application 03C6 de C,g dans Dfg définie par :

q~ est un homomlorphisme’ surjectif. .
Il suffit de vérifier que (p est surjectif. Soit h~Dfg. Par hypothèse, il

existe aek [X, Y, Z ] et bek [X, Y, Z] ] avec :

tels que h = ~af + bg. Par conséquent : q~ (a, b) = a f + big.
Cherchons le noyau ide q~ :

f et g sont étrangers puisque le cycle F. G est équidimensionnel de dimen-
sion 0. Puisque g diviseaf, il divise a.

Par conséquent, il existe a’Ek [X, Y, Z] ] tel que :

Donc :

ker.(p = ensemble des éléments de CIg de la forme (a’~, - a’ f ) ; a’ étant un

élément homogène de degré r - (m + n ) , mais à part cela quelconque,
de k [ X, Y, ~Z ] .

Par conséquent :

Or on sait que :

Par conséquent :



Cette expression se simplifie et l’on trouve :

1,3,7. Le résultat que nous ve.nons de démontrer peut encore s’écrire :

r fi dim. D Ig = dim. B

Or, DIu est un sous espace vectoriel de B. Par conséquent,

r fi mn - D Ig = D

ce qui démontre le théorème de Noether dans ce cas.

1,3,8. Montrons que cette relation est encore exacte lorsque r > m + n.

Considérons une courbe (absolument irréductible) H de degré r~-1
qui contienne le cycle F. G.

Soit L une droite générique du plan.
Considérons le diviseur L + H : il est de degré r et contient le cycle F . G.

Supposons alors le théorème de Noether démontré pour les diviseurs de

degré r. Une équation du diviseur L + H est donc de la forme : af + bg = 0.
Cette équation peut encore s’écrire : : (a-gp.)f + (b + fp)g = 0 où p

est un polynôme homogène arbitraire de degré r - (m + n ) . . _

Le cycle L. F est équidimensionnel (F est absolument irréductible) et

de degré m l’L est une droite).
Aucun de ses points n’est sur G (L est générique dans le plan) : donc

tous sont sur le diviseur d’équation b + f p = 0, de degré r - (m +~n ) . .
On peut faire un raisonnement analogue pour le cycle L . G et l’on

démontre que tous ses points sont sur le diviseur d’équation : : a - ~gp = 0
dont le degré est également r - (m + n). .

On peut (par le choix de p, polynome arbitraire de degré r - (m + n) ) )
faire en sorte. que le diviseur d’équation b + fp = 0 passe par :

points choisis arbitrairement sur L. Choisissons ces points distincts de

ceux du cycle L . F.

En définitive, le diviseur d’équation = 0 contient

points de la droite L, et son degré est r - (m + n).
Or l’hypothèse r  m + n implique l’inégalité :



Par conséquent, L est une composante du diviseur d’équation a - gp = 0
et l’on démontrerait de la même manière que L est aussi une composante
du diviseur d’équation b + f p = 0.

Par conséquent il existe deux polynomes homogènes a’ et b’ éléments
de k [X,Y,Z] ] tels que I = 0 étant l’équation de la droite L, on ait :

et l’on a :

En résumé les hypothèses : r est ~ m + n et le théorème de Noether

est vrai pour l’entier r, impliquent que ce théorème est encore vrai pour
l’entier r -1.

Le théorème de Noether est donc démontré pour toute valeur de

r > m + ~ 2014 1.

1,3,9. Supposons ’maintenant r = m + n - q avec q > 0.

Soit comme précédemment H un diviseur de degré r qui contient le

cycle F. G et soit H’ un diviseur de degré q, d’équation h’ = 0 qui ne
cont.ient aucun point du cycle F. G.

Ce qui précède montre qu’il existe deux polynomes homogènes
aEk [X, Y, ,Z ] et [X, Y, Z ] tels que :

Le degré du polynome arbitraire c est :

Le polynome c est donc une constante arbitraire.
Le cycle F. H’ est de degré mq. Ses points ne sont pas sur la courbe G,

dont ils sont sur le diviseur d’équation: b + cf = 0.
Or on peut choisir la constante arbitraire c de manière que ce diviseur

rencontre H’ en un point différent des précédents soit en tout en

mq + 1 points : H’ est donc une composante du diviseur d’équation
b + c f = 0 et il existe un polynome homogène b’Ek [X, Y, Z ] tel que :

= b + cf.
On démontre de la même façon l’existence d’un polynome homogène

a’Ek [X, Y, Z ] tel que : h’a’ = a - c f .
Par conséquent : h = a’ f + b’g..
Le théorème de Noether est donc démontré dans tous les cas.

1,4. APPLICATION DU THÉORÈME DE NOETHER AUX CUB!QUES

1,4,1. . Le théorème du neuvième point. Toute cubique qui contient 8 points d’un
cycle impropre contient le neuvième.

Considérons le cycle impropre F. G intersection des deux cubiques F
et G d’équation respective f = 0 et g = 0.



Considérons une cubique H d’équation h = 0 passant par huit des neuf
points du cycle F. G et soit L une droite générique dans la famille des

droites passant par le neuvième point. Soit l = 0 son équation.
Il existe deux polynomes homogènes du premier degré éléments de

k [X,Y,Z], a et b tels que : 
’

L coupe F en trois points dont un seul est sur G, par conséquent deux
sont sur la droite d’équation b = 0. Celle-ci est donc confondue avec L et
il existe une constante a’ telle que

Un raisonnement analogue montre qu’il existe une constante a’ telle

que :

et par conséquent :

On peut énoncer le même théorème autrement :

THÉORÈME 2. Tous les diviseurs du troisième définis sur un c~o~rps
de caractéristiqu,e quelc~on!q~ue, passant par huit points distincts du

plan pass,ent tous par un neuvième point.
En particulier :

THÉORÈME 3. Soit C une c~u~bique~ définie sur un corps de caract~éristi~qu~e
quelconque. Soient A et B deux droites qui rencontrent C en a, a’, a"
et b, b’, b", ces six points étant distincts.

Soient :

c le point d’intersection, distinct de a et b, de la droite ab avec C,
c’ le point d’intersection, distinct de a’ et b’, de la droite a’b’ avec C,
c" le point d’intersection, ~distinct de a" et b", ~de la droite a"b" av~ec C.

Les points c, c’, c" sont alignés. (Cf. figure p. Il.)

Les droites ab, a’b’, a"b" constituent les composantes d’un diviseur du
troisième degré qui rencontrent la cubique aux points a, b, e, a’, b’, c’,
a", b", c" et les précautions prises font que le cycle :

est un cycle impropre.
Les droites : aa’a", bb’b", cc’ sont les composantes d’un diviseur du

troisième degré qui passe par huit des neuf points du cycle impropre :
il passe aussi par le neuvième.

Mais il faut prendre garde que certaines conséquences classiques en

caractéristique nulle ne sont pas nécessairement vraies en caractéristique



non.nulle : en particulier toutes celles où interviennent des tangentes ne

peuvent se déduire de ce théorème sans précautions nouvelles. D’autre

part, certains énoncés deviennent triviaux : par exemple, une conséquence
classique du théorème des neuf points est le théorème de Brianchon. Or,

pour des coniques définies sur un corps de caractéristique p = 2, ce

théorème perd tout intérêt puisque leurs tangentes passent par un point fixe.
Démontrons cependant le théorème suivant :

THÉORÈME 4. Soit C une cubique, A u,ne ~droite qui la coupe en trois points
distincts a, a’, a".

Les tan~g~entes à C aux points a, a’, a" renco~n~tre.nt C en trois points

alignés.

Considérons la k-spécialisation a -~ ~, a’ -~ b’.

a, a’, a" sont simples sur C (sinon deux d’entre eux seraient confondus).
On sait qu’il existe une place unique q~ de k (a, a’, aJ’, b, b’, b" ) qui
prolonge la k (a, a’, b, b’ ) -spécialisation :

a - b, a’ -~ ~b’’

L’image par q~ de b" est a", celles des droites ab et a’b’ les tangentes
à C en a et a’ respectivement. Les points c, c’, c" se spécialisent en les

points d’intersection des droites ab, a’b’, a"b" avec C, qui par conséquent
sont alignés.

Signalons quelques conséquences de ce théorème :



THÉORÈME 4. Une cubique définie sur un corps de caractéristique quelcon-
que et qui a deux points d’in flexion en a nécessaireme~nt trois et la

droite qui joint deux points d’inflexion coupe la courbe en un troisième
point d’inflexion..

,Supposons en effet que les points a et a’ de C soient points d’inflexion.
Soient a" le troisième point d’intersection de C avec la droite a.a’, c, c’ et c"

les points d’intersection respectifs des tangentes C, on a a, a’ et a".
Les points a et c, ,a’ et c’ sont confondus : il en est donc de même de

a" et c" et le point a" est aussi point d’inflexion.
De là, résulte immédiatement le lemme :

LEMME. Le nombre de points d’inflexion d’une cubique définie sur un corps
caractéristique p quelconque est un nombre impair multiple de 3,

ou est défini (2 ) . .

THÉORÈME 5. Le point par lequel passent les tangentes à une cubique de
classe 1 est ~né.cessairement un point de la courbe et il est non simple
ou est in fini (2 ) . .

La démonstration est immédiate,

2. Nous montrerons plus loin que cette circonstance est effectivement réalisée par
certaines cubiques.



CHAPITRE II 
’

FORME ’RÉDUITE DE L’,ÉQUATION D’UNE CUBIQUE

1. . PRÉLIMINAIRES ALGÉBR!QUES : LA FORMULE DE TAYLOR POUR UN POLYNOME
SUR UN ANNEAU DE CARACTÉRISTIQUE p > 00.

La formule de Taylor, sous sa forme classique, n’est pas valable pour
un polynome dont les coefficients sont les éléments d’un anneau de carac-
téristique p > 0 (présente de factorielles nulles en dénominateur).

Nous nous proposons d’établir une « formule de Taylor » valable dans
ce cas.

Soit A un anneau unitaire, intègre, de caractéristique p > 0 et

..., Xn] = A [X] l’anneau des polynomes à n indéterminées sur A.

DÉFINITIONS. On app,elle semi-dérivation partielle de hauteur s par à Xi

(1 ~ i ~ n) un A-en~domorphism,e DX~ de la structure ad.ditive de

A [X ] tel que :

Rappelons que le nom « semi-dérivation partielle » est justifié de la

façon suivante : la restriction de la semi-dérivation partielle Ds/DXi au
sous-anneau :

;si une dérivation partielle par rapport à Xi.
On vérifie immédiatement les théorèmes suivants :

THÉORÈME 1. La semi-dérivation partielle de hauteur 0, par rapport à Xi
est la dérivation partielle par rapport à X;.

THÉORÈME 2. Quels que soient :

Considérons alors l’anneau A [X] et n nouvelles indéterminées sur A,
algébriquement indépendantes sur A[X], que nous noterons Yl, ..., Y,.

Soit On peut écrire :

1. Boughon. Thèse Paris 1955.



%, élément de A ..., X~, Y1, ..., Y~] = A [X, Y] étant l’ensemble des
termes de degré total m, par rapport aux Y~.

Posons :

Les 0394m 0394X1a1...0394Xnan sont des applications A-linéaires de A[X] dans
lui-même qui satisfont aux relations fondamentales suivantes:

Soit = ai )a., s;. psi le développement p-adique de l’entier a;.

s;=o

THÉORÈME 3. Quels que soient les indices 1 et j, 1 # j, les endom:orphismes :

sont permutables et

Il résulte immédiatement de ce qui précède que, pour a~  p,

et qu’en particulier quel que soit la caractéristique p : :

2,2. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES

2;2,1 . Les courbes polaires.

Plaçons-nous dans le cas de trois variables (n = 3) : :

Le polynome ym eA[X, Y] ] homogène de degré total m par rapport aux
Yi (1  i  m) est le m-ième polynome polaire de f. .

Dans le cas où f est un polynome homogène de degré d, m est un poly-
nome homogène par rapport aux X~ (1  i  n) de degré total m - d.

Quelle que soit la caractéristique, le premier polynome polaire 
s’écrit :



Au contraire, le second polynome polaire revêt deux formes distinctes
selon que la caractéristique p = 2 ou p~ ~ 3.

En caractéristique p = 2 :

En caractéristique p ~ 3 :

2,2,2. Diviseurs polaires d’un point par rapport à une courbe.

DÉFINITION. Soit F une courbe ,d’équation f = 0 et A ~ (x,l, x2, x3) un point
du pla~n de F.
On appelle m-ième diviseur polaire Ide A par rapport à F le ,diviseur

d’équation: : X ) = 0.

Il est immédiat qu’en toutes caractéristiques la première polaire d’un

point simple d’une courbe est la tangente à la courbe en ce point.
Nous conviendrons de dire que la première polaire d’un point non

simple d’une courbe n’est pas définie plutôt que de considérer que c’est
le plan tout entier, ce qui obligerait à ne pas parler de diviseurs.

2,3,1. . Point d’inflexion d’une courbe.

DÉFI.NiTioN. Un Ptoint 1 d’une courbe F est u!n point ,dinflexio.n de F si :

:L ° 1 est simple sur F,
2° la tangente en 1 à F coupe F en trois points confondues avec 1.

Soit f(X, Y, ,Z ) = 0 l’équation de la courbe F et supposons que le

point (x, y, z ) = I soit point d’inflexion de F (2 ) .
Soient X) = 0 et CY2(X, X) = 0 les équations des diviseurs polaires

d’ordre 1 et 2 de I.
= 0 est l’équation de la tangente en 1 à F qui par hypothèse

existe : soit P = (x, y, z) un point générique de la tangente en I.

Par hypothèse x) = 0 et le diviseur d’équation Y) = 0 admet
la tangente en 1 pour composante.

La réciproque est immédiate : par conséquent :

2. Nous modifions, dans toute la suite de ce chapitre, nos notations et posons xI = x,
X2 == y, Xa = z.



THÉORÈME. Une condition nécessaire et suffisante p,our qu’un point 1 d’une
courbe F soit point d’inflexion de cette courbe est qne :

1 ° 1 soit simple sur F,
2° la se~c~onde polaire de 1 a~dm~ette la tangente en 1 pour composante.

Nous retrouvons donc le même résultat que dans le cas de caracté-

ristique nulle.
La seconde polaire est un diviseur de degré 2. Nous aurons besoin dans

la suite de savoir reconnaître lorsque qu’un tel diviseur est irréductible.

2,4. CONDITION DE NON RÉDUCTIBILITÉ D’UN DIVISEUR DE DEGRÉ 2.

" 

Soit f =’AX2 + BY2 + CZ’2 + aYZ + bZX + cXY = 0

l’équation de ce diviseur. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
soit non irréductible et qu’il ait un point non simple.

2,4,1. . Supposons que la caractéristique p = 2.

admet tou jours la solution : X = a, Y = b, Z = c.

Mais le point (a, b, c) (point par lequel passe toutes les tangentes au
diviseur du second degré lorsque celui-ci est une conique (3 ) ) n’est pas
nécessairement sur D.

En effet la démonstration en caractéristique 0 s’appuie sur l’identité

d’Euler qui dans ce cas s’ « évanouit » le polynome figurant au premier
membre étant nul.

La condition de décomposition s’écrit en écrivant que ce point (a, b, c)
est sur le diviseur D.

On obtient :

2,4,2. Supposons que la caractéristique p soit ~ 3.

Les calculs ont la même forme qu’en caractéristique 0 et l’on peut cette
fois profiter de l’identité d’Euler :

La condition cherchée s’écrit :

3. Pierre Boughon, Jacqueline Nathan, Pierre Samuel. Propriétés différentielles des

courbes planes en caractéristiques 2. Bulletin de la Société Mathématique de France, 1955.



_ 

2,5. APPLICATIONS AUX CUBIQUES

Choisissons le triangle de référence de manière que le sommet (0, 1,0)
soit un point de la courbe et prenons pour tangente en ce point la droite
Z = 0. Ordonnons l’équation f (X, Y, Z) = 0 de C par rapport aux Y :

étant un élément de k x, Z homogène de degré q, on peut écrire :

La première polaire de (0, 1, 0) est la droite d’équation Z = 0 (tangente
en ce joint).

La seconde polaire s’obtient en considérant le groupe des termes homo-
gènes de degré 2 dans le développement du polynome :

Distinguons deux cas : :

2,5,2. La caractéristique p = 2.

L’équation de la seconde polaire est donc :

THÉORÈME. La seco~n~de polaire d’un point simple ~a~’une cubique définie sur
un corps de caractéristique p = 2, par rapport à cette cubique, est

décomposée.

REMARQUE. Supposons que l’équation de cette seconde polaire soit :

Remplaçons dans les coefficients A, B, C, a, b, c les coordonnées du point
de la cubique par les indéterminées X, Y, Z. On obtient ainsi six polynomes
du premier degré. La condition de décomposition (cf. paragraphe 2,4,1)
s’écrit sous la forme d’un polynome égalé à 0 : ce polynome s’annule en
un point générique de la cubique :

La condition de décomposition de la seconde polaire :

est donc l’équation de la cubique.



Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un point simple (x, y, z)
de la cubique C soit point d’inflexion de cette cubique est donc que la

seconde polaire de ce point admette la tangente en ce point pour élément de
décomposition.

Nous verrons plus loin qu’il existe des cubiques pour lesquelles cette

condition est réalisée en un point générique, donc, qu’il existe des cubiques
dont un point générique est point d’inflexion.

En général, cette condition se traduit par une seule relation algébrique
entre les coordonnées x, y, z du point 1 qui doit donc se trouver sur un
certain diviseur H.

Calculons le degré de H.
Écrivons l’équation de la cubique C par rapport à un triangle de réfé-

rence dont les trois sommets sont des points de cette cubique :
f (X, Y, Z ) = uX2Y + vXY2 + wY’2Z + rYZ2 + sZ2X + tZX2 + «XYZ = 0

L’équation de la première polaire d’un point = z) générique du
plan s’écrit : 

’

et celle de la seconde polaire du même point :

(uy + + (~ + + (ry + + + YZ.r + ZXy) = 0

On vérifie immédiatement le résultat annoncé dans le paragraphe pré-
cédent lorsque « est = 0 : on a, en effet :

Lorsque a == 0, la seconde polaire est décomposée en une droite double
et ceci quelque soit le point M générique dans le plan (alors que ce phé-
nomène de décomposition n’a lieu en général que pour un point M générique
sur la cubique et la décomposition s’effectue alors suivant deux droites

distinctes ) .
Lorsque M est un point générique de la cubique, on vérifie, en outre,

que cette droite double passe par M ce qui explique que le polynome
Aa2 + Bb;2 + Cc2 + abc soit nul.

On voit aisément que le degré de H est 5 et que par conséquent une
cubique définie sur un corps de caractéristique 2 a, au plus, 15 points
d’inflexion.

En fait, ce nombre n’est jamais atteint.

2,5,3. La caractéristique p est > 3.

L’équation de la seconde polaire du point (0, 1, 0) est donc :

Contrairement à ce qui se passait lorsque la caractéristique p = 2, c’est



en général une conique (absolument irréductible) passant par le sommet

(0, 1, 0).
Supposons que cette seconde polaire soit décomposée : l’absence des

monomes YX, YZ, montre que la décomposition est nécessairement de la

forme :

THÉORÈME. Lorsque la seconde polaire d’un point P d’une cubique C définie
sur un corps de cara~ctéristi~q~u~e p ~ 3 est par rapport à cette cubique
est ~décomp~os~ée, la tan~gente en A à la cub~i~q~ue C est un élément d’e

décomposition.
Par conséquent : :

THÉORÈME. Une conditio~n nécessaire et suffisante pour qu’un point 1 d’une

cubique C, définie sur un corps ~de caract~éristique p ~ 3, soit point
~d’in f lexion de cette cubiqu,e est :

1 ° Que 1 soit simple,
2° Que la sec~onde polaire ~de I par rapport à C soit décomposée.

Soit (x, y, z ) un point générique du plan. Une condition nécessaire et
suffisante pour que la seconde polaire de (x, y, z ) soit décomposée est que
ce point appartienne à un certain diviseur H du troisième degré.

Par conséquent une cubique définie sur un corps de caractéristique
p ~ 3 admet au plus 9 points d’inflexion. Nous verrons que ce maximum est
effectivement atteint dans certains cas.

Mais le résultat fondamental pour la suite est le suivant : :

THÉORÈME. Toute cubique, non singulière, définie sur un corps de carac-

téristiqu~e p quelcon~que, a~dmet au m~oins un point ,d’inflexion.

REMARQUE. La recherche des points d’inflexion d’une courbe définie sur un

corps de caractéristique nulle, se fait classiquement en introduisant la
Hessienne de cette courbe.

On vérifie sans difficulté que ce procédé s’étend aux cas des courbes
définies sur un corps de caractéristique p ~ 3.

Par contre, en caractéristique p = 2, le polynome :

est nul.

2,6. CLASSIFICATION PROJECTIVE DES CUBIQUES NON SINGULIÈRES 

Nous choisissons le sommet (0, 1, 0) en un point d’inflexion de la



cubique C, et prenons pour côté Z = 0 du triangle de référence la tangente
d’inflexion.

Par rapport à ce triangle, l’équation de la cubique s"écrit :

2,6,1. . La caractéristique p = 2.

La seconde polaire du point (0, 1, 0) est décomposée en les droites

d’équation : Z = 0 et qi (X, Z) = 0; cette seconde droite passe également
par le point d’inffexion.
2,6,1,1. Supposons que cette seconde droite est distincte de la première.

Prenons la pour côté X = 0 du triangle de référence. Dans des conditions

(pi (X, Z) ) = ax et :

THÉORÈME. La secon;de polaire d’un point d’inflexion d’une cubique C dé f i-
nie sur un corps de caractéristique p = 2 est décomposée suivant les

,deux tangentes menées du point d’infl.exio,n à la cubique.

Le théorème est évident lorsque la seconde polaire est décomposée en
une droite dou,ble. Il suffit de faire X = 0 dans l’équation obtenue plus
haut pour le démontrer dans le cas où les éléments de décomposition sont
deux droites distinctes.

Choisissons le point de contact pour sommet (0, 0, 1) du triangle de
référence, ce qui implique :

Reste à préciser la droite choisie pour côté Y = 0.



La seconde polaire du sommet (0, 0, 1 ) est décomposée et son équation
s’écrit :

Prenons pour côté Y = 0 l’une des composantes de cette seconde polaire :
c’est alors nul et :

On peut enfin choisir le point unitaire : considérons la substitution :

la nouvelle équation de C s’écrit :

Faisons, en outre, l’hypothèse que la cubique C est non singulière : b
et d sont alors différente de 0 et par un choix convenable de «, R, y, l’équa-
tion de C prend la forme :

Il faut encore vérifier que cette équation définit une cubique non singu-
lière :

Une condition nécessaire et suffisante pour que ce système ait une solu-
tion autre que la solution banale est que :

g=0 ou g=1.
Lorsque g = 0, le point (1, 0, 1 ) est non simple.
Lorsque g = 1, le point (0, 0, 1 ) est non simple.

2,6,1,2. Supposons que la seconde polaire du point d’inflexion ~0,1, 0) soit

décomposée suivant une droite double.

Prenons cette droite pour côté Z = 0 du triangle de référence. Prenons

pour sommet (0, 0, 1 ) un point de la cubique : son équation s’écrit alors :

On vérifie sans difficulté que la seule tangente issue du point d’inflexion

(0, 1, 0) est la tangente d’inflexion. Par conséquent les calculs faits dans le
cas précédent ne sont plus valables ici.

I,e sommet (0, 1, 0) est un point d’inflexion de la cubique et la droite
Z = 0 est la tangente d’inflexion. L’équation C s’écrit dans ces conditions :

Considérons la substitution linéaire :

ou ce qui revient au même, prenons pour axe X = 0 une nouvelle droite



passant par le point d’inflexion : l’équation de la cubique par rapport à
ce nouveau triangle de référence s’écrit :

Choisissons y de manière que le coefficient du monome XZ2 soit nul, ce

qui est toujours possible.
Le côté Y = 0 reste complètement arbitraire. Prenons pour sommet

(0, 0, 1 ) un point de la cubique le coefficient du monome Z3 est alors nul
et l’équation de la cubique s’écrit :

Nous pouvons encore prendre pour côté Y = 0 une autre droite passant
par le sommet (0, 0, 1). La seconde polaire de ce point a pour équation :

Elle est décomposée en une droite double que l’on peut prendre pour axe
Y==0. 

-

Par rapport à ce triangle de référence qui est bien déterminé dès que
l’on a choisi le point d’inflexion, l’équation de la cubique s’écrit :

Enfin par un choix convenable du point unitaire, cette équation se

ramène à la forme réduite :

On vérifie immédiatement que cette cubique est non singulière.
En résumé :

Les cubiques non singulières définies sur un corps de caractéristique
p = 2 sont projectivement équivalentes à l’un ou à l’autre de deux modèles :
le premier a pour équation :

le second a pour équation :

2,6,1,3. Supposons que la cubique C ait deux points d’inflexion, auquel cas elle
en aura au moins trois qui seront alignés.
Prenons cette droite portant les trois points d’inflexion pour côté Z = 0

du triangle de référence, et deux des tangentes d’inflexion pour côtés

X = 0 et Y = 0.

Dans ces conditions l’équation de la cubique C s’écrit :

4. Pour simplifier l’écriture, nous ne surlignons pas les lettres X, Y, Z. De même, nous
conservons les mêmes lettres pour les coefficients de l’équation avant et après la substi-
tution.



Pour faire choix du point unitaire considérons la substitution :

L’équation de la cubique s’écrit alors :

Les nombres a, b, d ne peuvent être nuls, par contre c peut l’être : par
conséquent, on peut, par un choix convenable du point unitaire, ramener
l’équation de C à la forme :

Cherchons pour quelles valeurs de g cette cubique est singulière. Le
système :

n’admet que la solution .banale lorsque g est ~ 1. Lorsque g = 1, il admet

en outre la solution (1, 1, 1 ). Mais le point unitaire n’appartient pas à la
cubique.

THÉORÈME. Il existe o01 cubiques non singulières définies sur un aorps de
caractéristique p = 2, qui ne sont pas projectivement équivalentes.
Leur éq:u:ation peut s’écrire:

()n remarquera que la droite d’équation X + Y + ,gZ = 0 est tangente
d’inflexion au point (1, 1, 0 ) .

Il est plus commode dans certaines questions de choisir les points
(1, 1, 0) , (1, j, 0) , (1, j2, 0) pour points d’inflexion.

Des raisonnements analogues aux précédents permettent de démontrer
le théorème suivant :

THÉORÈME. Il existe ool cubiques non sin,gulières, ~dé f inies sur un corps de
caractéristiques p = 2 qui ne sont pas projectivement équivalentes.
Le:ur équ~ati~on peut s’écrire :

2,6,2. La caractéristique p est > 3.

Nous prenons comme précédemment le sommet (0, 1, 0) en un point
d’inflexion et la tangente d’inflexion pour côté Z = 0. Dans ces conditions,
l’équation de la cubique s’écrit

Cherchons l’équation de la seconde polaire du point (0, 1, 0).



La seconde polaire a pour équation :

Elle est décomposée en la tangente d’inflexion et la droite d’équation :
2 Y + qi (X, Z ) = 0 que nous prenons pour côté Y = 0 ce qui est toujours
possible puisque (X . ~Z ) ne continue pas Y. L’équation de la cubique
s’écrit alors :

Cherchons quelle est la première polaire du point (1, 0, 0) :

La première polaire est la droite 3 aX + bZ = 0 : nous devons distinguer
deux cas : :

2,6,2,1 . La caractéristique p est  5.
Prenons la première polaire du point (1, 0, 0 ) pour côté X = 0, l’équation

de la cubiqu.e prend la forme : 
.

Reste à choisir le point unitaire : considérons la substitution :

On peut choisir a de manière que a«3 = 1 car a est nécessairement non
nul (sinon C serait décomposée). On ne peut en faire autant avec cay2
et dy3, car c et d peuvent être nuls.

THÉORÈME. Il existe ool cubiques non singulières définies sur un corps de
caractéristique p  5, qui ne sont pas projectivement équivalentes.
Leur équ~ation peut s’écrire :

Une cubique non singulière, définie sur un corps de caractéristique p ~ 5
est caractérisée, au point de vue projectif, par l’invariant : Ig31/g22

On retrouve donc, pour p ~ 5, donc lorsque la caractéristique est assez
grande, des résultats analogues à ceux valables caractéristique nulle, ce qui
est assez normal.

2,6,2,2,. La caractéristique p = 3.

La première polaire du point (1, 0, 0) est la droite Z = 0 et les raison-

nements précédents ne sont plus valables.
Rappelons que l’on a choisi :
le sommet (0, 1, 0 ) en un point d’inflexion de la cubique,
le côté Z = 0 suivant la tangente d’inflexion,



le côté Y = 0 comme élément de décomposition distinct de la tangente
d’inflexion de la seconde polaire du point d’inflexion.

Restent donc à préciser le côté X = 0 et le point unitaire.
Par le point d’inflexion on peut mener une seconde tangente distincte

de la tangente d’inflexion : nous la prenons pour côté X = 0.

I..’équation de la cubique C s’écrit alors :

Considérons alors la substitution :

Les nombres a, b, c ne peuvent être nuls :
a = 0 décomposition en Z = 0 et un diviseur de degré 2,
c = 0 le point (0, 0, 1) est non simple.
On peut donc ramener l’équation, par un choix convenable du point

unitaire à la forme :

Cherchons pour quelles valeurs de g1 et g2 cette cubique est singulière :

Ce système admet, quelque soit gi, la solution (1, - 1, 0 ) . Mais ce point
n’est pas un point de la cubique (~ ) .

Il n’admet pas d’autre solution différente de la solution triviale, lorsque
gl est différent de 0.

En résumé : :

THÉORÈME, Il existe o01 cubiques non singulières définies sur un corps de
caractéristiques p = 3, qui ne sont pas projectivement équivalentes.
Leur équation peut s’écrire :

Une cubique non singulière, définie sur un corps de caractéristique
p = 3, est caractérisée au point de vue projectif par l’invariant Ig21/g2.

2,7. CLASSIFICATION DES CUBIQUES SINGULIÈRES

2,7,1. . Cubiques ayant un point double à tangentes distinctes.

Soit (0, 0, 1) le point double à tangentes distinctes, X = 0, Y = 0 les

tangentes en ce point.
L’équation de la cubique s’écrit :

5. Nous sommes ici dans la situation déjà signalée, où l’identité d’Euler s’évanouit.



Il reste à choisir le côté Z = 0. Considérons la substitution :

On peut donc quelque soit la caractéristique, par le choix du côté
Z = 0, ramener l’équation à la forme :

Puis, en choisissant convenablement le point unitaire, on obtient le

résultat : .

THÉORÉME. Tout.es Les cubiques à point double à tangentes distinctes définies
sur un corps caractéristique p > 0, sont pro jectivement équivalentes
et leur équation pe~ut s’écrire :

REMARQUE. Lorsque la caractéristique p = 3, X3 + Y3 = (X + et la

droite Z = 0 est tangente d’inflexion.

2,7,2. Cubiques à point de rebroussement.

Soit (0, 0, 1 ) le point de rebroussement, Y = 0 la tangente de rebrousse-
ment : l’équation de la cubique s’écrit :

Considérons la substitution :

Les nombres a et b ne peuvent être nuls simultanément.

2,7,2,1. . La caractéristique p est déférente de 3.

On peut choisir f3 de manière que le coefficient du monôme X,2Y soit nul.
Prenons en outre pour sommet (0, 1, 0) un point de la courbe : par

rapport à ce nouveau triangle de référence l’équation de la cubique prend
la forme :

Reste à fixer le choix du côté Z = 0. Considérons la substitution :

On peut donc choisir le côté Z = 0 de manière à annuler le coefficient
du monome XY2, puis par un choix convenable du point unitaire, on

obtient le résultat suivant :



THÉORÈME. T,o~utes les cubiques à points ,~d~e rebrous~s~em;ent dé f inies sur un

corps de caractéristique p = 2 ou p > 5 sont projectivement équiva-
lentes et leur éq~u~a~tio~.n p~eut s’écrire :

2,7,2,2. La caractéristique p = 3.

Choisissons pour côté X = 0 une droite quelconque, passant par (0, 0, 1 )
et distincte de la tangente de rebroussement, pour sommet (0, 1, 0) le

point d’intersection de cette droite et de la courbe distincte du point de
rebroussement et pour côté Z = 0 la tangente à la courbe en ce point.

L’équation de la cubique par rapport à ce triangle de référence prend
la forme :

Le nombre a ne peut être nul, par contre b peut l’être : par conséquent,
en choisissant convenablement le point unitaire, on obtient deux formes
réduites :

Il n’est pas évident que ces deux cubiques ne sont pas projectivement
équivalentes. On peut, par exemple, remarquer que le point (0, 1, 0) est

point d’inflexion de la seconde, alors que la première n’a pas de point
d’inflexion elle admet la représentation paramétrique :

Les paramètres des points d’intersection avec la droite d’équation :
uX + vY + w~Z = 0 sont racines de l’équation :

qui admet une racine triple pour : u = w = 0 ce qui redonne la tangente
de rebroussement.

THÉORÈME. Toutes les cubiques à point de rebroussement définie’s sur un
aorps de caractéristique p = 3 sont projectivement équivalen tes à l’un
ou l’autre des deux modèles suivants :



Cubiques non singulières définies sur un corps de caractéristique 2 :

Cubiques non singulières définies sur un corps de caractéristique 3 :



Cubiques non singulières définies sur un corps de caractéristique p > 3 :

Cubiques à point double définies sur un corps de caractéristique quel-
conque :



Cubiques à point de rebroussement définies sur un corps de caracté-
ristique p = 3 :

Cubiques à point de rebroussement définies sur un corps de caracté-
ristique p ~ 3 :



CHAPITRE III

PROPRIÉTÉS INFINITÉSIMALES DES CUBIQUES NON SINGULIÈRES
3,1. . CLASSE D’UNE CUBIQUE NON SINGULIÈRE

3,1,1. . La caractéristique est égale à 2.

Un raisonnement général permet de montrer que la classe d’une courbe
définie sur un corps de caractéristique p = 2 de degré n est au plus égal
à n (n - 1 ) /2 (au lieu de n (.n 2014 1 ) dans le cas de caractéristique p = 0 ) (~ ) .

Au moyen d’un choix convenable des coordonnées (non homogènes),
il suffit de majorer le nombre des tangentes menées à la courbe par le

point à l’infini sur l’axe des X.
Si F (X, Y) = 0 représente l’équation de la courbe C, nous avons à

majorer le nombre des points communs à la courbe C et à la courbe

d’équation F’x (X, Y) = 0. (Certains de ces points pouvant être des points
multiples de C.)

On peut écrire :

Par conséquent, on a à majorer le nombre des points communs aux
deux courbes d’équation :

Ces courbes sont de degré n - 1 et n respectivement. Mais toutes leurs
tangentes sont parallèles à l’axe des Y. Par conséquent, chaque point d’in-
tersection compte pour deux et ces deux courbes ont au plus n (n -1 ) /2
points d’intersection distincts.

Une cubique non singulière, définie sur un corps de caractéristique
p = 2, est donc au plus de classe 3.

Ce maximum est atteint pour la cubique d’équation :

THÉORÈME. Une cubique non singulière, définie sur un corps de caracté-
ristique p = 2, est de classe 3.

3,1,2. La caradéristiqu’e p = 3. .

La classe est au plus 6. Montrons qu’elle est atteinte :

Considérons le modèle d’équation :

1. Pierre Boughon, Jacqueline Nathan et Pierre Samuel : Courbes planes en caracté-
ristique 2. Bulletin de la Société Mathématique de France. 83, 1955, pp. 275-78.



Les points de contact des tangentes à cette courbe menées du point
(a, b, c) sont sur la courbe d’équation :

Prenons pour point Ca, ,b, c) ) le point (0, 0, 1) : : on trouve effective-

ment six (dont la tangente en (0, 0, 1) qui compte pour deux) .

3,1,3. La caractéristiq~ue p est ~ 5.

Les calculs sont identiques à ceux valables en caractéristique nulle :
~ 

la classe est six.

En résumé : :

THÉORÈME. La classe id’une cubique non singulière définie sur un corps de
oaract,éristique 2 est é~gale à 3.
La classe d’une cubique non singulière définie sur un corps de carac-

téristique p ~ 2 est égale à 6.

3,2. CLASS’E D’UNE CUBIQUE A POINT DOUBLE ORD!NA!RE

3,2,1. . La caractéristique p = 2.

Soit : X3 + Y3 + XYZ = 0 l’équation de la cubique C.
Les points de contact des tangentes issues du point (a, b, c) sont sur

la conique d’équation :

dont toutes les tangentes passent précisément par le point b, c) . D’autre

part, cette conique passe par le point double (0, 0, 1) de la cubique qui
compte au moins pour deux dans l’intersection.

La classe de la cubique C est donc au plus égale à 2.
Elle est égale à 2 : en effet, par le point (0, 0, 1 ) on peut mener deux

tangentes à la cubique.

THÉORÈME. La classe ~d’.un.e cubique à point double ordinaire définie sur
un corps ~de caractéristi~q~u~e p = 2 est égale à 2.

3,2,2. La caractéristiq~ue p est > 3.
Les calculs et les raisonnements sont les mêmes qu’en caractéristique

nulle.

THÉORÈME. La classe d’une cubi~que ~d~é f inie sur un corps de caractéristique
p > 3 à point ,do~uble ordinaire est égale à 4.

3,3. CLASSE D’UNE CUBIQUE A POINT DE REBROUSSEMENT

3,3,1. . La caractéristique p = 2. .

Soit (r, y, z) un point générique de la cubique C. L’équation de la



tangente en ce point s’écrit :

La tangente en un point générique passe donc par le point « fixe »

(0, 1, 0) qui est point d’inflexion de la courbe.
On rem~arqu.era que la tangente de rebroussement passe pas par ce

point et que ci’ est la seule à faire exception (2 ) .

THÉORÈME, Une cubique à point de rebroussement définie sur un corps de

caractéristique p = 2 est de classe 1.

, Il résulte immédiatement des raisonnnements précédents qu’une telle

cubique a un unique point d’inflexion, par lequel passe la tangente 

rique.

3,3,2. La caractéristique p = 3.

Nous savons qu’il existe alors deux modèles projectifs.

3,3,2,1. La cubique considérée est projectivement équiv~alen~te au modèle :

Les points de contact des tangentes issues du point (a, b, c) sont sur

la conique d’équation :

Cette conique coupe la cubique, outre le point de rebroussement, en

trois points. Par conséquent la classe de C est au plus égale à trois. Elle

est effectivement égale à trois comme le montre la considération d’un point

(a, b. c) particulier (1, 1, 0) par exemple.

THÉORÈME. Une cubique C, ~dé f inie sur un corps de caractéristique p = 3,

ayant un point de rebroussement et projectivement équivalente au

modèle Y2 Z + X3 + X2 Y = 0, est de classe 3.

3,3,2,2. La cu.bique consi,dérée est p~ro j~ectiv~ement équivalente au modèle:

Soit (x, y, z) un point générique de cette cubique : l’équation de la

tangente en ce point s’écrit : .

Elle passe par le point « fixe » (1, 0, 0) qui, au contraire de ce .qui se

passait en caractéristique p = 2, appartient également à la tangente de

rebroussement.

THÉORÈME. Une cubique C, définie sur un corps de caractéristique p = 3,

ayant un point de rebroussement et projectivement équivalente au
modèle Y2 Z + X3 = 0, est de class.e 1. .

2. Cette partcularité est liée, com,me nous le verrons plus loin au fait que le point
ca~ractéristique de la tangente n’est jamais le point de contact de la tangente avec la

courbe. 
’



3,3,3. La caractéristique p est > 3.

Les calculs et raisonnements sont analogues à ceux valables en carac-
téristi~que nulle.

THÉORÈME. L;a class~e ~d’une cubique à point de rebroussement définie sur
un corps de caractéristiqu.e p > 3 est égale à 3.

3,2. POINT CARACTÉRISTIQU~E DE LA TANGENTE A UNE C’UBIQUE.

Soit C une courbe plane définie sur un corps de caractéristique p quel.
conque.

Soient P° _ (XO, yO), un point simple de C et P = (x, y), un point
k (XO, yO) - générique de C. Soient T° la tangente en P°, T la tangente en P.

D’ÉFINITION. On appelle point caractéristique de la tangente T° l’unique
spécialis,ation du cycle T° . T d,ans le prolo~n;geme~n~t de la k (PO) - sp~é-
cialisation P ~ P° (3) .
On démontre qu’en caractéristique p > 0, le point caractéristique de

la tangente générique n’est pas nécessairement le point de contact de cette

tangente et de la courbe.

3,2,1. . La caractéristique p = 2.

THÉORÈME. Le point caractéristique ~de la tangente ~générique à une co,urbe
quelconque déf inie sur un corps de car,actéristique p = 2 n’est jamais
le point de contact.

Il est commonde de démontrer les lemmes suivants.

LEMME 1. Soit k un corps caractéristique p = 2 et (s, t) un point génériq:ue
d’une courbe plaine ~d’équation non hom~o~g~ène g (S, T) = 0. Le produif
g’s (s, t) . g’ T (s, t) est un éléme,nt de k (s.2, t~2).

Écrivons, en effet :

et par conséquent :

puisque : g (s, t) = 0 par hypothèse.

LEMME 2. Soit uX + vY + ’wZ = 0 l’équation homogène ,de la tangente à

la courbe S en un point généri~q~ue P = (s, t ) .
Les coe f f icients u. v, ~w sont des éléme~nts de k (s2, t2 ) .

,

3. Pierre Boughon. Propriétés différentielles des variétés algébriques définies sur un

corps de caractéristique p > 0. Thèse, Paris, 1955.



Soit (x, ,y, z) un système de coordonnées homogènes du point P. L’équa-
tion de la tangente s’écrit :

Les coefficients ne sont pas nuls tous les trois : supposons que
ne soit pas nul.

LEMME 3. Les coordonnées dlu point caractéristiqu.e de la tangente 
que à la courbe C au point P = (s, t) sont des éléments de k (s4, t4).

Soit q~ (U, V, W ) = 0 l’équation tangentielle homogène de la courbe C.

On démontre (~ ) que des cordonnées homogènes du point caractéristique
de la tangente générique (u, v, w) sont

v, w) ~ (~u~ v~ ~w) ~ (u, w’~ w) )
Ces coordonnées ne sont pas nulles toutes les trois : supposons que

(/y (u, v, w ) ne sont pas nulle : un raisonnement entièrement analogue
au précédent démontre le lemme.

Si (a, b, c,) sont des coordonnées homogènes du point caractéristique
de la tangente générique, on a donc :

et par conséquent on ne saurait avoir (la, b, c) = (x, y, z), ce qui démontre
le théorème.

Nous nous proposons de préciser ces résultats dans le cas où la courbe C
est une cubique.

3,2,2. Application aux cubiques non singulières définies sur un corps de caracté-
ristique p = 2.

Considérons le modèle projectif d’équation non homogène :

Équation de la tangente au point P = (x, y ) :

4. Cf. 1 page précédente.
5. Aucune confusion n’étant à craindre, nous abandonnons la notation (S, T) pour

désigner des coordonnées non homogènes.



En définitive, on peut écrire l’équation de la tangente sous la forme :

On trouve pour équation tangentielle homogène de cette cubique :

Les coordonnées non homogènes du point caractéristique sont

Le lieu du point caractéristique est la cubique d’équation non homo-

gène :

Une condition nécessaire et suffisante pour que le point caractéristique
soit le tangentiel du point de contact est que g4 + g = 0.

3,2,3. Application aux cubiques à point double ordinaire définies sur un co.rps
de caractéristi~q~ue p = 2.

Les calculs ne présentent pas de difficulté : les résultats sont résumés

ci-dessous :

Équation de la cubique : X~ + Y3 + XYZ = 0
,Équation de la tangente : y4 X + x4 Y + x2 y’2 Z = 0

,Équation tangentielle de la cubique : UV + ’W’~Z = 0
Point caractéristique de la tangente au point (x, y, z) : (x4, g4, 0) .

THÉORÈME. Le point caractéristique de la tangente générique à une cubique
à point double ordin~aire, ~dé f inie sur un corps de caractéristique p = 2,
est sur la droite qui joint les trois points d’inflexion ~de la cubique (~s) .

3,2,4. Application aux c~ubiqu~es à point de rebroussem~e~nt définies sur un corps
de caractéristique p = 2.

Nous savons déjà que la tangente ,générique passe par un point fixe :
c’est nécessairement le point caractéristique.

THÉORÈME. Le ,point caractéristique de la tangente générique à la cubique
à point ~~de rebroussement d’~é~quation :

définie sur un corps .de caractéristi~q~u.e p ~ 2, est le point (0, 1, 0 ) .

3,2,5. Nous nous proposons maintenant de préciser les relations qui
existent entre point caractéristique et point de contact d’une tangente
à une courbe définie sur un corps de caractéristique p > 2.

3,2,5,1. Soit C une courbe d’équation f (X, Y, Z ) = 0 définie sur un corps
de caractéristique p ~ 0.

6. On sait seulement que le côté Z = 0 coupe la cubique en trois points qui sont

points d’inflexion. Nous verrons plus loin que ce sont les seuls.



Soit q~ (U, V, W ) = 0 son équation tangentielle.
Soit P° _ y°, un point simple de C, P° _ (u°, la tangente

en ce point, P = (x, y, z ) un point générique de C et P = (u, v, w) la tangente
en ce point.

Considérons la k (PO) - spécialisation P ~ P°. On sait qu’il existe une

place unique w de k (P°, P) qui la prolonge.
Les éléments u° = f x ï/% ZO), VO = f y (x°, y°, zo), , w° = fz y°, z~ ) ne

sont pas nuls tous les trois puisque P° est simple sur C. Supposons que w°

ne soit pas nul : les quotients u/.w, v/w sont dans l’anneau de w et par

conséquent P° est l’image de P par w.

Tout point simple P° de l’ensemble algébrique C d’équation

cp (U, V, W) = 0 étant spécialisation du point P, C est une variété.

3,2,5,2. Dans tout ce qui suit nous supposons que la classe de C est > 1,
donc que C est une courbe et que ce n’est pas une droite.

A tout point M (resp. droite D ) du plan des XYZ faisons correspondre,

par dualité, la droite M (resp, le point D).

Soit M = P°.P. Son image dans le plan des U, V, W est la droite P°P = M.
(Cf. figures page 51 ) .

Dans la spécialisation P --~ P°, la droite se spécialise en

la tangente T° en P° à C. L’image T° de la droite T° est le point caractér.isti-

que de la tangente P° à C.



La compatibilité de la spécialisation des cycles et du produit d’intersec-

tion montre que le cycle M.C se spécialise en le cycle T°.C. Dans ce dernier
cycle, le point P° apparaît avec un coefficient au moins égal à 2, ce que l’on
peut énoncer plus rapidement de la façon suivante : :

LEMME. Soit P" un point simple d’une courbe C ~de classe au moins égale à
2 définie sur un corps de caractéristique quelconque.
Soit P° la tangente à C en po et soit T° son point caractéristiqu,e.
La tangente P° compte pour deux dans le faisceau des tangentes à C
issues de P°.

3,2,5,3. Considérons un point P’ générique de C. Supposons que le point T’

dans la tangente P’ en P’ à C soit tel que, au sens défini dans le para-

graphe précédent, la tangente P’ compte pour au moins deux dans le
faisceau des tangentes issues de T’.

Considérons la droite T’ image dans le plan des UVW du point T’. Le

cycle C.T’ est défini est le point P’ qui appartient à son support est simple

sur C puisque générique sur C. Par hypothèse ce point apparaît dans le

cycle C.T’ avec une multiplicité au moins égale 2. Par conséquent, T’

est tangente à C en P’.
Il résulte du lemme démontré au paragraphe précédent et de l’unicité

du point caractéristique, que T’ est le point caractéristique de la tangente

générique P’.
LEMME. Soit P’ un point ,générique ,d’une courbe C de classe au moins égale

à 2, définie sur un corps de caractéristique quelconque.
Soit P’ la tangente à C en P’.

Si dans le faisceau des tangentes issues d’un point T’ de la tangente P’ à

la courbe C, la tangente P’ compte pour deux le point T’ est l’unique

point caractéristique de la tangente P’.

Application aux cubiques non singulières définies sur un corps de

caractéristiq~ue p = 2.
Nous avons démontré que la classe d’une telle cubique est 3.

Soit P un point générique. Considérons le faisceau des tangentes issues
de P.

La tangente en P a la multiplicité 1, puisque le point P ne peut pas être
le point caractéristique de cette tangente.

On peut donc mener deux tangentes distinctes de celle-là. Désignons par
Q et R leur point de contact.

Une condition nécessaire et suffisante pour que ces deux tangentes soient
confondues est le point P soit le point caractéristique de la tangente en Q.



Nous savons que cela est possible et c’est un problème que nous avons
résolu : 

’

THÉORÈME. Par un point générique d(e la cubique 

définie sur un corps de caractéristique p = 2, on peut mener deux tan,.

gentes autre.s [la tangente en P.
Une condition nécessaire et suffisante pour que ces deux tangentes
soient .conf~on~dues est g = 0.

Un point d’inflexion de la cubique C est par définition un point confondu
avec son tangentiel. Par conséquent :

CORROLAIRE. Par un point d’inflexion ,de la cubique d’équation

définie sur un corps de car,actéristique p = 2, on peut mener une seule

tangente distincte de la tangente d’inflexion.
- - Par un point d’inflexion de la cubique d’équation :

ne peut mener ~aucune tan~gente distincte ~de la tangente ,d’inflexion.

3,2,5,4. Nous supposons dans ce qui suit que le corps de définition de la
courbe C est de caractéristique p > 2.
Soit M = (a, b, c) un point générique du plan de la courbe C. Une condi-

tion suffisante pour que la tangente en P = (x, y, z) passe par M est que :

Par conséquent les points P de C qui possèdent la propriété que la tan- .

gente en P à C passe par M = (a, b, c) appartiennent au support du cycle
C.D où est le diviseur d’équation

Mais il peut se faire que le diviseur D soit multiple d’un diviseur E.
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et suffit que les dérivées partielles f’x, f’y, f’z
soient des éléments de k [XP, YP, ,ZP]. .

Tel est par exemple le cas de la courbe C d’équation :

Le diviseur D a alors pour équation :

On peut prétendre que la tangente générique à cette courbe C est « mul-

tiple d’ordre p » et que par conséquent sa classe est p (p + 1 ) , Nous

n’adopterons pas ce point de vue et nous dirons que la classe de cette

courbe est égale à p, que son équation tangentielle s’écrit :



est que la tangente générique rencontre la courbe en p points confondus
avec le point de contact (7) .

Supposons désormais qu’il n’existe pas de diviseur E dont le diviseur D
soit multiple et considérons le cycle C. D.

Les points non simples de E appartiennent au support de ce cycle.
Les points non simples de D sont solutions du système :

Ce sont donc des points communs à D et à la Messienne de C. Pour que
ces points appartiennent au support du cycle C.D, il faudrait que

M = (a, ~b, c) appartienne à une tangente d’inflexion de C, ce qui est impos-
sible puisque M est générique dans le plan, et que l’on vient précisément
d’écarter les courbes dont la tangente générique est tangente d’inflexion.

Soit alors P un point simple de C, appartenant au support du

cycle C . D dans lequel il figure avec une multiplicité au moins égale à 2 :
la courbe C et le diviseur D sont alors tangents et cette condition, compte
tenu des restrictions imposées d’une part à la caractéristique, d’autre part
à la courbe, est nécessaire et suffisante pour que le point M soit point
caractéristique de la tangente en P à C.

3,5,2,5. Cherchons alors dans quelles conditions on peut affirmer qu’un
point P générique sur C est point caractéristique de la tangente en P.
L’équation de la tangente à D en P = (x, y, z) s’écrit :

Nous avons supposé la caractéristique p > 2. Par conséquent, nous som-
mes dans le cas où l’identité d’Euler pour les dérivées secondes ne s’éva-

nouit pas et l’équation de cette tangente peut encore s’écrire :

La courbe C et le diviseur D sont tangents en P.

3,2,5,6. Application ~aux cubiques de classe > 2 définies sur u~n corps de
caractéristiqu~e p > 2.

Soit C une telle cubique : elle satisfait à toutes les conditions imposées
à la courbe C dans les paragraphes précédents.

En effet, elle est définie par hypothèse sur un corps de caractéristique
p > 2 et, comme on l’a précédemment montré, son point générique n’est
pas point d’inflexion.

7. On remarquera que de telles questions ne s.e posent pas pour les cubiques définies
sur un corps dé caractéristique 2 ou plutôt qu’elles sont masquées par la valeur particu-
lière de la caractéristique.



THÉORÈME. Soit C une cubique, singulière ou non, ~de classe ~ dif f érente
de 1, définie sur un corps d’e caractéristique p > 2.
Le point caractéristique ~de la tan~g~e’nte génériq~ue est son point ~de contact.
Les cubiques telles que le point caractéristique de la tangente générique

est distinct de son point de contact sont donc :
1 ° Toutes les cubiques sur un corps de caractéristique p = 2,
?° Les cubiques, définies sur un corps de caractéristique p = 3, projec-

tivement équivalentes au modèle d’équation :

3,3. NOMBRE DE POINTS D’INFLEXION D’UNE CUBIQUE NON SINGULIÈRE

3,3,1. . La caractéristique p = 2 .

Nous avons démontré l’existence d’un point di’nflexion et de ce fait nous
avons pu ramener l’équation de la cubique à la forme :

Distinguons deux cas :

3,3,1,1. ~ = 0 : l’équation de la tangente au point P = (x, y, z) s’écrit :
x2X + ly!2Y + z2Z = 0 et le point (x4, y’~, z4 ) est le tangentiel du point (x, y, z ) . .

Une condition nécessaire et suffisante pour que P soit point d’inflexion
est qu’il soit confondu avec son tangentiel, donc que :

Un calcul facile montre que tous les points d’intersection de cette

cubique avec les côtés du triangle de référence sont points d’inflexion et
que ce sont les seuls.

3,3,1,2. ~g ~ 0 : l’application de la méthode précédente est difficile par
suite de la longueur des calculs. Il est plus simple d’écrire qu’une condi-

tion nécessaire et suffisante pour que le point P soit point d’inflexion est

que la tangente en P est élément de décomposition de la seconde polaire
de ce point.

L’équation de la seconde polaire du point P = (x, g, z ) s’écrit :

et celle de la tangente :

Les points d’inflexion sont les points d’intersection de la cubique est du
diviseur d’équation :

On trouve ainsi 9 points d’intersection distincts.



THÉORÈME. Une cubique non singulière, définie sur un corps de caracté-
ristique p = 2, a 9 points d’inflexion.

REMARQUE. La méthode que nous avons utilisée dans le second cas s’appli-
que également au premier. On vérifie facilement la concordance des

résultats.

3,3,2. La caractéristique p = 3.

En supposant l’existence d’un point d’inflexion, nous avons ramené

l’équation de la courbe à la forme :

et nous avons montré que le nombre de points d’inflexion était  9. Nous
allons montrer qu’il est, en fait, égal à trois.

L’équation de la seconde polaire du point P = (x, g, z) s’écrit :

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle soit décomposée,
donc pour que le point P = (x, y, z ) soit point d’inflexion de la cubique est
qu’il appartienne au diviseur d’équation :

La droite Z = 0 est la tangente d’inflexion de la cubique au point
(0, 1, 0). Quant à la conique seconde composante de ce diviseur, elle coupe
la cubique en deux points distincts seulement situés sur la droite d’équa-
tion :

Ces deux points sont donc alignés avec le point (0, 1, 0) .
THÉORÈME. Un,e cubique non singulière, définie sur un corps de caractéris-

tique p = 3 a trois points d’inflexion.

3,3,3. La caractéristique p est > 3 :

Les calculs et raisonnements sont les mêmes qu’en caractéristique nulle :

THÉORÈME. Une cubique non singulière définie sur un corps cara.ctéris-

tique p > 3 a neuf points d’inflexion.



CHAPITRE IV.

GÉOM’ÉliRIE SUR UNE CUBIQUE NON SINGULIÈRE

4,1. . PRÉLIMINAIRES

Soit C une cubique non singulière (~ ) définie sur un corps de caracté-

ristique p > 0. On sait (2 ) que son genre est égal à 1 et que les séries

linéaires complètes de degré n sont de dimension n-1 donc, avec des nota-
tions classiques sont des 

On sait également que le système des courbes de degré m découpe sur C
une série complète qui est, par conséquent, une 

Nous noterons : x l’addition des diviseurs toutes les fois qu’une confu-
sion pourrait se produire avec l’ « addition des points » sur la cubique.

Pour simplifier l’écriture, l’équivalence de deux diviseurs sera notée : =.
Il est classique de présenter la géométrie sur une cubique au moyen de

l’addition des points, qui n’est pas essentiellement différente de la théorie
de l’équivalence des diviseurs. 

4,2. ADDITION DES POINTS SUR UNE CUBIQUE

Soient P et Q deux points quelconques de la cubique C. La droite PQ
lorsque les points P et Q sont distincts, la tangente en P lorsqu’ils sont

confondus, rencontre la courbe C en un troisième point généralement dis-
tinct de P et Q et qui est le rési~duel de P et Q.

Soit F ce point.
Par définition, le résiduel de E et F est un point que l’on note F’ = P + Q

(fig. p. 218).
Cette construction géométrique définit une loi de composition interne

partout définie sur l’ensemble des points de la cubique.

THÉORÈME. L’addition des p~oin~ts sur une cubique est une loi de groupe

abélien.

1 ° Commutativité. La définition de P + Q ne fait intervenir que la

droite PQ et fait donc jouer un rôle symétrique aux points P et Q.
2° Associativité. Soient P, Q et R trois points quelconques de la cubi-

que C (cf. p. 219).

1. Une cubique singulière étant unicursale aucune question de ce genre ne se pose à
son sujet.

2. La démonstration du thèorème de Riemann-Roch pour les corps de fonctions algè-
briques de caractéristiques p > 0 se trouve dans : Chevalley, Introduction to the theory
of Algebraic Functions of one variable. Math. Surweys, N° VI, 1951.

On pourra également consulter : P. Samuel : Singularités des variétés algébriques.
Bull. Soc. Math. France, 1952.

La démonstration du théorème de Brill-Noether a été donnée au chapitre 1.



Définition de l’addition des points sur une cubique.

Désignons par : F le résiduel de P et Q,
F’ le résiduel de E et F,
G le résiduel de Q et R,

. 
G’ le résiduel de E et G.

Deux droites quelconques du plan coupent la cubique suivant deux

cycles équivalents. Nous avons donc les égalités suivantes entre cycles,
X désignant le résiduel de F’ et R et Y celui de P et G’ :

Ces équivalences impliquent l’équivalence X = Y entre les diviseurs X

et Y et, par conséquent, puisqu’il s’agit de diviseurs réduits à un point affecté
du coefficient 1, ces points sont confondus, ce qui démontre l’associativité.

3° Existence ,d’,un élément neutre. Le point d’inflexion E est élément

neutre (~1 ) .
.

1. Nous ne noterons pas cet élément neutre 0 (zéro), contrairement à la coutume.



4° Tout élément admet un opposé. L’opposé du point P est le résiduel
de P et de F,

4,3. APPLICATION DE L’ADDITION DES POINTS SUR UNE CUBIQUE

La plupart des applications de l’addition des points sur une cubique
sont des conséquences du théorème suivant :



THÉORÈME FONDAMENTAL. Une con~dition nécessaire et suffisante pour que
le diviseur positif :

c

~~e degré 3 n, soit le cycle intersection de la cub~ique C et d’une courbe
de degré n, est que :

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme suivant : :

LEMME. Les points Pi (1 ~ i ~ n) ~de la cubique C étant ,distincts ou non,
les deux relations suivantes sont équivalentes :

La démonstration se fait par récurrence à partir de n = 2.
Pour démontrer le théorème, il suffit alors de remarquer que le cycle

3 n . E est le cycle intersection de la cubique avec le diviseur T", T étant la
tangente d’inflexiono en E, et que la relation :

i

peut encore et que par conséquent elle est
i

équivalente à la mème relation écrite entre cycles, laquelle est vraie puisque
chacun des cycles qui figure au premier et au second membre sont les

cycles intersection de la cubique C avec deux diviseurs de degré n.
De très nombreuses propriétés des cubiques trouvent une démonstration

facile grâce à l’addition des points : bornons-nous aux exemples suivants :
4,3,1. Soit 0 un point fixe d’une cubique C. Une sécante issue de 0 coupe C

en P et Q. Soit A un second point fixe de C et P’ (resp. Q’) le résiduel

de A et P (resp. A et Q). .
Le rési~duel 0’ de P’ et Q’ est f xe.
Soit 0’ le résiduel d’un couple P’, Q’. Un calcul facile montre que :

Le point 0’ est donc indépendant du couple P’, Q’ particulier choisi pour
le définir.

4,3,2. Points d’inflexion d’une cubique.

THÉORÈME. Une condition nécessaire et suffisante pour que le point X soit
point d’inflexion est que 3.X + E.
La condition est nécessaire : soit X un point d’inflexion de la cubique C.
Si X = E, c’est évident,
Si X ~ E, le résiduel de X et X est X est le point 2.X est le résiduel de

E et X. e résiduel des points 2.X et X est le point E et puisque le résiduel
des points E et E est encore E, 3.X = E.



La condition est suffisante : soit X un point de la cubique C tel que
3.X = E.

La relation 3.X = E peut encore s’écrire : - 2.X = X. Le point X est

alors confondu avec son tangentiel et puisque la cubique est non singulière,
X est point d’inflexion.

.Soient F et G deux points d’inflexion d’une cubique. Le résiduel des

points F et G est le point - (F + G) et c’est par conséquent un point
d’inflexion.

On retrouve ainsi le théorème déjà démontré : :

THÉORÈME. Le résiduel de deux points d’inflexion est un point d’inflexion.

Plaçons-nous dans le cas d’une cubique non singulière définie sur un

corps de caractéristique p ~ 3 : nous savons qu’elle a 9 points d’inflexion,

alignés trois par trois. ’

Soient E, F, G trois points d’inflexion non alignés. Les 9 points d’inflexion

figurent dans le tableau suivant (2) : :

4,4. L’INVARIANT PROJECTIF D’UNE CUBIQUE NON SINGULIÈRE

Soit C une cubique non singulière. Soient A et B deux points distincts
de C. La droite AB rencontre à nouveau la cubique C au point - (A + B).

Soit U un point quelconque de C distinct de A et B. Une sécante quel-
conque issue de A rencontre à nouveau la cubique au points P et - (A + P).
Le résiduel des points U et P (resp. U et - (A + P ) ) ) est le point - (U + P)

(resp. A + P - U) (cf. filg. p. 222’).
Une condition nécessaire et suffisante pour que ces deux résiduels soient

alignés avec le point B est que :

ou encore : A + B = 2 Udonc que le point U s,oit l’un des tangentiels du

point - (A + B). .
Dans tout ce qui suit, nous supposerons le point U choisi de cette façon.

THÉORÈME. Les ,droites joignant les points :
A et P d’une part , B et - (U + P ) d’autre part,

se correspon~dent dans une homographie.

THÉORÈME. Une tangente à la cubique issue ~de A a pour homologue d’ans
cette homographie une tangente issue de B. ,

La démonstration de ces deux théorèmes est immédiate.
- ,

2. Le résultat est le même pour une cubique non singulière définie sur un corps de
caractéristique nulle. On sait dans ce cas que trois seulement des points peuvent être

réels. On ne peut donc pas représenter l’ensemble de ces 9 points.



4,4,1. . Le théorème de Salmo.n. (Caractéristique p > 2 ) .

Supposons que la classe de la cubique C soit six, donc que la caractéris-
tique de son corps de définition est > 2. Par un point générique de C on
peut mener quatre tangentes distinctes de la tangente en P.



Soient P et P’ deux points distincts de la cubique C.

D’après ce qui précède, il existe une homographie qui transforme le

faisceau des quatre tangentes issues de P en le faisceau des quatre tan-

gentes issues de P’.

Désignons par 8 (P) la valeur de l’invariant anharmonique pour le

birapport des quatre tangentes en P (3 ) .

THÉORÈME DE SALMON. 8 (P) est in~dép~en,dant ~d~u point P. Il ne dépend que
de la cubique C. Nous le noterons 8 (C).

4,4,1,1. La ~cara~ctéristiq~ue p = 3.

Considérons deux cubiques non singulières C et C’. Nous avons montrer

que l’on pouvait, par des transformations homographiques, ramener leur

équation à la forme :

Une condition nécessaire pour qu’il existe une homographie qui trans-
forme C en C’ est que 8 (C) = 8 (C’).

Un calcul facile fait à partir du faisceau des tangentes issues du point
(0, 1, 0 ) montre que :

Réciproquement, considérons deux cubiques non singulières C et C’

telles que 8 (C) = 8 (C’).
On peut toujours supposer que leurs équations sont celles écrites plus 

’

haut. Par hypothèse, il existe une homographie qui transforme le faisceau
des tangentes à C issues de (0, 1, 0 ) en le faisceau des tangentes à C’ issues
du même point.

sont donc homologues (à un facteur constant près) dans cette homographie
et un choix convenable du point unitaire permet de rendre ce facteur égal
à l’unité.

THÉORÈME. Une condition nécessaire et suffisante pour que deux cubiques
nom singulières, C et C’, définies sur un corps de caractéristique p = 3
soient projectivement équivalente est que :

3. 03B4~03BA (X) est le générateur du corps des invariants du groupe anharmonique. On sait
que :



On remarquera que la donnée de 8 détermine trois valeurs de a toujours
distinctes donc trois cubiques projectivement équivalentes.

Nous allons montrer que les trois équations obtenues sont celles d’une
même cubique rapportée successivent aux trois triangles construits comme
il a été indiqué au chapitre 2 à partir de chacun des trois points d’inflexion
de la cubique.

Par rapport à chacun de ces triangles la cubique C a une équation de la
forme écrite plus haut. Cette équation est entièrement déterminée par la

valeur du rapport « = 

D’autre part chacune de ces valeurs du rapport « est racine de

l’équation :

Il reste à montrer que les trois valeurs de « qui figure dans les trois
équations sont distinctes lorsque 8 (C) est ~= 0.

Il suffit évidemment de montrer que deux d’entre elles sont distinctes.

On le vérifie aisément en écrivant l’équation de la cubique par rapport
à un triangle de référence dont deux sommets sont des points d’inflexion.

Notons le cas particulier 8 (C) = 0. La cubique C a dans ce cas la même
équation qui peut s’écrire :

Y,2Z + X3 + XZ:2 = 0 (cubique équiharmonique)

par rapport à trois triangles distincts.

4,4,1,2. La caractéristique est > 3.

Les raisonnements et les calculs sont les mêmes qu’en caractéristique
nulle.

On trouve :

On remarquera qu’au contraire du cas p = 3, 8 (C) est une fonction

homographique de ,q et que par conséquent la donnée de 8 (C) détermine

complètement la cubique C une fois le triangle de référence choisi.

. 

La cubique C ayant 9 points d’inflexion et à chacun d’entre eux étant
associé un triangle par rapport auquel son équation prend la forme réduite :

Y2Z + X3 + + ~9’,s~Z’3 = 0

il existe 9 triangles de référence par rapport auxq:u,els la cubiq.ue C a même

équation.

THÉORÈME. Une condition nécessaire et suffis:ante pour que deux cubiques
non singulières C et C’ définies sur un corps ide caractéristique p ~ 2,
soient projectivement équivale’ntes est que 8 (C) = 8 (C’). .
Par rapport à un triangle de référence déterminé, il y a, lorsque p =,3,



trois cubiques pour lesquelles 8 (C) a une valeur donnée, et une seule
cubique lorsque p est > 3.

4,4,2. invariant projectif d’une cubique non singulière définie sur un corps de
caractéristique p = 2.

Soit X3 + Y3 + Z3 + gXYZ = 0 l’équation d’une cubique non singulière
rapportée à un triangle de référence dont chaque côté porte trois points
d’inflexion.

. Désignons par : 1, «, «’ les racines cubiques de l’unité.
Les neufs points d’inflexion ont pour coordonnées :

Ces points sont alignés suivant 18 droites formant 4 triangles dont 
’

aucun sommet n’est point d’inflexion et par rapport auxquels la cubique
aura une équation de la forme écrite plus haut. De plus ces triangles sont
les seuls par rapport auxquels la cubique peut avoir une équation de

cette forme.

Pour obtenir commodement les côtés de ces triangles, construisons
le tableau suivant :

Trois points quelconques alignés dans ce tableau sont des points
d’inflexion alignés.

Les équations des côtés de ces triangles sont écrites dans le tableau

ci-dessous : . 

-



Il existe donc quatre triangles par rapport auxquels une cubique non
singulière donnée, définie sur un corps de caractéristique 2 a une équation
de la forme : X3 + Y,3 + Z3 + gXYZ = 0.

L’équation de la cubique par rapport à chacun de ces triangles peut
être mise, par un choix convenable du point unité sous la forme :

Un calcul très simple montre que l’on peut obtenir trois équ~ations
distinctes seulement qui sont :

THÉORÈME. Une condition nécessaire et su f f isante pour que deux cubiques
non singulières définies sur un corps de caract,éristique p = 2, rap-
portées à des triangles par rapport auxquels leur équation s’écrit:

soient projectivement équivalentes, est que :

On remarquera que les trois équations sont les mêmes dans le seul

cas où g = 0.
Nous avons démontré que, dans ce cas, le point caractéristique de la

tangente en un point générique était le tangentiel de ce point.
C’est aussi le cas où par un point générique P de la cubique on ne

peut mener qu’une tangente distincte de la tangente en P et où la tangente
d’inflexion est la seule tangente issue d’un point d’inflexio.

Nous nous proposons maintenant de trouver la signification géométrique
de l’invariant projectif g3.

Considérons une cubique d’équation :

et posons : g = q2.
Le faisceau des tangentes issues du sommet (0, 0, 1 ) a pour équation :

X3 + Y3 = 0. Par conséquent, chacune de ces tangentes passe par un point
d’inflexion situé sur le côté opposé.



Voici les points de contact des tangentes issues des différents sommets :

La connaissance de l’u:n quelconque de ces neuf points entraîne celle

de ;q3.
Considérons un sommet quelconque du triangle de référence (0, 0, 1 )

par exemple. Les trois tangentes menées de ce sommet à la cubique ont

pour équation :

Considérons l’une quelconque des six droites issues du même sommet

(0, 0, 1) et passant par un point de contact d’une tangente issue d’un

autre sommet.

On obtient ainsi 6 faisceaux de quatre droites, soit 36 birapports. Il

est facile de voir qu’en fait six au plus de ces birapports sont distincts
et que ce sont les six birapports du faisceau de l’un quelconque des six

faisceaux.

Un calcul facile montre que la valeur prise par l’invariant anharmoni-

que est :

Ce nombre ne change pas, ainsi qu’il est évident par construction,

lorsque l’on effectue sur q les substitutions suivantes :

Par conséquent, la connaissance de ce nombre ne détermine pas la cubi-
que à une homographie près. Il détermine six cubiques que l’on peut
séparer en deux groupes de trois cubiques projectivement équivalentes.

DÉFINITIONS. Nous appellerons module d’une cubique non singulière définie
sur un corps de caractéristique 2, le nombre q3. . Nous appellerons
semi-module le nombre q~3/ 1 + q6 dont la signification géométrique
vient d’être précisée. 

’

THÉORÈME. Une con~dition nécessaire et suffisante pour que de~ux cubiques
non singulières définies sur un corps de caractéristique p = 2 soit

projectivem,ent équivalentes et qu’elles aient même module.

THÉORÈME. Une co~n~dition nécessaire pour que deux cubiques non singu-
lières définies sur un corps de caractéristique p = 2 soient projecti-
vement équivalentes et qu’elles aient même semi-module.



Cette c~o~ndition n’est pas su f f isante : lorsqu" elle est remplie et que
les cubiques ne sont pas projectiveme,nt équivalentes, il existe un

trian,gle par rapport auquel l’équation des cubiques s’écrit :



CHAPITRE V

TRANSFO’RMATION BIRATIONNELLES D’UNE CUBIQUE

5,1. TRANSFORMATIONS BIRATIONNELL’ES SUR UNE CUBIQUE

THÉORÈME. Toute c~ubique non singulière (~1 ) -dé f inie sur un corps de carac-

téristiqu,e p quelconque est invariante dans infinité de transfor-
mations birationnelles.

Soit A un point quelconque de la cubique non singulière C.
Soit SA l’application de C sur elle-même définie par :

Les points P et SA(P) étant alignés avec le point fixe A, SA est une

transformation birationnelle de C en elle-m.ême.

Soit TA l’application de C sur elle-même définie par :

Les points A, P, - (A + P) sont alignés et A + P est le résiduel des

points E et A + P.
T., est donc également une transformation birationnelle de la cubi-

que C en elle-même.
On démontre facilement les relations suivantes :

~ ~SB = Ta-s S.~ . TB J SA-B TA . SA+L
’rB = TA+B = TB . TA .

T.. (TB . Te) = = (TA . TB ) . Ta
’fA quelque soit le point d’inflexion F de C (2)

T,. T-A = TF

Par conséquent : :

THÉORÈME. L’e~nsemble des transformations S~ et TA où A parcourt C

est un groupe G.

THÉORÈME. L’ens.em,ble des transformations TA où A parcourt C est un

sous-groupe distingué du précédent.
On remarquera, par contre, que l’ensemble de SA n’est pas un sous-

groupe de G.

THÉORÈME. Une condition nécessaire et su f f isante pour que Sx appartienne
au centre du groupe G est que X soit le fangentiel de celui des points
d’inflexion qui a servi à définir l’a~dditi~o~n des points sur la cubique.

1. Une cubique singulière étant unicurkale est invariante dans 003 transformations
birationnelles qui sont bien connues.

2. Une loi de groupe ayant un seul élément neutre, si E et F sont deux points
d’inflexion de la cubique, on a nécessairement TE = y.



En effet : SA-B = implique 2 B = E et réciproquement.
L’équation P = A + P n’a pas de solution lorsque A est distinct de E.

Lorsque A est en E tout point P est solution.

L’équation P = A - P a pour solution les tangentiels de - A, par

conséquent, elle a toujours des solutions.

THÉORÈME. Une transformation S~ a toujours des points doubles. Ce s,o~nt

les tangentiels point - A. .

Une transformation TA, distincte de la transformation identique
(A = E), n’a pas de point double.

5,2. LES TRANSFORMATIONS B!RAT!ONNELLES DE C ET LES SÉRIES LINÉAIRES

Considérons une série linéaire g12 sur C. Elle est extraite d’une g~3n
obtenue en complétant la g’12 avec des points fixes.

Par conséquent si (P. Q) est un couple de points générique de la g12
considéré, on a : P + Q = A, A étant une « constante » c’est-à-dire un

point fixe de C.
Réciproquement, il est clair que les points P et Q de C qui satisfont

à l’égalité : P + Q = A varient dans une g12 de C. Par conséquent : :

THÉORÈME. La droite, que joint un couple de points qui varie dans une
Ig12 de C, plusse par un point f ixe de C.
En effet cette droite passe par le point - A. En particulier, une g12

est entièrement déterminée par la connaissance de ses éléments doubles.

THÉORÈME. Étant ~do~nnées ~deux séries linéaires g12 et sur C, il existe

une transformation T et u~ne transformation S qui tr~a.ns f orm~e g12
en g’12.

Supposons que g12 (resp. g’12 ) soit découpée sur C par les droites issues
de R (resp. R’) il suffit de prendre :
S = Sn+R et T = T R’-R

On sait, d’autre part, qu’une transformation birationnelle quelconque
d’une courbe C en une courbe C’ transforme toute g1n de C en une

g1~ de C’.

Prenons le sommet (0, 1, 0) du triangle de référence en un point de

cubique, la tangente en ce point étant le côté Z = 0. L’équation non

homogène de la cubique s’écrit :

Nous avons démontré que cette équation pouvait se réduire, dans le

cas où la caractéristique p est > 2, à -la forme :



olt 0/3 est un polynome du troisième degré dont nous avons donné la forme.
La cubique est alors rationnellement représentée sur la droite double

Y’2 = 0, qui porte trois des quatre points du groupe Jacobien de la g12.
Soit C une cubique non singulière, D la droite double sur laquelle

elle peut être représentée rationnellement. Soit 7r une transformation bira-

tionnelle qui transforme C en une cubique non singulière C’ qui peut être
représentée sur la droite double D’. 

’

La transformation 7r induit d’une façon évidente une transformation
de D en D’. Cette transformation est une homographie.

Une cubique non singulière, définie sur un corps de caractéristique
p = 2 ne peut pas être représentée rationnellement sur une droite double :
en effet, son équation pourrait s’écrire :

Or, la classe d’une telle cubique est 1 : elle est donc singulière.

5,3,1. . Cubiques birationnellement équivalentes définies sur un corps de carac-

téristique p > 3 (3).

Soit C une cubique non singulière définie sur un corps de caractéris-
tique p > 2. Son équation peut se mettre sous la forme :

La cubique C’ est la transformée de C par pr. Il en existe un modèle

projectif C’ dont l’équation est de la même forme :

Considérons la g1z découpée sur C par les parallèles à l’axe des Y :

son image sur C’et par conséquent sur C’ est une certaine g12. Il existe

une transformation birationnelle de C’ qui la transforme en la g12 découpée

sur C’ par les parallèles à l’axe des Y.
Ces deux séries linéaires découpées par les parallèles aux Y sur les

courbes C et C’ étant confondues, ont même groupe jacobien, les deux

polynômes ~,3 et ~,3 ont donc les mêmes racines.

Réciproquement, soient deux cubiques non singulières C et C’ telles

qu’une transformation homographique amène la seconde à avoir même

équation que la première, il est clair qu’elles sont birationnellement équi-
valentes.

THÉORÈME. Une condition nécessaire et suffisante pour que deux cubiques
non singulières définies sur un corps de caractéristique p > 2 soient

3. Tous les raisonnements de ce paragraphe sont valables pour des cubiques non sin-
gulières définies sur un corps caractéristique nulle.



birati:onnellement équivalent,es et q~u’elles soient projectivement éq~ui-
valentes.

Cherchons donc à quelle condition deux cubiques non singulières...

5,3,1. . Cubiques non singulières birationneHement équivalentes.
Considérons deux cubiques C et C’. Supposons qu’il existe une trans-

formation birationnelle 7r qui transforme C en C’.

Supposons que (resp. C’ ) soit rapportée à un triangle de référence

choisi de manière que l’équation de C (resp. C’) ait la forme canonique.
L’équation, non homogène, de C est donc :

L’équation de C’ se déduit de l’équation correspondante de C en y

remplaçant gi par g’i,
Considérons sur C la découpée par les parallèles à l’axe des Y.
Son groupe Jacobien est l’ensemble des points suivants :

p = 2 : : point à l’infini des Y ( 1 /g1, 1 /~gl )
p = 3 : : point à l’infini des Y, points de l’axe des X d’abscisse racines du

polynome : X3 + glXl2 + g2X
p > 3 : : point à l’infini des Y, points de l’axe des X d’abscisse racines du

polynome : X3 + + gs.
Par conséquent, la connaissance du groupe Jacobien de cette gl2 entraîne

la connaissance de chacun des coefficients de l’équation de la cubique.
L’image par 7r de cette gl2 de C est une gl2 de C’ dont on sait qu’on

peut par une transformation birationnelle qui laisse C’ globalement inva-
riante, la transformer en la g12 découpée sur C’ par les parallèles à l’axe

des Y du système d’axes par rapport auquel son équation est écrite.

De plus, le groupe Jacobien de la de C est transformé en le groupe
Jacobien de la g12 de C’.

5,3,1,1. . La caractéristique p est > 2.

Nous avons vu que la cubique C était rationnellement équivalente à
une droite double D et la cubique C’ à une droite double D’ et qu’à la

transformation 7r était associée une homographie qui transformait D en D’
et le groupe Jacobien de C en celui de C’. Les deux cubiques C et C’ sont
donc projectivement équivalentes.

La réciproque est évidente.

THÉORÈME. Une con~dition nécessaire et suffisante pour que deux cubiques
singulières, dé f inies sur un corps de car~act~éristique p ~ 2, soient

birationnellement équivalentes et qu’elles soient projectivement équi-
valentes.



5,3,1,2. La caractéristique p = 2

Nous avons remarqué que la cubique était entièrement déterminée par
la donnée de deux points d’inflexion, des tangentes d’inflexion et du tan-

gentiel de l’un d’entre eux.
La démonstration est alors la même que la précédente.

THÉORÈME. Une con,dition nécessaire et suffisante pour que deux cubiques
non singulières, définies sur un corps de caractéristique p = 2, soient
birationnellement équivale,ntes et qu’elles soie.nt projectivement équi-
valentes.
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