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SUR LE CHOIX DE QUELLES TOPOLOGIES
SUR UN ESPACE VECTORIEL OU UN MODULE

INTRODUCTION

L’analogie remarquable existant entre les topologies linéaires séparées
d’un espace vectoriel sur un corps discret, ([7]) et les topologies loca-
lement convexes séparées d’un espace vectoriel sur R ou semble être
due principalement au fait qu’il existe une dualité véritable, tant entre
un espace vectoriel linéairement topologisé et son dual topologique, qu’entre
un espace vectoriel localement convexe séparé et son dual topologique.

La démonstration de l’existence de la première dualité est triviale,
celle de la seconde est une conséquence du théorème de Hahn-Banach.
Ayant été invitée par M. le Professeur MASCART à examiner des espaces
vectoriels topologiques moins particuliers, j’ai donc été amenée à étudier
des topologies n’entraînant pas en général une dualité véritable entre un
espace et son « dual » topologique. J’ai donc examiné (chap. I)
certaines o-topologies sur un espace vectoriel sur R ou préalablement
muni d’une topologie quelconque d’espace vectoriel.

J’ai ensuite remarqué que les formes coordonnées, relatives à une

base algébrique d’un espace vectoriel E, constituent une base continue de
son dual algébrique E*, ([6]), muni de la topologie linéaire faible
(lequel E* est le dual topologique de E muni de la topologie notée
~, (E*,E) par KôTHE). J’ai donc cherché ’(chap. II) à définir des

topologies, ayant la même propriété, sur les duals topologiques d’espaces
vectoriels différents : espaces vectoriels E, sur un corps value, munis
d’une topologie telle que les formes coordonnées, relatives à une base
algébrique, soient des éléments du dual topologique de E. J’ai obtenu
comme cas particulier, un résultat pour le dual topologique d’un espace
vectoriel localement convexe, analogue à celui existant pour le dual
topologique d’un espace vectoriel linéairement topologisé. ( [5] )

Enfin l’analogue du théorème de Mackey-Arens, dans le cas des espaces
vectoriels linéairement topologisés, étant obtenu à l’aide de la considé-
ration des compacités linéaires, j’ai cherché (chap. III) à étudier des
. P-compacités » sur des modules topologiques, où P désigne une propriété
non nécessairement algébrique, mais vérifiant certains axiomes des variétés
linéaires.
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Notations.

Soient E un espace vectoriel sur ~ ou e, T une topologie sur E

compatible avec sa structure d’espace vectoriel et E’-r le dual topologique
de E. Il n’est fait aucune autre hypothèse sur T, donc E et E’T ne sont pas
nécessairement en dualité.

D’une façon générale A (resp A’ ) étant une partie de E (resp E’ T),
(resp sera l’ensemble des u de (resp x de E) tels

que luxl  ~ A (resp A’).
S étant un ensemble de parties bornées de E, pour tout élément B de ~S

et tout nombre s positif, les ensembles fV’ (B, .£ ) définissent une S-topologie
sur EB (topologie pour laquelle le filtre des voisinages de l’origine est

engendré par les ensembles VV’ (B, ~ ) ) . Cette topologie sur ~’2. sera

notée T’ (S ) .
De même ;S’ étant un ensemble de parties bornées de E’T, muni de

la topologie T’ (S), pour tout élément B’ de S’ et tout nombre c positif,
les ensembles W (B’, c) définissent une S’-topologie sur E, qui sera

notée T (S’ ) . sera le filtre des voisinages de l’origine dans E

muni de T.

Remarque 1.1.

Quel que soit S T’ (S) est compatible avec la structure d’espace
vectoriel de E’T. Par contre T (~S’) n’est pas nécessairement compatible
avec la structure d’espace vectoriel de E. (Un ensemble n’est

pas nécessairement absorbant) On définira cependant les parties bornées
de E comme s’il en était ainsi :

~ s, ~ (0 ) désignant le filtre des voisinages de l’origine dans E, muni
de T (S’), on dira qu’une partie A de E est bornée pour T (S’) si :

Remarque 1.2.

T et S étant fixés, soit S’un ensemble de parties bornées de E’T
muni de T’ (~S) . ~~-, et E’T sont alors généralement distincts. Cependant
si l’ensemble des éléments de S’ engendre E’2, on a alors E’Tc ~s‘a

En effet soit u un élément de E’T. Il existe alors un nombre fini n
n

d’éléments B’; de S’ tels que u = 1 03BBi u; avec B’; (1 C i  n) . . Si

l’on pose À ==  |03BBi| alors quel que soit c positif :

donc u E E’ T (s ).



Proposition 1.1.

S étant fixé, les éléments B de S et les ensembles W [W’ (B, r~l ) , r~~z; J , où
r~l et ~,2 sont deux nombres positifs, sont bornés pour toute S’-topologie
sur E.

Démonstration.

Soient ~S’ un ensemble de parties bornées de E’.r, muni de la topo-
logie T’(S), B’ un élément de S’ et E un nombre positif.

On veut montrer que, pour tout B E S, ~1 > 0 et ~~ > 0, existent À et ,,u
positifs tels que :

Or il existe À positif que ou ce qui est équivalent :
Un tel À vérifie donc (1).

D’autre part il existe À’ tel que c W’ Montrons que

et

’~ 
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on vérifie donc bien (2) en faisant ,~, = À’ - .
~~t a

Proposition 1.2.

Les ensembles W’ (V, ~), avec V E BT (0) et ~ > 0, sont bornés pour
toute S-topologie sur E’T.

Démonstration.

Soient S un ensemble de parties bornées de E, B un élément de S,
un nombre positif.

Om veut montrer qu’il existe un nombre positif).., tel que :

Or il existe À’ positif tel que 03BB’ B c V. Prouvons que À = 03BB’ ~ ~
vérifie (1).

En effet :

et

Donc :



Notation.

Une partie de E’T sera dite T-équicontinue, si elle est équicontinue
relativement à la topologie T sur E.

Proposition 1.3.

Il existe une S’-topologie sur E satisfaisant aux conditions suivantes :
1) T {S’) est compatible avec la structure d’espace vectoriel de E;
2) (S’) 

= E’T;
3) Pour les parties de E’, notation commune pour E’T cs-, et E’T, la

T (,S’ ) -équicontinuité équivaut à la T-équicontinuité.

Démonstration

Soit S’o l’ensemble des W’(V, ~) avec V E et ~ > o.
Les éléments de S’o sont bornés pour toute S-topologie sur E’T, donc

les éléments de S’o engendrent le filtre des voisinages de l’origine pour une
S’-topologie sur E. Montrons que cette topologie T (S’o) satisfait aux

conditions 1 ) , 2 ) et 3 ) .
1) Pour vérifier que T(,S’o) est compatible avec la structure d’espace
vectoriel de E, montrons que est moins fine que la topologie
initiale T. Pour cela considérons un ensemble 

avec (0) 8 > 0 et 7? > 0. On a alors :

et

Mais - V est un élément de VT(0), car le filtre V0393(0) est invariant

par homothétie. Tout voisinage de l’origine dans E, muni de est

donc bien un voisinage de l’origine dans E, muni de T.
2) Montrons à présent que les éléments de S’o constituent un recou-

vrement de E’T.
Soit en effet u un élément de E’T; alors, par définition même de E’T :

D’après la remarque 1.2 on a donc E’1, c (s,o~ 
D’autre part, T(S’o)

étant moins fine que T, on a également E’T. = E’T :
nous les confondrons maintenant dans la notation E’. 

°

3) T(S’o) étant moins fine que T, toute partie T(S’o) -équicontinue de

E’ est également une partie T-équicontinue de E’.
Réciproquement, soit H une partie T-équicontinue de E’; alors :



ce qui entraîne :

autrement dit, H est aussi T (S’o)-équicontinue.
Donc, pour une partie H de E’, la T (S’o)-équicontinuité équivaut à

la T-équico~ntinuité.



CHAPITRE II

1. - RAPPELS

Définition 2.1.1.

Soient A un ensemble filtrant à droite et M un ensemble quelconque.
Pour toute application f de A dans M, le sous-ensemble E A est

dit svstème filtrant à droite dans M.

Proposition 2.1.1.

A tout filtre sur M, on peut associer un système filtrant à droite dans M;
inversement à tout système filtrant à droite dans M, on peut associer un
filtre sur M.

Démonstration (esquissée dans [6] ) .

Soit $ = un filtre sur M. L’ensemble A est filtrant à droite

pour la relation de préordre, notée ~, et définie par :

L’axiome du choix permet d’affirmer l’existence d’une application f
de A dans U Fa, telle que f (~a) = 

« E ~~

Alors, E A est un système filtrant à droite dans M : c’est ce que

nous appellerons un système filtrant associé au filtre ~r .
Inversement soit un système filtrant à droite dans M. Les

ensembles Ba = I a ~ ~«~ constituent une base ~ de filtre sur M. Le

filtre de base ~ est dit filtre associé au système filtrant à droite

E A.

Définition 2.1.2.

Soit X un espace topologique et un système filtrant à droite
dans X. On dit que converge vers un élément x de X si et

seulement si :

Proposition 2.1.2.

Pour qu’un filtre $ sur un espace topologique X converge vers un point x
de X, il faut et il suffit que tout système filtrant associé à ~ converge
vers x. 

°



Démonstration (non donnée dans [6] ) .

Soient $ = (Fa ) a E ~ un filtre sur X convergeant vers x, et E ~
un système filtrant associé à ce filtre.

Pour tout voisinage V de x, il existe un élément de A tel que

soit contenu dans V, donc tel que :

Inversement soit $ = x un filtre sur X ne convergeant pas

vers x. Il existe donc un voisinage V de x, tel que Fane soit contenu dans
V pour aucun « E A..Donc, toujours d’après l’axiome du choix, il existe une

application f de A dans U (Fa n telle que, pour tout 

n [xV; autrement dit, il existe un système filtrant associé à ~
et ne convergeant pas vers x.

Définition 2.1.3.

Soit [ une partie de G, groupe additif abélien, muni d’une

topologie séparée de groupe topologique.
.Soit $ (I) l’ensemble des parties finies de I. A tout j E ~; ~(I), on associe

l’ensemble M~ des sommes partielles 1 Xj + 1 x; (I --r c~ ) ,
1

en convenant de poser 03A3 xj = 0.
je 0

Si le filtre de base vers un point x de G, on dit

que x est somme topologique des et l’on écrit x = ~ x~.
i

2. - BASES CONTINUES

Définition 2.2.1.

E représentant un espace vectoriel topologique séparé sur un corps K,
on dit qu’un sous-ensemble (x~), E ~ i de E est une base continue de cet

espace si

1) tout x de E est, d’une façon et d’une seule, un somme topologique
~ ~~ x~ (où ~, E K) ;
i

2) pour tout i ~ I l’application linéaire x 03BBi est continue.

Remarque 2.2.1.

Soit E un espace vectoriel topologique séparé de base continue i

Un élément x de E s’écrit alors x = 03A3 03BBi x;, et on voit en particulier que

le système filtrant (03BBjxj}g~F(I) 
g e 

converge vers x.

Remarque 2.2.2.

On ignore si tout espace vectoriel admet une base continue. Dans

certains cas simples on a cependant pu construire de telles bases. Par



exemple (1), soit E* le dual algébrique, muni de la topologie linéaire

faible, d’un espace vectoriel E sur un corps K discret : les formes coor,

données relatives à une quelconque base algébrique de E constituent une
base continue de E* [6].

Nous allons considérer un espace vectoriel E sur un corps K valué

non discret. Les formes coordonnées, relatives à une base algébrique de E,
constituent pour certaines topologies sur E dépendant de cette base, une
base continue du dual topologique, muni de la topologie de la convergence
simple. Ce résultat ne sera plus nécessairement vrai pour une topologie
strictement plus fine. Comme cas particulier, si K = 9t ou e et si E est

muni d’une topologie localement convexe séparée, nous obtiendrons un
résultat analogue à celui cité en (1 ) .

Définition.

On considère un espace vectoriel E de dimension infinie sur un corps K

value non discret. Soient (Xi) i~l une base algébrique de E, 
famille des formes coordonnées correspondantes; soit (~ l’ensemble des

topologies sur E compatibles avec sa structure d’espace vectoriel et pour

lesquelles chaque application U i est continue.
Pour tout on désigne par E’T (comme au chap. I) le dual topo-

logique de E, muni de la topologie T, par S. un ensemble de parties de E
satisfaisant à :

~« : : tout élément B de ST est borné pour T, et contenu dans un sous-

espace vectoriel de E de dimension finie;
: pour tout il existe B E ST tel que 

Remarque 2.2.3.

Si K == 9t ou d’après le théorème de Hahn-Banach, l’ensemble des

topologies localement convexes séparées sur E est contenu dans (~.
D’autre part l’hypothèse de continuité de tous les u~ entraîne que tout

élément de (~ est une topologie séparée sur E. En effet :

il existe donc un voisinage Vi de l’origine ne contenant pas x.
Par contre une topologie séparée sur E n’est pas en général un élément

de 0B comme le montre l’exemple de l’espace vectoriel LP(O  p  1) muni
de la topologie habituelle. T’oute forme linéaire continue sur LP est en

effet identiquement nulle [8] .

Remarque 2.2.4.

T étant un élément fixé de (î, il n’existe qu’une ST-topologie sur E’T.
Cette ST- topologie est la topologie de la convergence simple.

En effet soit ST un ensemble de parties de E satisfaisant à ~a et f3. Notons
T’(S,r) la topologie sur E’T associée à ST.



Considérons un sous-ensemble W’(x, e) de E’T avec x E E et E > 0. Il
existe alors cj E ~ (I) tel que x = ~ À;x; avec Àj E K. En outre d’après

j ~
:

La topologie de la convergence simple est alors moins fine que 
Inversement soient B un élément de ST et e un nombre positif. Il existe

alors ~ E ~r (I ) tel que B soit contenu dans le sous-espace vectoriel de E

engendré par les tels que j appartienne B est donc une partie bornée
d’un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Il existe donc un nombre
« positif tel que :

Donc T’(ST) est moins fine que la topologie de la convergence simple. Il y
a donc bien identité entre ces deux topologies

Proposition 2.2.1.

La famille e est une base continue de E’T pour toute ST-topologie
telle que T E (î.

Démonstration.

u étant un élément quelconque de E’z,, on pose ~~.

1) Au sens de la somme topologique pour une ,ST-topologie telle que T 
on a u = ~ Ài ui. En effet pour tous B E ST et s > 0, désignons, comme au

i

chap. I, par W(B, c) l’ensemble des v e E.’,r tels que Ivx)  s pour tout x E B.
Soit alors M fj pour 9 E ~ (I), l’ensemble des sommes :

D’après «, quel que soit W’(~B, ~ ) , il existe E ~ (I ) , tel que B soit
inclus dans le sous-espace vectoriel de E engendré par ; on a

alors :

En effet, un élément x de B est une combinaison linéaire des xj tels que
j E donc, pour tout élément v de , on a :



Donc le filtre de base ~I~ converge vers u.
2) } Cette décomposition est unique.

Soit en effet, une famille d’éléments de K distincte de 
il existe tel que I~~ - ,,u~l = ~« > 0. Soient les sommes analogues
aux Mg pour cette nouvelle famille de coefficients. D’après R, il existe

B(k) E ST tel que xk E B(:k) . Or quel que soit ~ ~ E  (,I), il existe Vy ; tel

que = = «, ce qui entraîne ,qu’aucun des M’ gn’est
contenu dans u + W’ ( B(k ) , ,«) . I,e filtre de base converge
donc pas vers u.

3) Pour tout l’application u .,w.~ ~~ est continue.
Il suffit de vérifier sa continuité à l’origine. Or. toujours d’après R, il

existe B(i) EST, tel que alors pour tout $ > 0, u E)
implique  e.

Proposition 2.2.2.

La famille i n’est pas nécessairement une base continue, pour
une topologie strictement plus fine qu’une Sï-topologie telle que T 

Démonstration.

L’application de E dans R+

est une norme sur E. T désignera la topologie sur E associée à cette norme.
T est un élément de (~. Les formes coordonnées (rzi); Eiconstituent donc
une base continue de E’T pour la ST-topologie.

Soit A l’ensemble (xq ) ; ~I où l’est une partie infinie de I. A est contenu

dans la sphère unité de E. Soit alors T" une S-topologie sur E’T avec A EIS.
Les formes coordonnées constituent pas une base continue de E’T

pour la topologie T’. Considérons en effet l’élément u de E’T défini par :

et supposons que les Ui constituent une base continue de E’T pour la topo-
logie T’. Alors, T’ étant plus fine que la ST-topologie, u est la somme topolo-
gique 03A3 ui.

Donc si M ~ est l’ensemble des sommes partielles

converge vers u.

Montrons que cette dernière affirmation est fausse.
Il suffit pour cela de vérifier qu’aucun M~ n’est contenu dans u+W’(A, 1).

Or, g étant un élément quelconque de  (1), il existe tel que k



n’appartienne pas à fJ, et c~’ E ~; (I - ~ ) tel que k n’appartienne pas à ~ ’; ;
on a alors :

Ce qui prouve que Mg n’est pas contenu dans u + W’(A, 1 ) .

Remarque 2.2.5.

En fait on a établi un résultat plus précis ; la famille E 1 n’est même

pas nécessairement une base continue de E’1. pour une S-topologie stricte-
ment plus fine que la S,r-topologie. En effet, il existe alors un élément de S

contenant une infinité d’éléments de E linéairement indépendants.



CHAPITRE III

1. - DÉFINITION ET ÉTUDE DE QUELQUES PROPRIÉTÉS DE LA P-COMPACITÉ

Axiomes 3.1.1.

A étant un anneau commutatif topologique, on désigne par ~A la

catégorie dont les objets sont les A-modules topologiques séparés, et dont
les morphismes sont les homomorphismes continus.

(Si A = Z, un objet de  A est un groupe topologique abélien).
Soient G un objet de g A, G’ un sous-ensemble de G et P une propriété

de certains sous-ensembles de G. On appelera P-parties de G les parties de G
possédant cette propriété; P-parties de G’ les P-parties de G contenues
dans G’; P-filtres sur G (resp .G’) les filtres ayant une base formée de

P-parties de G (resp G’) ; ultra-P-filtres sur G (resp G’) les éléments

maximaux de l’ensemble des P-filtres sur G (resp G’ ) .
On impose à la propriété P de vérifier les axiomes suivants :

Pi : toute translatée d’une P-partie est une P-partie
Ps : l’intersection de deux P-partie est une P-partie.
P3 : l’adhérence d’une P-partie est une P-partie.
P4 : la symétrique d’une P-partie est une P-partie.

Définition 3.1.1.

Un objet G est dit localement-P s’il possède un système fonda-
mental de P-voisinages de l’origine.

Remarques 3.1.1. .

Un objet G localement-P de §A possède un système fondamental de
P-voisinages de l’origine symétrique et fermés.

Soit en effet ~L’ (0 ) le filtre des voisinages de l’origine dans G.
Si V est un élément de V (0), il existe alors un élément W symétrique

et fermé de D (0), et un P-élément Wp de ~L (0), tels que

ce qui entraîne :

où Wp n (-Wp) est un P-élément symétrique et fermé de ~Û (0 ) . .

Définition 3.1.2.

Soient G un objet de ~A et P une propriété (satisfaisant à Pl, Pz, P3 et P4)
de certains sous-ensembles de G. Une partie G’ de G est alors dite P-compacte
si tout P-filtre sur G’ admet un point adhérent,



Proposition 3.1.1.

Toute P-partie P-compacte d’un objet G localement-P de GA est un

sous-espace complet de G.

Démonstration.

Soient ~G’ une P-partie P-compacte de G, ~ = (Fy)y E r un filtre de

Cauchy sur G’, et T(0) un système fondamental de P-voisinages de

l’origine dans G, fermées et symétriques.
Puisque 5 est un filtre de Cauchy sur G’, ses éléments vérifient la

propriété suivante :

On considère une application T de ~L (o ) dans % (0) qui vérifie la

condition suivante :

on note alors y ,[T (V)] J l’ensemble, non vide d’après (1), de tous les 03B3 ~ 0393
tels que

Choisissant dans chaque Fy un élément on va montrer que l’ens.emble

est une base de P-filtre sur G’.

On voit immédiatement que ses éléments sont des P-parties de G et
sont tous non vides.

Reste à vérifier que l’intersection de deux éléments de ~ contient

un élément de ~.
Soient donc V,1 et V’2 deux éléments de D (0), yi un élément de y [T (V,1 ) ]

et y,2 un élément de y [ T (VZ ) ] . On va montrer qu’il existe :

tel que :

On cherche donc un y E y [ T ( T(V1 ) n T(V~) )] ] tel que pour tout f E Fy
on ait :

Montrons que tout y 6 y [T ( T (Vi) n T (V2 ) ) ] tel que Fy c Fyi n F1’2
est solution. Considérons en effet un tel y et un élément f de Fy. Il suffit
de vérifier que :



ou ce qui est équivalent :

Or on a :

d’où

c’est-à-dire

93 est donc une base de P-filtre sur G’. Il s’ensuit, les éléments

de £ étant fermés dans G’, qu’il existe un point x commun à tous les

éléments de 93. Montrons que $ converge vers x. Pour cela il suffit de

vérifier que, pour tous V, E ‘L(~0) et y Ey on a + V) 
Or pour tout tel y, on a, puisque les éléments de ~h (0) sont fermés :

d’où

c’est-à-dire

Proposition 3.1.2.

Tout objet localement-P et P-compact est complet.
La démonstration est entièrement analogue.

Proposition 3.1.3.

Pour tout P-filtre $ sur un objet G de G A, il existe un ultra-P-filtre

sur G plus fin que $ .

Démonstration

D’après le théorème de Zorn, il suffit de montrer que toute famille

totalement ordonnée de P-filtres plus fins que $ est majoré dans l’ensemble
des P-filtres plus fins que ~.

Soient ( ~ ~ ) ~ E ~ i une telle famille, et famille des bases

des $ ; i formées de P-parties. L’ensemble ffi de tous les éléments de toutes
les bases ~b engendre alors, d’après P,z, un P-filtre plus fin que ~ et que

tous Ce P-filtre majore donc la famille (~J~ i ~ ~ i

proposition 3.1r4.

Si G’ est une P-partie d’un objet localement-P de §A, ou un objet
localement-P de G A, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(1 ) Tout P-filtre sur G’ admet un point adhérent,



(2) Tout ultra~P-filtre sur G’ est convergent.

Démonstration

Soit ~ un ultra-P-filtre sur G’ : d’après (1), GU a un point adhérent x.
S’il ne convergeait pas vers x, le P,filtre engendré par 6~ et les P-voisi-

nages de x serait strictement plus fin que ~[.

Soit un .P-filtre sur G’. Il existe alors (Proposition 3.1.3.) un ultra-P-
filtre GU plus fin que $ . 6)j converge vers un point x, donc x est adhérent à 5.

Axiomes 3.1.2.

Pour pouvoir continuer à conserver une certaine analogie entre compacité
et P-compacité on est amené à imposer à P les deux nouveaux axiomes
suivants :

P’5 : L’image ,d’une P-partie par un morphisme de ~A est une P-partie.
P"5 : L’intersection d’une P-partie avec l’image réciproque d’une P-

partie, par un morphisme de G A, est une P-partie.

Propositon 3.1.5.

L’image d’un ultra-’P-filtre, par un morphisme de G A, est une base
d’ultra-.P-filtre.

Démonstration

Considérons deux objets Gi et de §A et un morphisme f : G2.
Si 6~ est un ultra-P-filtre sur Gl, f (~() est alors d’après ’P’’5, une base de

P-filtre sur G2. Montrons que f (~[) est une base d’ultra-P-filtre sur G2.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi : il existe une P-partie F de G~ contenue
dans /(G), et telle que f (U) ne soit contenu dans F pour aucun élément
U de GU. Or, d’après P"5, il existe un P-filtre engendré par la base % de ~(
et (F) : : ce P-filtre étant strictement plus fin que GU n’est pas un
ultra-P-filtre.

q.e.d.
Proposition 3.1.6.

(G’J, 1 E ~ i étant une famille de P-parties P-compactes d’objets loca-
lement-P le produit II G’d est P-compact.

i~I
Démonstration

Soit GU un ultra-P-filtre sur II G’i. Pour tout i E I, p r; est une
iEl 

’

base d’ultra-P-filre sur G’i qui converge vers un point xi de G’i : donc,
6~ converge vers x = d E ~ i E n G’.

iE 1



Proposition 3.1.7.

Toute limite projective d’objets P-compacts et localement-P de §A
est P-compacte.

Démonstration

Soient (G y, f y fi) un système projectif d’objets P-compacts 
relatif à un ensemble d’indice r, et G sa limite projective.

On sait que l’objet G de §A est fermé dans II Gy. Sa P-compacité
" , E I,

résulte donc immédiatement de celle de II Gy.
;Er

2. - ÉTUDE DE CERTAINES P-COMPACITÉS

On étudiera successivement les cas suivants :

1 ) La propriété P est la compacité, notée C;
2) La propriété P est le caractère borné, noté B;
3) A = fi ou e et la propriété P est la convexité, notée K.

Proposition 3.2.1.1.

Tout objet est C-compact.

Démonstration

,Soient G un objet S un C-filtre sur G et B une base de F formée
de C-parties de G.

Les éléments de 93 sont fermés. Donc pour qu’un point x de G soit
adhérent à F il faut et il suffit que x appartienne a n B. Soit B0 un

élément quelconque (mais fixé) de ~.
L’ensemble ~B n ~~ est une base de filtre sur le compact Bo. Il

adhérent à ~.

Proposition 3.2.2.1.

Pour qu’un objet de g A soit B-compact il faut et suffit que toute

B-partie fermée de A soit compacte.

Démonstration.

Condition nécessaire :

Soit G un objet de g A. S’il existe une B-partie G’ de G fermée et non
compacte, il existe aussi un filtre sur G’, c’est-à-dire un B-filtre sur G,
sans point adhérent.

Condition suffisante :



Soit G un objet de un B-filtre sur G et ~ une base de $ formée
de B-parties de G.

Si toute B-partie fermée de G est compacte, l’ensemble des éléments

de 93 constitue une base de C-filtre sur G.
Donc d’après la proposition 3.2.1.1., ~r admet un point adhérent.
Soient maintenant G un objet localement-convexe de  A (A 

T sa topologie et G’T son dual topologique. On désigne par u (G’T, G) la

topologie affaiblie sur G.

Proposition 3.2.3.1.

Pour que G muni de la topologie localement-convexe T, soit K-compact
il faut et suffit que G muni de u (G’T, G) soit compact.

Cette proposition sera démontrée à l’aide des lemmes 3.2.3.1. et 3.2.3.2.

Lemme 3.2.3.1.

Pour qu’un ultrafiltre GU sur G converge vers xo pour u (G’T, G), il faut
et il suffit que xo appartienne à l’intersection de tous les K-ensembles
de ~( fermés pour u (G’T, G) .

Démonstration.

Il s’agit de l’exercice 9, § 1, chap. IV de [4].
La condition nécessaire est triviale.
Condition suffisante :
Si xo n’est pas adhérent à GU, il existe un K-élément de ~, fermé pour

(y (G’.~, G) et ne contenant pas xo. Car il existe un élément F de un

élément u de G’T et un nombre E positif tell que [xo + W (u, E ) ~ n F = ~ : :
alors, H désignant le demi-espace des x tels que u :r ~ E, on voit que
xo + H est l’élément de GU cherché.

Lemme 3.2.3.2.

Pour tout ultrafiltre ~j sur ~G, soit GU’ le filtre ayant pour base l’ensemble
des ,K-éléments de Alors pour qu’un point xo de G soit limite de 6~ pour
u (G’~,, G) il faut et suffit que ~o soit adhérent à GU’ pour T.

Il s’agit de l’exercice 2, § 2, chap. IV de [4] : : c’est une conséquence
immédiate du précédent, puisqu’il y a identité entre les K-parties fermées
pour T et les K-parties fermées pour u (G’T, G). .

Démonstration de la proposition 3.2.3.1.

Condition nécessaire :
Soient GU un ultrafiltre sur G, et GU’ le K-filtre ayant pour base

l’ensemble des K-éléments de Par hypothèse, ~[’ admet un point
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adhérent xo pour T. D’après le lemme 3.2 3.2., ~[ converge vers xo pour
~ (~G’2., G ) .

Condition suffisante :

Soit g un K-filtre sur G : il existe alors un ultrafiltre GU plus fin

que $. Soit le K-filtre ayant pour base l’ensemble des K-éléments de
est plus fin que ~. Par hypothèse ~ converge vers un point xo

pour or (G’T, G). D’après le lemme 3.2.3.1., xo est donc adhérent à GU’ pour T.
Puisque "l1’ est plus fin que ~, xo est également adhérent à ~ pour T.

Remarque.

La considération de la K-compacité permet d’affirmer qu’un objet loca-
lement P-compact n’est pas en général P-compact. Il suffit en effet de
considérer, dans le cas où A = R, l’objet R de g,. R est localement

K-compact mais non K-compact.
En effet ~j~ étant localement compact est évidemment localement

K-compact, mais le K-filtre de pas de point
adhérent dans fi, donc ~ n’est pas K-compact.
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