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Construction d’une nouvelle théorie

unitaire en mécanique relativiste

Théorie unitaire hypercomplexe ou complexe hyperbolique
par A. CRUMEYROLLE

INTRODUCTION

On sait que la théorie de la Relativité générale se propose de déduire
les lois de la mécanique et de la physique de conditions de structure
géométrique de l'univers, ces conditions de structure étant autant que
possible déduites d’un principe variationnel.

On peut considérer que la théorie d’EINSTEIN (1917) donne une solution
parfaite de ce probléme, en ce qui concerne la gravitation, dans le cas
« extérieur », c’est-a-dire en dehors de la matiére. Dans le cas intérieur
I'introduction d’un terme phénoménologique. le tenseur d’énergie T af
apporte un caractére d’imperfection.

Diverses théories ont été proposées pour géométriser la théorie de tous
les champs, en particulier pour incorporer gravitation et électromagnétisme
dans un méme hyperchamp : nous citerons les théories pentadimen-
sionnelles (JORDAN - THIRY) et les théories unitaires asymétriques (EINSTEIN -
SCHRODINGER).

Les théories a plus de quatre dimensions introduisent des coordonnées
surabondantes dont il est d’usage de se débarrasser par un « passage au
quotient ». La théorie de JorpaN - THIRY, malgré la synthése connue qu’elle
apporte conserve encore un tenseur phénoménologique dans le cas intérieur.
C’est une théorie unitaire « extérieure ». La théorie d’EINSTEIN-SCHRODINGER
supprime le terme phénoménologique : elle peut étre considérée comme
assez satisfaisante dans le cas extérieur, mais sous bien des réserves.

Il apparait qu’il convient d’élargir le cadre géométrique de I'univers
proposé par EINSTEIN en 1917 : l’espace riemannien quadridimensionnel
est insuffisant pour une description purement géométrique des lois de la
physique et de la mécanique. D’autre part, il semble que les quatre coor-
données d’espace et de temps soient suffisantes pour décrire tous les
phénomeénes.

Nous proposons d’interpréter l’espace-temps comme une sous-variété
4 4 dimensions d’'un hyper-univers octodimensionnel. Nous disposerons
ainsi d’'un espace-tangent 4 8 dimensions sans introduire pour autant
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dans la théorie des variables surabondantes La vitesse sera de maniére
naturelle incorporée au champ.

Nous déduisons les équations des champs d’un principe variationnel
unique ce qui nous permet dans le cas symétrique de donner une origine
géométrique au tenseur d’énergie, bref de supprimer le caractére phéno-
ménologique de la théorie de la Relativité générale dans le cas intérieur.
Nous avons pu montrer que sous des hypothéses d’approximation et dans
un cas particulier (A et r constants avec nos notations, cf. infra), cette
théorie que nous qualifierons d’hypercomplexe, ou de <« complexe
hyperbolique » donne bien des équations analogues aux équations de
MaxwELL dans le cas intérieur. Elle apporte avec le champ gravitionnel
un autre champ qui présente des caractéres d’analogie étroite avec le
champ électromagnétique : en particulier on retrouve en premiére approxi-
mation les équations classiques du mouvement des particules chargées a
partir des indentités de conservation.

Rien n’oblige & supposer que A et = (c¢f infra) sont constants. Nous

pourrions aussi étudier le cas ol A et r sont variables : par exemple
e VF C . . .
posant/s = ¢’ =5 ou C est supposé constant, il est possible de
mettre en évidence un courant essentiellement lié 2 Ap dans le cas ou le
mouvement du fluide est irrotationnel. Nous ne reproduisons pas ici ces
calculs. Nous signalons ce résultat qui permet de supposer que la théorie

unitaire hypercomplexe peut donner lieu 4 des interprétations physiques
fort variées.



CHAPITRE PREMIER
VARIETES A STRUCTURE COMPLEXE HYPERBOLIQUE

Amplification d’un espace vectoriel

Soit Ex un espace vectoriel de dimensicn n sur un corps K qui sera
toujours R ou C.

A est un anneau unitaire qui admet une structure d’algébre associative
sur K de dimension finie p.(a;), i =1, 2 ... p, est une base de A sur K.

On démontre que I’on peut plonger E. dans un A-module unitaire,
défini & un A-isomorphisme prés comme ’ensemble E, = A ® Ex, muni de
la loi de composition externe, ’.(a®x) =ad’a®x, ¥V a, a €A, y x€E,
étendue par K-linéaribé a un élément quelconque de E,.

E. est un module unitaire de dimension n sur A, admettant comme
base (1 ®e,), i =1, 2...n, identifiée a (e;) base de Ex. E, est aussi un
espace vectoriel F de dimension np sur K (base a:®e;). Ainsi si
Ex = K, E, peut étre identifié 4 A", F a K. [1-2]

Ces notions sont susceptibles de s’étendre a des espaces, modules, ou
anneaux A beaucoup plus généraux, nous nous limiterons ici a ce cas
élémentaire.

Fonctions A-différentiables

Soit f une application de A dans A, posons :

f=eofoe, [oep=9of

si ¢ désigne l'isomorphisme de A dans K? naturellement associé au choix
d’une base (a;) dans A, cherchons a quelle condition f est A-linéaire,
f étant supposée K-linéaire?

Posons u = ¢(z), A est 'endomorphisme de K? défini par :

o(Az) = A(u) = A o(z) (A\—> A : représentation réguliére de A).

Alors : f(Az) = Af(z) V A, z€A, équivaut a

efAz) = ¢ (Af(2))

foldz) = Ao (f(z))
TA@) = Af(u) VucR
Donc pour que? induise une application linéaire de A dans A, il faut et

il suffit que A commute avec ?, V AMEA. (c’est-a-dire que f appartienne
au centralisateur de la représentation réguliére de A).
f désignant maintenant une application de la variété K? dans elle-méme,

on peut identifier I’espace tangeant en u € K” avec K” et noter par f I’appli-
cation tangente, on dira que f est différentiable au point z si :
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a) T est une application de K* dans K* au sens usuel.
b) fA=AL vieAa ()

Si A admet la base (a;) sur K, la recherche des fonctions A-différen-
tiables revient a trouver les applications K-différentiables de K* dans K*
dont la matrice jacobienne commute avec les p éléments a,, a,...a,.

Si K=R, A=C, le probléme se raméne & chercher les matrices
jacobiennes 2 X 2 qui commutent avec l’opérateur linéaire associée a i.

Si K=R, et A le corps des quaternions usuels de base 1, i, j, k, le
probléme se raméne a la recherche des matrices jacobiennes 4 X 4 &
coefficients réels qui commutent avec les opérateurs associés a i et j
(cela suffit, en raison de la table de multipiication). (De méme pour tous
les systémes de quaternions.)

Si K =R, A =M,R), f se réduit 2 une homothétie. C’est sans intérét.
Si K=R et si A=H, H extension quadratique de R,
H= {a-l—sb; a, bER},

¢2 = 1, le probléme conduit a 'introduction de matrices jacobiennes 2 X 2 :

2P P \! 2P Q
d d Q Q

Q  :Q P aQ

| T oo

qui commutent avec Popérateur associé i .

Applications A-différentiables de A* dans A"

Considérons A", A-module identifi¢ & A ® Ex = E, et K identifi¢ a F.

Avec les notations précédentes, f est A-linéaire si et seulement si? com-
mute avec I’endomorphisme A de K™ associé a tout A €A;
si u=¢(z), oAz) = Alu) = Aplz), zEA"
Or si z est de la forme a® x a€A
x €Ex
Az=A(a®x) = Aa®wx de sorte

que A est le produit tensoriel de Uopérateur A défini plus haut, par 1.
f désignant maintenant une application de la variété K™ dans K™, avec

le méme abus de notation que plus haut, nous dirons que f est A-diffé-
rentiable :

a) si T est différentiable au sens usuel
b) sifoA=A3f A=A®L, A€A (3)

(7 appartient au centralisateur de la représentation A —.\)
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Définition d’une variété A-différentiable

V est un espace topologique que nous supposerons séparé au sens
de Hausdorff; une carte locale de V est un couple (U, ¢) constitué par
un ouvert U de V et un homéomorphisme de U sur un ouvert de A",
n étant un entier positif; n est la dimension de U sur A.

Une structure de A-variété différentiable de dimension n est définie
sur V comme dans le cas usuel :

1° il existe une famille de cartes (U,, o.).es telle que UJ U, =V;

2° a, B€J tels que U, N Ug#~ @, pgoga! est une applicaatisn A-diffé-
rentiable de ¢.(U.NUg) sur ¢g(U,NUp) ;

3° toute carte locale (U, ¢) telle que ¢ o @, soit un A-diffémorphisme
de @,(U,NU) sur ¢(U,NU) peut étre incorporée a la famille des cartes.

Il est clair que V peut étre muni d’une structure de variété de dimen-
sion pn sur K : V4».

Les propriétés de 1’algébre A se refléteront dans celles de la variété V.
Ainsi si la représentation réguliére de A est complétement réductible, la
variété V se décomposera : c’est 1a la distinction essentielle entre le cas
ot A=C et le cas ot A =H.

Variétés a structure complexe hyperbolique (ou H-complexes)

De telles variétés ont été considérées antérieurement par P. LIBERMANN
(1954-1955) et G. LEGRAND (1956) mais dans un contexte différent.

Prenons donc A = H, H admet la base (1,¢) avec ¢ = 1.

Nous introduisons aussi la base e;, e;; telle que :

1 I
8125(1—1-&) 8“25(1_5)’ eren =0, (e1)=e, (&) =cen

H est le composé direct de deux corps isomorphes a R. Nous dirons que
a+eb et a—eb, (a, b€R) sont conjugués.

0
Soit ¢ P’application linéaire associée 4 ¢ de matrice “1 0 ” dans la

0 1]
base (1, ¢). A = ¢ ® I, admet la matrice : (4) “|  dans 1a base de
1, 0

R2"
1®e, = e, a=1,2...n
e ®eq= €q (eq) base de E
cette base sera dite « associée ».

Si on rapporte R** 4 la base : e ® e = f, (base « produit »)
en ® eq = fo
. erit ¢ |0
la matrice de A s’écrit : 1o -1 5)

n
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Introduisant 'amplifié de R?" et I’application H-linéaire qui prolonge A (notée
encoreA), la matrice de A dans le repére de H?" :

Em:E(e«+ Eem")

1
=g (e — : e,v)

qui sera dit repére « adapté » s’exprimera par :
I| er, O ”
n

|

0 —a

V, (ou Vi?") désignera une variété H-complexe de dimension n sur H : elle
est munie naturellement d’une structure de variété réelle de dimension 2n.

Soient z¢ = e + ¢ ae* = ¢, £ + ¢, fo*

a=1,2 ... n

les n coordonnées de x €V, dans un ouvert U,. A ayant la matrice (4) en
coordonnées (o, x=*)et (5) en coordonnées (£2; £*), les hypothéses de H-dif-
férentiabilité donnent, en exprimant que A commute avec la matrice jaco-
bienne du changement de coordonnées :

Xt qj=1,2, ... 2n
(7 !

et T ! %= +n

ou (coordonnées « associées »)
yax! Nax !
J3 432

® Sr=m=0

(coordonnées « produits »)

et ceci montre que V s’identifie au produit de 2 variétés réelles identiques
V=WXW. [VII, 3.]

Sous-variété diagonale. Coordonnées diagonales

Up (ou U) désigne la sous-variété de W X W formée de couples iden-
tiques.

(Oa, ¥a) , ¢, étant un atlas de W, on peut définir un atlas sur un voisi-
nage de U , dans V, par la famille :
(Oa X Oa, ‘l/d X 'l,a)a €l
Ya X ¢q t (p.q) €0, X 0 — (£2, £o7)
Si o : pEO,—>En

q € Oa - Sa*
comme :
‘\:t.ll Z‘xal L\xl’
N N
® D P
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la condition :

- T
dach¥ 2t

(A désigne la restriction a U)
caractérise un tel atlas : les coordonnées correspondantes seront appelées
diagonales (produit ou associées). [VII, 3.]

- -~ —~ ~
Sur U : fe = £o* ou x2* = 0,

o

les (x#) sont des coordonnées quelconques.

Les connexions de type « unitaire »

On peut considérer au point x de V le module tangent M, sur H que
I'on peut identifier 4 un espace vectoriel (T,), de dimension 2n, on peut
enfin introduire ’amplifié de ce dernier par passage de R 4 H : nous le

noterons (T.)u. Le repére (dze, dze* = dze de T,)*s est « adapté » au sens

—_—

donné plus haut. Il correspond aux 2n coordonnées H-complexes ze et ze.

Les connexions introduites sont relatives a ’espace fibré des repéres de
I’espace vectoriel (T,). : elles sont réelles.

L’étude des connexions v , telles que si X, €(T.)s

[Vx, Al =V xA=0() est classique [XI, 2], nous considérons ici les
connexions v telles que :

(11) (v Al (Y)=(vx4) (Y) = 2. TXY) Xe, Y<€(To)x

ou T(X, Y) désigne la valeur de la forme de torsion T, 2-forme vectorielle
contravariante, pour les champs X et Y.
(11) s’écrit encore, en coordonnées naturelles :

(12) v,.A, =285 40 (S*,, tenseur de torsion)
et équivaut en repéres associés : (coordonnées xo, xe*)
a:Li,= L;:.J % =+n (13)

et en repéres adaptés (coordonnées ze, ze*) A :

Wi o == — W . \ et (f.c.c.) (14)
We, = Wi =0

L', W', désignant les coefficients de v . [VII. 1 et VII, 3.]

La forme quadratique fondamentale et les conditions de Ricei sur V.

Il est possible d’introduire iocalement sur V un champ de tenseurs symé-
triques réels de type (0, 2) de composantes g;; en coordonnées associées et

(1) Ce sont des A- connexions pour la structure de A- variété différentiable.
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yi; en coordonnées adaptées : y,; = y..,.. Les g;; sont des fonctions diffé-
rentiables au sens ordinaire de (x¢, z**) et nous posons :

L\ ] (\ (‘ }
2 9 <Dxa 4= ST (et f.c.c.)
Existe-t-il des connexions de type unitaire qui sont aussi euclidiennes

sur V? Si ce probléme est possible, il conduit aux systémes suivants qui
traduisent : v y;; = 0

)
ap i i ‘
T — Wy s — Wiy, 1, = 0 (15-1)
Oy e -
L Wit = Wiy =0 (152)
‘\Y‘# 14
cht - 0 (10-3)
Posant : yyg. yre* = § ﬁ = ywp YN, sous des conditions de régularité
évidentes, on obtient *
. o (dvee | My
Whe = 2™ < SR > (16)
1 akh % Ay DY‘(’")
«t = *h —_— 17
W, R (D:w 228 an

avec les conditions de possibilité (15-3) et :

. o
(V0 Yeor + 0 yeer) — 2 yige g’t o (18)
— YOX .{ﬂ“f' Yis [.wa. (‘\(, Yoo* — }? Yﬂ‘:*) + Yeo* (aﬂ Yur* — k\”. Y&;‘) ] 0]_‘1 DF = D/DZ?.
)%, | désignant les symboles de CHRISTOFFEL de y.g.
Signalons deux cas ol il y a des solutions au probléme posé :
Yapr = Yap = 0, alors We'sy = 0 en général, et les Weg, sont égaux a {67}

Yag = Yapr = 0 : le calcul précédent n’est plus entiérement valable, mais on
obtient directement

A )
¢ A LY ’
Tast = AR ou ¢ ® peut étre choisi a valeurs réelles)
C [ap

o e
Wa#.‘l — ”1\ {p

' az"
s* o*
W vors + Wag turr =0

ce qui, d’'une certaine maniére, rappelle les variétés khilériennes. [VII-3.]



CHAPITRE II

GEOMETRISATION ET ELARGISSEMENT
DE LA THEORIE UNITAIRE D’E. S.

Dans ce qui suit on prendra n = 4, mais au moins au début, ce n’est pas
indispensable. A toute variété V, munie de sa structure de H-variété différen-
tiable, d’'une connexion de type unitaire L‘;,, d’'un champ de tenseurs

symétriques g,;, tels que ;‘,3 =;m3. = 0 en coordonnées diagonales sur U,
(xe* = 0), associons respectivement : la sous-variété diagonale T, un champ
de tenseurs §.g, une connexion <%, un champs de tenseurs de type (1, 2)

Aoy, tels que : Gop = Gap, Logy = Lopy, Loy, = Avgy
(les composantes étant considérées dans les coordonnées xv)
Cette correspondance définit intrinséquement wun foncteur pour des
catégories et morphismes qu’il serait facile d’expliciter.
Exprimons donc que v y,, = 0, on obtient :

d Gus = Li Gos — 456 G o =0 (19)
NowG + N G =0 (20)
" G+ Ny Gar=0 (21)
Posons : Yi; =Ry + ¢ J; (R., partie « réelle »
g.; partie « imaginaire »
A AL
Ty = — e ¥™
= kes h™ , avec

(j; «f = haB + kaB, hef—= @ («B), kaff = (‘; [af]
¢ aB — l.zB + maﬁ ¢

8 — @8
m“B — @(IB)
alors il vient :
——— ——— ——
Q g{u.l'i - d g{ag' . “Ju? 0
dace 2t T T
P e G (a -~ : G [a
B 1C) RN S ] U
2 2
Tm ¢ 3G(f)
a2 T2 dxt
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WE@T — i‘[”; s+ e /\ Z’iy)
W;t.{;; =) + ¢ /\|/5*[

o T SR
Ainsi le calcul des « paramétres » \—T,i et \1“«:— permettra grace a

(17) d’obtenir les coefficients de connexion. Ce calcul utilise (18), que I’on
sépare en partie « réelle » et « imaginaire ».

Posant :

— ———

‘\g{z’:' Q g{cﬁ"

— — - = Zach = — S a8

dar dac® '

—_— s = f = — Weak

Qe ™ W ach U oo
on trouve aisément [VII, 3]
(22) S + T T @ + ToT:@y. + T) To @iy~ 0

(modulo termes connus)

(23) W, + W + T0 T, + TE T, W, = 0

La résolution de ces systémes peut se faire, pour n =4, en calculant une
forme réduite simple pour Te;. On trouvera les détails de la solution dans
les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse [VII. 3] : la réduction
repose sur la notion de sous-espacc isotrope pour la métrique G(aB) et
sur la forme du polyndme minimal de Teg (on suppose que Ggo est de
type hyperbolique normal).

11 est connu que la résolution de (19) ou de (22) conduit a4 une solution
unique en Q2%,, les Gq étant donnés satisfaisant a des conditions tres
larges de régularité. [se reporter a XV].

Posant :
Nalgy = /\" [fv1hex | on tire aisément de (20) et (21) ou de (23) que :
Ny = 0 [\" (18] key + + A" 2y kof] 2y
N kor = Ao [B7] + /\ 8 [37] (25)

On rappelle que (23), ou (20) et (21), admettent toujours des solutions
non triviales quand h.g est régulier. On peut se donner arbitrairement un
vecteur (Ue) et les coefficients A2y sont univoquement déterminés en fonc-
tion de (Ue) et des Qs On note que si det |k, =Kk =0, alors
At =(0— [VII, 3].

Si Giepy = 0, alors Aggy; est antisymétrique en tous ses indices, d’aprés
(20) et (21); définissant avec les notations habituelles :

- s
Moz = v [ g1z ’ 0= —
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g = dét Qap, eapys = *= 1 selon la parité de la permutation (e, B, v, 8),
on trouve dans ce cas :

N1 =V 1g| cagys U

xp 2 1
N =V gl G¥ % U (26)
ou les Ue sont les composantes d’un vecteur arbitraire U, on supposera que
ces composantes sont des fonctions suffisantes réguliéres des coordonnées.

Le cas ou les k,g sont considérés comme « petits » par rapport aux hgg.

Nous posons : X Aggy =3 Vagy (p.c. signifie permutation circulaire)
p.c.
Les Vg, sont antisymétriques en tous leurs indices; si nous définissons

les Dogy par :
Naigy + NBtay1 = Daﬁy

Dafy — D
il vient : Nagyy = Vapy + ——Q'Y—%—azﬁ
(23) exprime que :
A G . G .

Aagyr T Agiayy = —T . (T . /\"[’f’H’T{j /\a[ha])

ou que :
1 1 G

])(/,B7 = ———§ T)\Y TZ (Dq)‘ﬁ—DeB,\) —-:; T)‘YT 8 (D spq— Dosgy )

—T)‘YT% Va,\ﬁ-—T)‘yTZ Ve (27)

Comme la résolution du systeme (20), (21), montre que Dggy
est univoquement déterminé par la donnée arbitraire des Vagy, (27) a une
solution unique, ces cerniers coefficients étant choisis. (27) se préte a un
calcul des Dggy par itération quand les k.,s (ou les Teg) sont considérés
comme <« petits », disons qu’ils sont d’ordre 2 au moins par rapport a

1
un infiniment petit c

Dans ces conditions :

Dogy = — T (T’ Vsig + T °5 Vsyg), modulo des termes d’ordre 8 en %,
et a partir de 1a, il est sans difficulté de montrer que 1’on peut exprimer
Dogy sous forme d’une série entiére relativement aux n? Teg, convergente
pour des Teg suffisamment voisins de 0.

Nous bornant aux termes principaux on trouve aisément :

| R
YV'ﬁw. ‘*‘:_ T 7 (TXB V'J‘Ay'— T)\y (V"Xﬁ)

2 .
(28) Aagyr = Vagy + 3 Tg T 3

1
(modulo des termes d’ordre 8 en P )

1
(29) Ny = hAe (Vg Tey +V,, Trg), (modulo des termes d’ordre 6 en z )et
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il est possible, du moins théoriquement, de former des développements
de A 8y, A %y1 en séries entiéres des variables Teg.

On observera que cette résolution par itération est indépendante de la
dimension.

Notons que cette méthode d’itération s’applique aussi, en dimension

quelconque, pour résoudre le systéme (22) équivalent a (19) et donne pour
les termes principaux :

1
L@y = {i} (modulo des termes d’ordre 4 en E-)
Leon = 5 Oukgy + kg — Fpkp) + Trg (1} —Try (5}
‘modulo des termes d’ordre 4)
ou les {3“)} sont les symboles de Christoffel de heg. On a supposé que

- 1
les 9, k,s sont aussi d’ordre 2 en pe

Nous aurons besoin plus loin d’écrire les premiers termes des coefficients
A%y, N\ &y- Nous tirons de (28) et 29) en prenant :

Vagy = V |B] eagys U? U, = hyo US
h = dét haB
R0) Ay = \/ |h|hfm :sgys U (modulo des termes d’ordre supérieur)
coadn
Ny = \}—T (hyg k ,y + hyy k .g) Ug(modulo des termes d’ordre supérieur,
|hl
(32) Awrs =0 (modulo des termes d’ordre supérieur)
N .
(33) /\(p? v = ) hh, ‘k,,? U(s ‘(ldo)

Via|

Les tenseurs de Ricci généralisés

La forme de courbure de la connexion que l’on a introduite sur I’espace

4 8 dimensions induit sur la sous-variété diagonale U : x** = 0, une forme
1 . s e s an

dont les composantes sont 2 @, w, le chapeau désignant la restriction a U .

Ry, =Ly, —WwLlin+ L, Ly, — L' Lo +LiL, L0, —Li Ly

Par contraction ordinaire, ou mixte on obtient les tenseurs de Ricci
généralisés

P 4'\*
R RMang
P\)‘*a}.ﬁ ’ R)\atxﬂ

Nous poserons

-— — ~
Rig = Fop, RMaapg = Lqp

R)‘*axﬁ = Q aps R)‘a'Xﬁ =Q aB
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34 B == 0 L — S +‘$£)\_97. e — ffk?,s $u + /\‘A.A? Alus — /\}";sg AR
(35) Q72 == k\), /\\)-r/,.j - D"j /\‘Ar/] + /\\‘l‘.‘o}. ;-[Pmﬁ - /\\.A?,'i ipq‘).'*'gf;‘).g /\prz.fi - v(!}\"ﬂg /\pu7.
?faﬁ et Qaﬁ se déduisent respectivement de % ﬁet Q, g en appliquant

le principe dit de pseudo-hermiticité : €5, , A\’ remplacés respectivement
par £, A%g .

Les scalaires (;"3 £ + (;“‘9 94, et

(3“? Qu + §* Qu
sont séparément invariants par le prin-
cipe de pseudo-hermiticité.
On peut aussi noter que les identités de Ricct [VII, 1], montrent que

compte tenu seulement de (19), (20), (21) : (;,“ﬁ £, =GF .

Le cas symétrique. Géométrisation compléte de la théorie d’Einstein-Schridin-
ger dans le cas « intérieur ».

Les seules variables de champ sont les @e8 assujetties aux relations (19)
(20) et (21). U« peut dépendre des coordonnées et des Q8.4 gy et \%py
sont définies en fonction des @8 et des 4 coefficients Ue.

Soit C une chaine différentiable de dimension 4 de U, les équations
de la théorie relativiste complétement géométrisée sont celles qui réalisent
Iextremum de I'intégrale pour toute variation arbitraire des §+# s’annulant
sur la frontiére de C.

(36) I= (Vg Ls G da
(37) ifuB =€Raﬁ +2 Ua U3—2A2 9,13, ou )@:UaUa.

Qagp est le tenseur de Riccr usuel de la géométrie riemannienne.

1° Prenons U, = (\/lwg_l—j"’ Ve, Ol © et v, sont des fonctions des seules

coordonnées.
5 I =0 conduit alors a :

Lo P P
2ﬂig,a§—/ [(,-{—?—)uuu; -—C—SQa{i] ,

x est la constante d’EINSTEIN,
R = G Rapr Ua = At
si A == 0, (ug) est un vecteur unitaire. Enfin p et p/c? sont définis par
xp = 3(1 —2w)A2,

i—p = 3(1 + 2w)A2

(38) SR«?} -

On obtient donc le schéma « fluide parfait »; p > 0, en supposant A réel,
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c’est-a-dire (U,) orienté dans le temps, exige o < 1/2.
o = —1/2 donne le schéma « maniére pure ».
Notons que les équations gardent un sens mathématique pour o > 1/2,
p est négatif. Peut-étre v a-t-il une interprétation physique? (*)
2° Prenons
U, = (\/m)w (ga8 gaﬁ)wl Dgy OB gaﬁ =f§=0;

les coefficients 628, o, o’, v, ne dépendent que des coordonnées.
Un calcul analogue au précédent conduit a

7 [; u, us + % (n, uy — (;;a?,/‘ — 12/—0;': f « leil,
équations qui correspondent au schéma « fluide visqueux », si

geB vg = 0,
ce qu’il est loisible de supposer a priori

3° Généralisation. — On obtiendra une infinité de schémas en faisant
varier arbitrairement la maniére dont les U, dépendent des §g.
Ainsi, posant par exemple :

Ua=f(9“ﬁ) Da, Ug = A Ug,

I

1 G
Ry — é ?R,(j xf

ou f est une densité scalaire, il vient, les v, étant indépendants des Qg :

Raz — ésﬁgag=61 u, u, = 392 Gy + 63 =, [VII, 4].

(2) On pourrait trivialement adapter cette méthode 4 la théorie de Jordan-Thiry qui
se trouverait ainsi complétement géométrisée, méme dans le cas « intérieur », gravita-
tionnel et électromagnétique. Cependant il nous parait intéressant de chercher a construire
dans notre seul contexte géométrique une théorie unitaire asymétrique.



CHapPiTRE III
CONSTRUCTION D’UNE NOUVELLE THEORIE UNITAIRE

Nous prenons le cas général ol les GQle81 sont non nuls. Les tenseurs hqg

et k., sont supposés réguliers et nous postulons outre les condition (19),
(20) et (21) que :

39) o (\/WQ w81y = ( (qui entrainent que $*.« = 0 et réciproquement).
[XI, 1.}
Tenant compte du principe de pseudo-hermiticité et des conditions (39),

nous formons les équations du champ par une méthode analogue a celle
du cas symétrique, a partir de I'intégrale :

(40) I‘-f\/ gl C’“ﬂ[m o Qe + Q“’) —25,0, (V1g: G t“q dx

ou 'on a tenu compte des conditions (39) par lintroduction de multipli-
cateurs; il est entendu que les seules variables de champ sont les @25, les
conditions (19), (20) et (21) définissant les4%s v et A®s., U, pouvant
dépendre des coordonnées et des .. 7 est fonction des coordonnées seules.

Dans le cas symétrique, il est facile de vérifier que §e8(Qqs + QBQ) est
identiquement nul, de sorte que (40) généralise (38).
Nous nous proposons d’expliciter la condition § I = 0.

Ecrivons L. = R.. + ."‘:fh; avec
Ras= N"1e N\ = No A

a) Le terme \/{g| Quap conduit par variation arbitraire et selon un caleul
classique en théorie d’EINSTEIN-SCHRODINGER 4 :

VIgh (RS Ges)56" . R=¢" Ry , XL
b) Le terme \/‘?]] (giaﬁ donne par variation de g{aﬁ sous ’action de celle
des Qe :
= N (GG 3% NP G4 N GFN

Tenant compte des systémes (20) et (21) le premier terme s’écrit exacte-
ment :

(A% G A 67 3/ + 2 A% N 8 G
= (2 Moo M2 Nl I 3\ 42" Ao 8 G

Finalement, il faut tenir compte pour ce cas (b) de I’apport suivant :

o VAo 2 Al P17 o — 2% G 3
A) | opt A — Al A — A ) 567
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¢) Pour calculer \/|g" Q8§ Qqp, on utilisera la dérivée covariante par
rapport a la connexion ffﬁ (méthode de PALATINI), on posera :

gzé ~/\p . — ?rzr' ~/\ -
et on obtiendra aisément :
Vigh 6% 5Qus = 2 (A Vigh) + Vigl §% was — 2V 191 5§73/

avec :

Wegg == /\:rr a‘(»flur/..”. _/,\;‘g.’s Bﬁf"ax + /\Pay aif}‘).g - ai‘f},’i? /\'u A

Puis :

VIgIGF3 Qe =2 A Vigl— OV g A+ =V g ] G was
—2:V 19| S5 G 3N

Apres utilisation de la formule de Stokes, tenant compte du terme
déduit par pseudo-hermicité, on ohtient :

5 V191 (oo + G da) — =V g 1(SHG7 + St %) 3\
" u5 SAL 1 Qap > A b 1 dpa A
DV (=GN o+ 563 Nar + 567 3N\ )
oap étant construit comme wqg, en remplagant /\”‘, , &é’, -par g et do

Mais de (20) et (21) on déduit :

N I

REEEEN o J0p ~ p h 1 . 1 '~ s
G5 Nas == 5§30 = 5 @ apl - Anag — 5 (Ans G+ Nuag?)

Ce qui permet d’écrire le coefficient de (0 z7) Vigl
~ P 2 ) . ] ~ 4 l A AL " NG
G5 Nart (j" SN\ e )+ NG+ 5(/\ w867+ \ " 3
1 _ -
Quant a é\/!m (gaﬁ w3+ (GBa U,«s) il s’écrit, tenant compte de (20)et de
(21) :

Vg (Ao §F39h,+ A w30 (41)

Explicitons les variations des connexions. On peut établir [XI, 1] que
compte tenu de (19) seulement :

. 2V 1 g
L (97) = Yo — —————
Vig
o 1

S =B == Qe G L — v, Gl Iy = — Vg ¥Wiglgent,

2V Il G =—VIgl TasG*—V gl SL G
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L’expression de X. donne, compte tenu de (39), aprés variation :
1

Vgl

qui se transforme par intégration par parties et utilisation de la formule de
STOKES, de sorte que ’expression (41) conduit a :

Vgl |

\ 2Vig|

‘ —_ /\p(y?’;’:{afﬁ"{" = /\P".’?) :f*{)_:* (c;ux (3“3] aga;

(B) { , 2o _ . ,
=GN L) BV T gl Gl =V 1 (8o G+ S ¢ AL

. " ~ A K ~ 3 S ~jox 1 Lo~ 1 o~ ope
V) gitdo) L@“" BN\t G At + N\as8@¥+5 A eG4 5 /\is 0 ]

3 (2, Vigl gl"p]) s,

D —
—

o

1

T - > 1 oy ;0 ?
2 (= \,/|g| AR (;“‘) (}a[s - Q s (v A (; ' (gﬂ s+ (7 N

d) Varions \/]—I_gf/ G dans \/P—|g{a6 S

T 0 L o% G as+Qsa
el\/lgl Qa;(j;;ga‘s:"Q 2Q_3__

0.: étant un tenseur nous poserons Gef O.p = T.

Nous obtiendrons ainsi :
- ooy ses,
Vig] (Qa: = 5 96 ap) 3G

1 (d 1. 2 ~0a
Vl]g| (Res — 5 Ras) 3G

ol certains termes pourront se réduire avec ceux de (A).

e) Enfin nous observerons que la variation de —2 s, ¢, (\/|E|’ Qlerl)
conduit aprés intégration par parties et utilisation de la formule de STOKES
a:

> x 1 QMo INTLS
Vigl %o —5) 3(§Le + 5\/ gt (now — o) Gl Gus 867

Finalement appelant \/laAaﬁ et 7 \/M Bgg les coefficients respectifs de
8 Qo8 dans (A) et (B), il vient :

P 4 J
(42) Bz — % (;1{5 + Aaf+ < (,Qm;—%(j@> + tBait e 6, — N5

1 ot o
5 — 4 5) G Gas = 0.

On peut éliminer le dernier terme en multipliant par @ et sommant,
ce qui donne :

£
2

[\CIRYS}

_ 1 Bog (9;.3) ,

1 . 1
? ((\) 0':: — \\:J, D,) (3['"} f— — 5 AQB (@,“ﬂ-{—r < ?
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et conduit a :

/ 1 \
A(j;zfﬁ + 7&91(3 -+ Bxﬁ~;B(‘;zﬁ) + M6, — O, 08 =

(43) ®xf +Axs—

eI

Equations développées approchées dans un cas particulier.

Supposons que les coefficients kqg soient suffisamment petits pour que
I’on puisse donner les solutions de (22) et (23) sous la forme de séries
entiéres convergentes.

La résolution relativement aux A% introduit 4 indéterminées U, nous
posons :

- 1
U,=Au, = \/1h} “ g, ol A est supposé d’ordre 1 en c les kg étant

supposés d’ordre 2 au moins relativement au méme infiniment petit
principal.

7 sera supposé d’ordre 0. Nous négligerons les dérivées de - et de A.

De maniére plus précise, en ce qui concerne les §.s nous prenons des
développements du type usuel, i, j, k et tout indice latin étant un indice
d’espace, 0 I'indice temporel, nous entendons par =< une égalité modulo des
termes dont 'ordre dépasse de 2 celui des seconds membres.

U U
h,~1—2=. el 2 2
c c
h,~ — . ni~ 2
c c
I . . U.
hy~ —i, + Yy W~ =30 =25, —1
¢ c
U U,
h=déthas ~ — 1 4222 4 ¥ -2
c c
) y
T =1 Y sl

Nous définissons V* par u’ = u° e posant V2 = X (V¥)2

U \'%A U A4 / U, w;
~l e e Zev 4L ] Ze all
u, ~ 1 C,+2C,‘,u:\41+c,+2c,.ul:.\:u \ 1 26,/)«!— =
koi =~ C: ’ kij ~ ?e]
Il sera tenu compte des conditions S, = 0 qui donnent en désignant
— —

par B, et B les vecteurs d'un espace euclidien auxiliaire & 3 dimensions
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définis par (Bu, Bs1, Piz) et (B, B., B;) respectivement les conditions suffi-
santes :

—> — — -
B = Grad ¢, B = Roty. [VII, 1.]
On peut supposer que les coordonnées sont isothermes relativement a hg :
% (V/[H] he#) =0

de sorte qu’en 1™ approximation :

RGH=— 5 I (5 § (B))

RS

1
Nous varions k,g de maniére que 8k.g soit encore d’ordre 2 en 5 » ce qui

fait que les § A%y pourront se calculer & ’aide des séries entiéres introduites
plus haut : les équations obtenues seront des conditions nécessaires
d’extremum.

Pour les besoins des calculs développés plus loin, nous conserverons dans
les termes que nous évaluons approximativement :

a) ceux dont l'ordre est inférieur ou égal 4 4 dans la partie symétrique.

b) ceux dont l'ordre est inférieur ou égal 4 8 pour les indices [i, j] ou a 4
pour les indices {0, i] dans la partie antisymétrique.

Le principe variationnel conduit ainsi, aprés une transformation classique
aux équations :

g{aﬁ'—X(P + ;’_2_ ) uq ug + é (P"‘_ 5{ ) g(a& + 79 aB
(44) ) -+ —T zoupd [k((v) - 2) haﬁ Ua + héa Uﬁ + h55 Ua ](’)'x k;q)

2V/|n|

+aﬁoa-—aa05=0

Conséquences immédiates.

1° Prenons la partie antisymétrique du 1°* membre de (44), nous allons
ainsi mettre en évidence ’existence d’un « courant ».

D désignant la dérivation covariante relativement aux @ §.» Dous avons
rigoureusement :

Qu = Ds Ag:— D; Aus
qu = D?. /\';x i l)z /\:3
et approximativement :
. 1 . .
(45) Dapy = Nan — é (V.% NGay + Vo /\(Nd))
(46) Dfas) = Vi Mfa sl

( v étant la dérivation par rapport aux @ e4,,).
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On tire alors de (44) :

(47) Riap +TV)\/\E'am +330a———3a0'5=0
Posant ensuite :
B
D*= — 5% V: Quys, il vient, la dérivée de 5287 étant nulle pour la

connexion v , a I'ordre d’approximation des calculs :

(48) D* = v, (v U — v U%) == (K™ h? — B 1) (v, v, Us )

ol on a posé: v =h*YV,
2° Prenons la partie symétrique du 1" membre de (44). Définissons :

R = R (“;(33) o 9=y (j(x"}

1
Nous obtenons, en se bornant au cas o p=0, <m = — é\) )
_ 1 = 5 / 1 =
(G2)) Riaz — 5 R Ga) =2 o uy — = KQ(M — 3 g (j(a{i)> — v May
et en définissant Mg par :
S 3 -
M, = e I“— ha8Us + hs, U, + hs U, l (0 kowg)
2V | h| 2 -

Selon divers auteurs le tenseur métrique a.g défini par [«8 \/|E| = qoB \/W,
2 = dét asg, permet d’écrire simplement les identités de conservation satis-
faites par Q.

Nous définissons T ¢ par :

42 T ——_az.\ 1 2 (ps a
T#\/lal liﬂlg?)(\/l.’7| (fn))—éfﬂt?v) (\/| | g(p)) Be .

Alors :
a — 1 .
V?T”“\/!(Il :EGP“\/IQ‘ (;fa.ﬁl ;\;.3?5{[&#1

Avec les approximations faites ici il est loisible de prendre deg = hgg,
a = g et d’écrire :

h \
(52) T T — SR GledE 3 Riay =0

p.c

D | =

avec :

T, = R @(vp) -5 R &

R
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Définissons Qqg par :
Tag = x (ptta ug— Oap) et Kp par lzva s =Kp . [XI, I].
1
2

'/,Oa =T (‘Q as) i(j (aB) + M"-B> avec O’.’i =h* O@:« .

De 'unitarité du vecteur (u,) et de (52) on déduit aisément :

(33) v veus = (hy — us u) K' +

i o
5 (3", — u' up) Gl 2 ), R
¢ pc

Gl 7 v (o) = K, o + = Gl X2, Ry -
) l 2 < p.c
N
<Dans ces formules p = _./_>
11 est facile de voir que les équations aux parties symétriques permettent
de poser :

AL
A Uoo = — _5“
AU, =0ij
Ag, )
AUy =—xpc’, -5 == 2xpV".

de sorte que I'on peut choisir :
U, =—268,U,, a=4U, V'

Explicitons alors les identités de conservation. Comme :

= Cl g = — g — ~Ne=wv
Ay i—lc, ?)‘..-— 201 by <w——2>( = LT,
en premiére approximation, de (53), ot le dernier terme est négligeable, il
vient

v u* u, = c A B

/. 3 i T 2 \O C! i
soit :

dV:
5 _— = g
(—)5) dt UDC + 2 Px A [ 3

1
x étant d’ordre 2 en e C d’ordre 1, il est donc normal de supposer que

1
AR’ est d’ordre 1 en e c’est ce que nous supposerons désormais.

La condition : yu* v, u, = — K, u’ déduite de (53) pour 8 = 0 n’apporte
aucun résultat nouveau étant donnée 'unitarité de (ug).
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(54) se réduit alors a :

X ' 1
XVa(p)=¢K ue, car QRux, compte tenu de AR, =0 (;) , est d’ordre

. . 1
3 au moins en o

Cette condition s’écrit :
x Vaur= K, ue, puisque p est supposé constante.

et conduit a :

(56) 2, Vi=0 <—1—>

Les équations de type Maxwellien

Nous reprenons les équations (48). En premiére approximation :
D= Cv vViuo—vV ,wi)
= C3 u, — C9,,(u,)

En raison de (56) le dernier terme de ’égalité précédente est négligeable et :

5 NP AU, | av
(57) D'=C. au=C <_c_,+2_c,)

Puis il vient pour a =1 :

D'=Csvi(vvu,—v,w) +Cv, (Vou,— Vv, u)
.

=C30, u,—CAu' + Co,, u; — Co,u,
ke

—CL%, (0, u;,—9i u,)— CG3 L 0, u; — o, u;,)—C3 L s Ly (0; up — 9, u,)

k k

Or, on déduit de (53) en dérivant par rapport a t, pour B=1i
; e 1 K,

oo Wi — 040 U, = Ca :\t— (k — Uy ) + Zc 3

Supposons plus particuliérement que :

(58) 9, V* =9, V' (mouvement irrotationnel)
Alors compte tenu de cette condition et de :
i < 2 Uoo) li
m=u{—1—-—=2) + ——
c

il vient :

A 1 k k (\K
B D'=C(aw) o+ COu)Y e — Gy my 4 & 2K
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oti le deuxieme membre contient le terme maxwellien C(A u,) ey et des

termes propres a notre théorie.
11 est facile de vérifier que dans le cadre de nos approximations :

Ve De =0, car cette égalité s’explicite en :

A 1 2K,
\JRTNERES X (——\ =0
c 7€ i o J

A V* étant d’ordre 2 en 5 .

Or la formule a établir résulte de :

0po Uy — 0, U, = /—t(%) par dérivation relativement a i et sommation.
Interprétation physique. — Si Fog représente le tenseur électro-magnétique,

nous posons : *Fog = — a ¢ Raop, *F étant la forme adjointe de F pour
la métrique hqg. [VII, 17.

AB;. 1
Riipy = — —(;'—’ 0 (—-—\

c
Nous appelons p la densité de charge au repos.

— 2 X ¢y Ry =4 .
p.c

En relativité générale les équations du mouvement des particules char-
gées s’écrivent :

o - )
a v,u, = — F,
: c ‘

Pour « = i, en premiére approximation, ces équations s’identifient 4 (55) en

prenant
T Lo &
e ‘ A

toutes les fois qu’il est possible de négliger les dérivées de A V2,
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