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Sur l’équivalence des équations
fonctionnelles

f(x+y)=f(x)+ f(y) et f2(x+y)= |f(x)+f(y)]2
par Pàl FISCHER

Résumé. - Dans cet article, ~M. Pàl FISCHER compare les équations fonction-
nelles t(x + y) = tex) + {(g) et + y) = [ f (x) + f (y) ] 2 où la fonction inconnue
f est une application d’un demi-groupe Q dans un anneau commutatif H. Il
montre que, pour que ces deux équations soient équivalentes, il faut et il suffit
que H n’admette pas d’élément nilpotent différent de zéro.

Récemment ont paru plusieurs articles qui traitent de l’équivalence des
équations fonctionnelles [ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7].

M. E. VINCZE dans son article [6] ] a démontré le théorème suivant :
si f(x) est une application d’un demi-groupe Q dans le corps commutatif H,
les équations fonctionnelles :

sont équivalentes, c’est-à-dire toutes les solutions de l’équation (1 ) sont

solutions de l’équation (2) et inversement.
Le but de cet article est de donner les conditions suffisantes et néces- 

,

saires de l’équivalence. Premièrement, démontrons le théorème suivant :
THÉORÈME I. - Si f(x) est une application d’un demi-groupe Q dans

l’anneau d’intégrité H, les équations fonctionnelles (1) et (2) sont équiva-
lentes.

DÉMONSTRATION. - Pour cela, il est suffisant de démontrer qu’une
solution arbitraire de l’équation (2) est aussi solution de (1).

Si a2 = b2 dans un anneau d’intégrité, on en conclut immédiatement
que a = b ou a = - b.

Donc l’équation (2) se réduit à la forme suivante :

où e(x, y) est une fonction réelle et e2(x, y) = 1.
Si f(x) est une solution de l’équation (2), on a :

et :
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donc d’une part

d’autre part :

d’où on obtient immédiatement :

Si le théorème n’était pas vrai, il existerait deux éléments x et y de Q pour
lesquels :

donc

Il faut distinguer deux cas :

d’où l’on obtient :

mais dans ce cas f(x) satisfait l’équation 1 ;

d’où

Si on échange les rôles de x et y, on obtient immédiatement :

f(y) ) = 0 également,

ce qui démontre le théorème.

Dans ce qui suit, nous démontrons que le théorème 1 reste vrai si on rem-

place l’anneau d’intégrité H par un produit H d’anneaux d’intégrité.
Plus précisément, le théorème suivant est vrai.

THÉORÈME II. - Si f(x) est une application d’Un demi-groupe Q ,dans

H, H étant produit direct d’anneaux d’intégrité, les équations fonctionnelles
(1) et (2) sont équivalentes.

DÉMONSTRATION. - Pour la simplicité de l’exposé, supposons que H est

produit direct des anneaux d’intégrité Hi et H2 c’est-à-dire :

H = {a, &#x26;) : : al E Hl, et les opérations dans H sont habituellement
définies par les deux relations :

(an bi) + (a2, b2) = (al + a.2, bi + b2) et (an bi) . (a2, b2) = (ala2, 
Si on désigne par fi(r) ( resp. f 2(x) ) la première coordonnée (resp, la seconde
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coordonnée) de la fonction f (x), il en résulte que l’équation (2) peut s’écrire
sous la forme suivante :

(f2~(x + ~)~ + ~) ) = + )2~ (f2(x) + f2(y))~~) (7) >

où f 1(x) ( resp. f2(x») est une application d’un demi-groupe Q dans l’anneau
d’intégrité Hl (resp. H~) et elle satisfait l’équation (1), donc f(x) = ( f 1(x),
f2(X») la satisfait également.

Dans ce qui suit, nous démontrerons que si H contient un élément
nilpotent différent de 0, les deux équations fonctionnelles ne sont pas équi-
valentes. En effet, soit un élément nilpotent, il est évident qu’il
existe un élément nilpotent b, tel que b ~ 0 et b2 = 0. Soit ro ~ 0 un élément
arbitraire de Q.

Considérons la fonction suivante :

On peut aisément vérifier que f(x) satisfait l’équation (2) mais elle ne
satisfait pas l’équation (1).

LTn anneau commutatif H ne contient pas un véritable élément nilpotent
si et seulement si H est un anneau d’intégrité ou le produit direct de ceux-ci.
Utilisant cette propriété, nous avons démontré le théorème suivant : :

THÉORÈME III. - Si f(x) est une application d’un demi-groupe Q dans
un anneau commutatif H, la condition suffisante et nécessaire de l’équiva-
lence des deux équations est que H ne contienne pas un élément nilpotent
véritable.

COROLLAIRE. - A l’aide de ce théorème, on peut donner une caractérisa-
tion de l’équation fonctionnelle de la différence entre le calcul opérationnel
dans un intervalle fini et dans un intervalle infini.
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