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Sur une classe de bases de 1'espace des
fonctions holomorphes dans un polydisque

par NGUYEN THANH VAN

Résumé. — Généralisation aux fonctions de plusieurs variables de certains
résultats de KazMIN et SUNYER BALAGUER sur les bases formées par les primitives
successives d’une fonction.

SUNYER BALAGUER [1] et KazmIN [2] ont étudié la représentation des
fonctions holomorphes d’une variable complexe en série des primitives
successives d'une fonction donnée. On verra que les résultats de ces auteurs
résultent trés simplement de certaines propriétés connues des bases de
Schauder. Cette considération nous permet d’étendre aisément aux fonctions
de plusieurs variables la plupart des résultats dus aux auteurs cités.

Notations. — On garde les notations de la note [3] sur l'interpolation
d’Abel-Gontcharoff. Soient i= (i;,i,...14,) et j=(,j,...J.) deux
éléments de N* on écrira i < j lorsque i, <j,, L < Jo... et in < Jja ON
écrira i < j lorsque i< j et iz j. Pour z=(z,2,...2z) €C" on pose :
!z! = Max |z¢|. Dans [3] on a laissé a part I’étude des conditions N.S.
pour que les polyndmes d’Abel-Gontcharoff forment une base de H.(p),
cette étude nous est nécessaire ici (p désigne un nombre €10, + ]).

1) Polynémes d’Abel-Gontcharoff

Soit {Z} sene une suite de points du polydisque Q' = {z : |z| <p}.
Soit {A'}xER" la suite des polynémes d’Abel-Gontcharoff associée a {Z,},
on a le

LEMME 1. — {A.} est une base de H.(p) si et seulement si la suite
des fonctions :

£}

w

L, (w) =

n

lil <1 —Z w,.) i

i=1

(les z.., w, et s; désignent les n coordonnées de z,, w et s respect.) est
une base de H,(p?).
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Démonstration. —— Considérons les formes linéaires 4

1L H= ;17 f* (z) (s € N")

Le dual fort de H.(p) est isomorphe a Hn(p-_lj par Papplication qui
a toute forme linéaire continue & sur H,(p) fait correspondre la fonction

LGH.(p_'l-) définie par :

L(w)y= Y 4(b)uw
.\-e NH
{¢. désigne la fonction z — z°).
Il est clair que cette application transforme {, en la fonction L,. Le

lemme est donc conséquence immeédiate d’un résultat connu (voir lemme
préliminaire de [3]).

ProFosiTioN 1. — Si lim. Sup. lisl| . |z.| < p log. 2
: Is]l »
Alors {A,} est une base de H.(p).
Démonstration. — Posons lim. Sup. Hs’l ’z! ="' .log2, on va montrer
que {L,} est une base de H.(r) pour tout r <.
Posons : '

L (n)y=uw !-1 + E oy W' ]

p>o

h.s (I') = E { )‘x,p l ’.Hll“

p>o0
On a
1
h (1) < —— -1
HA—=1]z,1.ry
i=1
] A
hA,(r)g—" — =01 =1z .1
I QaQ-—-|zi.n°
=1
s Lz, | .y —Hsl
h (1) < <1 - _U'_Hs”-_|_\. _
Done :

lim. Sup. h.(r) < exp (r. (lim. Sup. |[s|l |z )\ —1

sl = o lIs]] = oo
Ce2—-1=1
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Donc, d’aprés le théoréeme de Paley-Wiener sur les bases voisines [4]

{L.} est une base de H.(r) pour tout r < r. Puisque H,(F) est la limite

1 —
inductive des H.(r) avec r€] = ,7[ {L} est une base de H.(p*). Donc,

d’aprés le lemme {A} est une base de H.(p).

2) Une classe de bases de H.(p)

1) LEMME 2. — Pour toute f €H.(p) et toute suite finie {z,} (p<s)
de points du polydisque Q7 , il existe une fonction unique F €H.(p) telle
que

F?(z,) =0 pour ¢qg<s

F? ) =s! f*2(0) pour q>s.

Démonstration. — Désignons par { Z} la suite définie par :

2.,=Z,, si g<s

Z,=0 si qg>s.
D’aprés la proposition 1 la suite {A*} des polyndmes d’Abel-Gontcharoff
associée a {~Z.,} est une base de H, (p), de plus c’est une base g-p. 1l est clair
1
que la série 2 ? f9(0) Aq est semblable dans H*(p). En posant :
9> )
n 1 *(q—3)
F=s Y — (5 A
—q ! : 4
q>s
On vérifie aisément que F est 'unique fonction qui satisfait les conditions
mentionnées dans le lemme.
Dans la suite on va désigner par I(Zp:p <5) Popération qui 4 toute f € H.(p)
fait correspondre la fonction F définie ci-dessus. C’est une généralisation
naturelle de 1’opération

[ - F(()=m! /2 ds, /sl ds,. .. /s'n—l f (s,) ds,,

2
définie pour les fonctions holomorphes d’une variable complexe.

n
Soit maintenant une suite {Z.} ;. de points du polydisque Q; soit ¢
une fonction holomorphe dans ce polydisque, on considére la suite des
fonctions :
F.=1 (Zp; p<s) )
On se propose d’étendre a {F.} la plupart des propriétés établies par
SUNYER BALAGUER [1] et Kazmin [2].
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2) THEOREME 1. — Si les conditions suivantes sont vérifiées :
(i) ||Z.[— 0 lorsque ||s|| - o

(i) ¢(0) 0

{iii) La suite {A,} des polynémes d’Abel-Gontcharoff associée a {Z,}
est une base de H.(p).

Alors {F} est une base de H.(p) si et seulement si ¢(z,) 5= 0 pour tout
s EN".

Démonstration. — On remarque d’abord que si {A.} est une base de
H.(p) alors elle en est une base g-p. On a :

1
F,o=s! 3 — 4" (). A,
9 7

La transofrmation 0
f=3C .A > g=3C . ¢,

est un automorphisme (algébrique et topologique) de H.(p), donc {F,} est
une base de H.(p) si et seulement si la suite des fonctions :

. 1
Go=0@) =Y =

L g—=%) 7
q! 7 - (*’q) . (]‘

i
g2

Si ¢(Z,) =0 pour tout s, alors le théoréme de Paley-Wiener donne
facilement que {G} est une base g-p de H.(p).

Si {G} est une base de H.(p), alors il est nécessaire que ¢(Z,) =0V s,
sinon la matrice représentant {G,} par rapport a {¢} ne serait pas inver-
sible, ce qui est contraire 4 un résultat connu (voir p. ex. [8]).

THEOREME 2. — Si les conditions suivantes sont vérifiées

|Z:|| = 0 lorsque ||s||— o
9(0) £ 0 et ¢(Z,) 420 V¥ s.
Alors {A} est une base de H.(p) (donc une base g-p) si et seulement si
{F.} est une base g-p de H.(p).
Démonstration. — 11 suffit de montrer que {A., est une base q-p lorsque

{F} est une bhase ¢g-p. L’hypothése « |z] -0, ¢(0) 5£0 et ¢(z,) 0V s »
assure (a 'aide du théoréme de Paley-Wiener) que les fonctions

!
M \ | M GooS f o &
(Jx - 2 21' :?I ("q)' 1 ¢

=5

forment une baseq-p de H.(p). Le théoréme résulte du lemme suivant :

LEMME 3. — Si {F} est une base g-p de H.(p), si les séries
s!
S 2 o e

925
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sont sommables dans H.(p) et leurs sommes G, forment une base ¢-p du
méme espace, alors {A} est une base g-p de cet espace.

Démonstration du lemme. — 11 suffit de montrer que la transformation
G

)
[ =Y = e,

se N

est un automorphisme de l’espace H.(p).
Puisque {F} est une base g-p de H.(p), la transformation ©,

]“:Eax.Fx — g:Eax.d)x
se N se N
est un automorphisme de H.(p).
Puisque {G} est une base ¢-p de H,( ), la transformation Ge :

g= X =n.¢ > h=\ g o
h —
sE N sEN"

avec

|
b= 2Ly e,

pss

est un automorphisme de H.(p).
Soit f une fonction quelconque holomorphe dans Q", désignons par

E a, . F, le développement de f suivant la base {F.} :
XGN"
/.: E 1,‘ * F.\'
sE€ N

Par un simple calcul on a :

1 s \ ! $—
PR CIES Y i N I

p<s
I1 en résulte :
=10, o G,
Donc G est un automorphisme de H.,(p). C.Q.F.D.
Remarque. — Par la méme méthode on peut montrer que si {A.} et
s!
(F.} sont des bases g-p de H.(p), alors les séries Z — 997 (z). P, sont

9>
sommables dans H.(p) et leurs sommes G, forment une base ¢-p de cet
espace.
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Il en résulte des théorémes 1 et 2 le
THEOREME 3. — Soit { Z.} une suite de points du polydisque Q vérifiant

les conditions :
@) |Z)|—>0 lorsque ||s||—> o
(ii) 11 existe une fonction ¢* holomorphe dans Q" telle que :

S 9*¥(0) 40, o*(z,) %0 VvV s et les fonctions
| Fr =1 (z,; p<s) (¢*) forment une base ¢ — p de H,(p)

Alors que toute fonction ¢ holomorphe dans Q! vérifiant la condition :
“@0)£0 et ¢(Z,) %0 vs ”, la suite

F,=1 (z,5p< s)(‘?)
est une base g — p de H.(p).

3) Examinons le cas ol ¢ est entiére.

THEOREME 4. — Si les conditions suivantes sont vérifides :
(i) |Z, — 0 lorsque ||s||—>oo ({Z.} est 1 suite dans Q)
(i) (0)#0 et o(z)%0Vs
(iii) {F} est une base q-—p de H.(p)

(iv) ¢ est entiére.

Alors on a les propriétés suivantes :

(a) {F.} est une base ¢ — p de H,(R) pour tout R >p

(B) Pour toute fcH.(p), f= Ea. .F,, on a :
se N
1 1 1
lim. Sup. | x| 7J57 =lim. Sup. l T f* (0) i s

sl — o Isl] — o
@)
1
lim. Max | F, (z)l:l]'mr = R pour tout R €], + o |
sl —= oo lz] < R

Les deux lemmes suivants sont utiles pour la démonstration du
Théoréme 4.

LemmE 4. — Soit {P.} /.. une suite de polyndmes vérifiant
lim. sup. w =1
sl = I8l

(o D(s) désigne le degré total du polynéme P,)

Si {Ps} est une base de H.(p) ou H,.(;_)), alors elle est une base de
H.(R) pour tout R > p.

La démonstration de ce lemme est semblable a celle relative au cas
d’une variable. (Voir NEwNs [5], p. 461, et WHITTAKER [71, p. 19.)

LEMME 5. — Si une suite de fonctions entiéres {E.}; ¢ w est une base



SUR UNE CLASSE DE BASES DE L’ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 91

q— p de l'espace H.(R) pour tout R > p, alors pour toute f¢€H.(p),

f= ) a.E, on a lgalité :

sEN
. . - . 1 1
lim. Sup. |« | Jer = lim, sup. | = f* (0) l T
sl = o sl — o |S!
Démonstration du lemme. — Posons
= lim. Su 1 1 (O)’ =
B IS Py i

f est un élément de H.(1/7). Puisque {E} est une base ¢q — p de H.(1/7)
(1/r > p), la série S e, . ¢, est sommable dans H,(1/7), donc :
1
¢ = lim. Sup. |a| 15l = 7

Montrons maintenant que o > r. Supposons le contraire : o <, et
considérons la fonction g =3 a, . ¢,, on a alors :

‘ g€H.(1/0)
| fEH.(1/7) et f¢H.(R) pour tout R>1/r

avec 1/7 < 1/e. Or c’est une contradiction car ’application

G=Y7.6.>F= Yy F(.€0
s€ N SEN"
est un automorphisme de H.(1/¢).

On a donc : c =7 C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme 4 :

() : D’aprés le th. 2 {A} est une base ¢q— p de H.(p), ensuite le
Lemme 4 assure que {A.} est une base q—p de H.(R) pour
tout R > p; il en résulte (th. 1) que {F.} est une base q—p
de H.(R) (VR >p), (a) est donc démontrée.

(B) : (B) résulte immédiatement de (a«) et Lemme 5.

(y) : La démonstration de (y) demande plus de subtilité. Posons :

M(F,,R) = Max |F,(z)]|
lzl <R

zl <

D’aprés (a) la série Z

sE Nt

a.] . M(F,, R) converge pour toute suite

{a.} telle que :




92 NGUYEN THANH VAN

Il en résulte que :

1
lim. Sup. [M(F,, R)] isi <R

lIsll = )
Montrons maintenant que : lim. Inf. [M(F,, R)] 75i > R. Pour cela

on a besoin du théoréme suivant ([6], Th. 3.2).

THEOREME (¥). — Si X est un espace tonnelé séparé (sur C), si {%,.}
est une base de Schauder de X et si { N.} ien est une famille de seminormes
continues engendrant la topologie de X, alors pour tout i € ¢, il existe une
constante A > 0 et un indice j € g tels que :

p - q
N, (Z a, xk> <AN (2 a, xk>
k=1 k=1

pour tout g > p (pet q€N) eta,, a, ... a,€C.

Soit ¢ un nombre quelconque de ’intervalle ]0, R — p[, on va montrer
1

que : lim. Inf. [M(F,, R)] 11 >R—e¢.

On a :

s!
Fs - T" (ZU) * A.v + E q_i ?(’l"‘"’) (zq)' All
a>s

En appliquant le Th. (*) on voit qu’il existe une constante A, > 0 et
un nombre R, € ]R —¢, R[ tels que :

M(F., R) > |o(z)] . A, . M(A.R,) V,
D’autre part on a : A, = ¢, + E A » ¢, donc, en appliquant de nouveau
p<s

le Th. (*), on voit qu’il existe une constante A, > 0 et un R, € ]JR —¢, R,[
tels que :

M(A,, R,) > A, M(¢., R,) = A,(R,)"! vy,
Donc :

M(F., R) > |p(z.)] - A, . A, . (Ry)l!

1

lim. inf. [M(F,, R)] "*I > R,>R—e.

Enfin :

1 1
lim. Sup. [M(F., R)] "*T = lim. Inf. [M(F,, R)] T°l = R
1

lim. [M(F,, R)] T1 =R, C.QFD,



ERRATUM

Le Lemne 2 est faux, les conditions :

F?(z)=0pourg<s , F?(0)=s!f“"(0)pourq>s
ne suffisent pas pour déterminer F de facon unique, car ’ordre < n’est
pas total sur N". Cependant, dans le cas ou la suite {Z.} se n» st le produit
n suites de nombres complexes §Z‘,{)§ LEN

Z,_—_—((zli) , :ﬁj’, e zi:’! , VSs=(5,8..-8,) € N") .

On peut définir sans ambiguité les opérations I (.,; , <,) en posant :

p<3)(f)=F
Pl t(l) I(sll_ e t(") ('l)
e o oy—st fatd [t fdt‘” : fdt‘"'fdt"" fdt(")f(i‘s}) vt

(1) (1) (n)
0 81 1 z-‘n—l

| | i |

Intégration par rapport Intégration par rapport

a la 1% variable a la n'*™ variable

Si I’on suppose a priori que :
—_ {Z }sew soit un produit de n suites de nombres complexes {Z J"} keN

— La fermeture {Z } de I’ensemble constitué par les éléments de {Z }

s €N
soit un compact dans Q”p.
Alors les Théorémes 1 et 2 peuvent étre modifiés de facon suivante :

THEOREME 1 : a) Si {A,} est une base de H,(p) et si ¢ est non nulle sur

E—Z_.}, alors {F.} est une base de H.(p). b) Si {A} et {F} sont des bases
de H.(p), alors ¢ est non nulle sur {Z}

THEOREME 2 : Si ¢ est non nulle sur {Z. , alors {A } est une base de
H.(p) si et seulement si {F, } est une base g-p de H.(p).

Les Théorémes 3 et 4 se modifient de facon analogue.
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