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PROBLEMES ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE
SUR UNE VARIETE EUCLIDIENNE A L’INFINI
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(1) Département de Mathématiques, Faculté des Sciences, Université d’Orléans - 45 000 Orléans
(2) Institut de Mécanique Théorique et Appliquée, Université Paris VI, 4 Place Jussieu - 75 005 Paris

Résumé : : Nous montrons des théorèmes d’existence et d’unicité pour les solutions d’équations aux dérivées
partielles quasilinéaires du second ordre sur une variété riemanienne complète, euclidienne à l’infini. Nous utili-
sons des espaces höldériens avec poids, des estimations à priori et la théorie du degré de Leray-Schauder.

Summary : We prove some existence and some uniqueness theorems for the solutions of quasilinear second
order elliptic partial differential équations on a complete riemaniann manifold euclidian at infinity. We use
weighted Hôlder spaces, a priori estimâtes, and the Leray-Schauder degree theory.

introduction

Nous nous proposons dans cet article de démontrer des théorèmes d’existence et d’unicité pour des

solutions d’équations quasi linéaires d’ordre 2, de type elliptique, sur des variétés riemaniennes complètes, non
compactes mais euclidiennes à l’infini, dans des espaces höldériens avec poids. Ces théorèmes généralisent ceux
obtenus par l’une d’entre nous (Y.C.B.) en collatoration avec Jean Leray dans le cas des variétés compactes.
Nous démontrons pour les opérateurs linéaires du second ordre, elliptiques sur une variété riemanienne complète
euclidienne à l’infini et injectifs un théorème d’isomorphisme entre espaces hÕldériens avec poids ~1 ~ , généra-
lisant le théorème de Bony [3] relatif aux variétés compactes, et celui d’Oskolkov [18] relatif à R 3, nous elimi-
nons dans ce cas la restriction faite par Oskolkov As  0 sur R3.

Pour les opérateurs quasi-linéaires du second ordre sur une variété riemanienne complète, à partie
principale divergentielle, d’inconnue u, définis pour tout Du, mais seulement pour Q  u  m, nous obtenons
une majoration a priori des solutions dans un espace C1 ~ a (V). Quand la variété riemanienne complète est eucli-
dienne à l’infini, et que l’opérateur admet une sous solution Q et une sur solution m, nous démontrons un théorè-
me d’existence en utilisant la théorie du degré de Leray-Schauder, de façon analogue à [9].

(1 ) Pour les études sur Rn dans les espaces de Sobolev avec poids w 
p 

et par la méthode de monotonies,u
dans le cas non linéaire voir Cantor [4], [5], Fortunato [12], et Benci-Fortunato [2] et leurs références.
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Nous terminons par la démonstration de certains théorèmes d’unicité. Les problèmes traités dans cet

article se rencontrent dans des questions variées de géométrie et de physique. Nous donnerons ailleurs l’applica-
tion à la solution de l’équation de ,Lichnerowicz (fondamentale dans la construction de données initiales admis-
sibles en Relativité Générale) sur une variété asymptotiquement euclidienne.
1- DEFINITIONS ET PROPRIETES D’ESPACES HOLDERIENS AVEC POIDS.

Soit V une variété riemanienne, de métrique e, C °° , de dimension (1 )3.Soit 0 un point arbitraire,
fixé, de V. On note I x 1 = d(x,0) la distance riemanienne de 0 à x et on pose :

On désigne par D l’opérateur de dérivation covariante dans la métrique e, par D kf le tenseur dérivé ke de f et par
1 Dk f(x) | la norme dans la métrique e de ce tenseur au point x.
DEFINITION 1. Cl (V ) est l’ensemble des fonctions de classe CQ sur V, dont les dérivées 0  k  l, sont

bornées en e norme. On munit CQ (V) de la norme

DEFINITION 2. (V), 0  a 1 est le sous ensemble de CQ (V) des fonctions pour lesquelles lo norme
suivante est définie et finie: :

p(x) désigne le rayon d’injectivité de l’application exponentlelle (relative à la métrique e) au point x, et on a noté
DQ f(x) - D~ différence du tenseur D~ f(x) et du tenseur transporté parallèlement (2) en x; le long de la
géodésique joignant x à x :

DEFINITION 3. Cl03B2 (V) est le sous ensemble des fonctions de Cl (V) pour lesquelles la norme suivante est définie
et finie ;

DEFINITION 4. C (V) est le sous ensemble ~ Cl a (V) des fonctions pour lesquelles la norme
suivante est définie et finie :

où = inf (o(xÎ, o(x’)1

(V) et C a (V~ sont des espaces de Banach. Ils ne dépendent pas du choix de point de base 0 ~3~.

(1) ) Nous traitons explicitement ce cas, important pour la physique. La même méthode s’applique pour
une dimension quelconque, en remplaçant a(x) par a(x) n - 2 .

(2) Pour être correct on devrait noter D~ f(x) - T (x, x’) D f(x’) où T (x, x’) est le bitenseur de trans-
port parallèl.e. Ce bitenseur est défini sans ambiguïté si d(x, x’)  p(x) (cf. B. Dewitt [11 ],
Lichnerowicz [17] . .

(3) Des choix différents donnent des normes équivalentes (une variété est toujours, ici, supposée conne-

xe).



LEMME 1. (multiplication) on o, par (f, g) ~ fg

LEMME 2. (inclusion~ on a

et de plus

Preuve.

2) et 3) Supposons que f e C ~’ a (V), on a : :

~~ ~ ~ ~l °

En effet:

a(x) 
~ ~ d(x, x’)  1 implique (a(x) ~ ~ d(x, x’)) ~ l > (a(x) ~ ~ d(x, x’)) ~ si a~ alors que :a(§°°’) ~ ~ d(x, x’) > 1 implique (a(Ùii) ~ ~ d(x, x’)) ~ l > 1

En choisissant = 1 on en déduit l’inclusion 2) si l1  Q, et l’inclusion 3. On obtient 2) avec l 1 = Q en
prenant a = a.

L E M M E 3 (compacité) Si (V, e) est une variété riemanienne complète (1) la boule unité de C 1 03B1 (V) est un sous
$

ensemble compact de C ~> ~l (V) si a~  a, fl~  fl.
fli

COROLLAIRE. La boule unité de C 03B1 (V) est compacte dans C l1,03B1 (V) si Q > Q 1 

(1 ) ) Il suffit pour que ce lemme soit valable que les boules géodésiques V R aient une fermeture compacte
ce qui permet d’appliquer les méthodes qui suivent au cas de variétés non complètes, mais à bord.



Preuve On désigne par VR la boule ouverte géodésique de centre 0 et de rayon R : :

et par XR une fonction C°°sur V à support dans VR.
Soit { fn}une suite avec

ona:

La suite { f t est bornée dans (VR), (avec VR relativement compact dans t’espace métrique (V, e)
elle est bornée et équicontinue dans C ’ 03B11 (Vn) si a > elle admet une sous suite f R qui converge dans
C "’ ~1 (Vo) vers une limite fn qui appartient aussi ~’~ à (V). On désigne encore par fn la fonction de
Cl, 03B1 (V), prolongement de fR par zéro en dehors de VR . D’autre part la famille {fR} ~ Cl,03B1 (VR) ~ Cl, 03B103B2 (V)

converge quand R tend vers l’infini dans (V) vers une fonction f e Cl,03B1 (V) si 0i  03B2 en effet :
~1 ! ’

où C est indépendant de R, R’, et R = inf (R, R’).
On choisit R tel que C R al a  E/3, puis N tel que Il f - f , i’ Cl, a  E/3 et

Il fR, - R~ Il  E/3 dès que ni> N, ni > N, on montre ainsi la convergence de la famille fR, et de la suite f~
i

dans CQ1 ~ a1, vers une fonction f, puisque f E CQ~ a .
Q~ Q

(1) ) Une limite uniforme de fonctions vérifiant 1 u(x) - u(x’) 1 ~ d(x, x’) a vérifie la même relation.



2 - - VARIETES ASYMPTOTIQUEMENT EUCLIDIENNES. OPERATEURS ELLIPTIQUES DU SECOND

ORDRE.

DEFINITION Une variété rlemanienne (V, e) est dite euclidienne à l’infini s’il existe un nombre R tel que ;

a) V B V R est réunion d’un nombre fini de composantes connexes disjointes A =1,..... p, diffé-

omorphes par un difféomorphisme 03C6A à R 
3 B B, où B est une boule fermée de R 

3 (on a noté V R la boule
d(o, x)  R)

b) Sur chaque ouvert S~A la métrique e est l’image réciproque par le difféomorphisme ~pA de la mé-
trique euclidienne canonique de 6~ 

3 B B.

REMARQUE : Si la variété riemanienne ~V, e) est euclidienne à l’infini, elle est complète si et seulement si la

boule V R est compacte.

DE F l N I T I ON : Une métrique g sur la variété riemanienne V de métrique de base donnée e est dite elliptique s’il

existe une constante positive ~ telle que, en tout point de V et pour tout vecteur ~ on a

(2-l) ~ e (~, ~i ~ , ~ > o.

DE F l N l TI ON : Une métrique g sur la variété euclidienne à l’infini (V, e) est dite régulièrement asymptotique-
ment euclidienne si g - e e C ~ ~ et (V) ; il existe b > 0 et K ~ 0 tel que (l )

s

3 - PREMIERE INEGALITE FONDAMENTALE . .

Considérons l’équation elliptique linéaire sur la variété complète euclidienne à l’infini (V, e), à l’inconnue scalai-
re u : :

est le laplacien d’une métrique g elliptique sur (V, e) (inégalité 2-1), régulièrement asymptotiquement
euclidienne (2-2). Nous supposons de plus que le vecteur b, et les scalaires c et f sont respectivement de classe

On désignera par C des constantes ne dépendant que de K et ~.

THEOREME. Si u est solution de Lu = f, sur la variété riemanienne complète euclidienne à l’infini (V, e) les
coefficients de L satisfaisant (2-1), (2-2), (3 2) et (3-3), alors on a, si u e C 2~ la majoration :

B .

Preuve Désignons par OR une fonction C 
°° 

sur V telle que :

(1 ) ) Remarquons que, avec nos définitions,



Posons Un 
= 

.

Appliquant le théorème de Schauder (étendu par Bony [3] aux variétés) à la variété compacte à bord V 2R on
a : :

D’autre part u(1 - Qn) a son support dans V B V~ donc dans V B V~ qui, est réunion disjointe, finie, d’ouverts
difféomorphes à R g B B. Soit ta restriction de u(1 - 0398R) à 03A9A, uA !a fonction sur (R 

" à support dans

R ~ BB~ définie dans R~B~ par :

UA vérifie une équation elliptique, déduite de (3-1 ) par écriture dans les coordonnées locales définies par il

résulte d’un théorème d’Oskolkov [18] que : :

les normes C # 1 03B1(03A9A) définies par Oskolkov à l’aide du poids (1 + 1 03C6A (x) |2) 1/2 sont équivalentes à nos

normes C 1 ~ (Q ~g). On a donc :fl

on a d’autre part l’identité

d’où, puisque uR 
= u OR, uA = u(1 - OR) XA, où XA est la fonction caractéristique de S~A

où U = V 3R B V2R est un ouvert borné de V (dans V B U on a (L - c) (1 - 8R) = 0).
On sait que pour un ouvert borné on peut prendre e > 0, arbitraire et qu’il existe C tel que : :

on a évidemment

où C dépend de R (qui est fixé), tandis que :

D’où finalement l’inégalité annoncée (3-4).



4 - THEOREME D’ISOMORPHISME. .

THEOREME : Si l’opérateur L, satisfaisant aux condit/ons (2-1), (2-2) et (3-2), (3 3) est injectif toute fonction
u e C 2, 03B103B2 satisfait à l’inégalité

Preuve : S’il n’existe pas de telle constante Ci) existe une suite un avec ~un II 
C2, 03B103B2(V) 

=1

alors que (im 
n=~ 

Considérons une suite {un} avec (! = 1. On a

A

La suite j est uniformément bornée dans C ~ (~) donc admet une sous suite, encore désignée par
OR un}, qu converge dans C ° (V2R).

I résulte d’autre part d’un théorème d’Oskolkov et Tarasov [20] concernant le laplacien dans 6l 3 B B que pour
toute fonction v à support dans on a

où Qe est le laplacien de la métrique euclidienne e.
On a en coordonnées locales adaptées :

on remarque que, puisque C V ~ VR on a, pour un tenseur f E C ~~ °~ (S~ ) avec 7 > 0A

On déduit de (4-2), si v e C 2~ °~ (S~ A ), en utilisant le lemme 1, § 1 : :

où C ne dépend que de X et y Explicitement

et, en choisissant R assez grand pour que C Ce R - 7  1 : :



En appliquant cette inégalité aux fonctions ~A (un - um) et utilisant le même raisonnement que § 3 on obtient :

Quand n, m tendent vers l’infini le deuxième membre tend vers zéro, donc aussi le premier membre. C’est dire

~ que est une suite de Cauchy dans C 2~ p a (V), et admet une limite u ~ 0 (puisque Il u Il = 1 ) ~ alors que

Lu = 0. Ce résultat est contradictoire avec l’hypothèse d’injectivité faite sur L.

Remarque : L’opérateur L est injectif de C 2~ a (V) dans C °~ si c ~ 0 (utilisation du principe du maximum

cf Lichnerowicz [16]). . 
0 P+2

THEOREME . Sous les hypothèses 2-1, 2-2 et 3-2, 3-3 et si L est Injectif (donc en particulier sl c 0) l’opé-
rateur L est un isomorphisme de C 2, 

a (V) sur C o, a (V),
p ~+2

Preuve : L’ensemble des opérateurs L satisfaisant aux hypothèses et qui sont des isomorphismes est ouvert

(théorème des fonctions implicites). Il est aussi fermé : considérons en effet une suite Ln, d’isomorphismes,
convergeant vers un opérateur injectif L. Soit f e C o, 03B103B2+2, et un telle que Ln un = f. On a : :

La suite 1 un} étant bornée dans C 2, 03B103B2 admet une sous suite qui converge dans C 2, 03B11,03B2103B21  p, ai  a vers une

fonction u e C2, 03B103B2. La suite L- un converge vers Lu dans C °(V), et Lu = f, donc L est surjectif, donc un

isomorphisme. L’ensemble des opérateurs L satisfaisant aux hypothèses est connexe, l’un d’entre eux 0394e est un
isomorphisme (cf. ci-dessous) donc tous le sont.
THEOREME. . L’opérateur ~ est un Isomorphisme de C 2~ 

a (V~ sur Co, a
e p jS+2

Preuve: (1) l’équation 0394e u = f sur V, variété euclidienne à l’infini d’atlas (fini) {03A9i, 03A9A}, avec U , ni i = K,
compacta A difféomorphe à R3 B B, est équivalente à l’équation pour l’inconnue v = 03C6-1 u
(4-3 ) v + av - 

5 
.

sur la variété compacte V, d’atlas difféomorphe à une boule B de é~ 3, déduit de par adjonc-

tion du «point à l’infini» 

(4-4) e = ~4 e
est une métrique C~sur , qui coihcide dans avec la métrique de la sphère 53, tandis que 03C6 est une fonction
C °°sur V, > 0. Sur V ~ est aussi C °°quand on la prolonge par zéro aux points wA. Dans les coordonnées loca-
les (2) adaptées à on a 

.

(1 ) ) cf «compactification de variétés asymptotiquement euclidiennes» [7])

(2) tes (x’) ne sont pas de vraies coordonnées locales dans (de vraies coordonnées sont (y’) =
, 

A 
~ ~~

on peut cependant utiliser tes (x’) pour tes calculs intermédiaires de quantités intrinsèques, définies
sur V à t’aide de )a métrique e. .



a est une fonction C 
°’ 

sur V, a(x) = - 3 si x e À ~g
Supposons que f e £P(c-à-d. f est u ne fonction C 

" 

à support compact sur V), alors f § 
- 5 

est C ~sur il - il résul-
te des théorèmes classiques sur les équations el liptiques sur u ne variété compacte, et de l’injectivité (1) de l ’opéra-
teur Ô~ + a que l’équation (4-3) a une solution et une seule v e C . Or on a :

L E M M E Si v e C °°(Ù alors u = § v e C 
l 

~ (V), quelle que soit k.

Preuve du lemme: pu isque u ~ = §v OR est C or: à support compact ; il suffit de démontrer que chaque u ~ =
§ v Ù ~g e C 1 

~ (V). On a, le signe 1 1 dénotant la e-norme :

En chaque point x : :

d’où

où C (Ù A) s’annule en dehors du compact V3R N .

Dans Q ~g on a § 
= (1 + r~) ~ ’~, d’où en coordonnées (x~) : .

où ~(Q) est un champ de tenseurs C sur borné en e-norme.

La fonction v est d’autre part C °°(V), c’est-à-dire a des dérivées de tous ordres bornées en e-norme. On déduit
de (4-4) que pour le vecteur covariant Dv

Tandis que pour le tenseur Q-covariant D xv : :

Puisque

on déduit de (4-5), (4-6) que, en tout point de :

Les e-normes des dérivées de v étant bornées, ainsi dans que le produit a(x) ~(x), on a donc :

D’où

(1 ) qui résulte de celte de 8e.



Pour démontrer la surjectivité de de C ~> et sur C °> et il suffit alors de remarquer que C 
~ (V) C C ~> et (V) si

@ @+2 1 @

k > 2, @  1 , puis d’approcher une fonction quelconque f G C o,03B103B2+2 (V) par une suite {fn ) GÙ la suite des solu-
tions correspondantes un est d’après l’inégalité (4-1) une suite de Cauchy dans C 

2, 03B103B2 , donc admet une limite u,
fl

solution de 0394eu = f.
Remarque : Nous aurions pu aussi écrire l’équation (3-1) sous la forme:

en mettant en évidence les dérivées covariantes D dans la métrique de base e. On a alors :

l’opérateur: ;

est un isomorphisme de C ~> 
~ 
sur C °> ~ , 0  fl  1.

fl $+2

COROLLAIRE : Sous les hypothèses 1 ) L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro.
Preuve: Posons p = v 1 C (x) (a (x) ) 2+03B4|, co = p (a (x) )-2 -03B4 

l’opérateur Lo = L - c ° est un isomor-

phisme d ’après le théorème ; d’autre part l ’opérateur u b+ cu de C 2, 03B103B2 dans C °> 03B1 
est compact, car borné de

@ @+2

5 - EQUATION DU SECOND ORDRE NON LINEAIRE, LA DEUXIEME INEGALITE A PRIORI.

Une équation quasi linéaire du second ordre, à partie principale divergentielle, sur une variété riemanienne,
s’écrit (cf [9]).

A : (x,p,k) H A(x,p,k) et a : (x,p,k) H dont des applications ~’ ~ de T* (V) dans respectivement T(V)
(avec E Tx (V) et R que nous supposerons définies sur un ouvert U de T* (V) de la forme :

où 10 (x) et mo (x) sont deux fonctions numériques de classe C1 sur V, avec,

Nous supposons A différentiable et a mesurable.

La notation div A(x, Du, u) désigne la divergence dans la métrique e du champ de vecteurs sur V

Un changement de coordonnées locales (x’) ~ x’j (x’) sur V induit un changement de coordonnées locales (x’,
P’) ~ (x’j (x’), p. = ~xi ~x’j pi) sur T* (V). On en déduit que !es (~Ai ~pj) sont tes composantes en coordonnées loca-

9pj
. tes d’un 2-tenseur contravariant, que nous notons D A tandis que (F est ta connexion de e)~ JC

-

sont les composantes d’un scalaire, que nous notons D~ A..
(1 ) ) T* (V) est l’espace cotangent à V, T(V) l’espace tangent, l ’espace tangent au point x.



DuA est le vecteur de composantes en coordonnées locales ( ._. ).
au

L’équation (4-1 ) s’écrit

[en coordonnées locales

Rémarque ; (S-1 j s’écrit en coordonnées locales :

Nous supposerons que le problème est elliptique c’est-à-dire qu’il existe X > 0 tel que,
B 1

et nous limiterons, comme dans le cas d’une variété compacte, les coefficients a et A par les inégalités suivan-

tes(1),sur U :

Sur la variété riemanienne complète, à rayon d’injectivité non nul, (V, e~ , nous introduisons la norme :

où les boules géodésiques B(x (;), à), de centre x . 
et de rayon à, avec 0  à  p~ (p~ rayon d’injectivité de

(V, e)),forment un recouvrement localement fini (2) de V
LEMME: : Les normes l, 03B1 (V, à ) et Cl, 03B1 (V) sont équivalentes.
Preuve : on a défini C l, 03B1(V) par: : 

-

on en déduit

mais aussi :

Donc

THEOREME : Soit (V, e) une variété riemanienne à rayon d’injectivité non nul, à courbure et gradient de cour-
bure bornées; toute solution u E H2 (V), de (5-1) définie sur V, telle que 1 (x)  u(x)  m (x), et à déri-

vées bornées, est sous les hypothèses (5-2), (5-3) et (5-4), (5-5) dans C I ,03B1 (V) et vérifie une inégalité a priori

(1) On peut généraliser un peu les hypothèses en multipliant les 2e membres de (5-2), (5-3), (5-4) et

(5-5) par (1 2), avec m > 1.
(2) Un nombre fini d’entre elles recouvrent le compact VR .



où K est une constante qui ne dépend que de A et p.
Preuve : Prenons, dans une boule géodésique B s de rayon 6  po des coordonnées normales.

L’équation s’écrit

D’après un lemme de Aubin [1 ] on peut choisir 5 et c(une constante) ne dépendant que de M = 1 R I 1C (V)
(où R est le tenseur de courbure de la métrique e) tels que dans toute boule géodésique B 5 on ait, en coordon-
nées normales

on en déduit que dans une boule B ~ les coefficients de (5-6) vérifient les hypothèses requises (cf Ladyzenskaia
et Uraltseva [14]) pour que les solutions u considérées vérifient dans une boule B ~, avec b  8 , une inégalité
a priori : Il u ~C 1 ,et (Bô) 

 K où K ne dépend que de A, J.L, 6.

Le théorème résulte alors du lemme précédent.
6 - EQUATION NON LINEAIRE SUR UNE VARIETE EUCLIDIENNE A L’INFINI, THEOREME D’EXIS-

TENCE.

Les définitions des espaces (U), pour des applications de la variété U, ouvert de T* (V) x ~, dans 6~, ou
dans un fibré vectoriel, par exemple T(V), sont analogues aux définitions données pour (V), la métrique de
base sur U étant, au point (x, p, k), e Se* 8)1.
Sur A et a nous ferons l’hypothèse suivante :

on en déduit que si u E C1, 03B1 (V) et 10 (x)  u(x)  m o (x) on a J D A o u, DxA o u, DuA o u et
a o u sont de classe C °~ a (V).
Nous considérons maintenant une variété (V, e) euclidienne à l’infini. Nous supposerons, de plus que si u E

(V) il existe 7 > 0 tel que : :

on suppose que DxA peut s’écrire :

avec

et que :

Les applications de C ~ ~ « (V) définies en (6-2), (6-3), (6-4), (6-5) sont toutes supposées bornées.

(1) ) Si f est une application (x, p, k) -~ f (x, p, k) et u une fonction x ~ u(x) on note f 0(.1 l’application

par exemple : DpA o u est l’application x -~ (DpA) (x, Du (x), u (x)).



Remarques 1: : Si le vecteur A ne dépend pas explicitement de x (c’est-à-dire n’en dépend en coordonnées locales

que par l’intermédiaire de eij) les conditions (6-3), (6-4) sont toujours vérifiées si (6-2) l’est.
2 : Dans le cas hyper quasi linéaire, c’est-à-dire si le vecteur A est de la forme

on a

3 : Dans le cas semi-linéaire, c’est-à-d ire quand

les hypothèses (6-2), (6-3), (6-4) sont équivalentes aux hypothèses sur le tenseur g faites dans le cas linéaire.

DEFINITION : Une sous solution I de l’équation (5-l) est une fonction bornée I E C 2 (V), telle que sur V

Une sur solution m E CZ (V) est définie de même par :

THEOREME : : Soit (V, e) une variété riemanienne complète, euclidienne à l’infini. Soit

Une équation aux dérivées partielles du second ordre sur V dont les coefficients satisfont, si !o  u  md
aux hypothèses (5-2), (5-3), (5-4), (5-5) et (6-2), (6-3), (6-4), (("r5).
Supposons que l’équation admet une sous solution 1 > 1 o et une sur solution m  mo avec

Sup I (x)  0  inf m(x) uniformément bornées sur V et telles que ~Q 1 E C°’ «(V), ~Q m E C°’ a(V)
x E V x E V 2+a 2+a

alors l’équation admet au moins une solution u E C 2’ « (V).
Preuve ; On désigne par S~ l’ouvert borné de défini i par :

où Ko est un nombre qui sera déterminé plus tard.
On considère l’équation elliptique linéaire à l’inconnue u, pour v G S~ donné :

D’après le théorème d’isomorphisme cette équation a une solution et une seule u ~ C2, 03B103B2 (V).

On note u = F (v). L’application F est une application bornée de 03A9 dans C2, 03B103B2 (V), donc une application com-

pacte de 03A9 dans C1,03B1(V). Il en est de même des applications Ft (on remarque que Fo est l’appl ication constante
v H 0) définie par résolution des problèmes :

L’application F admet un point fixe dans S~ d’indice 1. Il en sera de même de toutes les applications Ft,
0  t  1, si on peut montrer a priori qu’elles n’ont pas de point fixe ut E a St. D’après le théorème toutes les

solutions vérifieront Il u Il  Ko si Ko > K (la constante résultant de ce théorème).
.



Montrons que toute solution u ~ C ’ ~ de 6-6 vérifiant

vérifie aussi

Supposons qu’en un point x E V on ait u (x) = m (x). Ce point est un minimum de u - m, donc aussi Du (x) =
Dm (x) et DpA (x, Dm (x), m (x) . D 2 ~ [ u (x) - m (x) 1 > 0 ce qui est impossible en un minimum.

D’autre part puisque u E C 2~ « (V) et inf m (x) > 0 on a inf (m (x) - u (x)) > 0.
a xEV 

D’où la conclusion. Un raisonnement analogue donne la 2ème inégalité.
D’autre part on peut choisir f de manière à ce que 1 et m soient aussi sous et sur solution de 6-7 : il suffit qu’on

prenne f tel que :

Il existe sous les hypothèses faites, une infinité de telles fonctions 
. 2+S

Les fonctions 1 et m sont sous et sur solutions de tous les problèmes Lu + (1 - t) Lou = 0, 0  t  1, u E

C 2~ «, donc aucun de ces problèmes n’admet de solution sur âS~.
7 - UNICITE

On considère sur la variété riemanienne complète (V, e) l’équation quasi linéaire

(7-1 ) g(x, Du). D 2u + c(x, Du, u) = 0
on fait les hypothèses suivantes sur les coefficients, dans l’ouvert U C T* (V) défini par lo (x)  k  mo (x)

(i) l’opérateur est elliptique et g est borné :

(ii) les coefficients g et c sont continuement différentiables par rapport à la variable p.

(iii) le coefficient c : (x, p, k) N c (x, p, k) est une fonction non croissante de k.

On a alors un théorème unicité de démonstration analogue à celle donnée classiquement (~ ~ ) pour un ouvert

borné de 

THEOREME. L’équation (71) a au plus une solution u E C 2 (V~, avec I o  u  m d sous les hypothèses (i),

(ii), (iii) .
Preuve ; La différence w = u - v de deux solutions vérifie l’équation

avec

Supposons que u - v prenne une valeur a >0 en un point x ~ V puisque il existe R tel que x ~ VR.

Soit V+ l’ouvert x E Vp , w(x) > 0 . Sur V+R on a C. > 0 (hypothèse (iii), donc Sup w(x)  Sup w x),
ce qui est contradictoire avec ’~

(1 ) ) cf Potter et Weinberger [21 ], D. Gilbarg et Trudinger [13j



D’autre part, quand les coefficients principaux dépendent de u on obtient un théorème d’unicité
pour l’équation à partie principale divergentielle sur une variété euclidienne à l’infini

(7-2) div (A (x, Du, u) = a (x, Du, u)
sous les hypothèses faites au § 5 et 6 auxquelles on ajoute les suivantes, dans U : :

2b) I existe une constante v > (2 

3b) a croit strictement avec k : :

THEOREME : Sous les hypothèses 5-3, 5-4, (73), (7-4) l’équation (7 2) a au plus une solution u E C 2 avec
03B2 > 0, l °  u  mo, sur la variété riemanienne complète euclidienne à l’infini (V, e), telle que a o u E C °

Preuve ; Soient u et v deux telles solutions. On a

~
d’où en multipliant par (u - v) - T! ,avec 03BD > 1, et en intégrant sur V (?? est l’élément de volume de e, cj !a
forme de Leray induite sur 3V n)

avec : :

On voit que si u E C 
z 
et v E C 2 a o u E C 2 +1 a a v E C ° avec D A et DuA bornés, si (V e) est euclidienne à

l’infini, W est intégrable sur V et on a :

à condition que v > (2 - (et (1) v > 1 ). Il ( résulte alors de (7-3) : :
W =0 surV

Si u - v prend une valeur positive sur V, il atteint son maximum en un pointée V. En ce point on a Du - Dv =
et W > 0 d’après (7-4) ; donc u - v  0, de même u - v > 0 donc u = v.
En faisant des hypothèses supplémentaires de régularité sur les coefficients on peut démontrer un théorème
d’unicité quand a, supposé indépendant de p, est non croissant, par une méthode inspirée du cas d’un domaine
borné de (cf Gilbarg et Trudinger ch. 9, § 5)), en utilisant le théorème d’existence du cas linéaire.

(1 ) conséquence de v > ~ 
~ fl si 0  fl  1 .
fl
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